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SatEimgtii  der  Doutsclieik  llatheutiker^Tereiiiigaiig. 


§1. 

Name,  Zweck  und  Sitz  der  Vereinigung. 

Die  „Deutsche  Mathomatiker-Vproinigung"  stellt  sich  die  Auf- 
gabe, in  gemeinsamer  Aibeit  die  mathematische  Wissenschaft  nach  allen 
Bichtangeo  zu  iSrdern  und  auBsabaaen,  ihre  venchiedenen  Teile  und  tea> 
streaten  Oigaae  in  lebensroUe  Verbindung  und  WechBelwirkang  »i  setsen, 
ihre  Stellnog  im  geistigen  Leben  der  Nfttion  nach  Gebühr  zu  heben,  ihren 
Vf-rtrctem  nnd  Jüngern  Gelegenheit  zvt  ungezwungenem  kollegialischen  Ver- 
kehr und  zum  Austausch  von  Ideen,  Erfahrungen  und  Wünschen  zu  bieten. 

Die  Vereinigung  hat  ihren  Sitz  in  Leipzig  und  soll  in  das  dortige 
YMmnaregister  eingetragen  werden. 

§2. 

Mitgliedschaft. 

Die  Mitgliedschaft  wird  erworben  nach  Anmeldung  bei  dem  Schnts- 
lueister  durch  Beschluß  des  Vorstandps  Mit  ihr  ist  die  Verpflichtunt' 
Zahlung  eines  Jahresbeitrages  von  2  Mark  für  das  laufende  Kalender  ja  in 
verbunden.  Der  j&hriichc  Beitrag  kann  durch  eine  einmalige  Zahlung  von 
80  Mark,  oder  nach  mindestons  sehnjuhriger  Mitglie^toohaft  Ton  SO  Mark 
abgelöst  werden. 

Die  Mitgliedschaft  erlischt,  aufier  durch  den  Tod,  durch  Austritt  auf 
Gnind  einer  schriftlichen  Abmeldung  bei  dem  Scliritttuhrer  oder  durch  Aus- 
schließung auf  Grund  eines  einstimoiigen  Beschlusses  des  Vorstandes. 

Die  Namen  der  ein-  und  anatreteiideii  Mitglieder  sind  im  Jahreebeiichi 
(§  7)  zu  Terltffentlichen. 

§». 

Vorstand  der  Vereinigung, 

Der  Vorstand  besteht  aus  8  Mifd'iedem:  dem  Vorsitzenden,  dem 
Sehriftführer,  den  4  Beiaitsem,  dem  Schatzmeister  und  dem  üeraoageber  der 

Jahresberichte. 

Jahresbericht  d.  i>«attchen  Mktbsm.-Voriilniguog.  XVI.  b 
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Die  ersten  fi  Vorstandsmitglieder  wählt  die  Mitgliederversammlung  dureh 
Akklamation  oder,  auf  Autrag  eiues  Mitgliedeü,  dui'ch  geheime  schriftliche 
A1»Btimmtmg  mit  relativer  Stimmenmehrheit  INe  Wahl  dieser  Vorstands- 
mitglieder geschieht  anf  3  Jahre.  Es  scheiden  alljährlich  2  Mitglieder  aus 
und  werden  durch  Neuwahl  ersetzt.  Da-<  Ausscheiden  ges<liieht  in  der 
Reihenfolge  des  Eintritts.  Die  Ausscheidenden  können  erst  nach  2  Jahren 
wiedergewählt  werden;  nur  der  Schriftführer  ist  solort  wieder  wählbar. 

Diese  6  durch  die  Mitgliederrersammlnng  gewählten  Yorstandsmitglieder 
waUen  mit  relativer  Stimmenmehrheit  den  Schatzmeister  und  den  Heraus- 
geber der  Jalireslterichte.  Diese  heiden  Ämter  erlltedien  mit  der  Mitglied» 
Schaft  oder  durch  Vendcht 

§4. 

Geschäftsführung  im  Vorstande. 

Die  Geschilftstuhrung  des  Vorstandes  beginnt  alljährlich  am  1.  Oktober. 
Der  Vorstand  wählt  aus  seiner  Mitte: 

a)  den  Vorsitzenden,  welcher  die  Sitzungen  des  Vorstandes  und  die 
Geschättssit/uug  der  Vereinigung  leitet  Er  wird  auf  1  Jahr  gewählt  und 
isl  innerhalb  der  dre^I^gsn  Qesehftflsdaaer  seiner  Vinrstandachaft  nidit^eder 
wtiilhar; 

b)  den  Schriftführer,  welcher  sngleich  das  Archiv  der  Yereinigong 
anfbewahrt    Er  wird  auf  ä  Jahre  gewählt  und  ist  wieder  w&hlbar. 

§  5. 

Aufgaben  des  Vorstandes. 

Der  Vorstand  ist  mit  der  Vertretong  der  gesamten  Interessen  der 
Vereinigung  beauftragt. 

Im  heeondoren  hat  er  die  Aofgabe,  die  JafaresTersammlung  durch  Auf* 
Stellung  eines  ausführlichen  Programmts  Torzubereiten,  in  welches  womöglich 
Referate  über  die  Entwicklung  einzelner  Gebiete  der  Wissooschaft  aoiau- 
nehmen  sincL 

Die  Beschlüsse  des  Vorstandes  werden  mit  absoluter  Stimmenmehrheit 
gefaflt.  Znr  Gflltigkeit  eines  Beschlusses  ist  die  Abstimmang  von  mindestens 
5  Vorstandsmitgliedern  notwendig.  Die  Abstimmung  kann  «ehrifUich  ge- 
schehen. 

§6. 

Der  Schatzmeister. 

Der  Schatzmeister  vertritt  den  Vorstand  des  Vereins  gerichtlich  und 
außergerichtlich;  er  ist  allein  zum  Abschluß  von  Bechtsge&chftften  im  Namen 
der  Veninigung  befugt 
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Der  Schatzmeister  verwaltet  ferner  das  YermOgen  der  Yereiaigung  und 

führt  die  Geschäfte  des  Kassierers. 

Die  Mitgliederversammlung  ernennt  alljährlich  iu  der  Geöcbüitssitzung 
zwei  Bevisoren,  welche  die  Rechnungsführung  des  Schatzmeisters  zu  prüfen 
liaben. 

§  7. 

Der  Heraasgeber  der  J ahreBherichte. 

Der  Herausgeber  der  Jahresberichte  leitet  die  Redaktion  des  in 
Monatsheften   erscheinenden  ^ahresberidit  der  Deutschen  MathematUcev- 

Vereinignn^". 

Diese  Jahresberichte  werden  den  Mitgliedern  bei  direktem  Bezüge  von 
der  Yerlagsbnefaliaadlung  va  ermftBigtem  Preise  gelieftri  Sie  bringen  alle 
Bekanntmachungen  des  Vorstandes.  Im  Januarhefte  haben  rie  eine  Liste 
des  Vorstandes  und  dor  Mitglieder,  sowie  die  JahresreclmuniB:,  spütesteus 
im  Augnsthette  die  Einburutung  der  Mitgliederversammlung  und  Spätestens 
im  Dezemberhefte  das  Protokoll  dieser  zu  enthalten. 

Mitgliederreneklin»,  Protokoll  und  Kaatenberiolit  werden  jedem  Ißi' 
gliede  im  Jairaar  vnentgdtlidi  sngeschiclctw 

Mitgliederversammlung. 

Die  Vereinigung  hHlt  alljährlich  eine  Mitglied erversammlTing  ab,  welche 
in  der  Regel  au  den  gleichen  Ort  und  zu  gleicher  Zeit  wie  die  Versamm- 
lung der  Gesellschaft  Deutscher  Naturforscher  and  Ärzte  berafen  werden 
soll.  Die  BeroAmg  erfolgt  doreh  den  Yoraitaendai  und  den  ScbriftftUuer 
unter  Bekanntgabe  der  T^igesoidnung  spltestens  im  Augustliefifce  des  Jaliree- 
betichtes. 

Die  Mitgliederversammlung  dient  zur  Erfüllung  des  wissenscliaftlicben 
Zweckes  der  Vereinigung,  und  es  ist  dabei  ein  Zusammenwirken  mit  der 
1.  Abteilung  der  Geselhefaaft  Deatseber  Naturforseber  und  Ärzte  an  er- 
streben. 

In  einer  besonderen  Geschilftssitzang  hut  der  Schriftführer  über  den  Stand 
der  Vcreiniguug,  ihres  Vermögens  und  ihm-  wissenschafth'ehen  Unternehmungen, 
sowie  über  die  Tätigkeit  des  Vorstandes  Bericht  zu  ei  sLattea.  In  ihr  huden 
die  Wahlen  statt  und  sind  alle  die  Gesebftftsfllbrung  betreffenden  Besehlflsse 
n  £u8en* 

Über  die  Mitgliederversammlung  und  die  von  ihr  gefaßten  Beschlüsse 
bat  der  Schritttuhrer  ein  Frutokoll  /.u  führen,  weldies  spätestens  im 
Dezemberhette  des  Jahresberichtes  verööentlicht  wird. 

Für  die  Berofang  einer  aoBerordentlicben  Mitgliederversammlnng  and 
die  Bestimmungen  des  §  37  B.  G.  B.  maßgebend. 

Falls  außerurdentlielie  Fuistiinde  dir  Abhaltung  der  Geschftftssitzung 
in  einem  Jahre  anmöglicb  macheu,  so  werden  an  Stelle  der  satzongsgemäß 

b* 
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aoBScheideiKien  ^litglieder  dee  Voriftandes  von  diesem  7.wei  neue  kooptiert; 
ebenso  hat  dfr  Vorstand  das  Recht  der  Kooptation  ftir  den  Fall,  ^aß  ein 
VurstäiidsmutgUed  innerhalb  den  Geschäftsjahres  ausscheidet.  Solche  durch 
Kooptation  in  den  Vontand  anfgenommane  Mitglieder  bedflrfen,  wenn  sie 
lingar  im  Amte  bleiben  aollen,  der  Bestltigmig  dnreh  die  nftchsfce  UilKEeder^ 
fenanunlnng'a 

§  9. 
Auflösung. 

Bei  Auflösung  der  Yereinigung  hat  die  letzte  Mitgliederversammlung 
dar&ber  ra  bescUiefien,  welober  Offimtlicken  Stiftung  oder  Anstalt  das  Ver» 
mOgen  zuzuweisen  ist. 
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Verzeichnis  der  Mitglieder  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung 

nach  dem  Stande  Tom  1.  Januar  1907. 
khhe,  C.f  ProfiMior  am  ü.  S.Wea1ib«r  BnrMra,  Waaliitigton  D.  0.  {U.  S.  Ä) 

CleTaUnd  A-,  geb.  3.  12.  1858  N<>  v  Y  rk,  lh^s  64  itud.  MichiKMi  n  H.irvard,  1864  B.  8. 
Harvard,  1865  Astronom  Polkowa,  lö'u  Wnuhluistou  (U.  8.  Nav.  Obscrv.),  i^fiH  Direktor  am  Cin- 
dnnatl  Obs.,  wlt  1874  Prof.  der  Meteorologie  am  U.  8.  Weatber  Bureau  WnithiliKton,  n  it  1886 
•uh  PtoC  a.  d.  Waahiagton  U.,  seit  liMiO  anoh  L«ktiiru  »,  d.  Johaa  UopUaa  U.  hh.  J).  MisUgaa 
BBd  OlMfftvw.  Mitgl.  d.  B.  Astron.  Soe.,  d.  D.  Astran.  Ow.,  dar  An.  UwOl  Soo.  d.  Mrt.  Amd.  Sou, 
A  Am.  Phil  Süc  ,  d.  Am.  Atml  Sc  .  d  Phil.  Roc.  u.  Arad  Sc.  Washington,  d.  .^m.  Assoc.  Adr.  Sc  «lOt 

Abraham.  .H.,  Dr.,  rrivatiiuz^ut  s.  d.  Uuiveraitäi,  GdltingeQ,  üürgerstr.  2fi.  , 

Mnz  A,,  geb.  S6.  S.  |8f5,  von  189S  ttiul.  TNlbWf  L  B.  uid  Bwlla»  IMT  pio«.  BttUo« 
1900  hab.  QMttBgaa. 

AckvraiaBii-TevbBer)  A.,  Dr.,  H.>JR.,  lfiti]iliab«r  der  YetlagabneUiandliuig 

B.  O.  Teubner,  Leipzig,  l'oststr.  3. 

Bwwdirtni  OoitaT  Alfred  A.,  seb.  31. 1. 1867  Laiiuügt  1835/77  stvd.  Ltlptdg,  1806  Dr.  pbiL 

k.    OnUtowald.  10«^  dw  BcHkaalk.d*FnM^  4m  Otac-BBldlMtmo»  dw  Malli.aw.B«rllBt 

d«*  D.  Aatani.  Gm.,  dtr  OOttlngsr  T«r.  m.  WM.  dar  aiifnr.  Zligpi.  «nd  JUd»,  d.  T«r.  dmtMb.  ]»• 

■■BlMn,  d.  Qm.  davtooli.  Natnrt  u.  Anrt«. 
AdaMly  F>9  Professor  am  GymnaBium,  TTof. 

Wnaa  A.,  gab.  30.  1.  Lindau ,  107^^16  stod.  Mflnchen,  fraher  In  Weldau«  Tmunsteiu, 
Aoabadi,  B«jiwnlh,  seit  1896  am  GynnaaivB  Ka£ 

d'Adh^iuar,  Ylcomte  R.,  J>r .  Professor  an  der  FacnlW  Ubre  dee  Seiencet,  LÜle 

{Frankreidi)^  Place  de  Genevieres  14. 

Bobot  Ytoomto  d'A.,  g«bw  S.  lt.  1874  8t.  Hlw«l3rto^roxt.  ]>o«tMW  it  «clakM*  mtüb.  (Vwte), 

Jaginirar  dM  «rta  «t  msaaf.  MttgL  dar  Soe.  inaib.  d»  Fkuw,  dM  Olm.  auife  dt  Patanaoi  dar 

Boe.  icisntlf.  de  Bruxellea. 
Adler,  A.,  Dr.,  Priv.itdwsent  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Wien  {Österreüh). 
AbranSy  W«)  Dr.,  Leheer  a.  d.  MaschinenbauBcbule,  Magdeburg,  Königgi^tzeratr.  7. 
Wlllialm  Sraat  KaotlB  Georg  A.,  geb.  3.  3. 1879  Lobs,  1890,9.^  u.  96/9;  stud.  Bostock,  Berlin, 

Freiborg  L  B.  nnd  Loipslg,  1895  prom.  Uoücx^k,  iHii.'i  ,  r)6  l.i  Ut<  t  a.  d.  D.  Schale  Antwerpen, 

U97/UH>1  a.  d.  BattgewttxkeobBle  Alagdobarg,  suit  1901  au  der  Maschiiteabauachalew 

Alh€fito»l|      ProfiMior  am  Istitato  teenioo,  Palermo  {ItaUe»)^  Salita  Bandiiore  4. 

Xlehale  Lnigl  A.,  geb.  7.  3. 18&9  Pttlemoi,  Vm/K  eled.,  1876  prom.  nnd  1878  heb.,  aalt  1878 
la  TetseUedenen  Stellangen  an  hohf-ren  SehnlaB  aad  HB  der  üntrandttt  PalarBo,  lett  1888  Vx«L 
am  Istltutü  tocnlct>,  gogonw.  Vkiprueidi  nt  dc-iiittlben.  JDtgl.  der  Boe.  8e.  Nat.edÄca.  diMUneo, 
lUtgL  a.  Pilteident  de«  Giro.  mal.  di  Palermo. 

Alef)  B«     FioliB88or  a.  d. UmTersttat,  Bloomnigtoiit  Ind.  (ü. 8.  A.)^  Foreat Place  SOä. 

BobflBt  Indaon  A.,  «eb.  11  5.  18A8  Goal  Citj,  1888  grad.  ladtea»,  1867  Vh.  T>.  PeiuisylTaiil», 
•nerst  Lehrer  a,  d.  Prlne.  High  School  8peoc!«r  Ind.,  dann  Piol  a.  d.  Tlaoennae  Univ.,  seit  1881 
a.  d.  Indiaua  üuJt.  Mitgl.  d.  MMh  A»».  <- ,  <l  £:dlBb.Mea.  Boe.,  d.  Iioad.  Matb.  Boe.,  d.  An.  Math. 
See.,  d.  Am.  Assoc.  Adv.  Sc,  d.  Jndiana  Acad. 

10  AmbrOBBy  L.,  Dr.,  Rrofeaeor  der  Astronomie  nad  Obeexvator  a.  d.  Sternwarte, 

Oöttingon. 

Friedrich  .Vutou  Leopold  A.,  geb.  27.  10.  18.'<4  Meiningen,   1876/80  stud.  Leipaig,  Wien 

und  StraQi  urK,  1887  proaL  oad  188t  hab.  OOtBagen,  1888/88  AaalMant  a.  d.  I».  Seewarte,  icit 
188»  a.  o.  Prof.  0«ttln«en. 

Amodeo,  F.,  Dr.,  Frofesaor  a.  d.  üniTerBit&t  nnd  am  Istitato  teomoo,  Neapel  (7/<i}«efi), 
Tia  S.  Gennaro  ad  Antignauo  16. 

radecioo  A.,  gab.  8. 10. 1869  ArelUno,  1878/8»  atod.,  1888  »rom.,  1886  beb.  Neapel  (Cnlr.),  teU 
1881  Vtot  a«  laHtalo  taeoieo,  eel»  1886  «ngMeb  Ptol  Ar  Oeadüebte  d«t  Matti.  a.  d.  Uaiv.  Neapel, 
lUlgL  d.  Olia  nat  dl  Patonae,  d.  Aeead.  Peataa.  HeapaL 
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Amtlior,  A.,  Dr.,  .Vatbematiker  der  Deutschen  Militärdienst-  und  Lebens -Ver- 
gicherongsauätait,  Hannover,  Eönigatr.  39. 

Kurl  Enat  Auguat  A.,  geb.  30.  10.  iMS  Gotha,  lä&t/Od  stud.,  16C8  protn.  I^lpsig,  18M|/16M 
Obwricknir  mm  Qjmuutnn  mm  hL  Knoi  Dietdaa,  mU  ISSfi  YwwtelwnmgwistliiMBrtflMr  Haaaamn. 
SUtffl.  d.  Oflc  Ml  BrwidAB. 
Arehoiihold,  F.,  Direktor  der  Treptow  -  Sternwarte  bei  B»nliii. 

FrUdrich  Sini>>n  A  .  geb.  i.  lü.  1961  Liditünma  L  W.,  iOtS^ßt  «tud.  Berlin  und  .Str&fiburg, 
ffdher  Axtnuiom  um  K<-olieuln«tltat  B«rU0  vaä  DlilsvBl  dw  OranswaU - Sternwute.  BhmiF 
«ltgU«d  dor  Aatron.  Ge*.  Mozloo. 

Afennn  für  höhere  Mathematik  a.  d.  Techn.  Hochnchulc,  Karlsmhe. 

ÜMhanich,  J.,  Dr.,  Professor  a.  d.  TnduHtriesnhulc,  Nürnberg,  Schlfisdelfeldprstr.  i 
laxac  Ii,  K'b  J   IL'.  18M  SeUgemUdt  (llosauii),  Milä/ll  »tud.  Darmittadt,  Loipzig  u.  Manchen, 
lüM  proni.  KrUiik'oii,  1877  Atdaliat  *. 4.  Bf  tochoto  Wteibm,  18VS  BMllakiw  Xrlangm,  mM 
1896  Prof.  Nürnberg. 

BaehmBnn,  P.,  E^.,  Profeseor,  Weimar,  C^l  Alexander  Allee  9. 

Faul  (luHtav  Hcinnrh  Tt  .  geb.  23.  6.  IHM  Berlin,  18:>5/(iä  «tud.  Bvrlln  U.  GOttiogeO,  1869^01*. 
Berlin,  ISU  hmb.  Breslau,  1867  a.  o.  Prüf,  daaelbat,  1876/1900  o.  Prof.  Muaitor. 

Backhaus,  Th.^  Oheriehrer  s.  d.  Maschinenhan»  und  Hattenaehnle,  Dniabnrg, 

Ostatr.  69. 

ThM>dor  B.,  geb.  lf>.  2.  1872  Heintberg,  1897,  laül  »tuU.  W  üriburg  u.  Münster,  190VÜ0  wiatonacll. 
T.<')ir>'r  u.  Oberlehrer  a.  d.  Maschinenbau-  u.  Hattcnsohuleu  G'^rlllx  u.  Hagen  I.W.,  Mit  1906  I>iito1ra>g. 

B&eklandy       Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Land  {iichwe(lfn). 

Allwrt  Vletor  B.,  geb.  Ii.  t.  1S4S  Vaaby,  von  18S1  ttad.  tmad,  im»  prutn.,  IS71  lutb.  Laad, 

t87&  Upsala,  A.Mt  IhTS.  Pr.'f  f  M.  rhanik  ii.  th>-r>r.'t.  Thy-iik.  Mitglied  d.  Alnd.  Stockholm  «. 
Kopouhageu,  d  l'U^siugraf.  SaUskiipet  I<uiid,  d.  Vt.'tt.'ii.tk;ips-Suv.  I'psikla. 

Bttker,  H.  F.,  (Iniversity  Lekturer,  Cambridge  {England) ,  Belvoir  Terrace  4. 

SLaaxj  Prederielc      So.  S.,  JP.  B.  8.,  F.  0.  V.  &^  HltgL  d.  Lond.  Math.  Soo.,  d.  Am.  M»tfa.  So«., 
Fiallow  and  Ii«otitnir  Si  Sotm*B  Colleft«. 
80  Baiser,  I,.,  Prüfi  s^or  a  d,  nhcirreal.sclnile,  Dann.stadt,  Heiderstr.  10. 

Ludwig  B.,  geb.  Sä.  &,  18£ä  Üarmstadt,  l«85/ttä  itad.  Glelieo,  lSti8/»i  AHist«at  am  ph^sik.  Inat. 
d.  ITnlT.  dMMlIwt,  ämuA  Obariahrar  a.  d.  Obt»— Imfcnla  Xtarmatadt. 

BttthelS)  L.)  Dr.,  Professor,  ABchatfeubtirg,  Weißenburgoi btr.  r)-2. 

Kjirl  Ludwig  B. ,  geb.  ö.  (>.  IHM  Buim-l'Uttcriidorf ,  1881  s 7  stud.  Boiui,  QieSen,  SttiUgart- 
Uohenheio),  Jona,  1901  Heidelberg,  11H>1  prunj.  Western  Unirersitf  Chioae«.  SbrnnmltgUad d.  Akad. 
Chietl,  Mitgl.  de«  Ciro.  niat.  iH  P:t1i>min,  d.  Soc.  matb.  de  France. 

Bartlett*  D.,  Professor  um  Muhh  Institute  of  Technology,  Boston  Mass.  [l'.  S.  A.) 

l'riscott  B.,  geb.  I    10    l-«r,:!  ll<iatou,  l-^^iH»;  stud.  Masa.  Inat.  of  Techn.,  1903,04  Univ. 
MüAohea,  18t>S  Iiutniktor,  1892/98  AssUt.  Prof.,  IHüitylSOfi  Aaaoo.  Prof.,  mU  liMij  Prof.  Maat.  Inat. 
«r  TadUk  8.  B.,  HttgL  d.  Am.  Math.  Boa. 
Baten,  W.  II.,  In»truktor  a.  d.  I'urdnr  T^nivprsitflt,  La  Fayrtte  Ind.  (U.  S.  A.) 

William  Hunt  B.,  K<*b.  4.  1.  1870  Wincheator,  isjoiri  ntuU.  Vauderbilt,  r,K)0/03  Chicago, 
1891  A.  B.  Vandcrbilt,  VMi  A.  M.  Chicago,  18<.ll.'U7  Inatruktor  Battie  Gruuud  Acad.  Tciiu.,  18K7/1900 
Pritic  Smyriia  Tsittirifj  Scho<i!  Tenn.,  tieit  1903  Instruktor  Purduc  Univ.    Mitgl.  d.  Am.  Math.  So«. 

Bauch,  F.,  Luhrer  a.  d.  Bieberwcben  Kealschule,  Hamburg,  Höltjstr.  10. 

Friedrich  Heinrich  Juhauii  B.,  geb.  If.  &.  1856  S>!i»i-riii,  is7!  7s  stnA L«i|>ilc n. StnUmig, 
1878/1888  Lehrer  üramburg,  Nfideuburg  u.  Culm,  seit  !88>  Hamburg. 

Bniischinger,  J.,  Dr.,  iVofessor  d.  Ai^tronomie  a.  d.  (Jniveraitlit,  Berlin,  S.W.  68, 
Lindenstr.  91. 

JüUm  B.,  gab.  S«.  1.  1860  nith,  1878/8»  atad.  Mttocbaai  «.  Berlin,  1883  piom.,  1888  hab. 
Ifltnekao,  1883  Attbtent,  1888  Obaarvator  Moaalun,  aalt  1898  o.  Prof.  v.  IHnktor  d.  Aitn».  Bacaum» 

Instituts  Berlin. 

Beck,  A*y  Dr.,  ät.-H,^  Profcssur,  Zürich  I  ißdiueiz).  Scbauzenberg  7. 

AlaxandHr  B.,  gab.  IS.  4.  1847  Sehsllhainen,  186i<«S  itiut  tMeh  o.  Barlla,  1877  piain.  ZMOt, 

18i;9  hab.  Zarich,  1873,99  o.  Prof.  Hisr» 

Becker*  E.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität  u  Direktor  der  Stornwarte,  Straßburg  i.  E. 

Ernst  MaM  Hugo  B.,  geb.  U.  8.  18-13  Emmerich,  ISCS/ßS  stud.  Berlin,  1869  prom.  Berlin. 
1870/71  Obaarrator  I<aidaa,  1871/74  Naaaobwg,  1874^88  Berlin,  1883/87  Direktor  Gotha,  aalt  1887 
0.  Vtottmos  tt.  Direktor  StraSbnrff  1  B. 

BslWy  H*y  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Bndapest  U  (Utujam).,  Biuibü  utcza  26. 
Mand  B.,  geb.  84.4. 18^;8  Pupt^  atad.  Budap««*  n.  1883  QOttingan,  )8««  prom.,  1896  hab.  Badapaat. 
imm  Jf^-    d.  Baaladnto,  18MAM0  am  MutaiiTmwiiliim,  aalt  ISOO  s.  d.  DntvanilS»  BndapMt. 
MltyL  d.  Math.  Fhya.  TArmaS«  Badapaat. 
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Bellerin»UDy  G.}  Dr.,  Frofeasor,  Berlin  N.O.«  Belfozterstr.  4. 

ChrMin  VMadiUh  OvitmT      9A.  T. «.  1888  BsiUn,  1868/69  ttmi.  Jw  v.  BntiB,  ISOT  prom. 

.1  I  L,  iHn4  Hilhlebrnr,  l^ßf  Il'Ol  Oberlehrer  am  Kanigst.  KeslinnnnMinin  Berlin. 

30  Betuaii^  Yi,  W.^  Profesdor  a.  d.  Uuiversitüt,  Ann  Arbor  Mich.  {ü.  S.  Ä.)^  Eut 
Kingaley  Str.  818. 

Wn-istiT  Woodruff  B.,  geb.  »8.  '  S.iiitliiiigt.ni .  IsCC  TO  »tud.,  1870  prom.  Mleliij^nn, 

1»;0  T1  Inüirulctor  hUiamMoo  C«U«ge,  ki>il  laatruktor,  1^24  Auut.  Prof.,  IWt  Ahuc.  Prof.,  a«U 
i^>T  I  r.  r  ;t  <l  Mkhi«ia  JJaiw.  A.  M.  Hidlfu«  mi^  d.  Ab.  Hftfh.  Sofl.,  d.  Load.  Math.  8oe.,  d. 

Am.  Awoc.  .\dT.  Sc. 

BerUuoi)  ti.,  Dr.,  Kand  d.  h5h.  Selralaante,  Hamboi^  31,  Azndtatr.  tl, 

proni.  Könlgiborg ,  »elt  li>06  Kimd.  d.  iicili.  Suhuluuiu  Iluuiburg. 

Bemteln,  F.,  Dr.,  Privatdozent  a.  d.  Universität,  Halle  ».  8.,  Mflhlweg  6. 
Benry,  A.,  Kin^s  College,  Cambridge  (England). 

Arüiur  II  .  Kub.  S».  Ii.  lrt<;s  London,  ls7S»/H7  »tnd.  London,  (•iimbri<l»?<  u  (iftttlnRnn,  18h0  M.  A. 
Ciiuliriil^'i' .  l-'^li  I,tctur>T  I  ntiitiridKe.  «eit  1Ö!*4  A»»!»!.-!!!!  Tu'i  ir  um  KiiiKu  (  'olk>rf  Cnmtvridgf. 
MitgL  d.  Cambridge  VhiL  Soc.,  d.  B.  Astron.  Soo.,  d.  R.  äUtiat.  äoc..  d.  Lo&d.  Math.  Soc,  d.  Aza. 
Math.  So&,  4»  OlM;  muL  dl  Ptttomo. 

Beyel^  C. ,  r)r. ,  Dozent  am  Polytechnikum,  Zürich  (Schirnz)^  Leonhardstr.  1. 

Chrtttlau  B.,  geb.  sy  11.  liÜA,  hl»  Ibtä  etud.  Zttrioh  o.  Oottlugen,  lb6i  prom.,  I»ti3  hab.  Ztuteb. 

Bibliothek  der  Teebnieeliett  Hoebaehiile,  AMshen. 

Bibliothek  der  k.  k.  Oeutscheo  Technisehen  Hochschule,  Bn'inn  iösierrridk). 
Bibliothek,  allgemeine,  der  großh.  TechniscbL'n  Hochachole,  Dannatedt. 
Bibliothek  der  Technischen  Hochschule  Kariaruhe. 
BIbllellMk  der  k.  Akademie  der  WiMentehalten,  St.  Petereborg  {BMßkm^ 

40  Bibliothek        Eidrrenng^i.qchen  Polytechnikums,  Zürich  (Schtceiä). 
Biblioth^que  math«^matique  de  l'Univoisite,  Genf  {Schweiz). 

Blermann,  0.^  Dr.,  TVcfesnor  a.  d.  Dentselien  Tecbn.  Hochschule,  Brünn  (Österreich)^ 
Talgaase  4  a. 

Ott»  B.,  gab.  6.  lt.  T««eli«ii,  1874^  «tnd.  Prag,  Wien  o.  Bsrlia,  1880  prom.  Wien,  1889  ksk. 
Prag  (ITbIt.),  1889  wlrkl.  Lalnvr  üb  Oynn.  Xlagwtfbrt,  1800  •.  d.  1.  ObamalMdk.  Png,  Mit  MM 

O.  Prof.  a  d.  D   Tr  -hii    Iturhsrh  Tlrtlrin. 

Biader,  W.,  Dr.,  i'rutessür,  Wien  XVI  {Österreich),  ThaUastr.  137. 

Wtlh«lB  Alb«rt  B.,  s»K  1».  11.  IBS«  Wton,  ]8B6/ei  itiid.  W1«d  u.  Gn^  l«n  yiaib  o.  hrt^ 
Gmi,  1871/74  Prof.  d.  ht>h.  ludvlitMlL  LuidM-Iidina«t  OnoM*«,  187|/M  *.  d.  Lwndw  Ofcwi— 1- 
Q.  hAb.  Faehaeh.  f.  MsMlifaeabsa. 

Blischke)  E.,  Dr.,  R.-R.,  Professor,  Wien  IX  (Österreich),  Michelbenerng.  41. 

Sraat  Karl  JoMf  B.,  gvb.  IS.  8. 1M6  Mat«k,  1874/39  «lad.,  WH  prom.  Wiaa,  18M  hab.  Wiaa 
(TMTin.  K««]kw1i.),  l89iS  (Unir.),  Mit  18M  B«gtoraagRBl  Im  lOnlii  d.  Inn«m  n.  a.  o.  Vt9t.  a.  A. 

Te^ihr  Hr.  hschulo  Wien. 

Bleicher,        Dr.,  PiofesKor,  Stadirat,  Frankfurt  a.  M.,  Maaerweg  Ib. 

ITitedildh  Joltaui  I.adwlg  Hatartah  B.,  g«l>.  19. 9. 18n  NOrnb«*»  tm/»  mä,  WtauilwB  a. 
Laipsig,  1887  tmm.  Münohpu,  IM/IT  IfaHma.  d.  Bajrr.  Mjp. «.  V.  Baak,  lM7/n  Bakiallr  da»  atad«. 
■tatiat  AmtM  Xllneh«n,  IHW  ISOT  Olnktor  im  Mät.  «Utlrt.  Am««!  Tl«nkfl»t  a.  K.,  aaU  IIQI  aaalh 

Doscnt  a.  d.  HaadeltnW-i'U'iiii.  i'h«ada,  aeit  \':>0e,  ^^t.idtrut.  Mitgl.  d.  int«ruat.  «tat  laat 

Blise,  <i^.,  Professor  a.  d.  Universität  Priucetou  N.  J.  {ü.  S.  A.) 

Ollbert  Arm  B.,       t.  G.  IST«  CShiaafO^  7809/1900 atiid.  ditaago,  ISOS/eSCMHlngaii,  ISOOpta«. 

Chit  AK»,  i:i«iO  II?  !nstr.  Minnesota,  1903/04  Asso«  Chicago,  liHM,'05  Assist.  Prof.  MiMouri,  seit  1906 
Ag»iftt.  i'xiif  I'nnci-t.)D.  B.  Sc,  M.  Sc,  Ph.  D.  (Chicago).  Mitgl.  d.  Am.  Math.  Soc,  d.  Am.  Aaaoc 
Adv.  Sc,  de«  (  irc.  laat.  dl  Palermo. 

BlUmke,  A.,  Dr.,  Gymnasialprofessor,  Mänchen,  Barerstr.  49. 

Adolf  B.,  geb.  7.  f.  1857,  tHllßt  ttnä.  Wtlnehen  n.  Briangen,  l»U  pnna.  Briangon,  18>«.1/9e 
AsuUt.  Tochn.  Uuchsch.  München,  1890  '.'s  KealkOin  r  Xürnborg,  188S/190i  OyaUkSaialptor.  NSinp 
b«ig,  seit  1905  Manchen.    MitgL  d.  internal.  Uietscher-Komm. 

Blnneiitlial,  {}.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hocbsehnle,  Aachen,  Rfitscherstr.  87. 

oti'>  h  .  K>')<  ^'0  7  iHiß  Frankfurt  a.  M.,  1H94/<JH  atnd.  Gi'ttingon  u.  MttaaluB,  1900  Paila,  1899 
prom.,  iuoi  hab.  (tottuigcu,  aalt  1906  Prof.  a.  d.  Techn.  Uochacb.  Aachen. 

BMer,  M.,  Dr.,  Pkofeseor  a.  d.  Barvard^üniversitat,  Cambridge  Mass.  {U.  8.  A.\ 
Bnokingham  Str.  48. 

Maxime  B.,  geb.  ^b.  6.  Ib67  Boeton,  1989/»!  atud.  Harvard  a.  Ootttiigau,  lo91  prom.  Oottingen, 
IS91/94  Inrtr.,  1894/1904  Asrisi  Psot,  satt  1904  IML  a.  d.  Hatvaid  V.,  KttfL  d.  An.  Aoad.  Axt» 
aad  fik.,  4.  An.  Matk.  8<m. 
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60  Bockj  A.y  Dr.,  Profesaor,  Regensbnrg,  Sterubergatr.  30. 

AdallMitB.,  g«t>.  9.  S.1M&  OberkirchberK,  18««/9l  stud..  WM  prom.  München,   l^'.io  .<5  Aailat, 
Ti»chn.  HochKh.  Manchen,  1895/1^5  Rt^Uvhrer,  seit  lOOfi  Prof.      d.  Kri  i^rMÜMbale  BogOMbaif. 

Böger j  R.y  Proteosor  am  Jobanneum,  Hamburg,  Hohe  Weide  U. 

Wflmi,       Dr.,  Frafenor  a.  d.  Univ«nittt  Heidelberg,  Kwl  Ludwigitr.  i. 

Karl  B.,  g«b.  89.  4. 187S  Marwii«!«,  tSVl/M  rtod.,  IWepma.,  IMOkA.  Hrfd«Ib«V,  JaüAllldlft- 

eUtm.     o.  Prof.    d.  UnlTtniiat. 

BVrMhy  k,y  Dr.,  PrulBaiOf,  Abteüungivontolier  im  K.  GeodU.  Inititat,  Potodam, 

Baarmtinderstr.  15. 

Fraux  Autun  Cail  Cnsuki  Ii.,  ni^h.  i'>'.  7.  Ih.>4  CbmoI,  1873/7«^>  sttid.  Kerlin,  187<;  prwm.  Muborg. 
187«  Assict,  1877  wits.  HilfMirb.,  1n>>7  i'i.md.  Mitub.,  »rU  1H07  Aliti'iI'iiig«vortt«h«r  HU  K.  Oeodit- 
IntL  in  Berlin  n.  Potadui.   MitgL  d.  D.  Astton.  Ges.,  d.  Ver.  t.  N»taxk  C«»««!. 

Böttcher^  Ei,  Dr.,  Professor,  Rektor  d.  Realgyinnasiumfl,  Leipzig,  Zeitzeretr.  10. 

.)<>hauntD  K  d  II  »  r  rl  B.,  gub.  0  ^    IMT  l)rOT<iU'ii,  IHiIö  TO  ütud.  Loipzin  U-  K  iii^'Hbcrjj,  l'^"  ■  prniii 

Leipzig.  1071  Lehrer,  iä730b«rlohrer,  ««It  1893Kel[tor  desKeiügyniniiaiams  (froher  BmIioIi.  L  Ordg.}. 

BeUMAiuiy  6.9  Dr..  ProfesBor,  Hathemfttik«r  der  New  York  Life  Innmnoe  Co., 

Wilmeisdorf- Berlin,  Nassauische  Str.  16a. 

GaoTg  Adolf  BlobMrd  «e^  iS.  4. 18«9,  18««/93  atad.  Berlin,  im  pro«.  Halle,  im  ha/b. 
OOMngoB.  IWI  Blelttatelm.  a.o.Praf:  O^itttasen,  wlt  lOOS  MstiMBsUkw  fOr  ]>o«lMUaBd  dorNoirToik 

Life  Tnntiriiiiice  Company. 

Bolke,  ti.,  Dr.,  Lehrer  am  Dorotheeustädt.  Healgymnasium,  Berliu  X.W.  7. 
BoUa^  0.,  Dr.,  Profesior  a.  d.  UniTetkitilt,  Chicago.  D).  (17.  8.  A.),  Woodlawn 
Ave.  6810. 

Oskar  B.,  geb.  12.  5.  lHb7  Uurgxabcrn,  atud.  BvrUn,  Heidelberg,  Strasburg  u.  auttingon,  18S6 
fVOlB.  OMUng««-         Baader  Johns  Hopkin*,  1 HH9  Awoa  Oiirk,  180S  AMoa  Prof.  Chlamgo,  mH  18M 

Prof.  a.  d.  UnivdrpitSt  l'hicapo.    Mltgl  d  Am  .M.itli.  S.ic. 

Bouton,  Ch.       Dr.,  Professor  a.  d.  Harvard  Universität,  Cambridge  Masa.  {U.  S.  Ä.), 
Craigie  Hall  608. 

Charles  Leonard  B.,  geb.  !.'>.  4.  l.H  9  8t  Louis,  188IV8S  stud.  Washington,  Harvard  Q.  Lelpdf ;  UM 
prom.  Leipaig.  lh9:</94  Instr.  Washington,  l^'Jä/im  lustr.,  seit  1904  Assist.  Pr«f.  Harvard.  Mitgl. 
d.  Am.  Matli.  8oc.  (MitiK  raung.  d.  Trausactions) ,  d.  Au.  Assoo.  Adv.  Sc. 

Sranninttblf  A.  t*.  Dr.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  München,  BlatoDsir,  17. 
Anton  Sdlor  von  B.,  «ob.  M.  M.  IMS  TUÜa,  1873/77  stnd.,  1878  prom.,  18»t       XSaakaB,  UM 
Rcatlt  hrLT,  188.5  stadieoMiiw,  181(8  ft.  0.  VMftwar,  itit  UM  9.  Vnt  a.  4.  T«dia.  Hoeluohiila. 

Mitgl.  d.  Leop.  CaroL 

60  Brendel,  H.,  Dr.,  ProfMsor  a.  d.  Universilillt  Güttingen,  Sehildireg  19. 

Utto  Badolf  Martin  B.,  geb.  12.  ».  1^'^2  N'leder-Sch  >uhauson,  stud.  Berlin,  Manchen,  StookholB, 
Paris  n.  London,  1890  prooi.  Berlin,  1^^2  bab.  (Jreifswald,  seit  1897  a.  u.  Prof.  Outtiageo. 

Brenk«,  W.  C«,  Instmktor  a.  d.  Harvard  Uoivnsitftk»  Cambridge  Ma«8.  {U,  8.  Ä.)^ 

Euatis  Str.  8ö. 

William  Charles  H.,  geb.  18.  4.  1874  Berlin,  1898/98  stod.  Illinois,  189«!;1904  Instructor  lUinoia 
»i  lt  190<l  Harvanl.    Mitgl.  d.  Am.  Math.  Soc.,  d.  Am.  Assuc.  Adv.  Sc. 

Br<'t»chneiiier<|  W.,  Dr .  Prufeäsor  a.  d.  Friedrich-Eogen-Beelschule  n.  Dosenta.  d. 
Techu.  Hochschule,  Stuttgart,  Senefelderstr.  68 A. 

VillMln  &,  fall.  1.  4.  IM  Vairto,  im/V9  atad.  TaUnam,  M7^4  Ombtgn  n.  SirlaafaB, 

1874  prom.  Erlangen. 

Brill,  A.  T.,  Dr.,  ProAuaor  a.  d.  Uaiveraitiit  Tübingen,  Kugenetr.  3. 

Aleza  Uder  Wilhelm  B.,  geb.  SO.  'J.  1H18,  ]HA0/6(i  stud.  Ksrlsrah«,  Gießen  u.  Berlin,  l  >  I  iir»m., 
1867  tuh.  Oieion,  tSS»  0.  Lobror,  t87S  o.  Frofeeeor  Darmatadt,  lS7ft  a  Prof.  MOnoheu  (Teobn. 
RoehMlt.),  Mit  1884  o.  Prof  TBUBgaa.  Mlli|l.  d.  Ak.  Mllndien,  d.  Om.  d.  Wim.  04Hlng«B,  d.  pkya. 

Ttipd  Soo.  Krlanfr™.  dp»  Circ.  mat.  dl  Palermo. 

Brix,  W.,  Dr.,  K '^nerungarat,  Berlin- Steglitz,  HohenzüUemgtr.  1. 

Walter  Carl  Gi-  tl;  H  ,  geb.  iD.  3  l»<i7  Gecsteiidorf,  von  1884 atad. BorllB,  VMtailf  V. Lalpalg. 
1889  prom.  Leipzig,  Jeut  Kegierungsrat  am  &  Fatontamt 

Broggi,  U.,  Korn  {Italieu'),  Via  NomeatMia  S09. 

Ugo  K  .|"  1  '  rie  Otnaapp*      c«b.  SO.  11.1880  Como,  atad.  MattoBd,  Bon,  G<mlagen  tt.B«iUa, 

1904  prom.  Voiiodtg. 

Bromwlehy  Th.,  Professor  am  Qneen's  College,  Galway  (JrlamO. 

Thomas  John  Janson  B  ,  geb.  1875  Wolverhampton,  >8!ls>;''J<i  stud.  8i  Jfobaa  College  Cambridge, 
18i»  B.  A^,  1891)  .M  A.  Csunbridgc,  1897  Felloir  8t  Johaa  College,  seit  1808  Pfoi:  am  (Queen  s  College 
Oalway    Mitgl.  d.  R.  Soe.  London,  d.  K.  Ualv.  of  Iidand,  d.  Oamht.  mi.  8c«^  dar  Laad.,  Bdlab. 

u.  Am  Math  üoe. 
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Brftcktipr,  M.)  Dr.,  Profeaaor  am  Gymnasium,  Bautzen,  Bismarkstr.  13. 

Johatinoi  M«x  B  ,  gab  .V  8  ISU'O  HarUiau,  l.ssü  .s-4  stu<i  Ivoipzift,  1>>«|>  protu.  Loipziff.  IS»? 
g^mnasialobcrluhrtT  Zwickau,  «oit  Ift'.H  lijmnasiiilnborlehrer  Kaution. 

Bruno,  H.,  Dr.,  Bibliothekar  a.  d.  Tedm.  Hochschule  uod  Professor  a.  d.  Uni- 
Tersitilt,  München,  Arcisstr.  32. 

Karl  H<  T-iimiin  B.,  geh.  1.  t*.  1S':2  Rum,  InHO  »*5  atud.  MOuchcm  und  Brrliji,  IXHI  prom. 
und  IHH'J  hnb  Münchon  (Fniv  i  lr<^>4y06  AmUU,  seit  1886  Bibliottiekar  a.  d.  Techn.  Hodiichiü«, 
■eit  auch  lloiiorarprofi^Bsur  n   d.  UalTCHltUU  VAIMIMIL. 

Brunn f  H.,  De,  G.  H.-B^  Fxofewor  s.  d.  ünivvnitftt,  Dinkior  der  Stemwaxt«. 

Leipzig. 

Srntt  HeiBKl«]i  B.,  «ab.  4.  t.  184B  Bwllo,  lM(t/7i  itnd.,  1S71  proia.  Borlln,  1879  »tatm. 
Ttoohiwr  Palkow»,  IMS  Obtarrslor  Doipftt,  in6  «.  ».  Psofeno»  B«rlln,  aaU  188S  ord.  Prof.  vad 
IHnMor  dur  Stmiwnto  Leipstg.   Mitgl.  d.  Ctaa.  d.  Wiu.  xl  Akad.  Lal^palg,  B«tlla,  OMtttng«n  o. 

Mönchen;  Ehrenmltgl   cl.  Math.  Oos  Hainlnirg. 

70  fiuUardy  W.,  Prol'eüsor  a.  d.  Universität,  Syracuse  N.  Y.  (U.  S,  X),  South  Crouse 
Ave  «18. 

"Warreu  Oiirdii.  r  P.,  goTj  n!n*(1alo,  ISSK.ti:  Btu'f  T.i  v  u  I'rjiT.  Provldeuc«  U.  Clnrk  Univ. 
'V^'orcL'stcr,  A.  D.  ürown,  189«>  Pb.  D.  Clark,  1806  Iu«truktor  VeiniOBt  Uiilv.,  1S40  lustr.  »eil 
luoi  -t  '.  Prof.  8;r>»B**  JJttit.  WtgL  d.  Am  Aitoo.  Adv.  So,  d.  Am.  Math.  Bo«.  «.  d.  GIra.  n»«. 
dl  Palermo. 

BnBfen«  S«,  Dr.,  G7tiuuMiet>0b«debier,  Strehlen  (Schlesien^  Ot.  Fieehecgasüe  S/4. 

Krntt  Wah«r  B. .  geb.  28.  5.  1871)  Ma^ilcbnrg ,  1901  »inA.  Berliu  a.  Hllltt,  IM«  ffM»., 

1!M)-1  Oberlehrer  a.  d.  Kealaobnle  Liegnitz,  »«it  IM«!  am  (i^muabium  Strehlen. 

Bnnltzky,  E.,  Odesia  (Bitfiktntti,  Universität. 

Bürger,  R.,  Professor  a.  il.  Oberrealschule,  Freiburg  i.  B..  Sternwaldstr.  48. 

Hubert  B.,  geb.  £.  )!.  IMü  Aasen,  1HH8,^S  itud.  Freiburg  i.  B.  n.  Holdelberg,  1893  I^Uraint»- 
prakt  Krelburg,         Donanesohingen,  «eit  lIM)ü  PrcifeMor  a.  d.  OberrealMhalv  Freiborg  i-  R. 

Bnrkluurdty  B^  Dr.,  Professor  a.  d.  Universit&i  ZOriob  V  iSdmeiz),  Kxeuzplatz  1. 

H«iBTl«1t  Vitodrieli  TtmA  Lvdwig  B.,  geb.  I5.  10.  1W1  Sdiwatafiut,  1879/M  und  1887/S9 
•tad.  Manchen,  Berlin  o.  O  'ttlngeu,  IK8r>  prum  Mitucboti,  hab.  O  ttlngen,  IRS^S?  Attdlt^ 

s.  d.  Tcuhn.  Uocluob.  Maacb»i>,  Mit  IkU6  ord.  Profeaaor  a.  d.  Unlverait&t  Ztuich. 

Barmester,  L.y  Di.,  Dr.  Ing.,  Psofesior  ».  d.  Taobniaclieii  Hocbschole  MOnohen, 

Kaulbechitr.  88 

Ludwig  Emat  Hana  Ii.,  gttb.  h.  .'>.  IMU  Oüuuäiaohen,  1861/tjO  nlad.  Uräsdeii,  li^ttingen  u. 
lli'idi-lberg,  ISfi6  prom.  aottingen,  1870  hab.  Dreaden.  1860  Lehmr  am  Realgymiiaalnm  Lods, 
iniü  Profeaaor  a.  d.  Tooha.  Hochachulo  Dreaden,  «eit  !8S7  MQucheu.  Mit^l.  d.  Akad.  Manchen^ 
d.  Li*op,  CaroL,  Dr.  lug.  iL  e.  HannoTer. 

Burusidc,  W.,  Professor  am  K.  Naval  College  Gxeenwioh;  London  {Engkuttt^^ 
The  Croft.  Bromley  Eoad.  Cutford. 

WIDta»      g*b.  t.  7.  IMI  London,  1871/76  stud.  Vomlmtko  CuU.  Cambridge  1876  B.  A.,  1878 
IL       um/»  IiMtam  fMihnko  Gott.  OHBbildffo,  Mit  181»  Srat  B.  Nst.  OoO.  Onnwloh. 
HltgL  a.  B.  So«.  London  n.  d.  Lond.  XsOl  So«. 
Bwehe,  E.,  Dr.,  Professor  a.  d.  EitiHbütteler  Oberreal^chule,  Hamburg;.  Alarclusstr.  1. 
Conrad  Helnrioh  Bdmaud  Filediicb  B.,  gtb.     5.         Nooland,  Ib7iv83  »tud.,  ItfNl  prom 
eeuinffM,  1888  Obortalinr  Bwgodoif,  Mit  18»8  Haabug. 

Cnjori,  F.,  Professor  am  Colorado  College,  Colorado  Springs  Co.  {U.  S.  Ä,),  Wood 
Ave.  1119. 

Florian  C  ,  t<c^.  St.  Algnan  b«-i  TViUfils,  IST'J  S.l  etdd.  Wieconain  u.  John«  Hopklni,  1883  B.  8., 
ItfH-,  M    S  Wi«cwisiii,  1887  Ph.  1>.  JuJi*n«-,  Iss  ,  .>?  Aasiat.  Prof.,  1887/88  Prof.  Jalane,  »eit  1888 

I'rfif.  Colorado  ('o11.>K''-     -Mitgl.  d.  Am.  Math   Snc  ,  d.  Cirtv  niiit    dl  l'alcrtuD. 

Cnoter,  H»f  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Halle  a.  S.,  Hündelstr.  IS. 

GooTg  FordInMnd  Ludwig  Philipp  0.,  f»b.  8.  S.  t  U  St.  PBtmbnrg,  1888/87  tted.  Kaitoh 

n<  rl!n  n.  flöttlngen,  18';7  prom.  Berlin,  1869  hab.  HaUe,  1672  a.  o.  Prnfeaanr,  «eit  1879  ord.  Profp«aor 
Hulle  —  Mitgl.  d.  Ue«.  d.  Wiia.  Omtlngen,  d.  L«op.  Carol..  de«  Circ.  mat.  dl  Palermo,  Ehren» 
niit^l.  d*^r  l.ond.  Math.  Roc.    SjrlveatermedaiUiat  der  R.  Soc.  London,  I>r  math.  ChrUtlnuia. 

80  Cftutofy  H.y  Dr.,      H.-It.t  Professor  a.  d.  Universität,  Ueidelbecg,  Gaisborgstr.  16. 

Morlto  Bonodlel  0.,  goK  88. 8. 1810  Mannbate,  lSIS/88  Mnd.  H«ld«lbflvg,  OeWngon  n.  B«rltn, 

l>^l  prom.,  18A3  hab.,  1863  a.  n.,  seit  1877  Honorarprofessor  Heidelberg.  MitgL  der  Leop.  Carol., 
d.  Akad.  Prag,  P«t«r«barg.  Turin,  Padua,  Venedig,  d.  Ist.  Lumb.  Mailand,  d.  K.  9oc.  Ediub.,  d. 
Math.  Ges.  Hamburg  u  cinirkn» 

C«nitlitodorf9C.9Dr.,Privatdozcnt  a.d.UaiverAykt,<jrdttingen,Nicolau8bergerweg  49. 
OoMtantln  a,  «ob.  18.  9.  I87S  Barlla,  18U0/M  ttod.  Berlin  n.  OOUingoa,  1984  pion.  a.  19«» 
bab.  Getdngvt. 
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Cardn,  K.,  Dr.,  Pxofeuor  a.  d.  Techn.  Hoduchiüe,  Wien  18/4  (dMoreiek),  Bethlen- 

g&ssn  12. 

Karl  C,  gnh.  6.  4.  I87U  Wien,  1890/96  ttud.  Wien  a.  Letpiig»  prom.  u.  IIH)!  hab.  Wlca 

(UniTera.) ,  vorher  A.uUt  a.  d.  Tochn.  Hoohsob.  UrOan  and  Wim,  «att  1906  «Mb.  a.  o.  ProfWNr 
ma  der  Techn.  Ilochtoh,  Wien. 

Cardinaal,  J.,  Dr.,  Professor  a  d.  Techn.  Hochschule,  Helft  (Holland^,  Oudc  Dclft  47. 

Jacob  r  ,  ijoh.  15.  lü.  IH^ls  Gruauigtia ,  l«i!«/72  Btnd.  i>«lft,  187S  InKeuleor,  1903  Dr.  h.  o. 
ütrecht  /.iiorst  T.ehrer  a.  d  h  ih  Bbrgertohnle  Tllburg,  jetzt  Prof.  a.  d.  T«ibn.  HodM^nto 
Delft   MItgL  d.  AkML  Anuiterdain,  d«r  Qm.  d,  WIm.  Bottardun  und  Uaarlem. 

Ceito,  L.,  FtofesBor  am  R.  Lieeo  Tezenrio  Mamiaai,  Rom  (Italien). 

Lnlgi  C ,  Kel)  If  15.  18.W  Neapel. 

Chaaxy  A.  de  la,  Profesaor  am  Gymnasiiuu,  Stade  L  H.,  Uarbnrgexstr.  lilh. 

IhtvM  Lovto  Arno  d«  U  Oh.,  gA.  tt.  t.  IBM  Owwiwibwff,  IDTT/Bf  «tad.  na^itoif ,  1«M 

^n»».  HUfil.  Lauterberg,  «»»it  1  t»7  Oberlehrer  8t.ii.1e 

Compter,  G.y  Dr.,  IL-M.,  ProfesBor,  Dixoktoi  der  Eealscbale,  Apolda,  Dom- 
bmgerBtr.  47. 

X«ri  Onttav  Adolf  0.,  gab.  8.  4.  ISSI  Jena,  lH.51/55  etud.  Jena  u.  Berlin,  1.S&)!  prom.  Juua, 
Mit  Direktor  d.  Qroth.  Zlmuermanna  ReaUohalo  mit  Bealirymnaiialabtlg.  Apolda.  Mitgl.  d. 
LüMp.  Ciirijl.,  d.  Katurw.  Vor.  Halle. 

Costanzi,  ü,,  Dr.,  Lehrer  am  Lioeo  M.  T.  Varroue,  Kieti  (^Jtalien)^  Via  Garibaldi  66. 

OvlMpp*  O.,  gab.  S9.  5.  IWl  Aqiril»,  Ma  IBM  atttd.,  18B4  pron.  Boin,  Mit  IBBT  oid.  Lehnr 

am  Lic«o  M.  T.  Varrnnp  THi->t1. 

Cranz y  Cf  Dr.,  G.  Ji.-R.,  Professor  a.  d.  Militüxtechnischeu  Akademie,  ßerlin- 
ChailottenlKiig,  FaBanenBtr.  8T. 

Carl  Jallns  C,  gab.  S.  I.  1K5k  Uuhvbach,  lH77/'$2  atiid.  Tobingen,  Berlin  u.  Stuttf^art:  lti»3 
prom.  TObingen,  JSM  hah.  Stuttgart,  imi  Prof.  a.  d.  OborreaUchule  Stuttgart,  »eit  15)W  PrufeMor 
u,  d  Militurt.M       Ak.  und  Vorst,  de«  Imlliitt.  T.ub.  Ifi  rlüi     .MitL't  d.  math.  u.  d-  pliya.  Oa(.  BmUii. 

Crawle)-,  E.  Ü.,  Proleasor  a.  d.  Universität,  Philadelphia  Pa.  (ü.  8.  A.) 

Itdwüi  $diofiaM  Or.,  gab.  Sl.  f.  1M9  fbihdalpkla,  atod,,  piwai.  «md  bsb.  Philadalphla,  IM^tS89 
iBrtnklor,  I889/I88B  Anlat  Pnf.,  aalt  IBM  FrofbNor  m.  d.  iPanavlvania  VuIt.  XttgL  d.  An. 
JTatb.  8oe.,  d.  AÜer.  Ahoo.  Adr.  So. 
90  Gniyen,  W.,  Verlagsbucbbändler,  Leipzig,  Salomoustr.  10. 

Aloxauder  Wilhelm  C,  gub.  91.  11.  U70  Leipzig,  Inhaber  dar  G.  J.  Göubenachcu  Verlaga» 
handlwag  L«lp*lg. 

Cziiber,  E.,  H.-R.,  Profiaeeor  a.  d.  Techn.  HocIiBchnle,  Wien  Xm  {ö$temUh), 
Auhofetr.  S4. 

Bnunattual  C,  gab.  19.  1.  18B1,  lMe/T4  atwL,  187«  hab.  a.  d.  D.  ^ba.  HMbiahala  Viag. 
ISn/sa  Lahrer  a.  d.  StaataraaUotaule  Prag,  91  ord.  gtafMaer  a.  d.  Taeb«.  Hoobadi.  Br■lu^ 
•alt         Wien.   Mitgl.  d.  belg.  Oe*.  d.  W.  Lattich. 

Dalwiyk,  F.  n,,  Dr.,  Privatdozent  a.  d.  DniverBität,  Marborg,  Batfäfier  Tor  4 

Tiladrteli  r.  D.,  geb.  t.  le  tfliU  Kauet,  l9ASi^  Mad.  Harburg,  HeaebM  «.BkUb,  IBSS  prom., 

1897  h:.'i   ^'  .rimrg,  18P''  ■■  ■  \    i>.t.  nt  a.  d  Tr.  hu.  Horbach.  MttaflbaB. 

Dannmeier}  F.y  Dr.,  Hamburg,  Eppeudort'erweg  S7. 

Ferdinand  IHadrieh  Hennaan  9.,  «ab.  H.  8.  I8B0  Gaardaa,  lBOO/04  atad.  CHadaa  u.  Ktoi, 

lOiM  -jirrsn;    Ki.-I,  -l  i?  r.i'hramtakaudldnt. 

DaaUcher  vot(Kollet>berg^  Y>j  Dr.,  Professor  a.d.  Universität,  Graz (()s<«rre/c/i),  Koch- 
1>anentr.  81. 

Victor  T>  V.  K.,  geb.  30.  10.  IM7  Innütiruik,  l^Cü  72  stud  Inuibmck,  Wien  u.  Berlin,  1870 
prom.  and  loT6  hab.  Wien,  IttVä  a.  o.  Profesaor,  s«it  1891  ord.  Profeaaor  a.  d.  Uulvoraitat  Ora*. 

DedeUnd,  R.,  Dr.,  G.  H.-R.^  Pkofeew«  a.  d.  Teehn.  HoohBohnle,  Branneehweig, 

Kaiser  WUhoImBtr  87 

Juliua  Wilhelm  Hichard  I).,  geb.  ß.  10.  1831  BraonschwiiK' ,  l^H  .^C  atuU.  Brauns«:hweig  u. 
OOttingen,  IK.'iS  prom.  u.  1H.'>4  hab.  OOttingon,  l»&8/«^2  Profoinor /iiricli  (Poljrt.),  aeit  1»63  Profeaeor 
».  d.  Taoha.  Hocbaohnla  Btanaaobwalg.  Ultgl.  dar  Oai.  A,  "Wim,  o.  Akad.  OeMageo,  TxQpaa, 
Barlin,  Zdileh  u.  Pazia. 

]Minj  A.«  Oberlehrer  am  Realgymnasium,  Schwerin  i.  M.,  Moltkeplatz  6. 

Aogaat  Wllbelm  Friadrlob      gab  5. 9.  UMO  PaiucbeabagaD,  imß^  atad.  Barilu  n.  JKoatock. 
.  Ldhiar  1b  Blbnlta,  Hamborg,  SohwwlB  n.  Xln,  daon  OymiiaalaHrt>rer  Kanbiandcabug^  aalt  IBOl 

Oberlrhror  am  Rcalgymnn<iintn  Schwerin. 

Dehnj  M.^  Dr.,  Profcasor  a.  d.  UniveraiUlt,  Münster  i.  W.,  Nonlstx. 

Max  WUhclm  D.,  geb.  13.  11.  1818  Baabwg,  1896/1900  .atad.  Frolburg  1.  B.  u.  GotttagMi, 
IBSe  pioai.  Qettiagaa,  tSOl  hak  JCiinatv.  UNNV«!  AaalalaBt  a.  d.  Xaohii.  HochMh.  Kadanha. 
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Ileimer,  H.,  Reallehrer,  Nürnberg,  Schonboverstr.  15. 

Halmtah  J).,  geb.  1.  e.  187S  Baiggnib,  um/n  ttad.  HanAm,  ISOO  BMU«hx«t  W«iS«al»aift 
Mit  IMS  «.  d.  KnlnwlMhiil«  I  MUnbsrir. 

Deulzot,  A.,  Dr.,  Charlotten1nir<ir,  Schlfiterstr.  7. 

Alfred  geb.  51  10  1SJ3  Uörcxyu,  18J»3'9T  »tud.,  lht»7  prom.  B«rUu.  1897/98  AMUleut  ».  d. 
Univ.  UaUc,  IHSW/n.«  a  d  Techn.  HochncLi  Auciu-n,  seit  1900  Tncho.  HUfcarb.  a.  d.  k.  Normal* 
£l«liiuiga-&oiiuaUtiua  vmd  AMtot.  a.  4.  Xeoho.  äoolueli.  duurloHanbiirg-BwUB.  MltgL  d.  So«. 
Vnu^  d«  Phjrt.,  d«r  D.  VhjMi.  Qm.,  d.  uuMl  Qm.  BwUa, dn  (Mra.  luu.  dt  Tklomo. 

100  MdESteiB,  H,,  Prufesaor,  Warschau  (Rußland)^  Marszatkowskastr.  117. 

Bumal  B.,  g«»b.  U.  A.  11161  Wanohu^  md.  WuMhan.  mi/V»  frofewor  »m  QyaiiiMtoia,  «pMer 
groduo»  «ad  MUdmt  u  dm  Coon  mp«ilsa»  Wandwa.  Mllgl.  d.  Akad.  Kiaka«,  d.  bOhn. 
9m.  d.  "W.  Sm«^  d.  896.  maOL  da  Vmim»,  d.  Soc.  mafli.  da  81  FiMankaiib  d.  laat  Inlan.  BtMlogr. 
Biuxaltw,  dfir  lateni.  Amoo.  Pmb.  Stady  of  Qnatondona.  Bodaktoor  dar  Ptaea  Hai  •Fla.  o. 

diT  WiailomoBf i  uiiit. 

Jliestel)  F.,  Dr ,  Bibliothekar  a.  d.  Uuiv.-Bibl.,  Göttingen,  Fxiediänderweg  17. 

Btttt  Karl  Friedrich  D.,  fab.  17.  3.  IMS  Undank,  ttad.  «ad  IM»  pnm.  eMtt^ni,  1«8» 

HilTMrboitPr,  l!^?5  IlilfabibUothukur,  lolt  19UU  Bibliothekar  a.  i1  Uiilv  -B(bl  Gottliiffen. 

Dingeldej,  F.,  Dr.,  <7.  N.-Ji.,  Professor  a  d.  Techn.  Hochschule,  Dannstadt, 
Hoffmaamtr.  41. 

Vridolla  Oii^t^v  Tli.M,(lor  K.irl  Wülirlm  Krir.Irich  D  ,  «cb  1^.  12.  IS.'.fl  DarmaUdt,  1H7T/«J 
!<tiul  tiicB«».  Li'lp/i)/  u.  Mtiiiv;)i<'n  .  i>>..'i  protu.  Itni^iig,  l»tii>  hab.  l>arui>tadl.  tStt6/ä7  Hilftlebier 
»III  Ciyiiui  Dunu^iadt,  1^-ls:  ^^  hn  r  und  18.s9/i)!f  Dirigent  ».  d.  Mh.  Bdlganabala  OVOd-OamO, 
•eil  18!M  ord.  PrufoMor  a.  d.  Tochu.  Uoobaehola  Darautadk 

Din^ler,  H.,  ^epr.  LehramtalraDdidai,  Aachaffibnbiirg,  GmneiwaldBtr.  15. 

Alb.  tt  ilMii"  O.,  gob.  7.  7.  18»1  MUachon,  1901/tM  ttad.  Erlaugen,  MOuchou  u.  GOttiiigou. 

DIbUI,       Dr.,  Gjmnaaialprofetsor,  Wien  VUJ/l  (Österreich),  Ttüpengasse  fi/lL 

Erwin  B.,  gab.  Sl  10.  187«  Erami,  1886AW0  itod.  uid  IBM  pron.  Vlan.  1901/03  Baalaohal. 

>iup)>1(ait  Wien,  l<J^n/ül;  K«aUohall«.>)irer  TriOHt,  jetzt  Profeator  am  Krsh.  B!ki]L('r-n3-niiiiiithnti  Wien, 

Disteli,  M.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Dresden-A.,  Hübuerstr.  1  b. 

Martiu  D-,  geb.  t>.  K.  Ii»!'.:;  Olfen,  188Vn<>  stud.  Ziurich  (Polyt.)  n.  Berlin,  184«»  pruin  /urloll 
(UalT.X  lon  Iwb.  Zaxkdi  (PoljL).  imOSfl»  Privatdoa.  Zurtoh  nad  Lahxar  am  Taabaikam  WüttordMX, 
1901  a.  o.  Profaaaor  a.  d.  Toebn.  Hoohaohvl«  Karlandie,  iMS  an  der  Vnfvan.  SteaBbarg,  aall  lOOK 

o.  Profi'SHor  all  der  Ti  chn    1  [licliriclitilo  Drnadeu. 

D5hleroaiiii)  K.^  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  München,  Franz  Josefstr.  SS. 

Karl       gub.  W.  4. 1M4,  atad,  1889  prom.  und  18Ü1  hab.  Manchea,  1887/90  Aaalat  a.  d.  TaAn. 

HochHchuli«,  B«it  1902  olatm.  a.  o.  ProfesBor  «.  d.  UnireraiUlt  Mttaohea. 

Dohmen,  F.  J.,  Dr.,  Austin,  Texas  (U.  S.  Ä.),  Whitis  Ave.  1918. 

Krana  Juaeph  D  ,  (trh.  l?<.  -J  IHTt  Austin,  lhti:i  U'i»l  stud.  .VuKtiii ,  I,<;ii>zig  u.  (irdfiiw  aliJ,  1906 
prom  OroifKwald,  Uonorary  itectiuvr  an  dur  Tbxnti-l' iu\ ersiUit.  Mitgl.  d.  Texas  jLcad.  uf  Sc, 
der  -Mttth  Soc. 

Dolexal,  K.,  Professor  a.  d.  Techn  HochHchule,  Wien  (ßaterreich). 

Kdtiiird  D  ,  klI'  ISÖS  Bndwiu.  attid.  Wien  (Techn.  Uochaoh.),  frtJher  o.  Profeaaor  a.  d,  Mout. 

Hi>rli»ilitib'  L>'i>bi:ii,  jetzt  «.  d.  1  t'chu.  Ilochaohulo  Wien. 

Doniaehy  P.»  Dr.,  Professor  a.  d.  Geworbo-Akad.,  Chemaitz,  Eeicbstr.  31. 

Panl  Biohaid  D.,  gab.  1«.  4. 1080  Kittaa,  18f9,'e4  atad.,  188«  ptma.  Lässig;  18H&  ObarlabrMt  am 

R.iiljrvmn  Horn»,  aeit  1891  Prof<'»'"r  '-^  d.  fc.  O^wertm-Akiitleinie  Cheronits. 

110  DorothfenstÄdtlsciieo  Realgjutaabium,  berlin  NW.,  Georgensir.  80—81. 
Biyiralaki«  E.  t.,  Dr.,  ProftnMNW  a.  d.  UmronitiU,  Mfincheii,  Gioelaglr.  28. 

Krich  r)nK..b.rt  v  II.,  «.-b.  ?  ?.  IfteS  Köulgaborg  1.  Pr.,  1882/87  »tnd  K.>iii).'6biTK ,  Bonn, 
Ia\\'ta-^  n.  ISurlU»,  l.Vn;  pruiu.  u  IMis  Imb.  Bvrlili,  1888  AtaisL  a.  geod.  liitt  Hxrliii,  IMII  Leiter 
der  lirOuInnd-Exp.,  1901  dxr  .Sudpolar -Kxp.  a.  o.  l'rofi'uxor  Itt-rlüi,  UtO'i  ,\.bti'iluii|,'»>or»t.  a\u 

loit.  mr  Moereakonde  Berlm,  aelt  190*i  o.  Profo«»or  a.  d.  Uulvursltllt  Muucliun.    MltgL  d  I.iop 
CafoL,  d.  B.  phya.  0«a.,  Ebrenmltgl.  d.  geogr.  Uos.  KOnigaboig,  Oreihwald,  Prankfnrt  n.  M., 
Kapcabageo,  Wkm,  Badapaat,  Bern;  dar  natnxi.  Oaa.  Saoalg  au  dar  SohwaU.  Korreap.  JUtgL  der 
gaogr.  Oaa.  Mtoalwii,  Iioiida«  v.  Bt  Pataiabaig  ato. 

Dyck,  W.  T.,  Dr.,  Q.  H,'B^  Pxoham  a.  d.  Teehn.  Hochodrald,  Maiieh«D,  Hüde- 
gazdsür.  !>/,. 

Waltbar  Aattm  Vraas  v.  D.,  flih.  «.  lt.  1866  XOitdiaa,  1875/1880  «lad.  MOaeliaa,  Leipilg  «. 
BerUs,  1879  proin.  MüncheD,  1888  bafc.  Lalpalg,  aalt  1884  o.  Prot.  a.  d.  Ttahn.  Hootaiehnla  Xttiudiaii. 
Mitgl.  d.  Akad.  Manchen. 

Dziobck,  O.,  Dr.,  Professor  a.  d.  vcr.  Art.  und  lDg.«Sehttle,  Priratdosent  a.  d. 

Tefilin    rioclischulc,  f'harlof toiiliurj^,  Srliillcrst.  19. 

irxanz  (itto  U.,  geb.  87.  7.  1866  .t'rankturt  a.  O.,  l873/i'J  itud.  Berlin,  iKh::  prom.  Tubingen, 
1888  bab.  Barttn  fEMha.  UeehMh.). 
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Eberhard,  V.,  Dr.,  l'rofeMor  a.  d.  ünivenüftt,  Halle,  Wilbelmatr.  7. 

TtoMw  K.,  0«b.  IT.  1.  IMl  PlM,  1879/87  ttad.  BvMla.li  tt.  B«r11ii,  188S  ptum.  BiMlan,  188» 

hsb  Knnffrshrrg,  18Ö4  b.  o.  Prufesaor  KOnigaberg,  telt  1895  eUtns  Halle 

Edalji,  J.,  Professor  am  Gujarat  College,  AhmoJabad  {Mnl.' Indien). 

Jamihedjl  E.,  geb.  IH.  3.  IttilO  Bombay,  IHT6,«79  •Cud.,  IMO  B.  A.,  imi  B.  Sc  Boatajr-  188(|/BS 
Fellow  Wilwm  OolL,  18Sa/M  Iiaetonr  GoBbMKmMn  ColU  188^.^  Pmr.  Hydumbad,  1888/1M8  VtiOmm 
Qv^ßnlt  Coltaga  Al»a«d«W.  MHgi  d*t  Land.  v.  Kdlnb.  Math.  Soo. 
Ellemann,  F.,  Semiaarlelirer.  CfUhen,  Kingstr.  125. 

Fritt  E.,  gob.  i\.  S.  18iu  Ckiith«iii,  MUteUoball«hrtir,  lott  ib'JM  o.  Heminarlührer.  Mll£Ld.O. 
N«teor.  Uci. 

EneRtrOm,  0.,  Bibliothekar,  Stockholm  {Schweden),  Grefluregatau  77. 

Ouiur  E.,  gub.  ^.  9.  IH-^S  Nora,  Begründer  (IHX;)  und  Horantgeber  der  BibliuiUica  mathemaue» 

Elidel)  F.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Univer«ität,  Greifswald,  Amdtätr.  11. 

Fitodrtdi  gab.  26.  11.  1881  Lv«»«,  1878/83  ttud.  Laips!«  n.  BerUn.  1888  praoL  a.  188S  bab, 
1888  a.  o.  Piof«  ISBt  olatn^  1889  o.  Hon.  Prof.  Lalpriv,  aatl  IflM  o.  Fnf.  Ofalftnrald.  XltgL  d.  Om 

der  Wij>»  Leipzig,  der  Akad.  Petertbnrg. 

Eptiteen,  H.,  läau  Francisco  Cal.  {U.  S.  A),  Hajes  Street  229. 
180  Epstela,  P.,  Dr.,  Oberlehrer  ».  d.  Kaie.  Teobn.  Scbnle  u.  Privatdoient  a.  d.  Uni- 
versität, StraßLurg  i.  K.,  Sternwartatr.  I.") 

PMui  K  ,  K«9b.  S4.  7.  IMTl  »ankAtrt  h.  M.,  18^<J  »1  stud.  StraSbarg  u.  Qdttlllgvn,  Ittöi  proUL 
a.  1903  hab.  Strasburg,  IMU.s^^j  wiu.  HUfdi-hrw  am  (Irmnariun  SMtrgcBaad,  «att  1888  ObartabMr 
a.  der  Kais.  Techn.  Schule  u.  seit  ISWS  Prlvatduzcnt  a.  d.  Uulv.  StraCburg 

Escherich,  (».  v.,  Dr.,  U.  R.,  Professor  a.  d.  Universität,  Wien  I  ^Österreich),  Doblholi- 
gabse  7. 

ETangelleehe  Realftebnle  I,  Biealaa. 

Faber,  fl.,  Dr.,  Privatdozent  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Karlsruhe.  Tullantr.  7><. 

a<Hitg  V.,  geb.  .'>.  4.  1877  Kul>ursLiuti>ru ,  IHiX',  i!*01  stad.  MUncheu  u.  GOttiugen,  l9Vi  protn. 
Hunchun,  läOti  hab.  KarUruhe,  1901  Attisicut  a.  d.  Techii.  Hoohaoluila  MeiMtbaB,  1902/86  Oymaaal«!- 
labrat  TrsuuiUüi  u.  WOnborg,  aelt  1906  Aaatotont  lUrlanüiaw 
FIrber,        Dr.,  Profe8eor  a.  d.  Lnisenetädiisohen  OberrealBohnle,  Berlin  8.  59, 

Freiligrutli.str.  4. 

Carl  K ,  geb.  16.  7.  i««3  Berlin,  l>Wl/86  atad.,  1888  pram.,  aait  1880  Obnriabxat  Barlia. 
Fano,  0.,  Dr.,  Professor  a.  d.  ümversitAi,  Turin  (Italien),  Piazza  Ca8teUo  18. 

(i\un  F.,  geb.  5.  1.  71  Muiituik,  l-->>'.iL'  nluii   'runii  >i   (;nttiii|j:.M,  1»S)2  proro.  Turin,  liiih 
Rom,  lti'.«V/lVOI  a.  o.  ProfewKur  a.  d.  UillTeraitat  Meiikitia,  stsit  l'Ml  u.  Profoasor  a.  d.  L'ulv«sntiu*t 
Turin.    Mitgl.  der  Aocad.  Virgiliana  Mautua  u.  Peluritana  Mestlna,  daa  Circ.  mat.  di  Palermo. 

Fanta,  E.,  Dr.,  Chefniatbematiker  der  et&dt.  VersicberungaauBtalt,  Wien  XUI,  2 
{Österraeh  i,  Penzingerst.  21. 

Kmat  F.,  geb.  1878  Wlaa,  1888AMt  stnd.  Wlan  «.  0«ttlngan,  198«  ptom.  Wlan,  aalt  1988  In 

der  obigen  SteUug. 

Fehr,  H.,  Dr.,  Profe88or  a.  d.  tfniverBitftt,  Genf  (Scfnceis),  Rne  Pb.  Plantanour  1». 

Henri  F.,  geb.  2.  2.  l^TO  Zuricfi.  Is,-«;  mi  »ti„i  (;,.|if,  /.uruh  u.  l'unn.  iMi-.'  lii.  iui.  Siirtunii»«, 
lö^i)  Boctenr  Genf,  l  9.5  hab.  Oeiif,  i«t*t  l*rof«;itiS»r  am  G>tui>.  uikI  Lühreran  der  Keole  profesaiuu- 
nelle  (rent,  1900  o.  Profeasor  a.  d.  Uulv.  Genf.  Hcrautgt>ber  dea  Knaeigment  math^matiqut«,  Pr^ai- 
daat  da  TAaiac.  aoliaa  daa  maltna  da  matb.  MitgUad  daa  Inattt.  nat  QanaTola,  dar  Boa.  oMtb. 
da  ViMiaa,  daa  dre.  mat  dl  Palema 
Fi^^r,  L.,  Dr.,  Adjunkt  »Iph  math.  Seminare  der  riiiversit&t,  Klausenburg  {('ngarn). 

I<«opold  F.,  gob.  iHbO  P6v«,  Ib^t.itMlä  atuU.  l>uUAitu&t ,  Berlin,  U4UUngnn  u.  i'aria,  lliO:.'  prom. 
Bndapuat,  1905  hab.  Klaaaenbnrg. 

Fiedler,  K.,  Dr.,  Rektor  der  luduHtrieschule,  Zflrich  (Si-hweiz),  Knglischvicrtelstr.  67. 

Krnat  Wilhelm  F.,  geb.  tH>:i  Cht-mniU,  atud.  Zarich,  Berlin  u.  hvipxlg,  IShi-  prom.  Ij«ipsig, 
IHM?  hab.  7.:\ruU  I'olyt.)  1HM<  p.'Ui  l'rot,  .'.,r  a.  d.  KaalOBaabula  SSerioh,  adt  ISe-i  Baklor  dar 
Indnatriaachale.    MitgL  dar  Natnrf.  Gea.  Zurieb. 

180  Fiedler,  W»,  Dr.,  ProfiBssor  am  Poljtechnibam,  Zfirieh  T  {Sbfcwet«),  Klosbacbetr.  7». 

Ott«  Wilhelm  F.,  geb.  3.  4.  IXii  Chemnitii,  atud.  Fretberg,  18.^9  piooi.  Latpctg,  18.^2  a.  d. 
Wurkmeistprachulu  Früiberg,  1863  a.  d.  höh.  Gevcrbeach.  Chemnita,  1884  B.  d.  Tachjl.  Hoohach. 
Prag,  H  it  IN  7  «m  BMg.  totji.  Kttileh.  lOlgL  d.  Natnif.  Gaa.  Zeileh,  dar  Laoy.  Caiol.,  dtf 
Akad.  Manchen. 

Finger,  J.,  Dr.,  H.-R,  Ptofeesor  a.  d,  Ted».  Hoehachnle,  Wien  IV  {(Wrrndk), 

Alleegasse  85. 

Joauf  F..  st'h  1.  1,  1-41  Pilavn,  lttöSV63  »tml.  l'rag  (t'niv  ),  |j)I4  jiroui.  und  lS7ä  hab.  Wim 
(Univ.),  lUi'U,'-"  I't^hrer  und  Profeiiaor  an  Baaiaohulf^u  and  Gymnaaleu  Kllbogt'U,  Lalboch,  Wien, 
187(V84  a.  u.  PtufoaMr,  nlt  1884  o.  Profkasoc  a.  d.  Taoba.  Uoebaohola  Wiaa.  Mitgl.  dar  Laop.  Carol' 
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VlMterbusch)  J.,  Professor  am  Gymnasium,  Zwiclcau,  Äußere  Schnecbcrgerstr.  26. 
JohunM  F.,  geb.  l.  e.  18U  ColdiU,  läTa/HO  •tud.  Ureidwi  und  Leipsl«,    lSdl/1900  BmI- 
Mhalokaviataw  WaHa«,  Mit  1900  QywMtgUMvMknt  Ewkk»«. 

FlBsterwaldery  H»f  Df.,  ^feitor  a.  d.  Teohn.  Hodiiehiile,  Mflnckea,  Fnuis 
Joaefstr.  6. 

8«teMltti  F.t  g«b.  4.  10.  1801  Kwwnlmjni,  1080/05  «tad.  K«MlMa  o.  Tllblii«wi,  lOOS  vtom. 
Tftbingen,  1888  hmb.  Manchen  (Techn.  Hochioh.),  teit  181)1  o.  ProfoMor  ».  d.  Techn.  Hochsch. 
MOuohen.  Mitgl.  d.  Akaul.  München,  Khrenmltgl.  d.  ichwels.  natarf,  (ies.  Mitgl.  d.  in(«raat. 
01«tach«rkomm. 

Flscil«rf  E.}  Dt,,  Fzivatdoieiit  a.  d.  D.  Tech».  Hochgchnle,  Brflim  {Österreich). 

Knut  V.,  g(A.  lt.  T.  187&  Wlou,  1-SM/lOOS  fltaiL  ynm,  BmUb,  fSMeh  s.  OMtfatgen,  Itm  prom. 

Wifii,  li'Oi  hfth.  Briliui,  soit  ll>Ol'  Aflniitcnt  u.  d   Ti-chn.  Hoi-hticJiuli'  Brtinn. 

Fischer,  Ik.,  Dr.,  Mitarbeiter  a.  d.  preafi.  LandeMiistalt  für  GewtowrlraiKk, 

Friedenau  b.  Berlin,  Beckerstr.  6  a. 

Hermann  Karl  F.,  «eb.  11.  S  IHt'H  SpHiuUu,  1M^^  !tii  «iml..  l-<*fi  pron.  Berlin.  IK'Ji  Ai«itint<'iit 
am  ptvoOk  BMteorol.  lastltat,  1890  «iiMnach.  HlUkarbsiler  de*  pnoA.  AasMhUMs  sux  Untersacbang 

Fischer,  K.,  Dr.,  Profesoor  a.  d.  Trchn.  Hochodnde,  Solln  b.  Hfinehen,  Alteedit 

Däierstr.  1. 

.  Karl  9.  F.,  s«l>.  U.  1.  lOU  nonbfliv»  thSO/OO  atQ«.  MtnahMi,  1009  CkataUf«  (ßm0.),  1000 
prom.,  1887  hab.  MSaebM  (Teeka.  Boehi^X  100t  AMtrttttti  Mit  1000  a  «.  VcoOiHec  a.  d.  Tedu. 

Uo«luchale  Mflnchwi. 

IliclMry  O.,  Dr.,  Ftofeosor  a.  d.  0inT«nitftt,  Loipsig,  PUgwttsonte.  15. 

Otto  F.,  geb.  S6.  4.  IMl  AJtenbarg,  1879/84  stud.  Jena,  München  n.  Lelpilg,  18!^r>  pmm  ,  18il3 
hab.  Lrfülpxig,  189(1  Dr.  med.  h.  c.  Wünborg,  1887;V6  L«taxMr  a.  d.  Handelncbale  Leipsig,  i«it  189t 
Oberlehrer  um  dcirtiKcn  Kouli^ymuHslaat  vad  HÜ  1000  Uflih  «talm.  a.  Ik  VsoOmmi  «.dL  UsItMMIIOI; 
Ml^Ued  der  K.  B&chi.  Qe«.  der  Wlaa. 

Tlsber,  6.      Flofeooor  ».  d.  ünivenittt,  FhÜMlelphia  Ph.  (CT.  & 

Platt,  R.,  Dr.,  Rektor  der  oberen  Boalochale  n.  Fiivatdoaent  a.  d.  üüifonttftfe, 

j^el  {Sdiweiz),  Margarethen str  77. 

Bobert  F.,  geh,  S7.  10.  i  iuUwil,  ISHl  ','1  »tud,  /(irich .  Banal  n.  Berlin,  1889  prom. 

Xtlrirh,  iHUi  hab  Baa<il ,  Irt.H«^  l'J03  I^ehrcr  an  dm  beiden  Kcalschuk'n  Baa«l,  Mit  1000  XtltlOt  d«r 
oberen  Kt'ulitchulo.    Mit#l.  der  Baaeler  und  der  Schwoia.  Matorf.  Oes. 

140  flelBcher,  H.,  Dr.,  Königsberg  i.  Pr.,  HititetiEagheim  49. 
I'ifiply  Amf  Dr.,  Pxofooeor  a.  d.  Tecdm.  Hoehodmle,  Mflnohen. 

August  F.,  geb.  26.  1.  1851  nroB-TImsladl,  »tud.  Dariuitadt,  Stuttgart  u.  Karlsruhi',  ISSn  prum. 
I<i>{priK.  Isn/Si  Ob«rl0hrer  a.  d,  Uewerbeechuie  Letpaig,  1881/94  etatm.  a.  o.  Professor  a.  d. 
r-     r  11  tt  Ldprif,  Mit  UM  o.  Fraftnor     4.  TtOm.  HeohaelMile  MOadnik  MUgL  dar  Akad. 

Miinchcii. 

FSnter,  E.,  Dr.,  BehOidHeh  antoriiiertw  Venichenuigoteehiiiker,  Wien  lS/1 

(Österreich),  Cottagegasse  44. 

Kiiiil  F,  »cb.  IST'.I  Wion.  lÄPT  lfOS  »tnd.  Wim  a.  OOrtinjren,  1003  prora.  Wlpn. 

Franz,   J.,   Dr.,   Frofe«ii»or   a.   d.    üuiversitüt  und   Direktor   der  Sternwarte, 

inline  Halnridi  Omug  F.,  ga¥.  18.  a  10«T  BuMMltborg,  mi/lt  atnd.  Gfallinnüd.  Halle  ti. 
BnUn,  1878  prom.  Hall«,  1870  liab.  HcoaliMal,  1888  KSblgsberg,  1877/97  Otanrator  Königsberg,  1898 
a.  o.  Profeasor,  seit  18U7  o.  Professor  und  Direktor  d(>r  Stcruwnrte  Breslan.  MitK'1i*-d  dar  B. 
Astr.  Soe.  LoadoB,  der  Lwp.  CuoL,  d.  D.  Aatron.  Oes.,  der  ph]r8.-0koa.  Soo.  Königsberg. 

Frege,  G.,  Dr.,  Jf.-lt.,  FiofbMOr  a.  d.  üniTerBittt,  Jena,  Fontweg  19. 

FrledHch  Ludwig  Gottlob  F  ,  p.b  fl  11.  l?tlK  WiHni.nr.  lSt'9/7.'J  »tud.  .Ti-uu  u  ftöttingen 
Ihiä  prom.  Uöttingen,  1X74  hab.  ,lcua,  jtstiit  o.  Honotariiruft.>asur  a.  d.  Unir.  Ji<ua.  MitKÜMl  der 
I<eop.  Carol. 

Fricke.  R.,  Dr.,  Profeoeor  a.  d.  Techn.  Hochachole,  Bnumsohweig,  Kaiser  Wü- 

helmstr.  17. 

Kail  Bnaaval  Bobert  F.,  geb.  34.  9.  IWl  Helmstedt,  1880/85  stud.  OOtttngen,  Ktirich,  Berlin, 
Stntbug  a.  Lelpaig,  1886  jx«n.  Iiaipaig,  1887  hthnt  dar  Sehn*  8.  K.  B.  daa  Priaiau  Aibffcdlt 
von  FmOea,  1800  Ofnaadallaluar  Brunaohiralft,  1881  ha».  SM»  1808  OOtUngMi,  aeit  180« 
o.  ProfcMox  m.  ±  Taabn.  Bachadmla  Bmnnaabwalg.  Wtgliad  dar  Laqp.  Oaml.,  dar  Oaa.  dar  Win. 

OOttingen. 

Frl«iileli-F«gmiB-B«alfle1ioley  Stuttgart 
FrledrlAB-OyiMUMiimy  Kgl.,  Breslan. 
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Fri^ndorffy  Th.;  i'rofesBor  am  Elektxotccbn.  lusiitut,  &i.  Petersburg  {Uußland), 
Bromckasto.  10. 

Theophil  F.,  f!,'h.  TSTl  noavernnment  Minsk,  Ifiwa  :>n  »tud.,  ISDS  jirom  ,  IPOS  h»b.  Sl  Pct.  M,nr(i, 
1»96  Dozent  am  liiDlUut  der  Wegebsulngeuleur«,  liN)ä  Assistent  k.  d.  Unir«rslUlt,  s<>tt  11)06 
ä  o  i'rof.  BT.r  :in>  t  loktrischeii  Institut  St.  PMtoabllcg.  2C«gfit«r  d«r  anginr.  Milk.,  liltvltod  dar 
MkUt.  und  dei  Phjr«.  G«a.  St.  Petevbiug. 

Frisekmif,  J.«  I>r..  Profenor  a.  d.  ünivenitM  Gm  (ögtemiA),  Burgring  is. 

Joh&nnM  F.,  geh.  17.  9.  1837  Wien,  1857/(;a  stud.,  IMl  prom.,  18(U  hftb.  WlMI,  MSO/W  AMteMnk 
»n  der  Stornwart«  Wien,  186<)/1'.K>6  Professor  a.  d.  ITnlveraitat  Oras. 

160  FHxell,  A.)  Inatruktor  a.  d.  Harvard  Universität,  /  Z.  Göttingen,  Hainhol/weg  46. 

Aillinr  Boww  F.,  s«b.  14.  7.  1865  Boaton,  •«od.  Omrntd,  A.  B.,  IMD  A.  IL,  1886/90 
liutralctar  Vtiw  Toik,  1897/180«  Rarmd,  i.  Z.  ilad.  OUtUBgao.  lflt«L  <l»  Aai.  MiUh.  So«,  o. 

dp«  Clrr   Miit   <11  Palfrnin 

Frobeniiis,  U.,  Dr..  ProfcHsor  a.  d.  Universität  Rerlin,  Charlottenburg,  Leibnizstr.  8.S. 

Ferdinand  Gf  org  1'  ,  g.-b  i«.  10.  1W!>  Brrlln.  1867/70  stnd.  OMttasen  n.  Berlin,  1870  prom. 
BuUn.  1^1  Iiehrar  m.  d.  Sophiuuohal«  BwUa,  1874  s.  o.  ProlaMar  a.  4.  Uaivaivltii  Bwlin,  1876 
o.  TraftaMtr  am  Polytadnlkaa  Baddi,  Ml«  18M  «.  PioC  an  dar  UalTonlttt  Bnlla.  KUfl.  dw 
Akad.  Berlin,  dar  Om.  Amt  WIm.  tTvaala  m.  eMUagao.  XbnanitBL  dar  MatuT.  Oaa.  K««toli,  üttfL 
der  Leop.  CaroL 

Fachs,  R.,  Dr.,  Oberlehrer  am  Gymnasium  und  Privatdotent  a.  d.  Tedm.  Hoch- 
echnle,  Haleiuee  bei  Berlin,  Riiigbahnstr.  128. 

Marlmlllan  Emtt  Richard  T.,  geb.  .5.  Ii.  187.1  Gmlfswald,  1893/98  stud.,  18S7  prom.  Berlin, 
1  Oi  Ii      l!ri:ii:   r-  -lin  IfiH-hsch.),  seit  l.'iOl  Oh.>rl<  hr.-r  »11»  BismarekKyinii   Mitgl.  d.  roath. Oes. Bailfal. 

f  ueterj  R,f  Dr.,  PrivatdoMnt  a.  d.  UniveraitÜt,  Marburg,  Biamarckstr.  8S. 

Bndoir  P.,  geb.  M.  «.  1888  BbmI,  ItMASeil  atwL  Bm«I  o.  OOMngw,  1908  pionu  CKMtia««, 

l<>o»i  h-\h   MurbttlT?,    Mitgl.  der  schwelr   K.'ittirf  fifg   «.  ilt-r  Suc   iiiftth   ilc  l'rsiirjf 

l:uiiruianu,  A.,  Dr.,  G.  H.-R.y  Professor  a.  D.  der  Techn.  Hochschule,  Dresden, 
CSxouastr.  89. 

Georg  Arwed'P.,  geb.  IS.  IHIO  Drosden,  1H66/6*!  stnd.  Dresden  u.  lAkpaig,  lSr>6  prooi. 
IjolpslfT,  1861  AMistont  u.  mit  Vorlesungen  beauftragt,  18«;9  a.  o.,  1874/1906  o.  Professor,  InMO/lDOS 

iiiili  1 1  ili  1 1  KthckuMirst an<i  a    d    Tcohii.  lloihschulf  lirvRdcii 

Fnrtirilnglery  ]f}x,y  Dr.,  Professor  a.  d.  Land  wirtscbat'tl.  Akademie,  Bonn,  Marieusir.  16. 
Philipp  PiMHeh  Pias  P.,  «all.  Sl.4.  188»  BlM,  1880/M  sind.,  iSUptom.  OMtiiiewi,  1«M/M 

Assistent  a.  d.  Techn.  Hochschnlo  Darmstadt,  1897/88  wiaa.  HllfilehzN'  Mordon  und  Celle,  1888/1904 
Assistent  u.  «Iss.  Hilfsarbeiter  am  Oeod.  Instltat  Poladam,  seit  19M  Professor  Boiui-Popp«ladoif. 

Gale,  A.      fkofeooor  a.  d.  Oniver8ität,  Kochester  N.  Y.  ({7.  8.  A.) 

Arthur  BalUna  Q.,  8«b.  f«.  «.  1877  ApplMoa,  1886/1901  «lad.,  180B  B.  A.,  1801  Ph.  B.  Tal» 

Univ.,  1901  Instractor  Yale  <'<,ii  ,  ux)5  A««i«i!uit  Prof.,  aalt  1006  ProOtaaar  a.  d.  BodwBlsr  übIt. 

Mitgl.  d.  Am.  Math.  $oc.  u.  d.  Am.  Assuc.  Adv.  Sc 

Oarcia  de  Galdeano  jr  TaagiMSy  Z.f  Dr.,  Profeooor  a.  d.  ünivesoitili,  Zaragoza 

{Sjninini),  CÖSO  99. 

Zfiel  t;.,  geb.  5.  7    lH4(i  Pamplona,  l8<i.S  7t  stu  l    /rira^oza  u.  ",U;'<\  Madrid,  1881  prom..  1881 
hab    lim  luüt.  riuiluil  K  .  iss'.t  n   «1    I  niv    /,<iniKM?;i.   issi        Truf   um    Iii»t    riu<l;id  Jl.  1882;8{> 
Tol<-di>.  jetzt  o.  I'rofi'shor  a.  d.  L'uirersitikt  /,ur;i^<>/a     .MiikI.   der  Akad.  Madrid  u.  IdaMbon; 
der  Smc  iiiutli  de  Krnii««,  dos  Ctrc.  mat.  dl  Palcrnin.  iXvt  Suu.  Antonin  Alaato  MncflUi. 
Garthe,  K.,  Dr.,  Profes.'äür,  Efirhwege  (Hosh  -Xass.),  Luinenstr.  KK 

Emil  Uottfriod  O.,  güb.  13.  a.  ImU  Tr.-ndilhiirK .  ISiU/S.")  Btud  (inttiriK'M  n.  LoipKig,  1888 
pri>iM-  GiHtlngen,  jetst  Oberlehrer  a.  d.  Knedr.  Wilh.  Si  huU-  ilivmii.  u   ){<-:il!((  ti  i  K«<  liw.>;>v 

üauthier-TIllars,  A.y  Verlagsbuclibäudler,  Paris  {frankreich)  ^  Quai  des  Grands 

Augustins  65. 

Albert  G.-V.,  geb.  18R1  Villiers,  1881,83  stud.  Paris  (60.  polyt.) 

160  Geer,  P.  vaiiy  Begiemngerat,  Haag  {HoUand)^  Uoogeweg  4. 

P«t«p  r  G.,  gab.  17.  0.  1841  Ii«id»n,  1858,«9  «tad.,  pron.  u.  bab.  Leldui,  18S7/190S  Proftaaor 

a  'l   I  t  1  vrrnitat  I/niden. 

Cierbalüi,  F.,  Dr.,  Professora.  d.  Universität,  l'alormo  {Italien),  Via  XX  settembve  66, 

Francesco  U.,  geb.  -.'9.  7.  1858  Spesia,  18T:v79  stud.,  1871)  prom.  Turin,  1801  bab.  Pavia  B. 
188.1  Rom,  jetzt  u.  Professor  a.  d.  l'ulversltit  Palermo.    Mitgl.  d.  AJud.  Palermo. 

Gernet,  N.  r.,  Frl.,  Dr.,  a.  d.  Frauen-Universität  St.  Petersburg  {Rußland),  Was. 
Ostrow.  10.  Linie  38. 

Ma>4iaaohda  t.  O.,  gab.  1877  SiaiUMk,  1894/1901  stad.  Sk.  Potataburg  o.  OeMagaa,  1901 
prom.  Oactiiiir«,  1M8  Magister  Maakaa,  1901  bahu  aa  dar  Paanaa-IJiiiTemttOt  8«.  Pataxabarg,  JaSa« 
a.  d  }'r>ui»n-UDlv.  «.  a.  d.  hOta.  Ffeaaaa<Inatitat  8t.  Patarabwg.  lUtgL  d.  mtüh.  Gaa.  Kaaas  «ad 

Fetersburg. 
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0«JS|  jL.  F.y  Wisseosch.  Lehrer  a.  d.  Höh.  PrivaUchule,  flersberg  a.  d.  Elster,  Markt  4. 
Alexsadar  Madilelt  O.,  irali.  t9.  10.1878  Wanlrar?,  18M/19M  «tvA.  Wnnbnrg  n.  ICttadm 

1W?i  rvififtrnich.  Lehrer  am  PäHaffOfjinm  (Vstrnn.  »eft  190("  n.  it    höTi   Prl^mtschnle  Hcr/.li.  rK. 

(»ibsou,  (im  A.y  Profesaor  am  Ulasgow  and  West  ot'  äcotland  Techn.  Coli.,  Glasgow  W. 
(SeAoMfond),  Sandyfoxd  PI.  8. 

(i(  orgu  Alexander  O.,  Rfb.  19.  4.  1868  Orwiilu».  l>s74/77  u.  l^':>  K'.  »tad.  Otaagow,  1881  M.  A. 
Glik«gow,  188S/»A  AMist.  ProfeHor  tilaagow  Uniy.,  seit  1894t  ProfeMor  GUagow  aud  Wect  of 
8codand  Technical  College.  LUD.  JEdlabugli.  XhfwmttfL  d.  Mb^b.  Mattk  Boe.,  MltgL  B. 
Soc.  Edlub.  u.  d.  Ajh.  Math.  Soo. 

Giebel,  K.,  Dr.,  Kandidat  d.  hfili.  Schulamts,  Scbleuaiogen  i.  Iii. 

>  ri..lru  h  Karl  (;  ,  g«b.  S7.  4.  MTB  Bmbcb,  ISN/lMfi  «tai.  OOMngm,  Bwtta  v.  Hlachn, 

Qlgli,  D.,  Dr.,  Lehrer  am  k.  I^eram,  Smiui  {ItaUm),  PiMsft  dlteli»  e. 

DaUio  G.,  geb.  s  i  isTH  SwtMpoktO,  18»6/0»  Mid.,  IM»  fvon.  PK»,  ttft  IMS  LdutCT  «■ 
Lyotim  D.  A.  Aaiuti  HaatarL 

GiMfi,     Conraltiiig  Btekiroiagviuear,  PriTatdosent  a.  d.  ünivefrittt«  Rom  (/«o/ien). 

Via  Farini  Ti. 

Uiov»uat  l.rone  Tito  Cnrlo  (J..  K<ib.  2J.  11.  IbJi  Lucca,  lHr>Si<:t  Btud.,  iugeu.,  ISOl  hab. 

Born.  Frtthor  Mitgl  <].  Kirtna  Oiorgl-..\jrabla  e.  Co.,  Direktor  der  8oc.  Morld.  Lahme7«r  di 
Xlttttiäti,  Mit  1906  Cb«f  duf  Abt  f.  B«lracbtaiit»'  und  StnflwibsluiwflMa  dM  OnMiademaslcti**» 
Bo«.   WUgL  d.  IBM.  of  Bl«etr.  Baglii.  IioadoB,  d.  Amoc  Slsttralae.  IML,  d.  Cfiro.  aat.  dl 

Palenno  u.  d.  See.  Ital.  Flüicn 

Glaffe,  F.,  Dr.,  Oberlehrer  am  Johanneum,  Hamburg  lä,  Dillstr.  16. 

Kriodrlch  £mat  Alexander  O.,  geb.  4.  &.  1875  Dorpat,  läSS,"»?  «tnd.,  1899  jiroin  Kduigabaiy. 
1898  Aaaiat.  s.  a.  Vaif.  Klteigabwr  Mt  IMl  Oberlahnr  «.  d.  (Mehrtatuchnle  de«  JfobuuMU 
Hamboiy.  MKIsL  d.  p^.-lllmB.  41m.  Uolflibav,  d.  nalh.  Ow.  Hamhnig. 

Onelner,  J.  A.,  Dr.,  ProfeeBor     d.  UnivenitU,  InnabnM^  (Ö9terreidt)t  Speck- 
bacherstr.  18. 

JoMf  Antoa  O,  «tb.  1«.  7.  IMt  BIm»,  tMi/M  «tnd.,  1886  »mm.  lambroak,  1808  hA.  Wka 
(UqIv.  u.  TMdiB.  Bodudi.).  IBM  Atiict.  Innsbrack,  18M  Supplent  Grat,  IsgS.'SS  Fiam«,  1889/84 
Klagenfart,  1881/86  Wim,  1886/99  Prof.  mm  Qyvai.  PoU,  1899/1901  a.  d.  ätMtaobarcalMih. 
Wit  n.  i'joi  fri  a.  o.  Prot  ond  tM(|/M  *.  VMt.     d.  d.  lJBlf«nl«M  Pra«,  Mit  18M  «a  d«r  Val- 

rerviUt  Iniubruck. 

ITO  G^defk^f,  M.,  Dr.,  Bibliothekac  der  Facnlttf  d«8  Seimeea,  ICaraeine  (^njfcreteft), 

AIl<5c?!  lies  Capucinps  10. 

Maurice  U.,  |{<'b.  n.  1.  187i  B««*a^n,  1888/98  atttd.  Paria,  Beaanfon  n.  WOzabturg,  18»«  Umb- 
oi«  BoMncon,  1901  doctoiir  Psrii.  IBM  ger*>  BlbUotbekltr  Pari«,  Mit  18M  BiUtotktkir  dur 
Factüt«  dea  »cienoM  HaxMtll«^ 

Godt,  W.f  Dr.,  Profeesor,  Lflbeek,  Oeninerfltr.  89. 

.T'.haun  Wilhelm  V<-ut  G.,  k*')>  30  I.  ts'^O  F<-1.lKt(Mit .  iS'Tfi  "  atud.  LalpilB,  OdtltafMl  a. 
Kiel,  1894  prom.  UOttiugen,  »«it  18T6  Oberlehrer  am  Katharineum  LUbeok. 

Mditoher,  K.,  Dr.,  ProiMsor,  Budapest  VII  (Ungarn),  Mollö  utea  4. 

Sul  O.,  atib.  M.  S.  IfiSt  BadavMtt  UM/ISSt  Mld.  Mn^m  a.  QeMagan,  iSMpfDUk  BadapMfc. 

19(M/0<t  Lflitflir  d«r  Zentralat.  n.  H«nt  aaifftr  BtMiwtarelu,  mtt  IMff  'ProTeiMr  na  MMlL  Ob«r* 

L'yjii  I  jiüinm  doa  ITT  Tlcz,  Budapc»t. 

Gßrges;  U.)  Professor  a.  d.  Techn.  Uochschnle,  Dresden- i'laut;u,  Bemhardstr.  U6. 
CWtting^  E.,  Oberlehrer  am  GymnMiiim,  Odttingcn,  Wöhlecatr.  8. 
Goettler,  J.,  Roallohrer,  Manchen,  Noidendstar.  98a. 

Gordan,  P.,  Dr.,  G.  H.-R.,  ProfesBor  a.  d.  Umversität,  Erlangen,  Göthestr.  4. 

Paul  Aibort  G.,  gub.  S7.  4  1837  Breslan,  I8ß7/(:s  slud.  Br<>«lBii.  KOnigiiberg  n.  Berlin,  18r.2 
prom.  Berlin,  1H63  U'-^h.  (iioBen;  saerat  a.  o.  Profvaaor  Gi(  C'  )i  it  Is75  i'  I'r<ife*sar  Kriangen. 
Dr.  h.  c.  Dublin,  Ehreumitgl.  d.  Uair.  Dorpat.  ilitgl.  d.  Akad.  München  und  B*rUn,  Qm.  d. 
w.  Göltingen  u.  Luttich,  d.  Ist.  Loabafdo»  4.  Lut  d«  Fmao»,  4.  Load.  Math.  Boa,  d.  Aoe.  dal 
Uucel,  d.  Math.  Gea.  Moakaa, 

tfraefe.  F.,  Dr.,  i^feeeor  a.  d.  Teohn.  Hoehecbule,  Dannstadt,  Heinriebstr.  114. 

Heinrich   !■  rnuz   Konriid   Karl    Friedrich  C...  k'''>    10.   l'i.   IS.',.''.  Wi.-bu.icn ,  7s  stml. 

Karlcmhe,  Munclieii,  /Rurich  u.  iifrii,  1879  prom.  Hern,  1»79  hab.  Bern  u.  1881  UarmHtadt,  ltm& 
Tit.  ProfoMor,  aeit  1897  vtatm.  fmlvMot  a.  d.  Techn.  HoebMliale  aad  BlbttoUMkar.   MltgL  d. 
]«Mp.  CaroL,  dM  CIro.  mat.  di  PaUnao,  d.  Ver.  D.  lug. 
(hrafy  J.  H.)  Dr.,  ProfSneor  a.  d.  Univeraitat,  Bern  (Schfeeig),  Wylerstr.  10. 

Johann   H<-iiirii'li  G  ,  i;«-b.  Ifi.  S  Tubm,   1n71  "T  i-tu'i   Zürich  u    JJirn,  1877  prom.  und 

1878  huh.  Iti  rii,  friihcr  (iymuiuiAllelir«r  unii  Konrektor  de«  freien  Gymnasium  Bern,  j«tat  o.  Pro- 
f<'«»or  a.  d.  riiivoroitiu  Khrenmitgl.  d.  naturf.  Qm.  SBlothani,  Mitgl.  d.  gMgr»  Gm.  MttadMa 
Gaaf  u.  St.  QaUea,  d.  Cir«.  mat.  di  Palermo. 
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draham,  W.  P.,  Profeesor  a.  d.  UniverBit&t,  Sjracuse  N.  Y.  {U.  S.  A.). 
180  €nftlliMii,  H.,  Dr.,  Profeseor  a.  d.  Universität,  Gießen,  Frankfurterstr.  M. 

Ilormann  i:rnFt  (i  .  Rcb-  )•.  .S   IsfiT  Slcttin  .   InT.'i  Mj  ■«ttid.  Leipzig,'  n    It)»llt',  IHÜ!!  prom.  und 

1899  hsb.  Uftlle.  lti«l/M  Uilfkltshrer  Sftng«th*a«<u ,  lt»S;90  o.  L«hrer  tutd  lSM/99  (Mwrtvbrar 
HkUe,  19W  nUhletate.     9.  Vnt.  Ball«,  talt  1004  ««ate.  a.  o.  VfoCMMr  Ototoa.  lfll«L  d.  Lmv- 

€treenhlll,  A.  6.,  Profeooor  mm  Ordnance  College  Woolwieh;  London  {EnglantT}, 
Staple  Inn  1. 

Alftttd  Osorge  Q.,  gab.  1847  Iiondon,  itiid.  und  1070  prom.  Cambfldc«,  1071/74  Prof.  UM 
Bid.  KmrfnMttn«  Cotlsg«,  «eil  IBTO  mm  OrdiukiiM  Oolt.  Wootwtoh.  —  M.  A.  OaakMi««!  MltgL  d. 

K.  8oc.  London  a  d  Aco  del  Line«! 

Cireiner,  B«,  Dr.,  Woll'gang  bei  Davos  {Sdiweiz). 

Adolf  Ono  BiohaTd  G.,  0*.  8. 4. 1018  HumlMbn^  1800/1000  •!««.  OOMtac«»  Hddolb«!«, 

1901  prom.  FrHhiirfT  1  B 

Grober,  M.,  stud.  math.,  Halle  a.  S.,  Albrechtstr.  46. 

Mas  Kart  O.,  fo^  I.  10.  18*8  SytlMa«,  •lad.  mII  1004  tat  tmm^  GnMhwald,  Lalfslff  a.  HaOa. 

QroDiiiauD,  M.,  T>r.,  Lohn  r  a  d  Kealschule  n.  PrivatdoseDt  a.  d.  Univeraitit^ 
Basel  (SiAweig)^  Gundoldiugerstr.  20ö. 

Maml      «Ol».  BadapMt,  1800/1000  MiuL  ZiMiilt.  1008  faali.  BmmI.  1801  Pmf.  a.  d.  Kautoni- 

■chule    Fraaoufpid,  »pit  190ö  Lelircr  a  «1   oh   Ri  Alx  lmlr  Biisd 

Cirttbler,  H»,  ;S(.>J?.,  ProfesHor  a.  d.  Tecbn.  Uocbscbnie,  Dreaden>A.  27,  Bembardstr.  i)8. 
Martta  FOrditagal«  O.,  «ab.  10.  11.  1001  Mmibm,  1074|f80  atad.  Dnidaa  a.  IhIriIv,  1800 
habw  Sttldi  (Palyt),  1888/00  Prof.  a.  d.  Toolu.  HaohMhak  fil«a,  1888/lMB  CbarlaMMbai«,  mU 

1900  DTwdm. 

OrUnwald,  A«,  Dr.,  Ph>fe88or  a.  d.  Detttachen  Tedia.  Hodiaelnile,  Vfi^  (Ö9tarrei€h\ 

Dejwitz  «2«. 

Au  ton  Karl  G.,  gi<b.  J3.  11.  1(U8  Prag,  von  IM-ie  «md-,  1861  prom.,  ISfia  hab.  rr»«,  1H«."»,6» 
Axsi^t ,  i>«70  ».  o.  Prof.,  Mit  1881  o.  PwfaMPT  a.  d.  SaalMbaB  Taciha.  HochMhalo  fta«.  JfHfl.  d. 

bOhm.  Qc«.  d.  WlH. 

CirHBwaM,  J«,  Dr.,  ProIwRor  a.  d.  D.  üniTenitti  Prag  {6rt«rreich\  Dpjwit«  n6. 

JoMf  U.,  p't'   11    I    IsTf.  PDitf.  '.»H  Bttid  Prag  u.  G  Ottin  gen .  H'.'x  rrmn    l'ra^.  l!'On  hiib 

Wien  (l'nlT.),  iiHW  Aahi»i.  a.  d.  Techn.  Hocbsch.  Wien,  Mit  1906  a.  o.  ProfoBSor  a.  d.  Unlvcnltät 
Prag. 

GnihBy  P.}  Lehrer  am  Technikam,  Ilmenau,  Schwanitzstr.  1. 

Aagaal  Hcrmaui  Psol  a.,  geb.  ii  8.  1H66  Berlin,  itMM/SS  «tnd.  Berlin,  189«  Lofaror  ».  d 
Baiig<rwerk>>i.'h  Hol^iiiiiuUMi,  Mit  1897  am  Techa.  Ilmonaa. 

dubler,  S.  E.,  Dr.,  Frivatdozent  a.  d.  Universität  und  Lebrer  am  Lehreciimen-Sem. 

und  Mädcben-Gymn.,  Ziiricb  (SchweizX  T'niversitätsRtr.  65. 

Sal'inioii  fidunra  (i  ,  K»h.  7.  7.  184.^  Wyla ,  lf«r,:i  Tt?  u.  lr<77  <<tu<l  Zdrich  u.  Born,  1894  prom  . 
Bora,  1896  hab.  ZOrich  (Univ.),  1S7S/9}  X<«bnr  «.  d.  Knab«usekuitdar«ch.,  lolt  ItiM  Ijthm  m  Lobw- 
tbUMBoSoddaa«  and  MadehoacjrauMMlaal  ZOxloh. 

190  Gnccin,  Nob.  G,  B.^  Dr.,  Profeaaor  a.  d.  Univenitätt  Palermo  (ila]t«n).  Via  Rnggioro 

Settimo  SO. 

Nob.  GtoTaaal  BaMala  O.  dal  Maxdnsl  dl  Oanaaila,  gab.  81.  lA  1855  ValMiao,  1870/M  itad. 
Palermo  n.  Bon,  1880  prom.  Born  (UoIt.),  ISSOi'M  a.  o.,  seit  1804  o.  FrolkMor  a.  d.  UuiTPrkitftt 
Palermo.  OrflnfTer  de«  Oire.  mat.  dl  Palermo  nnd  Dlrelrtor  der  Bnndlcontl.  Mitgl.  der  Ak. 
Palermo,  »ior  I.pdji  Curol  ,  ilcr  Snr  Math  de  France,  der  .'>i>c.  Franc;.  I'hjri.,  der  As«o«.  fran^. 
Avanc.  Sc,  der  Am.  Math.  8oc.,  der  ttoc.  phllom  Paria.  <li  r  .Si>e.  df*  Sc.  Lattich,  der  8oe.  dl  8c. 
Nat.  di  Palt^rmo. 

CHIatkerf  8.,  Dr.,  Proft^ssor  a  d  Tecbn  Hochschule,  Münchi'n,  AkademieHr  6. 

Adam  Wllhtim  Sn-gmuud  ii.,  geb.  6.  2.  1848  Nürnberg,  186.yT0  -.tuii  Krianjrpn.  Heidelberg, 
Berlin,  Oöttingen  n.  Mflncbeii.  1870  prom.  Erlangen.  1872  hab.  Erlai.L'  u  n  JiTl  M'iiu  hi  ii  .  Tim  liti. 
Höchlich,).  lh7G,  Hfl  Profeii«or  am  Gynin.  Antbaih,  »fit  1M86  o.  Profi>»*<>r  a.  d.  Techu.  iiocbiichule 
Uüiichen.  Mitgl.  der  Akad.  Mnnchen,  der  ].<>opold.  Carol. ,  der  Soc.  Math,  de  Franc«,  EhroB- 
mttgUcd  dar  phjrt.  Qm.  nnd  doa  Vor.  fttx  Qaogv.  and  8tot.  Fmikrnrt  a.  M.,  d«r  matb.  0«*.  Hambotf, 
der  Tor.  fBr  Erdkoado  Boll«  and  Dnsdoa,  MttgL  dor  böbm.  Qtm.  dar  WIm.  Frag  oad  dw  8oe. 
Siornol.  Italiaua,  der  Akad.  Padua,  des  Teuetlaiilschen  In*t.,  der  Soo.  OaOgT.  lUliaua,  d«r  Boa 
des  «c,  ph;*.  et  nat.  Burdeatix,  der  phjr«.-mcd.  Soc^  Erlangen  etv. 

Onlibefg,  A.|  Dr.,  Privatdosent  a.  d.  üniTeiettat,  Christiaiiia  (Norwegen)^  Thomae 

Hcflyögade  87. 

Air  U.,  geb.  17.  3  1866  Cbri»tla»la,  1886/ 99  a.  1^04  »tud.  Chrlatiania,  Leip«ig,  I'ari«  ii,  UMttinguo, 
1H96  prum.  nnd  hab.  ChriRtiaiiia,  wtt  1008  Lobror  a.  d.  KrlBgnabalo  and  mUtar-Hooliscibttia 
Mitgl.  d«r  Um.  «L  Wiaa.  ChrUtUnlA. 
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C^madelfiBgery  8.^  Dr^  G.  H.-R^  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Danuatftdt, 
Ordner  Weg  87. 

Sigmund  G-,  gob.  17.  1.  \M<S  Kirohberg,  ahid.  TttbinKPn,  npidolbwrg,  KOnlgabaig  V.  Wrtm, 
1867  proin  Qi«Seii,  1869  hab.  IttTS  &.  o.  Prof.  Xabingen,  «vil  IbTO  o.  Piof.  CannttadL 

dnnUbcOy  H«,  Dr^  Berlin  W.  60,  Aogsbu^geiatr.  48. 

Galxmer,  A.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Halle  a.  S.,  Maitinsberg  8. 

Carl  Friodrich  Aaga*t  O.,  geb.  S.  S.  18€0  Nenroddahn,  lMl/b8  «tad.  Berlin,  1&93  prom.  and 
18M  hab.  Halle,  XüW  a.  o.  und  1900  o.  ProfesMtr  in  Jona,  seit  lOOS  Hallo.  KitgL  d.  Jjaap.  Ou«L, 
des  Circ.  mat.  di  Palermo.    Herauag.  d.  Jahreab.  d.  Dcntachcn  Math.-Ver. 

Gjsel^  J.«  Dr.,  Direktor  der  Kantonechule,  Schaffhaiisen  (ScMceiz),  Tanuerbeig  47. 

,IuUu«  (i.,  Kch.  ISiil  Wilchiiigfu .  1W69/73  stnd.  Zun.  i;  i  lyt.)  u  i.sT  I,  Per«,  U74  piOB. 
Zürich,  ia7S/74  o.  18T5/M  Lebror,  aeit  1884  Direktor  duz  KiUitutiAcbole  ScbaffhatuMI. 

HmU)  K.,  Dr.,  Gymnaaialprofesaor,  "WiVu  VI  {Österreich),  Matroscngasso  8. 

Karl  U.,  gob.  38.  7.  1M4  Wion,  ii>63;^  atud.  Wien  n.  Mtlnohon,  1874  prom.  Wien,  1879 
BuffUnA  am  MariahiHiigyinna*iuin ,  seit  1809  Gjrmnaaialprofeanur  Wien.   MitgL  der  chem.-phy«., 
dar  iwgK.  vnd  6»t  M«l.-bQtMi.  6«.  Wl«n,  Htmug.  d«r  YiarteUabnb.  da»  Tar.  mr  FOid.  dw 
6tum.  n,  phy«.  'Dntair. 
Hftberlaud,  M.,  Professor  a.  d.  Realschnle,  Nen-strelitz. 

Maximilian  U. ,  geb.  S6.  10.  l&^tS  Kahla,  1876/78  »tud.  Jena  o.  Leipsig,  auerat  wiM.  Ullfalehrox 
am  OjmML  Altanburg,  mII  ISTft  Piof.  «.  4.  B— hclwla  Vcnalnllla,  TonMlwv  Am  BlaibMili  «ad 
dar  meteorol.  Station. 

Hftbler^  Tb.y  Dr.,  Professur  a.  d.  Fflisieuvchole,  Grimma  i.  S. 

Emil  Theodor  U.,  geb.  27.  1.  1861  OneiaohllBB«,  lau/n  tkuL  Dwadaa    Mpaig,  IggAfcan. 

.Ti'tia,  «fit  IN"'!  OberI<>tiror  Grimma. 

200  Hafulfiu,  J.,  PrufesBor  am  HumboUU-Gyniuaöium,  Berliu  NW.  62,  Spenerst.  34. 

Jaliob  H.,  geb.  25  i  Mainz,  1S77  8S  atod.  Oflxaitadl  o.  BarÜB,  1886  miMalisw,  latt 
1888  Oberlehrer.    MitgL  d.  nath.  Gea.  Berlin. 

Haentzcbel)  E.,  Dr.,  Profesaor  am  KOilniscbeD  Gymnasinm  v.  Dozent  a.  d.  Techn. 
HochBchnle,  Berlin  W.  80,  Gledit«chBtr.  43. 

Bmit  Bodolf  U.,  gab.  M.  11.  1»M  Barlln,  1876/80  itad.  BaillB,  1888  pioai.  Jana,  1888  hat». 
Baillii  (TaduL  HocSudL),  1*84  ObarMhnr,  aalt  ISOO  auch  Doaant  a.  d.  TMba.  HoaliMh.  ud 

aniKun<  ^r.r         von  Äernlnarlf-hrern.    Miigl.  d.  rti.itli  ni's,  Berlin,  il.  D  ptays.  Qaa.  iLd.I«pp.OaiOl. 

flayetty  J.  ü»f  Direktor  der  vatikauischea  Sternwarte,  Kom  {ItaUem)» 

Jotaaaaa  O.  H.,  gab.  «.  8. 1867  Bngaa^  itaid.  FiMUiah,  lOlutar  v.  Bona,  188VLMS  DlNkMv 
dar  Btannvart»  OaoBgatewa,  aalt  1906  XNnfelor  dar  Sgiaeol»  Vallo«Ba.  8.  J.,  KU^  dar  Aoad. 
9ant  dtl  aimni  linaaL 

Habn,  H.,  Dr.,  PtiTtttdosent  a.  d.  Unifetritti,  Wien  XYIH  (öttemidiU  Gyamamtun- 

8tr.  39. 

Uatui  ii.,  gcU.  il.  9.  1879  Wien,  l&ÜÜ/I^Ol  stud.  AS' loa,  StraBburg,  München  u.  OOtUngan, 
190t  pron^,  1905  hab.  Wlan. 

Halsted,  i},  B.,  Profeüsor  am  Colorado- College,  Greelej,  Co.  {U.  8.  A.) 

George  Braoe  H.,  gob.  15.  11.  186S  Newark,  1875  A.  B.,  1878  A.  M.  Princeton,  1879  Vh  I) 
JohoH  Hoykluii,  iSiP  Hl  Inütmktor  Prinoeton,  18hl,  iy03  FrofeaMr  a.  d,  Trixas  Uulvori-itiit ,  »fit 
IW^  mm  titat«)  Normal  Coliogo  of  Colorado.  Mitgl.  der  Am.  Math.  Soc,  dor  Am.  .Vdhoo-  .\c1v.  Se., 
der  Math.  Aaioo. ,  der  Soo.  Prom.  Rngin.  Ednc. ,  der  Lond.  Math.  So«.,  der  Lond.  Aetrou.  .Sac., 
dar  Soo.  math.  de  France,  daa  Giro.  mat.  di  Palerwo,  der  Waaklagton,  Tavaa  «ad  Ohio  Acad., 
dar  Boa.  Olsit.  Aaloalii  AlaMa  Maziao,  dar  Soo.  Qaog.  j  BaUd.  Itele»  ata. 

Hamel,  G.,  Dr.,  ProfieoMt  a.  d.  Teebn.  Hoobgchule,  Biflnn  {öttmndi^  Sobe£fel- 
ga8«e  ö. 

Claoiff  a.,  gab.  lt.  9.  UTY  ]>0satt,  1896/1901  itad.  AaalMtt,  BattUa  u.  OOttlagaa,  1901  pnm. 
Gmtingen,  1908  liab.  Kadnoha,  1901/89  Aariatanl  GOttlBgaa,  t90t/06  Xariazadia,  aalt  1906  o.  Via. 

feeaor  Brdxua. 

Baneocky  B»f  Fiofeoaer  an  der  CniveniiU,  Ci&dDiiati,  Obio  (U.  8.  A),  Aubam 

Hötel. 

Uarria  H.,  geb.  II.  1H67  EUer*Ho,  atud.  Virginia,  Johna  Hopkina,  Cambridge  (Kngl.).  Tferllu 
n.  Pari»;  A.  B.  Johu»  Hopkiii« ,  Dr  uhil.  Unrlin,  Dr.  ac.  Paria,  frtlhcr  Ansistcnt ,  LimtruktDr  a. 
Aaaociate  a.  d.  Unir.  Chicago ,  jctit  Frofeaaor  a.  d.  Unir.  Cindanatt.  Mitgl.  der  Am.  Math.  Soo., 
dar  Aaa.  Aaaae.  Adv.  8a.,  dar  Land.  Xatti.  Boa.,  daa  daa.  mat.  dl  Palatna,  dar  So»  nafh.  da 
France  eto. 

Bartogs,  F.,  Dr.,  Privatdosent  a.  d.  ünifenitlt  MflndiMi,  Ainmillentr.  19. 

Friedrich  Morlt/  H  .  geb.  80.  6.  1874  Brtiaael,  188t/190S  atod.  BtaBBOTar,  CharloHaabnfft 
Berlin  o.  MOnoheu,  1903  prom.,  1905  hab.  Mttnohea. 

JabfOBbafll^  d.  BovtaelMe  ]6albaB.-TaaaialgaBf .  ZTL  C 
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Buiwlg,  E.,  Dr.,  Proftitor,  Direktor  der  Sternwarte,  Bamberg. 

K»rl  Erntt  Albnclit  H,  gi<b.  14.  1.  1851  Frunkfurt  a  M.,  stud.  ErUuKen^  Lpipzig,  (;üttixi);nn 
Q.  Matich(>n,  IHSO  prutu.  biiriiBburg,  1H74  L«hrtir  am  Lyccum  Str»Abarg,  Ibil/M  AasUtent  ft.  d. 
Sternwarte  Htr&BburK,  ia.<«4/(i5  Obccrvator  Dorpat,  Mit  UM  DlnktOV  d«r  StaniWMto  BHBberg: 
Mitgl.  der  D.  Antr.  Gos.,  d.  Xaturf.  Gi<«.  Bamberg. 

Harzer,  P.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Direktor  der  Sternwarte,  Kiel. 

Paul  HrriHiiiiii  II  ,  gob.  1.  8  18.'>7  Groß*uhalu,  l(J".V7l)  «tud.  Leipzig.  Knau  u  Horn,  187« 
fTom.,  ItStiS  hab.  Leipzig,  188S/IM  UbMrrMor  Lelpsic,  IKM  Aa«lat  BtocUwlu,  ltuCi,87  AdJ.  Attron. 
Mkoi»!  im/ffTlMiidtlorOotlia,  wlt  189T  «.  Pfofawor    4.  Ualv.  n,  DlMkhir  4«r  Sto«a,«*rt» 

MO  H«Bke11,  U*  W«y  Dr.,  Fkofenor  e.  d.  UniveidtU,  Berkeley,  Cal.  (IT.  S.  Ä.),  P.  0. 
Box  3. 

Mallea  WoodmaB  H.,  gab.  IT.  S.  1863  Ssimi,  1879/89  ataA.  Huraid,  Iiatpilff  n.  OOtttoiaii, 

1HH9  prom.  nottingon,  1869,90  iMtniktor  Michigan,  1800/94  Aadat.  Prot,  1894/1906  Aasoc.  Prof., 
seit  1906  Prof.  a.  d.  California  ITbIt.  Mitgl.  d.  An  Math.  Soc,  A.  Am.  Amoc.  Adv.  Sc,  d. 
California  Acad.,  de«  Circ.  mat.  dl  Falcrmo. 

Hatzidakis,  N«,  Dr.,  Professor  a.  d.  UiiiTenitllt,  Athen  ((rnec/i«)itoNd),  Anafciioatopula- 

Str.  ,H1. 

Nlkolan«  U.,  geb.  23.  5.  187S  Berlin,  IHHK,  1900  «tud.  Athen.  Paris.  Güttingen  n.  BatUa,  1999  VMOI- 
Athen,  1900/Ot  PiofttMor  a.  d.  MilitUr»chiale,  wit  1U04  a.  d.  Uulverfitat  Athi-n 

Haasdorir«  F.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Uttivefoit&t,  Leipzig,  Lortzing^tr.  13. 

Felix  II  ,  u'h  >  11   istvs  Breslau,  1887/91  atwL  BartlB,  Vw&Omtg  LB.«.  Lafpal«,  1S91  piOB., 

U»i  hab.  Leipzig,  seit  1901  a.  o.  Pvwfeiaor. 

bvsmer,  K.,  Dr.,  Professor  a.  d.  üniverslWt,  Jona,  Mozartetr.  1. 

Karl  Hcriiiaiin  UoliLTt  H..  n<A>.  R.  J.  1863  Namnhiirrf.  IS'M' si>  Htad.  IU!I.-  u  < l.'.ttingen,  1888 
prom.  Gottiiigeu,  IbtU  hftb  Würzburg,  18tt9/98  AMiitteni  a.  d.  UnlvenitAt  Wonburg,  1898/1903 
a.  o.  Profemior  Oiefien.  1902  05  n.  Profitaamr  vu  Toiataad  dar  BaUofhak  a.  4.  TbcIib.  Hochaeh. 
KarUruhe,  »eit  190.^  o.  ProfeMor  Jena. 

Hawk«H,  H.  £.,  Professor  a.  d.  Yale-Univeraitat,  New  Häven,  Conn.  [^U.  S.  vi.), 
Huntington  Str.  45. 

Haibart  Edatn  H.,  gab.  «.  19.  18TS  Tamplatoa,  atad.  Tala  a.  GOMngaa,  189«  A.  B.,  1900  Pk 
D.  Tala,  1897^909  laatnklor,  talt  1999  AaalM;  PmiaMOr  a.  d.  Taia  Valv.  UitgUed  dar  Am.  IUOl.  8«e. 

Hayashl,  T.,  Lehrer  a.  d.  Eöt&  Shihan  Gakko,  Ttkjd  (/ofMm),  TsnkudomaeehO  18, 

Ushigome. 

Ttnmiohi  H. .  geb.  13.  6.  1873  Ti>kii.-.liitiia.  1893 '97  »tnd.,  181»"  iirom.  Tokyo,  I/ectun  r  nn  il.r 
llluhtT  Normal  School  (K>>t<>  uhllian  ^akliii;  und  früher  am.li  .Vsti-it  Profensor  i»  d.  l'iiiv  Kyoto. 
Kigitkii^lu.  Jktitgl.  d.  matb.-pbyi.  Hoc.  Tokj'o,  der  Neodetl.  Wiikund.  Oauootach.,  dM  Cixc.  mat. 

di  fulermo. 

Hecht,  rrofo-ssor,  Xfiriiher}?. 

Uedriek,  K.,  Dr.,  Professur  a.  d.  Universität,  Columbia,  Mo.  {U.  S.  A.). 

Barla  Baytaand  H.,  gob.  l'ntoa  Ciljr  ladiaua.  lh9S,  1901  itud.  Michigan,  llarrasd  u.  GüHingon, 
1901  tmm.  OOMagaa,  1801/09  iiutniktar  a.  d.  Yala  UnlvaniMt,  leit  1903  o.  Piof.  a.  d.  IUhobiI- 
ITnlv.  MltgL  dar  Abi.  Math.  8«e.,  dar  Am.  Aaaoe.  Adv.  8a.,  dar  So«  nath.  da  Franca,  das  Ctra. 

mat.  di  Palermo. 

Ueegnrd}  P«,  Dr.,  Lehrer  a.  d.  Seekadettenakademie  u.  der  Laudofüziersechule, 
Vedbftk  b.  Kopenhagen  (Dänemark),  Olgasvej. 

I'aul  II  ,  geb.  2.  11.  1871  Kupenhagvn,  18**9,  iM  »tud.  KoiienhaLt.  n .  r.irli  u  CritHiiK'en,  18i*8 
]>r<>ni    u    hab.  Kopenhagen,  seit  1898  Lehrer  a.  d.  8e<.-kadfUt.'uukaiii;MUe,  seit  auch  a.  d. 

i.audnfflxienu)«hule. 

Heffter,  I..,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Kiel,  Döstembrooker»  cg  102. 

Lothar  Wilhelm  Julia«  H.,  geb.  11.  6.  1862  CoeaUn,  1881,ii6  »lud.  Uoid«ilberg  U.  Berlin,  18«« 
i  roin  1..  riui,  1HK8  hab.  QlaOan,  1981  a.  o.  ProfMMW  01a9e&,  1997  atatai.  Bonn,  19M  o.  Profaiaor 

Aaelteii,  M  ti  190Ü  Ki«>L 

Helm,  dl.,  Dr.,  O.  H.-H.,  Profe99or  a.  d.  Teehn.  Hoehsehule,  Dresden,  Lindenaiiotr.  1  a. 

Georg  Ferdinand  H..  geb.  15  3-  l^'I  Tii.^<teii.  -tu  !  \<n  1871  Dreiden,  Leipiig  u.  Berlin, 
18MI  p:-»)m.  Leipiig,  lf"4  MS  Oberlehrer  aiu  iUalgymuootum  .Uiacu»chulo  Drefdon,  ItvH«  a.  o.,  seit  l!^92 
o.  Professor  an  der  Techn.  Hoclmchule. 

Helmert,  F.  R.,  Dr.,  G,  Profee9or  a.  d.  ijniTei8it4t  Berlin;  Potsdam, 

Telegraphen  berg, 

PlladHch  Kobrrt  H..  geh  31.  7  1H13  Krciberg,  1869/63  stud.  Dre^len  u.  1866/67  Leipzig, 
1809  pioni.  Lelpaln,  1870/87  etatm.  Lehrer  a.  d.  Teohn.  Haahioh.  Aacbaa,  lalt  1»S7  o.  Profeaaor 
a.  d.  UnlTanttOI  Bmlla  «nd  INfaktor  da«  PranO.  Oaod.  laatttala.  mtgl  dar  Akad.  Barlia,  Harlan, 
USttingen,  BoM,  Xopanbagaa,  Toiia,  SlaokbolB,  ICttaalim,  Paria,  Tanadif ;  dar  X.  Aatr.  8oa. 

London. 
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HMUieberi^,  L.,  Dr.,  O.H.-R.,  ProfSBvor  a.  d.  Teehn.  Hodisdiiile,  Dumstedt, 

Roquetteweg  61. 

Haut  L»bzecht  gab.  27.  9.  1«£0  Wolfcubttttol,  l«iO/76  stad.  ZOrieh,  HaldAlbtfg  n.  BwUb, 
iVn  vnm.  BuMtXhug,  18»  hab.  ZOrtoh  (Polyi),  Mf«  o.  PrtfcMOr,  Mit  IBT»  «.  VlolliHor 
DarmctMlt.    Mitgl.  d.  L.  ■      Cnr  ' 

Henneke)  ProfeMor  am  uymuaäium,  Preußisch-Fhedland. 

Henridy  O»,  Dr.,  Ftofeesor  am  City  and  Gnilds  Centnl  Tedinical  College,  London  W, 

(EnghunT ,  Claroudon  Eoad,  Hollaiid  Park  Avenue  34. 

ülaa«  Magnus  Ffivdriuli  Krdmftuit  II.,  geb.  *J.  iHiO  Mcldorf,  18S9/63  stud.  KarUruhe  u. 
Heidelberg,  1M3  prom.  Heidelberg,  l(»70/»-l  Vrofescor  am  Univ.  College  London,  »eit  ISM  MB 
CUy  Md  anlMB  TaehniiMl  Ooll«g«.  IiL.  B.  St  Andrmrt,  MUgl.  d.  B.  Soo,  d.  Lond.  Math.  So«,  o. 
d.  LoBd.  thyw.  Soo. 

Bwsel)  K..  Dr.,  Profoseor  a.  d.  T''uivf;'rsit"it,  Warhurp,  Breltrrwe^  7. 

Kart  Wilhelm  iSebutiiw  H.,  gob.  S9.  13.  Ib61  Königsberg  1.  Pr.,  lHbO,V4  Btnd.  Berlin  o.  Bonn, 
im  prom..  i>m  hab.,  1891  «.  PcoUmmc  BmUh,  Mit  um  o.  VnflHMr  Mufcwrg.  BMamg.  d. 
JotUB.  f.  r.  a.  *.  Math. 

Herbericlly  6.^  Dr.,  Inspektor  der  «tftdt.  höheren  Hädchenichnle,  Nürnberg.  Laben» 
wolfetr.  10. 

Ouitev  H.,  gab.  18.  9.  1866  WieMafeld,  1886/8«  ■tod.  Warsbarg  n.  MflaohoD,  Mhai  fiaalMmr 
Vrabaitr  o.  HtjaolMB,  PrafNtor  Nan-ÜIm,  Jatart  k.  IntiMiktior  (Dfafektar)  d.  ttldt  bOh.  Midab— cli. 

Ueri^ioUi  U.,  Dr.,  Privatdozent  a.  d.  Universität,  Göttingen,  Steinsgrabeu  3. 

Gustav  H.,  geb.  8.  8.  1881  WaUam,  tase/lVit  itiid.  Wim  u.  llttiMlim,  1808  pwn.  MOmht^ 

1901  hab.  (Böttingen. 

Hermann^  A.,  Verlagebuohli&ndler,  Paris  (Fhmkreich),  Hue  de  la  Sorbonne  8. 
Henue8,  J.,  Dr.,  Direktor  des  RealgymnasiuniB,  Osnabrück,  Lotterstr.  112. 

Johaaa  Hubmob  Qiutev  H.,  gab.  ja  6.  1846  Kttaigibarg,  rtnd.  nad.  1878  IWOM. Ualgibaif » 
1876/88  Obarlabiw  lUnlgaberg,  aalt  1888  BMlgymnutaldiraktor  OanmbTllek. 
SSO  Hfrnic»,  0..  Dr.,  Professor,  Stej,'H(z  lici  Bt-rliM,  Lindenstr.  3.j. 

Krnat  Siguiaund  Tlmotheas  Oswald  U.,  geb.  ii.  4.  1816  Jenkan,  1S45/49  itud.  Btealaa  u. 
Berlin,  1849  prom.  Brealaa,  hU  1888  Vmftmor  am  XMIakeban  Gymuwliu«  «nd  «a  dar  AvtUlaHa- 
und  Ingenicnrvchale  Berlin. 

Hertzer,  U.,  Dr.,  G.  Jt.-Ji.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Berlin-Haleusee, 
KurfOrstendamm  137. 

Uago  Ottoowr  H.,  gab.  10.  4.  1881  Aaohenlaban,  1861/58  atnd.  Berlia,  1866  pro«.  Oöttiagen, 
18S9  bab.  BarliB  (Baoakad.)  fMlHar  «b  dar  Baigakadaaila,  «nria  aa  dar  AHOlacto»  and  Ingeniaiix. 
1  11  In  Berlin,  seit  1865      !'r      un  der  Tcchn.  Hoclixchul«  Trttbar  Oamibaakad.)  BariJa. 

Herzog^  J.y  Delft  {Holland),  Uertog  Govert  Kade  11. 

Jaaaf  n.,  geb.  18.^9  8cmlin,  itud.  Wlaa,  1861^1886  Ingaalaw,  ObantaganJaw  «.  Abtattnnga- 

vnrftand  bei  Gaua  u.  Co.  Bndapeat. 

Heisenberg)  O.j  Dr.,  Professor  an  der  Teohn.  Hochschule,  Berlin -Grunewald, 
TrabenenAr.  21. 

Gerhard  mihalai  H.,  g^.  1«.  t.  1874  Tiaakftut  a.  M.,  1881/88  stad.  Stiaibaig  o.  Barlia, 

1899  prom.,  1901  hab.  Darlln  (Taebn.  Hoebads.),  MUunr  Aaalat«Bt  a.  d.  Tadta.  Hoebaehul»,  aalt 

r  0:1  auch  Dorcnt  b.  it   inilitiirfi'cjiii.  .Vkademie. 

Heitueri  Gmy  Dr.,  G.  H.-Ii.^  Prolesaox  a.  d.  Techn.  Uochschulef  Berlin  W.  10, 
Kaiserin  Atqi^stastr.  68. 

nrnnaiiii  C.oorK  IT.,  ^'ib   21    S    is;  f  .Tciijk.  sUi.i,  u   T'.rliii,  IsTT  prom.  Berlin,  1879 

hab.  Ootliugis»,  stit  liwlS  a.  o.  l*roftH»i>r  a.  d.  L  un.  Hcrliii,  etat  I^-IU  am  :i  o.  l'iDftjgsor  a.  d.  Techn. 
Hochachale.    Mitgl.  d.  Leop.  Carol. 

Henn,  K.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Karlsruhe,  Klauprechtstr.  38. 

Karl  11.,  gvh.  3.  i.  InVJ  Wiosbadin,  Kt  Rtud.  Omtiugeu,  Halle  u.  Berlin,  lt<Ht  prom. 

OetllataB,  1884  hab.  MOuchua  (Univ.),  1890/190:;  Uberlvhmr  Berlin,  »cit  iMdi  o.  Profugaor  Karlsruhe 

BftyMaillly        Dr.,  Professor  a.  d.  Gewerbeakademie,  Chemnits,  Audrdstr.  1. 

Carl  Woldanar  H.,  gi<b.  17.  f.  ]k66  Chaaialta,  1876/bO  itod.  Dnadaa,  1S92  prom.  Leipzig, 
18  1  h3  1.(  I  rt  r  am  Kbuff.  r^.  h>  i.  KoaUaatttut  DfMd«B,  1888/88  «a  dar  Bauidiala  Plaaaa,  lail  180t 

I'rof.  m.  ü.  (iewerbeakad.  Chemnitz. 

Heyse,  M.,  Dr.,  Oberlehrer.  Wilmetedorf^Berlin,  PfakborgeiBtr.  56. 

Martin  Heinri.  h  Alt  rt  !!  ,  «vh.  'ii.  2.  IH79  BtatUa,  1887/1808  atud.,  1801  prOB,  Ualla^  aait 
1904  Ubcrlebrei  a.  A.  Uooth«-äthuie  Wilmersdorf. 

Bllb,  E.,  Dr.,  Assistent  a.  d.  üniTeisitftt,  Erlangen,  Lövenidistr.  8S. 

Kuiil  TT ,  (.eb  «1  4.  1888  StnMgart,  1889/1804  stud.  MlUMhan,  BaiUa  a.  OOttiagaa,  IWNt  prom. 
Miuicliea,  lM>4;l9(Ki  Astistaat  am  BaalgjmuiMitUB  Augsburg,  adt  1806  a.  d.  Uahraialiat  Brlaogan. 
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Httbert,  D.^  l)T.,G.R.'lt^  Profenor  a.d.UiiiTem!illt,  Gottingeu,  Wilhelm  Webentr.S^. 

I>avid  II  .  firh.  :^:t.  1.  1H69  Köaigaberg,  t^<>>0  si  »tud  Kt^tiKsberR.  Heidelberg,  Loipcig  n.  Paris. 
lüM  prom.,  ihhü  h»b. ,  iü&S  a.  o. ,  Ib93  o.  Vrahmot  Köuigitbcrg,  »cit  UJMtingen.  Vr.  matb. 
Chliatiania,  Inhaber  der  goldeneo  CotheniiuniedaiHe.  Mitgl.  d.  Akad.  u.  Gea.  d.  Wiaa.  Bologna, 
Biid»p«it,  ClulaMknU,  Kflaagaa,  QMtiiigaa,  Kop«ahag«B,  MttnchNi,  Born  (Llaoci),  Turla  n.  Upmüa 
ä.  iMp.  Cn«L,  BknonitBl.  d.  Lond.  M«fh.  Bos.,  MItgL  d.  V«tli.  Cta«.  MMwn  «.  OiMlnnr. 
Horaosg.  d.  Math.  Ann. 

210  Hilbert)  S.,  Dr.,  Privatgelehrt«r,  München^  Njmpbenburgerstr.  57. 

C«rl  Si^iaaittad  II.,  geb.  97.  i.  \m  iMtmtMOMnf  UW9/M  ttnd.  Bnalfto,  HaMdlMni,  BatUiv 

Leipaig  u.  Oölllugon,  I.sl*?  pram  Güttiogon. 

Hincb«  A.,  Dr.,  Profca&ur  am  Polytechnikum,  Zürich  V  {Schieetz;,  Roinachcntr.  8. 

Arthur  II.,  geb.  19.  7. 18A6  Kdnigab«rg,  1882,'8Ü  stud.  K6nigaberg  n.  Berlin,  1893  prom. Xtaifabay, 

1h'.»''  /arich.  1S97  Tit.  l»rof.,  ncii  1!>0S  o.  Professor  a.  eidgon.  Polytechnikum. 

üocevur,    F.,    Dr.,   Prolehsür    a.   d.    Techu.    HochBchule,    Graz  {ÖsUrrcich)^ 
fieethovenitr.  7. 

VnH»  H.,  fA.  tiW  MÖttliag,  ISn/74  atad.,  IBt«  ptOM.  Wim,  tWS  hab.  Luabruck,  1874/79 
AMtataBt  a.  d.  TtAa.  Boabattail«  Wien,  1x79/91  PtafaMor  aa»  Ojauiaataai  Xuuibiniek,  i89l,  U4  a.  o., 
1894/95  o.  Pnofmor  d.  TmIu.  HoolHwhnl«  BiOob,  aail  189B  Graa.  lIltaL  dai  Ciia  nat.  dl 
Palenao. 

HSIiery  0«»  Bi.,  JPtofeamr     d.  UniTeirittt,  Leipsig,  Sehenkendorfretr.  s. 

Iiad-wlg  Otto  H.,  geb.  93.  19.  IKtt  Stattgart,  atnd.  Stitttgaii,  B«rUa,  TaUagan  u,  Ldpaig, 

1889  prom.  Tttbingen  (ac.  nat.},  i8M  OOttingeu  (phil.),  ISN  hal».  OetUagaa«  ^9x9  a.  o.  ProfaMO» 
GOttingen  a.  otalu.  TttfelBgaB»  18M  o.  FmiMMr  Xtalgibaig,  Mit  1M9  Leipdg.  Mlt|^  dar  K.  8Io!m. 

G«a-  der  Wiaa. 

Honnann.  C,  Dr.,  Oberreallehier,  Schoradozf  i.  Württemberg. 

Curt  H.,  ««b.  ».  .'.  1877  8t  FManbw«,  iMI/iSM  «lad.  TQUagAn  u.  HamdMiii,  im  pton, 
TObiugeu;  jetat  Ob»rrpa11«hm. 

Hdlgat«,  Tb.  F.,  Pr.iffs^^or  a.  d,  Univergität,  Evan.ston,  III.  {V.S.A^,  Lil.rary?tr.  617. 

Thomaa  Krauklui  H.,  g«b.  8.4.  1869  OuUrio,  atnd.  Toronto  u.  Clurk.  \WZ  I'li  i>.  Clark, 
1893  liab.,  jetxt  Prof.  a.  d.  NorttawattofB  üniv.   BQtgfL  d.  Am.  Math.  Suc 

HoUe^ndorj        Dr.,  Profegsor  am  Gymna.'?i«m,  Hildeeheim,  Lucienvünlt-rHtr.  22, 

F.ugou  H.,  geb.  98.  ü  1^02  liiirghcradorp,  lee0/»6  atud.  Halle  a.  Usidelberg,  1891  prom.  Halle, 
frülior  Oberlehrer  MUhlhciiu,  s  M,  8.  „Btafob,**  a.  ^fiMal*^  Maidao  a.  Taidaa,  aail  l9Pi  PioK  a. 
GjrmnM.  Audnanum  Hildoakeim. 

HolsnlUIer)  €1.,  Dr.,  Dinktor  a.  D.  d.  höb.  IffMchineDbmwhule,  Hagen  i.  W., 
Bergstr.  47. 

Gaatav  Fexdlnand  IL,  geb.  3.  1.  1844  Meraebnrg,  i86ö/«»  atud.,  1870  prom.  Hall«,  1870/14 
IiArw  an  daa  Oyautaataa  Satowadtl,  MwMbnrg,  Magdeburg,  Elberfeld,  1874/1897  IHxtfctor  dt* 

Pro vin7iaT-f!c'»r<?rhriirhule,  fh5h.  Maachinenbauachale)  Hagen.    Mitnl  tl.  I.M)p.-CaroI. 

Hoppe,  K.j  Dr.,  Prol«s.sor  am  Wilhelmgymnaaium,  Hamburg,'        FröbelBtr.  6. 

Carl  ChriKtiaii  Ludwig  Kdmund  H  ,  gtb.  2.^.  i  18.'>4  Burgdorf,  IHTlf  70  ntuU.  liottliiKoH  u. 
Iivipsig,  lh7t>  prom.  GAMngMi,  1876  Aaaiat.  a.  phya.  luat.  GottiDgen,  l^lt*  ülnrli  hn  r  am  Johauneum, 
Mit  1896  Prof.  am  WUbalaifTnin.  Hamburg.  Mitgl.  d.  Math.  Ge«.  ÜHmburK,  A.  (,>  f.  D.  Katoff^  «.  A. 
H^niy  J.,  Dr.,  ProfesBor  a.  d.  Bergakadtnnie  Claustlial;  Zellerfeld  (Harz). 

Jakob  H.,  geb.  14.  2.  1867  Rehbach,  i(k>l,nT  atud.  tiieSea  u.  Borlia,  imü  prom.  Heidelberg, 

1890  hab.  Freiburg,  1899  Berlin  (Teclin.  Hochach.),  acit  1900  o.  Profeaaor  Clauathal. 

860  Hort,  W.,  Dipl.-Ing.,  Dr ,  Mitarbeiter  a.  Kgl.  Haterialpräfaagaamt,  arofi-Ltcbterfelde, 

Püisdamer  Chauesce  66. 

Wilhelm  H.,  geb.  90.  5.  1878  Madelung.Ti,  l.st«;  lHOi;  stud.  Jiua  u.  UrauiiKrliwiitf ,  1903  prom. 
OMÜiigMi,  froher  Asalatent  am  Inst,  für  t*chii.  Pbjra.  GOtUngea  «lud  Ingenietu  d.  £.  A.  G. 
f«ni.  Schuckert  ti.  Co.,  WOehlHHaBB  *  Xnaur  Doiteaad,  O.  ak  b.  S.  fte  TroakaarwiabMa 

Herlln,  Tti.  ()o1di«<~hmidt  Knnfn. 

HOHüeuft'lder,  K.,  rrotVB.sor  am  l  iyninafiiuinu.  Realgymnasium,  Thom,  Friedrichatr.  2. 

iru«n  Alhnclit  Kmil  U  ,  «(b.  h.  fy.  I>i5  RuuhcHw  it/ ,  iNfiM'.'.  flud,  K  iWiiK»''(^rK ,  1867/1905 
Lehrer  an  den  (»ymnaaieu  Uraudeux,  Dt.  Kroue,  Strasburg  i  Wpr).  l'otKdam  a.  Culm,  aoit  1905 
Oberlehrer  Thorn. 

HMBff'Id,  (\,  Dr.,  Prufef?sor  am  Gymnasium,  Eiaenach,  Friedrichgtr.  h. 

Carl  Augnat  H.,  geb.  6.  i.  1857  Oatheim,  1879y84  atud.,  1889  prom.  Jona,  aeit  18,s.^  (lymujieiailk-hiuc. 

Hovestadt,  H.,  Professor  am  Realgymnasium,  Münster  i.  W.,  Ilochstr.  5. 
Hnntlngton,  F.,  Dr.,  JE^rofessor  a. d. Harrard-UniTeraitftt,  Cambridge  Mass.  {ü.  8.  A.)^ 
Fairfax  iiall  85. 

Bdvard  T.  H.»  frik.  1174  CliatMi,  U91i«T  atad.  Hairaid,  1899/1901  Stralbarg  a.  CMMIbcw, 
1901  PN«.  Straibotf,  I99S/1809  a.  l««!/*»  laalnktor  Barvasd  aad  Wl|]iaau>C»ll.,  Hft  190* 
Mmm.  VM«MMr  a.  d.  Hanaid-ÜBlrmiHt  KltgL  d.  An.  Halb.  800. 
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Hirwit7<,  A. ,  Dr.,  Frofeasor  «n  PolytechnilEiim,  Zflrieh  (Schweig)^  BOebtoldstr.  11. 

Adolf  H.,  gob.  86.  a.  1869  Mildeaheim,  IkTT  ntud.  München,  Leipiig  u.  B«rlln,  1881  prom. 
Leipzig,  18HS  h&h.  G»ttlacet>,  lüM/M  eutm.  o.  ProfoMor  Königtberg'j  wit  iHVi  o.  ProfwMor  mb 
eidgen.  Vo\jt.  KhrnimltBL  dn  aatk.  Gm.  Bwtaiff,  MllgL  dw  Qm.  dw  ynm,  OtMUbgM,  4M 
BAth.  Go«.  Charkow. 

Hwrwitz,  J.,  Dr<  Luaeni  (fitibweii),  Beeke&bflUifer.  U, 

Hall«,  18i>6  bab.  Biuol. 

Indusirleseliiile  EgL,  Angsbarg. 
IniiHtrleB^ile  1^1.,  Nflmberg. 

Jaecottet,  Ch.,  Dr.,  Professor  am  Gjmnasiuai,  Lutry  bei  Lausaaue  (Schtceiz). 

ClUirlM  J.,  geb.  1873  Lutry,  imi»;9.'i  stud.  Zürich  (Polyt.)  n.  ÜAttingen,  1»95  proa.  QMtatgim, 
im  hab.  L»a»*nnc ;  Mit  1886  ProftiMU  *  l'lte.  indoMr.  «t  m  Ojmii.  wtenttt  Iibiwiiii 

260  JaeoiMthal,  E.,  Dr.,  Berlin  8W  IS.  Alte  Jaeobsir.  128. 

Krn«t  Kriih  .)  ,  geb.  16.  10.  18«2,  1901,06  «tnd  ,  IPOC  prom.  Berlin.  Mit«l  (i  Math  «rPi.  BBrllm. 

Jftcobsthaly  Vi,,  Dr.,  Oberlehrer  a.  d.  Oberrealschule,  Siraßburg,  Ulwallstr.  1. 

IfahliBr  t.,  gab.  18.  t.  197«  BtnMbmt,  iWifli»  itad.,  M0»  pma.  Stntbtti«,  Mtt  1«0I  Obsr- 

Murer  b,  ci.  OhiTn'aUchulf 

jMfflsch)  r.,  I^r  ,  pKjfi  Sbor  a.  d.  OberreaUchule,  Uamburg  87,  iRestr.  26. 

Paul  Ot'OTK  .Mu.Tirnillftn  J. ,  geb.  S5.  3.  IKtS  Rospn,  1873/78  atnd.,  1879  prom.  BresUn,  1879 
AatttL  «.  phjm.  Kftb.  d.  Uoir.  BmUa,  1«M  X«lv«r,  ttttU  Ob«rl«linr  «.  d.  Q«lahttuiMhiüe  im 
JohfemiMUB  HanlMurK,  Mit  1904  ObmUkm  s.  d.  Obsnwilifltal«  iHiuMlMl. 

Jahske,  E.,  Dr  ,  Professor  a.  d.  Bertjak adomir,  M<Tlin  W.  15,  Ludwi^'wlcircli^tr.  6. 

PmI  Huilolf  Kugen  J.,  geb.  'M.  11.  löG;i,  lASl/86  «tud.  Bvrlln,  18K0  protn  Halle,  r.-01  hab. 
SarUn  (Ttvhn  Ilochscb.),  l*>92  Oberlehrer,  ieit  l'Mi  Profesnor  a.  d.  Bergakftilc  mio  lii  rliu  .Mitgl. 
d  Hör  math.  deFnuio«,d.I>.PI>]r«U(<6M.,d.>Utli.6«i.B«rUn.  BsdaktMU     Archiv»  d.  Math.  u.  Pbjr •. 

Jttuiti€h,  K.,  Professor  a.  d.  D.  Teehn.  Hoebscbnle,  Prag  (östetreMf),  Smichow, 
ZukagaBse  7. 

Bdnud  J..  gab.  lt.  »•  tSW  Wi<n,  l(Ht7/WI  itud.  Wioa,  1^06/97  Borliu  n.  Sttklhnzg,  1998 
Aarfflt  ».  d.  Taebik.  Hoducb.  Wtot,  I8N/9»  Iidiiw  a.  d.  StMtagswetbwoh.  BMto,  MW/UOt 
Br«nn,  1901  a.  o.  ProfaMOT,  Mit  1904  Ow  ProfBMO*  «.  d.  O.  TMlm.  HaolinlHd»  Prag.  BfÜgl.  d.  D. 
Math.  Gea.  Prag. 

Jeitea»      !<•  W.  Y.»  OberingeaiMiir«  Eopenhageii  (Dönnmirfc),  Fvederikabeig 

A116  Rft. 

Jf.liiii.u  Ludwig;  William  Valdemar  J.,  geh.  8.  5.  18.19  Xakakov,  ■tad.  Kopenhagen,  l»81 
AMittint,  iHSTi  InK'>:i"'"r.  «''i'  l''''"  0)ii'ririt;*iiiiu r  a,  il.  KjdbenhaTni  Tfli-fniim-lska>i  MttgL  d. 
Oii«.  mat.  di  Palermo,  d.  Soc.  math.  de  France,  Hon.  beeret.  Iiuit.  Klectr.  Ksg.  London. 

JeKteacthy  eand.  maib.,  Berlin  W.,  Eiiilebciientr.  14. 

JlfgMaea,        Hag.  ^i'.,  Fuldmagtig  in  Nordigk  LiTofoirikiinga  A.  8.  af  1897, 
Kopenhagen  {Dänemark)^  Köngens  Njtorv  8. 

Kielt  Rasrnnwen  J.,  gab.  80.  11.  tST*  Oubjerg,  1))9R/I90lk  ttttd.  Kopauluigaa,  1909  Mag.  m. 

KoponliaKcu ,  B'  it  19<«  Fuldmagtig  Nord   I,iv«fori!.  A,  S   af  IH;.7. 

JehanHbOBj  S»>  Dr.,  Dozent  a.  d.  üniversitat,  Helöiugfor»  {Finland),  Villagatau  27. 

Xourad  SaTafln  J.,  geb.  10.  .1.  18T9  Dragafjard,  IKÜ7/1  Ol  «tud.  HcUlngfor*  u.  GOttlngail, 
1!)0&  prom.  und  l'.H)(>  hnb  Hrlsingfor«,  bii  1900  Direktor  der  Srentka  Samskotan  Kotka. 

Jollesy  St.,  Dr.,  Profeööor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Halenste  bei  Berlin,  Kur- 
fdraliendaiiun  180. 

gtani«laaa  J.,  geb.  8&.  7.  1S57  Barlln,  1875/Bi  ttnd.  Onadao,  Bnalaa  b.  Sttagbofg,  &88t  pcoa. 
BtraBburg,  1886  hab.  Aaehni,  1893  Berlin  (Tadm.  HaebMh.).  1885/99  Aaaisl.  a.  d.  VaeliB.  Haebaeb. 
Aachen,  «eit  189fi  l)oz>  nt  a   A  Tcclin  Hochsch.  Berlin.    MitgT  .1   Math.  lie«.  Berlin. 

110  Joukowsky,  M»,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität  u.  d.  Techu.  Hochschule,  Moskau 

(Rußland). 

Nikolus  J.,  geb.  l"!?  Oonr.  'Wlii<limir.  isfil  GR  «fml  ,  iS'ü  prum  ii  liab.  Moskau  (Ilniv.  .  ji-tit 
Profemor  a  d.  UniveriitAt  u.  d.  Tcctiu.  üucb«chuie  Moskwa.  Mitgl.  J.  Akad.  8t.  Peterabur»,-,  l'rit- 
•idcnt  d.  Math.  Ge«.  M»«kaii,  Vici-PHli.  d.  Ge».  d.  Fr.  d.  Naturkunde  Mockau. 

JaeleC,  Dr.,  Dozent  a  d.  Techn. Hochschule,  Kopenhagen (2)« wei«of*),Dosaeriiigeu  86. 
Christian  SojibuB  ,1.,  ««b.  S.5.  1. 18BB  Bandert,  l«J5/;.i  »tnd.,  1  »"{t  proa.  V. bab. Kofaabagen, 
fruii'-r  Lehrvr     A  Tociiii  Kt-huiu.  »>  it  1895  Ooaaat  a.  d.  poljt  Hoohaohwla  Kopaabagän,  Mitgl. 

d.  Ii.Tn  Ak.  d,  W.,  de«  Circ  mat  di  Palermo. 

Jttrgt'nt»,  E,,  Dr.,  PEOfeogor  ».  d.  Teeba.  Hochschule,  Aachen,  Ludwigsallee  29. 

v.aniy  3.,  geb.  30.  8.  1849  ObanMla,  1809/76  atod.  Haidalbeis  «.  BatUa,  1878  pro».  Heidalbarg, 
1876  hab.  HaU«,  ««it  1883  ProfaiMff  ».  d.  Vaabn.  Bo^haoibal«  In  Aaehan.  (t  *.  L  1907.) 
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Jung;  F.,  Dr.,  rrivatdoient  a.  d.  Techn.  flocheebtile,  Wien  IV  ((kterrtiOt),  Mitter- 
stei^  3  a. 

FtMu  J.,  8«b.  1878  H«h«MllM,  imnßb  rtiuL,  189»  ptom.  Pn«  (D.  Univ.),  IMH  hab.  Pimf 
(O.  Tadln.  H^ebteb.)  «.  Wien  (TmIib.  HmIimIl),  AialM.  m.  d.  D.  Tedm.  Ho«1imIi. 

Prau,  »fit  I?(<l  Wim 

Jang^,  U.,  Dr.,  l'rivatdozent  a.  d.  Uuiversitö.t,  Marbiug,  Wettergasse  38. 

prnin  .  1iH)3  hab.  Marburg. 

Juti).',  \.f  wiss.  UUislelirer  a.  d.  Realschule,  hchramberg  (Württemberg),  Moltkestr.  8. 
Frans  Xaver  J.«  g«lb.  IT.  lt.  IWl  M«M«it  IMft/M  atod.  Stnttewrt,  B«>llit,  TtblngM  «. 

Odttlngcn. 

Junker,  F.,  Dr.,  Professor  am  Karlsi,'\  rauu-^ium,  Stutt^^art,  Cottastr.  68. 

Friedrich  Heinrich  J.,  geb.  4  IM. i  Leuditißdol,  l«8:t  8»  »luil.  Stnttgart  u.  Tnblngon,  18*9 
prom.  TabingvB,  lim/V»  Boaltohru  Utftcli,  im/im  UkupUehrer  Ulm,  Mit  1«M  mm  Kula- 
nmuMittiB  Stuttgart. 

Ka^fun,  it.,  rrivatdo?.ent  a.  d.  Univerflität,  Odesfia  Jxiifhtnd). 

Benjamin  K.,  g»-ti  i^i;'.)  (iuuv   K.iwn...  ihn" ,      «lud.  (>dct»a,  prom.  Kiew,  lh97  Mag. 

St  r>  t.  r■ihur^'  u  liiil)  Udeaaa.   Mitgl.  d.  Math.  üo».  St  Potorsburg  u.  Ka«an.  d.  Kxurniis.  Xalurf.  Oo». 

Kapteyn,  W.,  Dr.,  Trofeasor  a.  d.  Univi'rsitiit.  Utrecht  (//offnwrTj,  Wilhelaiinapark  84. 

WilltMii  K  ,  i,.  b  16.  8.  1849  Barucvold,  I-'W  . itud.,  IhTü  prom.  Utrecht,  IHVi  7f.  Lehn>r  am 
I>Tc«uai  Maastricht,  187&/:8  ma  dw  hlth.  Barg«r«chul«  Middelburg,  aeit  Itn»  d.  Unirenittt 
Vtreobt  MitgL  d.  Ak«d.  AutwAkB  «.  Lftttlob,  dar  G««^  d.  WIm.  UMrleoH  BotlwdWM  «.  Utt«dit 

Earptnski,  L.,  Dr.,  Tnstmktor  &.  d.  üniTerritat,  Ann  Axbor,  Midi.  {U*  S.  A.) 

786  South  l-.:»"  Str. 

Iiotil«  O.  K.,  gab.  5.  g.  1878  Bacheater,  t8»T/l90S  «tvd.  Cornell  n.  Straibwg,  IMl  A.  B. 

Comoll,  1S>03  prom.  StraBhurg,  lis97/liH)t  Iiiistruktor  'B-  r-  .i  ('i>11  Ki  ut  .ic^ky  u.  Nonn.  Saheol  Oawago 
}lo«  Yoric,  seit  l'JOi  Instniktur  a.  d.  Michigan  Uiür.    Mitgl.  der  Am.  Math.  Soe. 

i80  EMtsner^     Profeesor  a.  d.  Landee-Obencalechule,  Gcat  {Ötterr^)^  Badetzk jatr.  9. 
Xawalki,  W.,  Dr ,  Oberh  hror  a.  d.  lat.  Hauptaditile  der  Fraockeachen  Stiftungen« 

Halle  a.  S.,  Franrkeplatz  1. 

Friadrleli  Wllhalm  K.,  gab.  8.  8.  lfl«S  Danalg,  1Mt?/R8  atad.  «arlln,  titft3,'9S  HaUe,  IHMpcom 

Il.illf,  lsü;(  A«»<»t.,  Ifi:'"  '  tl    Zürich  (Polyt  i.  blü  1l>CR1  OImtI.  lir.  r  Hallo. 

Kempo,  11.,  Dr.,  Prolossor  am  Uealgymuasium,  Itomecheid,  Viktvriastr.  ü. 

Karl  HarmaiiB  K.,  geb.  tft  lt.  tSfil  Bnohholii«ii,  188u/8t  atad.  BarUn,  1BB7  piom.  Marbwg, 

s«it  1886  Ohorlohrrr  am  Knalgymuaainin  KcmscUoid. 

Kepinski,  St.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Lemberg  {Österreich). 

StanislauH  Martin  K.,  geb.  18i^7  Bochnia,  l!»y:>  Vi  stud.  Krakau  n.  (! Attingoii ,  In'Jl  prom., 
169.'!  hab.  Krakau,  lb!.<:t.9.^  LiOiror  a.  d.  Rcaliohule,  1  .li);'!.  1>L*  a.  o.  l'rofvstor  u.  d.  t'niv.  Krakau, 
»cit  l.>&9  o.  l'ro^Mor  Lemberg. 

Keneheusteiner,  G.,  Dr.,  k  Studienrat,  Stadtschulral,  MniuLen.  ]\füli1>tr.  .'5Ci. 

(StorK  K..  geb.  St».  7.  |,s,M  MumUfU,  l!»7r,>Sl  stud.,  lSf*;l  prtiiii.  Müuuhi-n,  früher  (iymiiasial- 
lehrer,  aeit  IHVh  Stadtiichulrat  .Mluichen.    .Mitgl.  d^r  Akad.  Krfurt. 

Kiepert,  L.,  Dr.,  G.  Ii  -B.,  Profe«eor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Hannover,  Herzen^» 

h&user  Kirchweg  20. 

Kriedrioii  Williulm  August  Ludwig  K.,  geb.  Id.  IMf.  llri  «)«u.  iHfiS,  71  »tnd.  Kreslan  n. 
Berlin,  It^lO  prom.  Berlin,  Itiil  frlvatdoaant,  l»7):/!7  eUtm.  a.  o.  Profaasor  Freibarg,  1H77>7(»  o. 
Professor  l>annsta<lt,  seit  1S7P  HMmoTer,  aalt  1808  auab  mMb.  Dltaktar  daa  fwang.  BaamtanTacaliM. 

Mttirl  d   (i»?   Win«.  <W>ttingen 

Ktkuchi,  ]).,  Baron,  Profesfior,  Tokyo  (Japan). 

Dairoku  K.,  gnb.  17.  3.  1».'>5  Tokyo,  1"<TS/7T  »tud.  London  u.  Cambridge,  1877,  '.'»  l'rofc»»or, 
l!^98,;liH)l  Prüiiidtiut,  r.K)l  Kbmnprorussor  d.  Vniv.  Tokyo,  im)l;Oa  Kultusminister,  ItNMyUii  trüaidaat 
ti  Toai*!  SabooL  Kigakuhnkushi. 
KlUeriliunu,  A.,  Dr.,  Kektor  der  Uealschule,  lugoUtadt,  KaHcrnstr.  6. 

.\nton  Karl  (iiorg  K.,  (feb.  »0.  I.  IH70,  IHHO  "Ji  »tud.,  18!»S>  prom.  Manchen,  IWl  o5  A»slBt«ut 
a.  d.  Tochn.  H  ^li  .  h   Mmi  l;en,  IK'.t.i  lltOi!  Reallehrer,  seit  r.H>t;  Rektor. 

Killlag,  W.,  Dr.,  Cr'.  Ji.-li.,  Professor  a.  d.  Universität,  Münster,  Gartent^tr  68. 

Wilhalm  Kacl  Josaph  K.,  gab.  10.  6.  1847  BaAaeb,  itod.  Mtaitar  n.  Barlin ,  i^v:  fjom, 
Berlin,  ih7m  sä  Obarlaliiar  am  Gran.  Bfttoa,  lttttf/08  o.  Prafcaiar  am  Ljaaam  Bxaaaabarg,.Milt 

Vmi  .Münster. 

Klseyak,  M.,  Dr.,  Gymnasiallehrer,  Fimne  (Dn^far«),  Corso  2. 

Hartaa  K.,  gab.  St.  9.  WHi  Klunta,  1901,4»  itnd.  Wla«  «.  Mflnaban,  1908  |non.  Wlaa,  Mit 
1900  Qyniaaaiallahiar  ao  Oborgyma.  Stiaak.  HttgL  dM  01k.  out.  di  Palanuo,  dar  Aai.  Matb.  Sm. 
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S90  Kleiber,  J.,  Reallehrer  a.  d.  städt.  Haudelaschule,  München.  Thier^chstr.  21. 

iah.  £v.  IL,  g«b.  Ib.  i.  im  MOnolMa,  tHi^fii»  tkad.  Mtüiolu«,  lasajmi  AuüMat  a.  cL  TMtan. 
HsctaMlL,  Mit  IINM  B«*lMNr  a.  d.  HndeliMhola  ■«Behm. 

Klete,  F.,  Dr  ,  G.  7?.-7i*.,  Professor  a.  d.  T'uiverHität,  Göttingen,  Wilhelm  Weherstr.  3. 

Chrittiau  Fells  K-,  9«b.  25.  4.  lUi'J  Dutseldorf,  IMiTi.TU  ttad.  Boun,  Uuttuigeu  u.  Herlin, 
18C8  prom.  Bonn,  1871  h»b.  OOttlngen,  1872/75  o.  ProfeMor  Erlangen,  1875/iM  Manchen  (Techu. 
Hoohadi.),  1880/ W  X<al»id«,  Mit  1880  Q«ttiii«wi.  ]>r.  loath.  Bologna  n.  ClirirtiMil«,  LL.  B.  Prin- 
wlon,  Be.  O.  Oiabiltfg«,  Br.  pUl.  Xnkaa,  Dr.  ing.  liOiielwB,  iBbabaT  dar  da  Morgan  MedaOla 

md  äm  LobatMheffaky-PrnUps,  MitgL  der  Om.  Wlsi.  Oöttingen,  der  Lond.  Math.  Soc,  der 
ErlSBgcr  phyt.-mod.  Ger,  des  I>tltuto  liomb.  (Mailand),  der  Loop.-Carol. ,  d.  Soo.  Ital.  (doi  XL), 
der  .Vkadcmipon  i'tc  ru  <'ambrulge.  Milnrhon^  Turin,  Ireipsig,  Bom  (Llucei),  LomiiHi  ;1{  Snc.), 
Muakau,  MuucheattT,  Kupeuliagün,  Ka«au,  liulogna,  Petorcburg,  New  York,  Amsterdam  (Akad.), 
Viarii.  BrtUvi  l,  Waxliiugtou  (National  Ac),  Venedig,  Amiterdam  fWiak.  Gen.),  Budapoat  (Akad. 
«.  ■iath.*p)iya.  Om.),  Land,  Wi«n,  Frankftut  (pbjra.  Venin),  lX|i«ala,  JhibU«,  Uaxlko,  Boatoa, 
Obarkow.  Hvaaig.  d.  Kailh.  Aaaalan. 

KUnkhart,  («.,  Professor  ara  Gymnasium,  Görlitz,  Laiuh'sVrouHtr.  .'16. 

Karl  Gaorg  geb.  «s.  4. 18fti»  Langanbieiaa,  1877/81  stud.  Bretlau  u.  Berlin,  J8ä4  Oberlahrar 
BaataoB,  Mft  IM»  am  flyma.  AogoatuB  OlMUti.   MtHtl*  ^  Katnsf.  Om.  GOrUts. 

Klogy  Ij.f  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Klausenhur^  (r»<iitni), 

lioopold  K.,  geb.  SS.  l.  lA&t  Gjrttagyö«,  187üy74  atud-,  imt  prom.,  iniil  hab.  Budapest,  lHUi^t 
BealaohalMMlHMr,  18d7  hab.,  Mit  1800  o.  Vmttun  a.  d.  l'niT.  KolozavAr. 

XloyTer)  J.  ('.,  r>r.,  Professor  a.  d.  Universität  Leiden  (Holhiuif;. 

Jan  Coriio)i-<  K  ,  g>-)i  -2-  I^no  Koog  aan  de  Zaan,  Id77/»1  »tud.,  iühl  lugouieur  Delft, 
IHM  Ol  Lebrct  »ii  A<-n  l)'>h  liürKcrsc-huleu  Broda  u.  Amaterdam,  18iHi  Dr.  h.  c.  Groningen,  «eit 
lHt»l  f  (ofaMOc  Leiden.  Mit^  dex  Math.  Uea.  ▲nurtecdam,  der  Akad.  Anateidan,  der  Oee.  WiM. 
Haail«a  «.  BoMaidani. 

KMMer,  1.,  Dr.,  Profe.-^sor  a.  d.  Universität,  Breslau  XVI,  Tiergarton-.tr.  lOt". 

Jullua  Carl  Chriatian  Adolf  K  .  ßf>b  V3.  ».  Vif,i  Ura»«u«,  1H79/81  «tud.  Boitock,  Ueidelberg 
u.  Berlin,  18Hi  pmra.  Berlin,  IhM  hab  .Mur)>urg,  1886  Brealau,  ItMO  O.  ProftOMMT Doipat,  I90U  DerÜB 
i  HviKfikad  ',  15)05  Brealau.    Mitgl.  <ior  Matli.  Gtw  T5i  rlin  u.  Charkow ,  dca  Circ.  mat  cli  Palermo. 

Ünoblmioh,  £•}  Dr.,  Oberlehrer  au  der  Humboldtschule,   Hannover- Linden, 

Kmil  Friedrich  K.,  geb.  S.  1}.  1864  Gr.-Kareitten,  1681/86  atud.,  1888  prom.  KOnigaberg, 
lh9V;'95  Aaaiatent  GötUngeu,  Kartonthe  u.  Tübingen,  1805  hab.  OleSen,  aeit  lOOO  Oberlehrer  ßonneberg, 
Witten,  Calb«,  jet/t  Hunnovnr-I.inden 

KnobUvcby  J.,  Dr.,  frofeafloi     d.  Univeonitftt,  Berlin  W.  8ö,  Karlsbad  12. 

Carl  Friedrieb  Hermann  lUdnliold  Jobannei  KDOblaaeh,  geb.  37.  8.  IBM  Halle,  1879/78 

■tud   IIbIIc.  H.  idcth.  r«  ti   Ü.^rtiji.  \>Tum  .  IS«!!  hab.  Berlin,  1K7S/H"  wi-!«   Tl il Mob rnr  Hall«  «. 

Iterbii,  »«it  ItWiJ  etatm.  a.  o.  I'rofeaaor  a.  d.  t'nlv.  Berlin.    MitgL  d.  Math.  tioa.  Beriiu. 

Xnopf,  0.,  Dr.,  ProfesBor  a.  (L  Univenittt  u.  Direktor  der  Sternwarte,  Jena. 

Otto  Heinrich  Julia«  K..  geb.  IHTiA  HildburghaoMn,  1875/80  etad.  Jena  n.  Berlin,  18W)  prum., 
1H9.1  hab.  Jena,  iHSi  wiaa.  Hilfsichrer  Berlin,  1881  Rechner  a.  d.  Sternwarte  CArdoba  (Argentinien), 
lf«i:5  Kiaenbahningenii-tir  .Xrvrciitiiiipu ,  l>^^l  wibh.  llilfsarb  am  ustron  Ui'cbt'iiinatitut  Berliii,  l  i^y 
Ubaervator  Jena,  18S>7  a.  o.  Profeaaor,  aeit  ISRN)  auch  Direktor  der  8tvrnviarte  Jena.  Mitgl.  der 
B.  Astr.  Ge«.  etc. 

Kohald,  G.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Montaniaiaachen  Hocbachule,  Leoben  (^temicft), 

Erzherzog  Johannsir.  148. 

Bagalbart  K,  geb.  7.  IL  1648  WindJacbmatrel,  1868/76  alad.  Innabruck,  Berlin  n.  Huidelberg, 
1876  pn».  a.  ll*b.  XmuAradr,  187C  a.  o.,  aeiil  1887  o.  PtofeHO»  an  d«r  Moutanlatiaohan  HoobMhola 

Leoben. 

300  Koch,  H.  Tay  Dr.,  Fk<(^e88or  a.  d.  Teehn.  Hocbadrale,  Stockholm  (SiaftimleM),  Djua- 
holm. 

mia  rabian  Helge  K.,  grii.  (6.  L  1870  »loettatB,  etad.  9to«ltboha,  Paria  q.  Leipzig. 
1892  prom.  VpMte,  1888  Dom*  a,  d.  üaifmUai,  MÜ  1M5  PielUwcir  a.  d.  Ted».  HoohMhoto 
SiookhoUa. 

Kodi,  K.,  Beallehier,  Nflimbexg,  Wieeenetr.  W. 

Karl  K. ,  geb.  4.  S.  1878  EbenbMg,  etod.  KfliidiaB,  1889  Aaaietaat  a.  d.  Teebn.  HoebMihnla 

Manchen,  aeit  ISKM)  Rcallehrer. 
Kocbe,  P.,  I>r..  Göttingen,  Planckstr.  17. 

Paal  K.,  geb.  16.  8.  1888  Loefceawalde,  1800/06  atud.  Kiel,  Berlin  n.  Gattingeo,  l£Kl5  prom. 

KoeUer,  r.,  Dr.,  Prnfe.'-sor  a.  d.  Universität,  Heiih-lbfr*?,  Treitschkeritr.  3. 

Carl  Augnat  K..,  geb.  6.  0.  1S56  MannheiiB,  1871/78  atad.  Karlaruhe,  lieidelborg  u.  Berlin. 
18W  proM^  last  bab[,  lalt  1888  a.  o.  Profauor  (aatt  188»  ataliB.}  Heidelberg. 
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KWincl,  F.,  Vir.,  Professor  a.  il.  Oberrealßchule,  I?a(len-na<leii.  Stephanieustr.  7. 

Friedrich  K.,  geb.  1.  K».  iwiä  iUdoirxell,  1*^81/86  itud.  K.krl«rtUie,  MflAcben  u.  Tttbingen* 
l»ar,   prom.  TUbiuRcii,  1KH7/91  Lchramtsprftkükaiit  IUM»tt,   Tauberbiaeliallihilm,  KuIarolM» 

IS'M  "MMi  l>r-if.-B(ir.r  Mnllhrini,  Kttfiihfini,  Mn5tbjioti,  soit  I'.n'O  lUdPii-Baden. 

Köaii;;';  J.y  i>r.,  Ministerialrat,  Hooorarpruledtiur  a.  d.  Tecbn.  Hocbachule,  Budapest 
(Ü»gam\  Zollamtoriiig  ft. 

Jaün»  K.,  Kob.  Iß.  1:!.  1819  ßyör,  itad.  Wien,  Berlin  n.  Heidelberg,  1870  prom.  Heidelbcrgr, 
h*b.  Budapeat  (Uuiv.).  1874A9U.')  o.  Professor  a.  d.  Tech».  Hoclischute  Bndapeat,  Mit  lSü5  Honorar- 
profesiur.    Sckri'Uir  dor  tnath.-naturw.  Kl.  dor  Vng.  Akad.  Wiss. 

Koenigübergery  L.^  Dr.,  €f.  if.,  Frofessor  a.  d,  Umver»itöt,  Heidelbei^,  Eaisentr.  2  a. 

I<M  K.,  g«b.  15.  10.  18S7  FoMn,  1»S7/K0  itud.,  IMO  prom.  Bflrilii,  IMO/U  Lahfw  am  Berlliier 

Ktiilt  tti  iikoriu,  1864;  *>6  oUtin.  a.  o  ,  lsii(-  o  Professor  Ureifswald,  1»60/7A  HeiilcIborK,  IST.' 77 
Drosilca,  Wien  (Uuiv.)r  ^vieder  HuidelberK.    Br.  matb.  Chxiatiani«,  Mitgl  der 

Akad.  Berllu,  München,  GdttiagMl,  Maiiclieaiar,  Kliroiiiuit(;l.  der  phys.-mod.  SM  Sriaii»<oh  etc. 

Kopeke,  A.,  I>r.,  Profemor  tm.  der  übeoeatochole,  Ütona-Ottonaen,  Tx«aokow- 

Allce  14. 

HemiaDD  Alfred  K.,  geb.  i'i.  S.          Hamborg,  l»7ä/77  stud.  UeidelbMrg  «.  B««llll»  1916 

prom.  Heidelbrr).'.  Kcit  l'^^l  Oht  rlolin-r  Altonu    MltKl.  d.  Math.  Om.  HMnbniy. 

KÖtttliU}  K.}  Pruiestior,  Ueilbruuu,  WuUhausstr.  öü. 

KStter^  S«y  Dr.  Profiw8or  a.  d.  Techa.  Hoduduile,  AAchm,  Nnsa-Allee  41. 

Sratl  Badolf  X.,  geb.  7. «.  1869  B«tUii»  IST»/»!  ttnl,  IBM  pma^  1887  h»b.  BwUa,  mU  189T 
o.  FroflaMor  AMtaan. 

SlO  KSiter,  F.,  Dr.,  Profe8«or  a.  d.  Tecbn.  Hocbacbule,  Berlin  S.  14,  Änncnstr.  1. 

Frita  WUbelm  Faidinsad  K.,  geb.  Sk  11.  1867  Berlin,  1878y88  atnd.  Berliu,  1888  pion.  Uello, 
1887  liKb.  BfliUa  (TvAa.  BtoehMb.),  IIW9  Dmcd»,  1886  «tatm.  Profawor  m.  ±  Bogakademto,  Mit 

IIHJO  a.  d.  Tcchn  Hwh^ohdl«» 

Kohn,  G.,  Dr.,  l'rofednor  a.  d.  Uuiverhität,  \Vieu  III/3  (Osterreicli),  Reisnerstr.  84. 

Oaitav  K.,  gob.  Reichenau,  18?*;h.>}  stud.  Wien,  Berlin  u.  StraBburg,  1H81  prom.,  IBBt  hab. 
WJtn,  seit  1891  a.  o.  Prot  MltgL  d«a  Clro.  omu  di  i*»l«rmo  a.  d.  Matb.  Qm.  Wien. 

Vollert,  J.,  Dr.,  Lehm  a.  d.  Qewerbeakademie,  Chemnitz,  Kaioentr.  40. 

Julias  Augast  K.,  geb.  ä7.  8.  l«'iir  Grimma,  1870/83  stud  .  |irom.  Loipsig,  UU  Allittattt, 

1881  Itehrer  a.  d.  Teolin.  Letaranst.  Chemnitz,  SL>it  IHifS  a.  d.  Uewerbeakademie. 

KoUroSj  Itoy  Dr.,  ProfeMor,  La  Chaux-de-Fondi  {8dwei»\  TonreUeg  SS. 

Lonl«  K.,  geb.  7.  8.  1878  La  Chaax-4»-Vti»da ,  1886/1800,  «ad.  ZOriob,  ISOfl/M  CKMdBgfit, 
1904  prom.  /ttrich,  jeut  Prot  am  Gymn.  o.  a.  d.  toole  d*hor1og.  Mitgl.  der  Sehw^.  Vmtvat.  Oee. 
Korseltf  A.)  Dr.,  Kealgjtnnasialoberlebrer,  Plauen  (Vogtland),  Windmühlonstr.  14. 
Alwin  Boinbold  SL,  gob.  17. 8. 1864  MitteUterwigMlorf,  1886/»ü  stud.  Lalpalg  ii.  Fioibiiig,  1W8 
pna.  Zielpalg,  Mit  1889  BaalgynaMlalobnlabror  Planen. 
S^gtkg)  ('.,  Professor  am  Gymnasium,  Insterburg,  .\lhrepht.Rstr.  5. 

Üarl  (i.ittfried  Franz  Albert  K.,  geb.  S.  VI.  18-16  Lyck,  i^stUk,!»»  utad.  Kfinigsberg,  18t>S>/7U  Uilfe- 
lehrer  u.  d.  RealMhnle  Elbiag,  seit  1870  Oberlehrer  Insterbnrg. 

Kowalewakiy  Q«y  Dr.,  Piofeaaor  a.  d.  Univgnit&fc,  Bonn,  Kircbstr.  7. 

Hermann  Walimr  Oerb»rd  JL,,  geb.  87.  U7S  Alt-Jlnhagen,  1893/98  stnd.  Königsberg, 
«rei/swald  u.  Lolpillg,  1998  pto».,  189»  b»b.  Lolpalg,  1901  a.  o.  (1908  «tetm.)  PmIImmi  Onllnrald, 

im  Bonn. 

Krafty  Acy  Dr.,  Schleswig,  Bismarckstr.  18. 
Kraft,  F.,  Dr.,  Zurieb  {Schnri:)  IV,  Zweierstr.  38. 

Krigliy  O*  €.y  Dr.,  A^unkt  a.  d.  Katbedxalgobale,  Njrköbing  F.  {Dänemcurk). 
Olaf  CbvMiaa  K.,  gob.  Bali,  1888/94  iliid.  Kopimbigwi,  1909  ptom.  «.  bab.  Koponbngeo. 

SSO  Krnus,  .!.,  Ol)erlehrer  a.  d.  Oberrealschule,  Darm.stadt,  Ireno.^tr.  «7. 

Kraut»«,  M.,  O  H.-B.^  Pxofesaor  a.  d.  Tecbu.  Hocbacbule,  Dresden,  Friedrich 
Wilhelm  Str.  82. 

Johann  >;iirtii>  K.,  geb.  28  R.  ISM  Wildknit,  IHTii  7;,  »tud   Königsberg,  Heidelbor«  u  Porlin 
1878  prom.  Hoidelbeig,  187.5  hab.  lleidelbcrK,  l^7i;  llroBlaii,  t^T^  o.  Professor  Rostock,  Ikhn  Dresden. 
Mitgl.  der  Oes.  Wisa.  Leipzig. 
Krazer,  A*,  Dr.,  Professor  a.  d.  Tecbn.  Hochschule,  Karlsruhe,  Westendstr.  57. 

Carl  Adolf  Joseph  K.,  geb.  lü.  4.  KasnarshauseB ,  187*v8:i  stud.  StraBborg,  Leipaig, 

"\  irrlmrn  u.  Bt-rlin.  i'-'Sl  i>rom.,  18«:i  IiuIj  WOrzburg,  188Ö/15KJS  etatin.  ».  o.  Professor  StiaMwig, 
seit  lUOS  o.  Professor  Karlsruhe.   Mitgl.  der  Loop.  OaioL,  dM  Giro.  mat.  di  Palermo. 

KrentE)  H.,  Dr.,  ProfesBor  %.  d.  Univergitftl,  Ki«l,  NiamR-mioweg  lOS. 

Carl  Heinrich  Friedrich  K.,  geb.  98.  9. 1854  Biegen,  ttud.  Bonn,  KerUn  u.  Wien,  188i>  prom. 
Bons,  1880/81  AMUtent  a.  d.  StemwazM  Bonn,  1882/83  HUfaazbeiter  am  Becheninstltut  Berlin, 
UU/n  ObMvrator  Ktel,  1888  babi.  Mit  1881  ».o.  PnifMMf  KleL  HemiMgeber  der  AatioB.  NaolulehtiB. 
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KrQger,  L.«  Dr.,  Abteilnngsrorsteher  im  OeodfttiaeheB  Inatitiit  Potudun;  OroS- 

Lichterfelde,  Mommsenstr.  6. 

JobMa  H«lnxioh  Lonia  K.,  g«l>.  tl.  9.  1857  SIm,  IMiyu  «lad.  Berlin,  im  pnim.  Taldngao, 
tMI  HUJtaiMter  ta  itat.  Amt,  1«W  Awlrtnt,  188t  aMaaignr  IfttuMtar,  Mit  1887  Ähuamogt- 

vorrteher  tin  G«>"il  Instittit. 

Krüger^  Tk.^  Do/.ent  a.  d.  höhereu  liergBchule,  Kkaterinoslaw  (^Rußland). 
Kiidw»,  0*y  0r.,  Ldirer  «.  d.  üniveraifeftl,  Agna  (O^jNim)»  Jnrjeveka  nlicft  14. 

Otto  K.,  geb.  1.  1.  1861  Pttrl«]»,  1878/78  ttnd.  Wien,  1898  prom.  Agram,  1877  Prof«Mor 
Bin  Oyninuium ,  seit  1809  Ijehrer  a.  d.  tJniv.  Agram.  Direktor  der  Sternwarte  nnd  Redakteur 
der  ZoiUchr.  der  kroat.  naturw.  Ges. 

Kükue,  U.,  Dr.,  Oberlehrer  ».  d.  MaschiuenbMischulen,  Doxtmimd,  Johaunesstr.  14. 
H«rm»DS  mmst  Qua*mr  Albert  K.,  geb.  tt.  11.  1887  BerUa,  itad.  BeaUit,  un  fMnn.  BeiUa, 

■elt  lti99  Oberlehrer  DortTnnnd 

KQhneoianiiy  F.,  Professur,  Königsberg  L  Pr.,  Wilhelmstr.  12. 

Friedzieh  WIUmIb  geb.  10.  4.  1«68  Lnaenbug,  1874/79  etniL  Berlin,  Mit  1888  Obe>. 
lehier. 

KftracliAk,  J.f  Dr.,  ProfSwsor».  d.  Teoliii. Hodi8drale,  Budapest  {Ungarn)  II,  F9ber- 
Cseg  Albrccbt-üt.  14. 

JoMph  IL,  geb.  14.  8.  1884  BadnpeiA,  ISU/W  etad.,  1«80  piom.  (UaiT.),  1891  bnb*  (Teotan. 
Bodueh.)  Bndapeet,  18m8^  Laiiier  n.  d.  Obeneeleehnl*  Debreceea,  US^W  «b  Oynerinm  BomsjpO, 
189U/U1  an  der  Stnataoberreabicihale  Budapest,  1891  Adjnnkt,  1888  ».  0^  (1900  eiatm.)  Professor, 
seit  1904  o.  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule  Budapest.  Mitgl.  der  Aked.  n.  d.  math.-phys.  Ges. 
Budapest,  des  Circ  mat.  di  rult'nno. 

3$0  Kullrieb,  E«,  Dr.,  Direktor  des  Kealgymnasiums  u.  der  Eeabchulc,  Gera  (iieufl), 
Biüchereh'.  14. 

Chnitiun  Carl  WUheliii  Krnst  K,  gfli  i'.  11.  iMui  Berlin,  s:  stud   Berlin,  isjl  iirr.tn. 

lliiUf,  /uPTHt  wis^.  HÜffilphrcr,  diinn  Oberlehrer  Bariin,  Oroß-Lichterfelde  u.  ächuueberg,  seit  1906 
Direkt.ir  des  Ko!»Ii,'.vniii.  u  d  RimIscIi,  Gera.    Mitgl.  d.  Math.  Ges.  Berlin. 

KnttM;  W.,  Privatdozent  a.  d.  Tecbn.  Hochschule,  München,  Zieblandetr.  AJ. 

IiMOnibo,  M.,  Ti  fetifior  am  Polytechnikum,  Zürich  (Schuci:),  Sccfcltlftr.  115. 

.Moxin  .M  Iii  1  Uli  Fr^deric  Samuel  L.,  geb.  litöl  Lausanne,  187ä/»4  stud.  i^tlrlch,  Berlin  u.  Paria, 
I8h3  hab.  /urich,  isx'  ,'.<(!  VTofvttor  um  Qijm^  1880/98  o.FlollH*«r  a.d.DatreiiltttIiBaHDBe,  lett 
1894  am  eidgcn.  rolytechnikum. 

LillTe,  A.,  ProfeoBor  an  der  ühnaaehetochiile  n.  «an  Gynmasivm,  La  Chaux-de- 

Foods  [Schirft:). 

Angnst  Joseph  L.,  geb.  17. 1.  1878  Preibnrg (Schweis),  1885/99  etnd. Ztlrich  (.Folyt.),  1899/190U 
Aeiietent  dneelbet,  i«it  I9ü0  Professor  am  Gymnneinm  Im  Ohanx-d^FMidl,  eelt  1901  eueb  «a  der 
QhxMAenelMile  «ad  eeit  1908  aagMek  «b  der  dmdt  TecbnadiMiB  StenwuMi.  Uttgl.  der  adhwele. 
n.  der  SSOiUhev  Kalaif.  Qea,  der  8oe.  aeaehetel  dee  Se.,  der  Soo.  eettoa.  d»  Viaaee. 
Laini>e,  E.,  Dr.,  O,  R-R^  Profceaor  i,  Teohn.  Hoohfcbnle,  Berlin  W  16,  FaeaBen- 
9ix.  64. 

Kart  Otto  Bmil  It.,  gebw  fS.  Ii.  1840  OollwiU,  1860/ft4  stud.,  1864  prom.  Berlin,  1866/89  Ober- 
lehrer Berlin,  seit  1874  Lehrern,  d,  Krintisakadoniie,  fi'it  INHI»  o.  Profpisor  n.  d.  Tpc)ni.  HncliHchule. 
l>r  «eient  nat.  Padua,  Mitgl.  der  Uei.  Wis*.  LUtÜcit,  der  1>.  pliy«.  lio»  ,  do»  Circ.  uiut.  di  l'alisriuo. 
Htrausg.  d.  Jahrb.  tt.  d.  Fortsohritte  der  Math. 

Landau,  £•}  Dr.,  Profee«or  a.  d.  Universitftt  Berlin ;  Cbarlottenburg,  Hardenbergstr.  13. 
Ednand  Georg  Rermetm  K.,  geb.  14.  9.  1877,  189S/190O  ttud.  Berila,  Ißtaeihea  n.  Paria, 

1899  prom.,  1901  hab.  Brr  l,,     ?fitgl.  dor  Soc.  uiuitli.  de  Frsiuc«,  dei  Olte.  aiM.  dl  PeleiBM». 

Landsbergy  4i.y  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Kiel. 

Qeoig  Ih,  geb.  10. 1.  184%  Breatoa,  1888/89  «tnd.  Breelau  a.  htifOg,  1800  ptoie.  Btealra,  1898 

hab.,  1897  a.  o.  Professor  ITcirtolberff.         BrcHlau,  »cit  1?06  XleL 
Laubert,  K.j  Oberlehrer,  Kassel,  StüudeplaU  VJ. 

Kourud  Kdoard  geb.  84. 10. 1878  Veziebeiy»  188^  atod. QStliBgea  n. Berila,  lOOOHUfb- 
lehrer,  seit  19<>1  Oberlehrer. 

Iiangel,  L.,  Villa  En8oleiUte,  Beaulien,  Alpee  Heritimee  (JVemifereMl). 
Lechnitzky,  G.,  Professor  am  Lehrerseminar,  Maramarosszfget  {Ungarn). 

G/aU  Ifc,  geb.  14.  7.  1880  Igld,  1899/1906  attid.  Bndi^eat  «.  Gfitttagen,  eeit  19U5  Professor  en 
Labienaniaar  MAnunarosaefget. 
840  Leitinann,  H.,  Dr.,  Versicherungsrevisor  beim  Xait.  Aufaiefateamt  tOx  Bavatve»., 
Groft-Liohterfelde  W.,  Sterastr.  22*. 

Jehaanee  Leoaliard  Hatmaaa  J*^  geb.  18. 7. 1880  Jlacdibacg,  1S78/M  etad.  Lelpaig,  Geaf  a. 
Berita,  1886  prom,  BerUa,  188^7  Obeervalor  a.  d.  StaEBwartaa  Btaatbaig^  Stnibarg  a.  OOtttagaa. 
Mitgl.  der  AatroB.  Gee. 
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Lerehy  M.,  Professor  e.  d.  BOhin.  Teclin.  Hoobschole,  Brdim  (öttarreidi\  Brcheisoir 

E»incr-tr.  G2. 

Mui)ii:iK  L  ,  i^b.  "^h  :i.  lüfkt  Mitiaov,  ioihtt/M»  «tad.  l*r»g  u.  lierUu,  l^sC  ha,b.  l'rag  tücthin.  Techn. 
Hocht<)i   ,  ^il  lt<t>6  Asilatent  n.  Snpplent  a.  d.  techn.  Hochschule  Prag,  IH^C/lIHHj  o.  PmfoMO* 
lU  d.  Uvlr.  Fraibniy  (S«ltw«ia),  mH  1906  «i.  d.  BAhin.  Tschn.  UootaMlialA  BrtUu.  MilgL  d«r  8m. 
dw  8e.  LUg«,  der  Ou.  Win.  Frag,  d«r  Wkm.  Akmd.  Prag. 
LaTi-CivUa,  T.,  Dr.,  Professor  a.  <1.  rniverHitiU,  Padua  'Tial!<  n\  Viu  AHitiiite  l  t. 

Tullio  L.-C,  geb.  S9.  3.  1^73  Tadum,  lt>i»u,  'ii4  «tuU..  WM  pruiu.,  1»'.K3  hab.  Padua,  X^W  Hilfilehrer 
«.  d.  Tniv.  Pavla,  IHtiT  Incarlcato,  IHUS  a.  u.,  seit  Itniä  o.  ProlMur  Päd««.  MttgL  d.  Aftad.  Pada«, 
Born  (Line«l>,  ät-Petonboig,  d.  lat.  Vaaato,  d.  lätof.  GaioL 

Leweat,  L.,  Ubnlehier,  Berlin  W      tfaftislv.  87. 

Leo  L.,  geb.  7  ^  BorUn,  18S9/11Ktt  itad.  BwUa,  Mtt  UN»  OlMilaluM.  MitgL  d«r  B. 
9\tj%.  ti«a.  u.  d.  Math.  Ge«.  BerUn. 

Llebnuuuiy  H.^  Dr..  Ptofeflaor  a.  d.  CJnimeiifttf  Leipcig,  Brommestr.  7. 

Karl  Otto  Heinrieh  L.,  geb.  32.  10.  1871  Strasburg,  1M>^,96  ttud.  1..cip<ig  u.  Jena,  prom. 
Jena,  lht»7  UH  AMistcnt  Gattinnen,  1H99  hab.  Leipzig,  «Bit  liK>t  Assisteut,  Boit  1&>06  nic)iti<tatm.  a. 

o   l'rufi  :<«i  ir  I. ■■1)1/1  u' 

IiüienUuü)  B.  v.^  Dr.,  Professor  a.  d.  Univenität,  Müuster  i.  W.,  Erphoatr.  16. 

Fraaa  Bvialiold     Ii.,  g»b.  ».  «.  lSb7  BwUa,  lS7S/aO  itad.  Hetdalbacg,  Bvrlla  a.  OHMnfaQ, 

IMS  prom.  Rorlia,  1888  hab.  noun.  1889,91  ProfeiBor  am  In«t.  P£dag.  SanHago  de  Chile.  1)«91  1901 
a.  o.,  seit  o.  Prof«Mor  Münster.    Ehronniitgl.  der  Fac.  de  »vionc.  mat.  y  fi«.  Chile,  MitgL 

der  Leop.  Carol. 

LüldelSft  £•)  Dr.,  Professor  a.  d.  Uuiversititt,  Uekingfors  {Fiiüand^,  Sandviksksjeu  15. 
Srait  LwMiaid  L.,  gab.  1.  S.  ISIS  Hebiagfora,  U87/M  itad.  Uelilagftn,  Stucklioba  a.  Paii% 

lft'.>.s  tiO  (VAtlingen,  189.1  prom  ,  \m>  hab.,  190«  Adjunkt,  Mit  19M  Profeawr  a.d.  Ubtv.  HeUllittMrt. 

Mitgl.  der  Klnl.  Ge«.  Wi»».,  dor  So«.  Math,  de  FnuMM. 

Lllldcnianii)  F.,  Dr.,  Professor  an  der  UniTersiiSt,  München,  Franz  Josefstr.  12. 

Carl  LoBü  Pardlnaad  L.,  g«b.  18. 4. 18&2  HaaaoTW,  1870;17  atad.  QOtUagan,  Erlaugaa,  MOaehaa, 
IioadoB  a.  P«rl«,  IStS  prom.  Erlang«a,  1877  hab.  WOnbaiv,  1817/79  a.  o.,  187S/8S  o.  Prof  Frvl- 

bnrg,  ISS.rf';!  K".Til[r«borg,  »ölt  18S>:i  München    Mitgl.  d.  Akad.  Manchen,  d.  Sijc.  maih.  de  France  etc. 

Linsenbartb)  Ii.,  Dr.,  Profe6'>or  a.  d.  l.  Realschule,  Berlin  N.,  Lotbrin^jerstr.  76. 
Hermann  L.  geb.  tt.  ».  1869  Bariia,  I877;lll  »tad.  Barlla  a.  Sttaibacf,  1883  pwn.  Halt«. 

Mitgl.  d.  .Math.  G««.  Bwlia. 

Loewy^  A.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universit&t,  Freibnrg  i.  B.,  Thumseestr.  90. 

.Mi'K'a  I.  ,  L'o.  6.  1M73  Kawitach.  iHiu  i>:>  «tu<i  r.rrHiuu.  i'ierllB,  Monohab  B.  OMitaican» 
lä91  prom.  Manchen,  l!«97  liab.  Freiburg,  ««it  190i  a.  o.  Profe^tor. 

8M  LoBi^By       Dr.,  Professor  %.  d.  Universitftt,  Bonn,  Ooethestr.  10. 

Franx  L.,  geb.  6.  1.  1H63  Liegnitz,  1^H:.'  M»  «tuil.  Marburg,  Leipxig,  GioBan,  ZtttlBll,  Bmlaa  a. 

Berlin,         prom.,  l^KD  hab.  Breslau,  seit  liH}t  etntm.  a  u.  Prof«Mor  Bonn. 

IdMPeniy  l\>  Dr.,  U.-U.,  ProfesHor  a.  d.  Gowerbeakademie,  Cheinuitz,  Reichsstr.  88. 
Fraai  Fardiaaod  L.,  gab.  1.  11.  ISW  Marianberg.  lM0/«4  «lud.  Dreadea  a.  Laipiig,  1865 
proBL  Leipsig,  1865  Iielirer  a.  d.  MatelitBeabaaMtaela,  aalt  1H7S  Profemor  a.  d.  Oeweilwalradende 

Chemnitii. 

LoreBZy  U.,  Dr.,  Profoaaor  a.  d.  Tecbn.  Hochschule,  Danzig-Langfubr,  Johannisberg  7. 
Khm  I*.,  gab.  M.  &  1866  WlMraff,  1886/89  atad.  Ofaadaa,  189«  prom.  XSaaban,  1890/96  In- 
faidaav  AafSbavf  Sftrfoh  a.  Manchen,  ia94i;l900  eiatm.  a.  o.  Praltaaor  HtUla,  IfM/IH  Ootdagaa, 
idt  1904  o.  Pnftaaor  Baaslg.   Mitgl.  der  Leop.  Carol.,  d.  Ver.  D.  Jag.,  d.  Batarf:  G«a.  Danaig. 
IiOrey.  W.,  Dr.,  Uberlohrer  am  Gymnasium,  Görlitz,  Blumeustr.  üü. 

Wilhelm  L.,  geb.  S3.  1.  ms  Fraakfazt  a.  M..  181*1/9«  atad.  HaUe,  Moaehea  a.  üöttingeB, 
1901  i>rftai.  IIa11«k  18W/1960  wlaa.  HtlMMtfa»  I>«r  n.  QnakeabrOck,  1900/09  Oberlabnr  Bvmaahatd, 
seit  I'.'Oi-  Gikrlita.    Milgl.  der  N.iturf.  Oes.  ({i^rlftT',  dfr  ObpHan»  (Jes  Wi»». 

Loria,  G.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Uuivei  aitat.  (iemia   llulun),  i'asso  Catiaru  1. 

Giiiü  L.,  geb.  l'J.  h.  X'Adi  Mantua,  stud.,  iir  un  u  UaK  Turin,  14iSI, HG  Asalstent,  lSM«v'.»l  a  o.,  seit 
IHUl  o.  Professor  a.  d.  UciversiUlt  tieaoa.  Mitgl.  der  Akad.  Maati^t  a.  Modeaa,  dar  Uea.  WIm.  Prag, 
Antonio  Alzatu  Mexioo,  dea  die.  aaat.  dS  Palenao.  BagrOndar  a.  Heraaagabar  daa  Balletia« 

Hibl.  ü  Storia  d.  Sc.  mn» 

LodwlgTy  W.,  Dr.,  l'rivalilozent  a.  d.  Techa.  Huciischulo,  Karlsruhe,  Kurveustr.  21. 

Walter  L  ,  geb.   !(l    •    l»7t>  HreiilBU,  IM>I  U>00  »tud-  lirenlau,  Fn^ihurg  i.  B  ,  MUiiilien  u. 
Oattiagen,  1898  prom.  Breslau,  1901  liab.  Karlaruh»,  aagleioii  L  Aaalatant  der  darat.  Qvm,  MitgL 
daa  Ctre.  aiat.  dl  Patanao. 
Lftroth,  .1.,  Dr.,  G.-Jt.,  Professor  a,  d.  T'nivor.ttifilt,  Frr-iburg  i.  B.,  Mozartstr.  10. 

Jakub  L.,  geb.  l'i.  i.  imi  Mannheim,  •>>>  ttud.  liutin,  Heidelberg,  Berlin  u.  Giefien,  Mitü 
prom.,  1867  bab.  Heidelberg,  1H<;»*, hO  o.  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule  Karlsruhe,  18p0,'88 
Manchen,  aalt  1883  a.  d.  Uaivenitat  Preibarg.  Mitgl.  der  htmp.  CaioL,  der  Akad.  Manchen,  der 
pb]ra.-Bad.  Oaa.  SriaBgan,  dar  D.  Aatr.  G«a.,  dea  de»,  aiat.  dl  Palamo,  d.  Bült.  Aaaac. 
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LukaU  M.j  Oocrlekrer  a.  d.  Obcrroalschulc,  Danzig,  Pfefferstadt  28. 

Johannet  Max  L.,  gob.  s  i.  i^r.s  inMorburK.  UM{/80  vtad.  XtalffibwVi  IMM  BlliUibnr',  Mit 

IPOt  Oberlohrer.    M-UrI.  d.  Naturf.  (ics.  Danziu; 

M acfarlane,  A.«  Proiesdor  a.  Univeraitüt,  South  Bethlehem,  Gowrie  Grove,  Chatham, 
Ontario,  {Canada). 

AlaxuidR  M.,  IL       D.  So.  (SdtBb«!^),  LLB.,  UI»gL  ±  Oic.  ut.  41  Ifelnno,  d.  Am. 

Math.  äoe. 

MMkay,  J.  8.,  Edinlraf gh  {Sehottkmd}^  Norlhiiinbezlrad  Streei  69. 

John  Stargoon  M.,  M.  A.,  JAm,      VWlttw  B.  Soc  Kdtnbwgb,  Slu«awll«L  d.  B4lllibw(h  IMh, 

800^  Slaater  In  £diub.  Akad. 

S60  Maillet,  E.,  R^pftiteiii   r£cole  polTi,  Boiugwl».B«me  (Seine)  (^FVonfaineft),  Sne  de 

Fontenay  11. 

Kdmond  Theodore  geb.  LS.  1?.  18(iö  Meaax.  19H4/8'J  ituU.  I'arit  (tc.  poljrt.,  £o.  dM  Pont« 
et  ChaoM.),  lt>80  Ingeniear  dua  l'utiti  «  t  CliiitiH«..  i,'S>iL'  Dnc-teur  in  Hc.  Matb6ni  ,  frah<>r  Ing^nioar, 
1898  B6p«Utour  &  r£c.  Polyt.,  ItiOO  Ing^n.  da  aerv.  hydroni.,  1905  IU-p«titeur  ä  t'Ec.  piip.  dm 
Ponts  et  ChBMB.  MitgL  d.  Boc.  math.  da  Fnuw,  Amuc.  fran^.  Av.  Sc^  d.  Soc.  m^t^or.  d*  Fhmm^ 
de  Soc.  philotn.  Acad.  de  Toulou««.   HMTMUgibw  dM  luterniAdiair«  dos  Math^maticioni. 

Hi^een,  G.j  Dr.,  Professor,  Dozent  a.  d.  UniveiBiiilt ,  Agram  {Ungarn),  Zapadni 
perivoj  16. 

0«aiy  M.,  giib,  1876  .Agmm,  1881/M  ttad.  Wien,  1899  pnm.,  1901  bab.  AfiTMB»  sofletch 
Praffmor  w  SMleynsMlBaa.  Mltf L  d.  •ndslav.  Ak.  d.  Wfu.  n.  X. 

Handl,  M.^  Dz.,  Froihwme  a.  d.  StMieobezrealichiile,  Laibadi  ((^ntmwidb),  Bleiweia- 

Mm  H.,  geb.  8.  8.  185D  Pratalts,  1877/RS  itnd.  Wien,  1890/91  London,  Oxford,  Oambridge, 

lHi>l,'Jä  Berlin,  18W  prom.  l£eidelb«rg,  1»1>'J  Supr'  a  StaatsgewoHi.  srhnlo  T?i,  litz.  IS?'.*  I'.io:^  Pro- 
foMor  a.  d.  1>.  Landcwoberroaltchalu  ProCuitz,  >clt  IM.i  l'rofoasor  a.  d.  ttiMkUuborrvalschulo  Laibach 

Hangoldt,  H.  v.,  Dr.,  G.  it-JK.,  Profinaor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Danzig,  Lang» 

fuhr,  Heiligenljninner  Wog  ;?  (vom  1,  1.  07  IfermannHyi^fer  Weg  8). 

KaiiH  Karl  l'ritidriiii  v.  M.,  i^fh.  IS  Ti.  IHfil  Weimar,  1>7-.'  7s  atml,  N«nch*tel,  OöttiAgt>n  und 
}!'^r]iti,   l.s;>S  |>r>>ii]    l^crliii.   l^hU  liati.  KrcihurK.   1^78  llUfsk'iircr  aui  I'rut    ( iyiiiii.uium  SliaibUg, 

1864  o.  Profeaaor  a.  d.  Techn.  Uociuchale  Hannov«r,  18^  Aachen,  aelt  1901  Daual^f. 

MsBSion,  P.,  Dr.,  Profe88or  a.  d.  UniTerdttfli,  Qent  (Belgim),  Qnai  des  DomimeaiiM  6. 

riiiil  M..  K<-^  l'^ll  Marchln-I«t-Huy.  iSCi  HT  »tuil  (loiit.  isVO  (inuingon,  1W.7  prom.  Oont 

(&L'    pliys-  i't  iiKitli  I,   l^Tü  Lattich  (math),   1^70  hab   l.nttioh,   Im'.Tj  }'ri>f.  a^r^gi  de  l'en».  moyeu, 
Ifeii.'i  07  lU'pMilt'iir  (i  yf'.i-  «).  G^nie  civ  et  d'-n  Art.  i  t  Man.,  »i  tt  IW,  l'nif.'i>siir  u.  d.  riiiveraitfct 
Gent,  ln«pect«ur  k  l'£c.  du  G^ni»  civ    >^t  do«  Arta  et  Manaf.   Mitgl.  d.  Acad.  a.  Gea,  d.  WiM. 
•  Brtlaael,  Lattich,  Loxomburg.  Pra^.  Lissabon,  Rom  (Kuo^i  UnoeQ,  d.  natb.  Oee.  Ametaadan»  n. 

Kaaaii,  d.  Ciro.  mat.  dl  Palermo,  d.  Soo.  acieut.  Bmxellea. 

Marco,  G.,  Sekretär  d.  Wiener  Scbachklubs,  W^ien  (Österreich)  VIII/2.  Aherstr.  51. 

Grorg  M.,  cib.  i.i.  11   1803  CsfmowiU,  ttud.  Wien. 

Harcuse,  A.,  Dr.,  Phvatdozent  a.  d.  Uni?enit&t  Berlin,  Qxo6-Lichterfelde,  WU- 

helmHtr,  5. 

Adolf  M.,  tji'b.  17.  11.  l.-<r.O  Ma«di')>urjf ,  1h7[i,.s(  ntud.  Strjiüburg  u.  Berlin,  l'^^l  prtiiii  ,  18S»i 
hab.  Berlin,  auerat  Aatron.  Bantlago  de  Chllo,  jotatt  Pnvatdor.  n  d  I'nir.  u.  Dosout  «.  d.  Handels- 
hochach.  Berlin.    Mitgl.  d.  D.  Aatxon.  Oe».,  d.  Ges.  f.  Erdk.  It.  rlin,  <l.  I).  Meteor.  Gos. 

JUrtln,  A.,  Dr.,  U.  8.  Coast  and  Geodesic  Snrvey,  Washingion  D.  0.  (CT.  &  A.), 
N.  W.  Columbiastr.  1635. 

Artemaa  M.,  geb.  8.  8.  1835  Stonben,  1877  A.  M.  Tale,  188S  Fb.  B.  Snlgm,  1885  LL.  D. 
Hilledale,  1885  Libnilaa  and  ndal  Oonpnlar  a.  d.  IT.  8.  Coaat  and  Oeodeeia  Snire;.  Mitgl.  d. 
Lend.  Math.  Soe.,  d.  80«.  naHi.  da  Fnuiea,  d.  Bdtab.  Xaib.  Soe.,  d.  ThII.  Sne.  Waehington,  d. 
Aiu  M,ttli  Soc,  d.  Oll«,  aiat.  diBalenw,  d.  Ibfb.  Awoa.  Kaglaad.  Berawg.  d.  Matbaa.  Ma(aatiM 
u.  a.  Mstli.  Visitor. 

ManseS}  8.)  Dr.,  Oberlehrer,  Sohleewig,  Bismarokstr.  18. 

8«pbn  «  Ferdinand  IL,  gab.  5.  4.  187?  Piimbaift  ISUflM»  etud.  0«Mbi««ii  n.  Keadiea,  1909 
vnm.  oettingen,  isMM)/M  wta.  HIUU.,  mH  1M4  Obailahiw  SoUeewi«. 

KaMchk«,  H.,  Dr.,  Fkofteior  a.  d.  UniTcnitftt,  Chicago  III.  (17.  8.  Ä>%  Woodlawn 

Av  r».')49. 

370  Manku,  0.,  atud.  math.,  Prag  II  {Osterreich),  Gcrütengasse  10. 

Otokar  Maria  AL,  gtHt.  IT.  7.  IHM;  Xontltachin.    Blitgl.  d.  Math.  Gc«,  Prag. 

llABOBy  M.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  New  Häven,  Conn.  {U.  S.  A.) 

Max  M.,  geb.  26.  10.  1877  HTadison,  ]8lit/U0S  »tad.  Wiiooaaia  n.  Oettlugcn,  l»03;04ln«tn>otor 
Maiteach   last,  of  Techn.,  i:)Ot  0'.  Inttr.,  aelt  190S  AMlat  Prof.  a.  d.  Tale  VbIt.  UitgL  d.  An 

Math.  Soc,  d  üiro.  Bat  di  Palermo. 
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MadMcbaielt«  Inttltiite  et  T«clmoIogy,  Boatou  Hms.  (U.  8,  X). 

Mi'.theniatical  Library  of  Vtw.  T^^nivorsity  of  Chicago.  Chicago  III.  (JJ,  8. 
Matlietiiatisches  Institut  der  Techuiscben  Hochschule,  München. 
MuthematiüchuH  luhtitut  der  Universität,  Freiburg  i.  B. 
MathetnatiHchog  Kabinrt  der  Universitüt,  Gie6«n. 
Matheiiiati^chf'B  Seminar  der  Universitilt,  Bonn. 
MatheiiiHtitifbeg  Semiaar  der  Univeisität,  Kiel. 
]lath«iii«tbctaM  8e«lnar  der  UniTenat&t,  Mflnehen. 
880  MiitheBStlMheg  Seminar  der  Universität,  Münster  i.  W. 
MathonintlHchc»  Seminar  der  üniversitrit,  Wtirzburp. 
Miitliematlseher  Verein  der  UniTersität,  Berlin  NW.,  Dorotheenatr.  5. 
HathematiKdier  Yerain  der  üniTerntftt,  Osttingen. 
Matlieniatlschcr  Teretn  der  Universität,  Halle  a.  S. 
MatbematiKcher  Yereln  der  üniversitilt,  Heidelberg. 
MuthcmatiHcher  Terein  der  Universität,  München. 
Maomry  Ii«^  Dr.,  Frofewor  a.  d.  Univeznt&t,  TabÜngen,  Christophitr.  8. 

Ladwif  HL,  fA.  tt.  IS.  IM»  MLttaelMai,  «ta«.  Mto^Mi  und  StnJbuqb  UM  pn»t  MW  Ii«»., 
law  nlobtetatm.  a.  9,  PioftMor  BtnUbatg,  Mit  1897  «Utu.  TttUng«!!. 

M^jrer^  A.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Leipzig. 

Ghrtatfaa  Oiulav  Adolph  M.,  g«b.  16.  8.  183»,  1W7/6&  ttad.  H«idell>eis.  aOMmgra  tuKOnlgi- 
k««,  Itei  mrow.  HMdtllMV»  MW  liab.  Ldpalff,  18»  a.  o.  Piaf.,  IWt  o.  Hra^Pnf.,  UM  ft.  Ft«r. 
ft.  d.  Univ.  Leipil«.  MilfL  d.  Q«s.  d.  Wtw.  Laipsif  u.  OWUiigwii,  der  Aoad.  Tvria,  d.  Lmp.  Oaiol.» 

d.  CItc.  mat.  dl  Patenno. 

K«lill]igy  A.,  Dr^  dTumaiiallehrer,  F&rth,  Amalienstr.  18. 

X.,  g«lk.  6.  a.  Vm  KlalBbraeli,  UW/IWO  atad.  Wftnbaig  o.  MttMiliMi,  1«M  prm. 
Vombwirr  amisl  Anlat  WOnbiuv»  J«***  OyBrnMUllalinir  Farth. 

$90  Mehliß)  0.,  Dr.,  Oberlehrer,  Oachersleben,  Kai»er.str. 

Otto  Jd.,  g«l>.  SÖ.  4,  1B76  J£i«l»bea,  vmjvm  itiid.,  190t  prom.  H«U«,  Mit  1005  Obwiabnr  a. 
d.  B«aiMb«to  OMb«ril«bim. 

Hdunke^  R.«  Dr.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Stuttgart,  Degerloch. 

BadoU  M.,  c«b.  S«. «.  1857  lAotacbcis,  187&/S0  Had.  StnttgMt,  Tttbingen  o.  Budla,  18S0  praa. 
TaUncwi,  vm  halb.  StaHgut»  MM  AisM.  a.  Itop««.  StaMgatt,  18S4  o.  Prof.  Oanwtad«,  Mit  IW« 
Btatlifwt  IBt^M  d.  L«^^  OatoL,  Mall».  Qm.  Hmkan  n.  Kbmb,  d.  Wide  Oml  Amtwdük,  d.  8oe> 
mafb.  d«  FiaaM. 

X«10Ber)  0.,  Hilfsrechner  a.  geodilt.  Institut,  PotHdam,  Victoriastr.  TO**. 

Otto  WiUMbm  Karl  M.,  geb.  SG.  G.  imi  Potsdam,  189&/1904  ttud.  Berlin,  leit  1904  HlUinohnair 
».  k.  pMoa.  Oood.  Inet.  a.  Z«ntmlb.  d.  Interaat.  Oradmeaaung.    Mitgl.  d.  Mfttb.  6«S.  B«rlla. 

Morriü,  Miss  H.        Wellesley  College,  WelleHl^^y  Mass.  {V.  S.  A.) 
Metzier^  W.^  Professor  a.  d.  Universit&t,  Syracuse  .N.  Y.  ((/.  H.  A.)y  Comstock 
Ave.  724. 

William  H.  M.,  geb.  IH.  9.  1»6S  Odessa  (Ontari./:.  l'iSO  A-  B.  Toronto,  18M  PK  ü.  CUrk, 
j«tat  Francis  H.  Root  Professor  *.  d.  Syracuse  Univ.  MitgL  d.  B.  So«.  Edinborgh  u.  Caaada,  d. 
LoDd  Mikth.-Suc,  d.  Ab.  Math.  800.,  d.  Soc.  matb.  de  FiaaMt  d.  Cil».  «Bat  dl  Val«mo. 

Mewes,  H.)  Oberlehrer,  Wismar,  Am  Schilde  6. 

Karl  David  Rormann      ,  \f<:h.  19.  7.  19«{0  Perleberg,  18TH/8S  stud.  Berlin,  18S6  OborMicor 

Ti  I  '  ,,,  ■■■\{  is'.i'i  n.  <1.  (irofifn  Siuiltachttle  (Gymn.  u.  Bealsch.)  Wismar. 

Mejer,       Dr.,  Oberlehrer  am  Kealgynmauum,  Charlottonboig,  Goethesir.  6. 

BoBVB  TL,  gab.  19.  «.  1871  BtoMMd,  U»/M  tlnd.  CHaleB,  BmUb  d.  HaU«,  lüH  pnm.  Hall«, 
lgi>»  Ob«rIehr«r  Frankfort  a.  H.,  seit  190t  Cbaxlotleabaif»  Mit  iW6  aooh  Hott.  Antat  a.  d.  TMfea. 

Hocbschulo.   »ntgl.  d.  Math.  Oes.  Berlin. 
Meyer  E»y  Dr.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Cbarlottenburg. 

Bngaa  £t«üi  M.,  geb.  14.  5.  vm  8tattg«xUB«ig,  1W7/81  atiid.  Stattgut,  prom.  Oettiagea, 
18M  hah.  ZOHeh  (Polyt),  MW  DombI  Haanoror,  UNNI  atatn.  a.  o.  Prof.  OOtttagan,  IMO  o.  FMf. 
BoUb  (TaehB.  Hochsch.),  seit  11»02  auch  n  o.  Prof.  a.  d.  Unir.    Mltpl.  d.  Ver.  P  Int' 

M<7(V»  W«F»9  Dr.,  Professor  a.  d.  (jniversität,  Königsberg  i.  1'.,  Vilienkol.  Alaraunen- 
hof,  HexBOg  AlbraehtMllee  VI, 

IMadildl  Wilhelm  Franc  M.,  gab.  S.  9.  IttS  Magdeburg,  1874/N  atod.  Leipsig,  Mtlnohaa  o. 

Berlin,  1878  prom.  München,  1X80  bab.  Tablngan,  1887  a.  o.  Prof.  Tfiblugen,  IHHH/97  O.  Prof. 
Clnusthal,  seit  1H1)7  KiinipiStTR,    >Iitgl  J.  Oes.  d.  Wiss.  I,(utic-]i,  d.  Leop.  Carul 

Hlkami,  ¥.9  ^ir.  367  Shinzaka,  1  Morikawacho,  Hongo,  Tokjo  (Japan). 
Taaklo  X.,  gafc.  M.  ft.  lS7fi  KataoU,  IW^  alad.  Tohyo. 
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400  Xllltr,  <il.  A.,  FtoftMor  u.  d.  UniTenim,  ürbuw  III.  (tT.  8.  Ä.)  W.,  Nevadattr.  907. 

George  Abr»in  M.,  geb.  31.  7.  1883  I-.vunvlUe,  1896/9"  stnd.  Leipzig  u  Parin,  1892  prom. 
ConberUnd,  1Ü93  hab.  Xkhigui,  1398/läOl  Inatr.  Cornell,  ltK>l/u:i  Analst,  i'rof.,  lUOS/06  Amoo. 
Fror  Stanford,  aalt  IM«  Ämot.  Ttot.  «.  d.  HUboJk  Dalr.  UÜtgL  &.  Ab.  MMh.  8o&,  4.  homi. 
Hath.  Sog. 

Mfak«W«kl,  R.y  Dr.,  ProfetRor  s.  d.  TTniTerritU,  GOttinf^en,  Planolretr.  16. 

Hermann  ,  geb.  2S.  8.  isfii  Alexoten,  ISSO  sf»  »tud.  Königsberg  n.  Berlin,  IS-sö  prom,  Königt- 
bertf,  l^H7  hab.  üonn,  18U3  a.  o.  l'rof.  Born»,  löiU  a.  o.,  IS'.'.'i  o.  Prof.  Königsberg,  ln'M  '/Mriah 
(l'olyt  I,  U«Oi'  GOttlngen.    Mitgl.  d.  Ges.  d.  W.  G&ttingen,  d.  M«üi  Gen.  Moskftu. 

Mittag'LeO'h'r,  G.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Hochschule,  Stuckholm  r>iursholm  (Schweden). 

Hagnu«  (SuKtaf  ML,  geh.  Ifi.  3.  1846  Stockholm,  IhG.'v  ;>"-  »tud  rps»iu,  i'ari»,  OdUinffAn  u. 
Berlin,  ISTÜ  pnnn-  L'p^ala,  1s;l'  Dorent  Upsalii,  1^77  o.  Prufi-BBor  Jlelaingfor»,  Reil  J-^Sl  Stockholm. 
Dr.  h.  c.  Bologna  (Math.),  Uxford  (LL.  D),  Cambridge  (8c.  I>.j,  Christiania  (Math.).  Mitgl.  d. 
AJuid.  a.  Ges.  d.  Wlss.  HeUingfors  (Fenska  V.  Soc),  Ofittingen,  Stockholm  (Svwnaka  T.  Alt), 
OMBbTldg«  (PUL  8««.),  üpMiA,  Chriadaaüi,  KopoilMgiu  (Banak*  T.  8.),  Manchester  (Mt  pbiL 
Soe.},  iMmdon  (B.  Boo.),  8t  Ttttt^r^^TwHn.,  Amsteritani  (Ned.  V.  O.),  Neapel  (Pontan.),  Bon 
(Liacei),  Paris,  Bologna,  Neapel  fPoc  ),  Brünsol  (Ac,  Belgl-iuoi.  Budapt*Kt,  Duhliu  Ir.  .\c  \,  d.  Leop. 
Carol.,  d.  Soc.  Italiana  4.  Sc,  Khrenniiigl.  d.  Go*,  rari»a»iiu9  .Vtliun.  d.  Loud.  Math.  Soc,  d.  Hoc. 
niatli.  de  France,  d.  Math  (iuü.  Musicuu  u.  Petersburg.  Mitgl.  d.  Brit.  Aseoe.  Adr.  So.,  4.  OtlQ. 
mat.  dJ  Falenno,  d.  Fyiiogr.  S.  Lund.   BegrOadar  u.  Uerauag.  d.  Acta  oMh. 

■»lies,  Tfe.)  FtoÜBMor  am  Polyteeluukam,  Tenulc  [Sihmm). 

■olk)  J.,  Dr.,  Professor  a.  d.  üniverditiU,  Nuu^  {Frankreich)^  me  d^AUiKBce  8. 
Connut  Fri&trto  JuUa  M.,  gabv  S.  11  1W7  Straibvr«,  1875/8S  stud.  Zftxlah  ^IjriJb  V»!*  «• 
Bertis,  tSSi  prom.  Paria  (Dr.  «•  fAtet  fr.),  18S4  hab.  Bmums,  1Hi«ü/k1  Ste«*t  a  1*  BtbttoÖAqu 
Paris,  1884/H5  Maltrc  de  rnnf  n.nnes,  iss.vs«  Charg«  de  Conrs  Beaan^on,  1888  Prof.  Beaan^on, 
a«lt  IHüO  Nancy.  I)r.  h.  c.  Padua,  Mitpl  d.  Leop.  Caro). ,  d.  .Soc.  d.  ao.  Nancy,  d.  Soc.  math.  da 
France,  d.  Circ.  mat.  di  Palenno,  d.  Soe.  a«troin.  de  France. 

Jiollervpy  J>9  Dr.,  Attsistent  am  Polytechnikum,  Kopenhagen  {Dünemarl' . 

Peter  Johaanea  M.,  geb.  S.  Ii,  187S  Nyborg,  1891/96  atad.^  prom.  o.  hab.  Kopenhagen. 

Mwnf  E.  H.,  Professor  a.  d.  VniTeivitftt^  Chicago  IIL  (CT.iSLXX  Mofenie  Ave.  0007. 

BUakfm  HaetiiiLge  IL,  geb.  M.  1.  186t  KMletU,  1879/N  «ad.  Tele  a.  BerUii.  1888  A.  B., 
1888  Pb.  n.  Tele.   1888/8t  Inatraetor  Kortbweetem ,  1887/88  Ttttor  Tele,  IKHä.Dl  Aaaiat  Prof., 

1891/93  AsBoc  Prof.  Northweatem,  stit  l-ifiS  o  Prof,  Chicago,  Dr.  h.  c.  Oöltiiigcii,  LL  D. 
Wisconain.  Mitgl  d.  Nat.  Acad.  d,  Anicr.  Acad.  .\rt*  So.,  d.  Amer.  Phil.  Soe  ,  d  Am.  Math. 
Soc,  d.  Lond.  Math.  Soc,  d,  Circ.  mat.  dl  Palemio     Heraasg.  d.  Tranoactiona  Am.  Math,  Soe. 

MiUler,  C.  H.,  Dr.,  Assistent  a.  d.  k.  Univ.  Bibliothok,  riöttiugen,  HansHtn^tr.  4. 

Conrad  Heinrich  M.,  geb.  12.  12.  1878  Bremen,  ieVI/1903  stnd.  Freibarg  i.  lt.,  Berlin  o. 
QAttlagen,  1*08  f«».  QettlBgMi.  1800/01  «■  tOOt/OS  AmIÜ  e.  d.  Ualv.,  sali  1808     d.  BIbliallMk 

Oöttiogen. 

XiUer,  Emil,  Dr.,  Ptofeaoor  a.  d.  Tecbn.  Hddisehule,  Wien  (österreM)  lY, 
Pressgasse  17. 

Bnll  Adelbert  M.,  geb.  Si.  4.  1861  iMdaknm,  18711/88  etnd.  Wien,  1888  prom.,  UM  heb. 
KifmätgAmMf^  1^  IP.^  ISB^jVO  Aaeial.  a.  A  TedUk  lEealuMlb,  180^^  IMvw  eai  GeweibeHu.  Win, 
ttUflM»  Tt9t  a.  d.  Ba«ce««tkeoiivl«  KOBlgtbergi  Mit  IMM  o.  Viot.  A  Teebat.  HodMebal*  Wlaa. 
lOlgL  d.  Akad.  Wies. 

MUler,  Engen,  Dr.,  Professor  a.  d.  Obenealeebole,  Konstans,  Bahnhof^late  4, 

Ked  JSag es  M.,  geb.  8. 1.  1888  OeialBgea,  1881/W  atod.  Moadun,  Bertin,  Vkaflnug  L  B. 
Q.  Befdelbeiv,  1888  yvom.  Heldetbetg,  1888  Prof.  lf«h)hetm,  180»  Teobeibfichefthelia,  aait  1808 

Konstanz. 

410  HfUler)  Felix,  Dr.,  Professor,  Friedenau  bei  ßerliu.  Könucbergatr.  16. 

Hermann  Felix  H.,  geb.  il.  i.  1848  Berlin,  1862/^7  stnd.,  18C7  prom.  BerUn,  1868  Prof.  am 
k.  Wim  -Boalgymn.,  187S/97  am  Lniaengymn.  Berlin.  MitgV  A  Leop.  OmtoL  IL  d.  Math.  Gee.  BaeUa. 

Müller,  Franz,  k.  Obergeometer,  Augsburg. 

XUler)  H*,  Plrofeoeor  am  Gymnasium,  Charlottenbnig,  Gtobnaonaiv.  Itt. 
SMwtchM.,  geb.  87. 7. 1806  Wiaseabeliih  1876/8»  etod.Mtidnaif«.BariiQ,^ 
mm  X.  Augaata-GymoMlinn  OharlotteBbiiirg.  Hlt^.  d.  Mefb.  Oea.  Berila. 

Mflllcr,  J.  0.,  Dr,,  Göttiugcu,  Nikolaueber^'erweg  49. 

Johann  Oswald  U  .  goh.  ->8.  6.  1877  ^uhland ,  I^£)7'l9frl  atod.  Leipaig,  Zflrich,  Gattingen  «, 
Paria,  1909  prom.  OOtti&gen.    Mitgl.  d.  Soc.  maib.  do  Krauce. 

Mtller,  Belnholdy  Dr.,  Piofeoaor  a.  d.  Techn.  Hodishole,  finransdiweig,  Hagen« 
Str.  2. 

Heiarieh  BobeH  Belabold  geb.  tL  8. 1867  Dtsadaa,  1874/78  etad.  Biaedea  a.  Lalgrig, 
1888  FMM.  Laipafg,  1881^8«  ObeilabMv  Btaadea,  aalt  1608  o.  Pnf.  Bramiadiwelg.  Mitgl.  d. 
Leap.  CaroL 
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Httller,  Bichard,  Dr.,  FfofMsor,  Obenealaohaldiiektoarf  Schflnebog  b«  BttUn» 

Grunewaldstr.  27. 

GoMMtd  Xttl  Biehkrd  IL,  gab.  19. 1. 1861  BvUb,  i«J»ß»MaA^  1884 poua.  Bwlin,  MM  tob. 
Berlin  (Tch^Iui.  HochBch  ),  iM5  Obwieltrer  Bwlia,  Mit  liNM  IMnktor  d.  HabMMUwuebnl« 

8eh0n»berg.   Mitgl.  d.  Math.  Op«.  BorHn. 

Hstll  P.,  Dr.,  Osthoicu  :  Klieiuhesaen),  Wormaerstr.  2'i. 

PM«r  M.,  gab.  10.  6.  im  Ketunabla,  18t)0/S5  atud.  Uaidalbaig  o.  OiaiBao,  U0O  prom.  Qiaflan. 
Ifl^  d.  die.  B»t.  dl  Palvraio. 

Nactseh.  E.,  Dr.,  Professora.  d.Tcchti.  liocliHchule,  Dresden- Blase witz,  Striesenerstr.  6. 

Fri»i1rich  Wilhelm  Emil  N.,  geb.  H).  7.  im)  Dresden,  1S«IS,U3  atod.  Dresden  u.  Loipxig, 
1894  prom.  Leipzig,  VSHb  bmb.  Sraiden,  1909  Aatdetent,  aeit  l'JO:t  nichtetetm.  lu  0.  PrafaMor  Diaadaa. 
Nagraoka,  H.,  Profonrar  a.  d.  UniTersitat,  Tokyo  (Japan). 

HftaUro  X.,  geb.  1«.  ».  186.'  (iiuurii,  l>»l/87  »tud.  Tokyo,  lüiKi/Hn  Berlin,  Manchen  u.  Wien,  Xmi 
prom    Higakothi  Tokyo,  IHO'^  Higakuh«kaihi,  loil  l»t*<i  o.  Profeuor  a.  d.  Univ.  Tokyo.  Mitgl. 

der  Akad.  Tijkyo. 

HBthy  M,f  Dr.,  Professor,  Direktor  des  Real^mnasiums,  Nordhausen  (Harz). 

Carl  Emil  Augnit  Max  X.,  geb.  13.  'J.  lUh'J  Kreuxburgerhütte,  18TS;XS  »Ind.  Berlin,  1»9S  prom. 
Mall«,  1890  1901  Oberlehrer  am  Latkeugymnatlum  Korliii,  IDOl/OH  Mitarbeiter  baün  FrotisailU- 
■ehulkollaglaiD  Berlin,  aeit  1903  Direktor  dea  Bealgynmasiuma  Mordhausau. 

410  5ett0y  E.,  Dr.,  O.  M-B.,  FkofwBor  a.  d.  Ünivetritfti  Oi«Ben,  SfldAnlag«  IS. 

Kngen  K.,  geb.  ims  Halle,  1866/70  stud.,  1870  prom.  Verlin,  1871  79  Oberlehrer  am  Friedrich 
Varderichen  Gymnasium  Berlin,  187i)/8:>  a.  o.  Professor  Strasburg,  18S-j;h8  Berlin,  seit  1888  o  Pro- 
fessor UieBen.    Ehrcnmitgl.  der  math.  Oes.  llamfmr^'. 

Nevberg^  4»f  Profeaaoi  a.  d.  UniveraiUt,  Lüttich  ißetifimu  rue  Solesiiu  11. 

Joaaph  JobaDB  V.,  gab.  M.  10.  IMO  Xioxambnig,  1859.«S  atnd.  Qant,  tMJ  pfonu,  IMS/8S 
Piafleiaor  an  der  primären  und  mittleren  Xormalsrhnle  Neivelle«,  180'»  84  an  den  Athenäen  Arlon 
Brftgga  a.  T^nttich,  1878  81  Kopulitor,  18»-i;8r>  a.  o.,  seit  issn  o.  Professur  a.  d.  rniversitkt  I.tittich. 
Mitgl.  d.  Akad.  lirOssel,  Lattich,  Liix<-iiitiur^-.  Amsterdam,  Coimbra. 

KenmanH,  C.,.Dr.,  G,  H,-R.y  Professor  a.  d.  Univeraität,  Leipzig,  Querate.  10/12. 
Carl  GottMed      gab.  f.  6.  MM  KOaigibaig,  IWfiA  HaA,  tttS«  pna.  KaatgAa«,  1868  bab., 
1M3  a.  u.  Prof.  Halle,  18«S  o.  Vntf.  Biwal,  1M6  TaMnfl«n»  seH  1888  Lalpalg.  Mtlgl.  d.  Oaa.  d. 
Wiss.  Leipiiig  u.  Uüttingrn. 

Houiann)  E.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Marburg,  Barfiißertor  25. 

JK rmat  Blobaid  Juttni  N.,  gab.  9. 11. 1«76  ROaigabarg  L  Br.,  vmm  stad.  KOalgabarg,  Heldalbarg 
n.  Lalpdg,  11998  imat.  Lalpalg,  1999  bab.  Halle,  199t/0K  etat»,  s.  o.ProfoaaorBiaalan,  aalt  I99S  Haibarg. 
Hewklrck,  B.,  Dr.,  Assistent  am  Lick-ObHonatoriuni,  Mt.  Hamilton  Tal.   J\  S.  A.). 

Bnrt  Leroy  N.,  geb.  1.  f*.  1876  ii^lkuville,  %U\<\.  Minnesota,  MUachcn  u.  UOttingen,  l^Mi  prom. 
Mnnchc-n,  1  •<<:  OH  Assistent  California,  seit  1900  Lick-Stemwarta.  A.B.,  A.  M.,  Ph.  B.,  MitgL  dar 
D.  Astron.  Uea.,  dar  Am.  Math.  Soe.,  dar  faoiflo  Aatron.  8oe. 

NewsoD)  H.)  Professor  a.  d.  OniTersittli,  Lawrence  ETBiiBas  {U.  S.  Ä). 

Henry  Byron  N  .  k'.O.  10.  7.  18Ä0  Mount  Gileaod,  lb7y>>s  Html  We«leyan,  Joluis  ir<i|,kius, 
Heidelberg  n.  Leipzig.  lt«»a  A.  II.,  189S  A.  M.  n.  Ph.  D.  Wosk-yau,  1881/80  Instruktor  am  Central 
Tenneasee  College,  IHMK/OO  am  Western  Xumal  CoUi-k«,  18110  A»iist.  Prof.,  189:9  Assoc.  Prof.,  seit 
1806  Profaaaor  a.  d.  Kaotai-UniT.  llitgL  dar  Am,  Uatb.  Soc,  das  Cire.  nut.  di  Palermo,  dar  Am. 
Aaaoe.  Adv.  8o. 

Nielson,  >\,  Dr.,  Dofont  %.  d.  UnivenitiU»,  Kopeohagen  X  (Dänemort),  Ndsse- 

brogade  bl. 

Klata  H.,  gab.  9.  19.  ISCft  Oardar,  atad.,  ptvm.,  bab.  XopaBbtgan,  1909/06  laapaklor  d.  mafh. 
Untarr.  a.  d.  Ojrmaaalen,  aalt  1905  Doaaat.  Xttgl.  dar  Iiaop.  CaioL,  dar  8oe.  autta.  da  Piaa««, 
da«  Clro.  mat.  di  Palermo. 
RlklM,  P.,  Uberlehrer  am  G^nnnasium,  Lyck  (Ostpreußen). 

Paul  N.,  gab.  SO.  1.  1W7  Katatinowaii-,  imbjVi.  atnd.  KAnlgiberg,  1897/1901  wln.  Hilflilabiw, 
aalt  1901  Oberlebiar  Itjek. 
irttiy  K.,  I>r  ,  Prohekandidat,  Gumbinnen,  Po«tstr.  'A. 

Konrail  .\iii.'ii«t  Mortis  3f.,  geb.  lt.  8.  188S  Pr.  Fricdland,  ItMU.O.'i  stud.  Marburg,  Berlin  u. 
KAtUgabnrg,  r.'ii;.  from.  KOoigAarg. 
MMfher,  M..  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Erlangen,  Nümbergerstr.  .10/32. 

Max  N.,  geb.  i\.  0.  I.s4-t  Maniih«^ini.  186r.,.-J)  stud.  Heidelberg,  GieOpii  u.  Güttingen,  1KC8  prom., 
1''70  h;ib.  Heidellii  ri.-,  1>T1  iiw  hti  tiiim  a  l'rofessor  Heidelberg.  l-*7.i  ctatni.  Erlaii|,'i n,  seit  Ikss 
(I.  l'iufesaor.  .Mii|.-l.  <I<t  Akad.  Milncheu,  Berlin,  Gottlngeu,  Turin,  l'»ris,  Mailanti,  liudapost, 
Rom  (Liucei),  der  1)   A-truu.  Oas.  atC 

430  KordmauD,  .V.,  Dr.,  Professor  am  Aealgymnasium,  Halbcrstadt,  Gleimstr.  17. 

Max  WoU  WUlielm  N.,  geb.  9.  1869  Hahlbanaan  ^Thüringen},  1870/13  atud.  Jena  ik 
BtiaBbarg,  Mliar  wlaa.  HilfMabrar  BMubarg,  Jatat  Obarlahrar  Halbaratadt. 
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(Hll»iitii<ihe  LaadeftUI»11*lliek,  Kgl.,  Stuttgart,  Neckerstr.  8. 

Oettlngen,  A.  v.,  Dr.,  Professor  a.  tl.  Universität,  Leipzig,  Nfozartstr.  1. 

Altbar  Joachim  r.  O.,  b«1>.  18.  S.  1886  DorpM,  i8U|/Sl  ■tiui  Doiykt,  Piuis  u.  Bwlln,  IMS 
feabw,  UM  pmoi.  OorpM,  1M8  m.  18CT  ».  PiofkMor  Oerpal,  189S  Prt* »tdoBan«  Lcipdg,  Mit  IHM 
Ol.  HooMWprofaMor.  KaU.  Bn»«-  wirk).  SbMtmt,  Kxxellenz,  Mitgl.  der  Aksd.  St.  Petersburg, 
d«r  K.  Bleha.  G4MI.  Wlaa.,  Ehroumitgl.  der  Li  vi.  Ookon.  Soc,  dv  phyalk.  Vereins  Frankfurt  a.  M., 
der  Naturf.  Ues.  Kiga  n.  Dorpat. 

Ondracek)  J.,  Pro£B««or  a.  d.  Staatagewerbeschule,  Wien  IX  (Ösiermdi),  Pramer- 
gasse  10. 

,T,iu,  r  ii     ifh   7   :>.  1^7i  U'iL'ii,  IfSliJ  l>t'.  »tu<L  Wk'Ii  i  Tocliii  HdcliBch.  I.  Mitul.  d  .Math.  (!ps  Wien. 

OpttS)  II.,  Dr.,  Oberlehrer  am  Köuigstädtiscliea  ßealgymuasium,  Joiuuuisthal  bei 
Berlin,  Parkstr.  6. 

Hans  Bob'Tt  Ceor^  o  ,  ^f^b  Ja  lt.  i~:>(>  Hrrlin,  l^77  sn  ntuä.  Berlin,  1801  piom.  BiMiMk, 
18M/8»  UUÜtlebrer,  ««it  IttSS  Oberlehrer.  Mitgl.  d.  Math.  Ges.  B«rUa. 

OppolkeTf  E.  Bttter  t.,  Dr.,  ProfesBor  a.  d.  UnivemitKt,  Innsbraek-Hottuig 

(Österreich). 

Kgon  Bitter  v.  O.,  geb.  186^  Wien,  «tud.,         prom.  Wieo,  ItiSS  bab.  Prag  (D.  Unir.), 

I^OT/IUOI  Assistent  a.  d.  Sternwarte  dor  1)  UniveraiUt  Prag,  1U01  a. «.  mH  1808  O.  PnHaaMT luwbnwk. 

Oseen,  C.  W.,  Dr.,  Lund  {iSchwednt),  l).  Vallgatan  19 

Carl  Wilhelm  O.,  geb.  17.  4.  löTSJ  l^und,  lüW/lUOl  »tud.  I^und  u.  (Jottingcn ,  ltK)3  prom, 
IÜOl'  hab.  Lund.    Mitgl.  des  Circ.  mat  di  Palermo. 

Osgood,  W.,  Dr  ,  Profe88ora.  d  Harvaid-Univendt&t,  Cambridge,  Mass.  (£/'.  S.  A.)y 

Avon  Hill  Str.  74. 

Williaiii  >'>'(^K  <),  ftob  In  3.  1861  Boston,  »lud.  Harvard.  ( Wittiiippn  u  i:rlunnrii,  IKlK)  prom. 
EriMgen,  1890  bab.  Uarrard,  jetit  o.  ProCBMor  a.  d.  Uarvard-Uuiv.  Mitgl.  der  Ain  Math.  Huc. 
(HflMwg*bv  dar  TwiwBwHoni),  dM  Olie.  mtX.  di  Valamo,  dw  Vrt.  Aead.  9n. 

Papperit/,  E.^  Dr.,  Oberbetgnt,  Profeoaor  a.  d.  Berga)»deiDie,  Fteiberg  (Saoheen), 

Weisbacliatr.  5. 

Johannes  Krwiu  geb.  17.  1857  Dresden,  l^TöyHS  stud.  Luii»*!«  u.  Müiichen,  lRti3  prom. 
Leiii/ig,  i.KHf,  h.ili  Dresden,  18»9  a.  o.  Professor  Dresden,  seit  1JJS»2  o.  Profeuor  Fri  ib.  rg 

r«Mk,  Jl.,  Dr.,  G.  i/.-Ü,  Profee8or  a.  d.  Universität,  Gieflen,  Aiicestr.  81. 

Morite  V..  g«1i.  a  11.  1848  BrMtau,  lf»r0/8«  imd.  Bmlu  u.  BmUo,  1866  |n«gi.  Bml*ii,  1870 

hah.  (licßfii,  IST:'  a.  o  .  »fit  1875  o.  ProfoBnor  cnoßpit. 

440  Peirce^  J.  M.^  Professor  a.  d.  Hanard- Universität,  Cambridge  Mas«.  {V.  S.  Ä.)f 
Eirklaiidplace  4. 

Pelr,  K.,  H.-R.,  Profeaeor«.  d.  BOlun.  Teefan.  Hochodmle,  Fkag  {Öakrreieh)  II, 
rnttrichgaase  1778, 

Kart      geb.  9.  10.  1818  Belec,  1»&4,69  itnd.  Prag  (Polyt.),  1889  Aniitoiit  a.  d.  KentrtlBDilall 

r  Mitc.ir  u  Knhi>af,'ii  Wien,  IK70  a.  <i.  d.  TooTiii.  Horhm-liulo  Pru^j,  1.^7.'.  wirkt.  Lehrer  a.  d. 
lie«l«cliuU>  Te(a<:ht.>u,  IhTö  a.  d.  Landv«ul>iirrvalschule  iiitus,  ioiti  ItAb.  liraK,  18*8  a.  o.,  IhÜt  O. 
Profesii'<r  (>ra/.    Mitgl.  der  böhm.  Uos.  Wist.  nnd  der  Kaiser  Franc  Josef  Akad.  Prag. 

Perroiiy  0.,  Dr.,  Privatdozent  a.  d.  Universität,  München,  Konrndstr.  7. 

Oikar  P.,  geb.  7.  8. 1880  ttmakuithal,  lHV>t,1906  «tud.  MOBobaa,  Bflrlltu  Tubingen  n.  Güttingen, 

J5K»2  prom.,  1006  hab.  München. 

Pexidery  J.j  Dr.,  Dozent  a.  d.  Universität  Bern,  z.  Z.  München,  l'üxkenütr.  U2. 

J«h«nii  Wflbotaa  P.,  geb.  tt  18.  1874  tng,  «tud.  Pi«g,  Wl«n,  Paria  n.  Otttttikgan,  1888  inoin. 

I'r!(?..  1W5  htth   Rpm.    Mltgl   dp!  Circ.  mat  rll  Palermo,  der  NutTirf  <!<■«.  Bern. 

Pick,  G.,  iJr  ,  Profesflor  a.  d.  DeutHclien  Universität,  Frag  {ÖsUrrek-h),  Kouigl. 
Wemberge  754. 

Georg  Alexander  P ,  geb.  10.  8.  1859  Wien,  1875/xo  stud.,  1880  pron.  Wien,  1888  hab.  Pntg, 
1888/88  a.  o.,  seit  18il2  o.  ProfBSMr  Frag.    Mitgl.  der  L«op.  CaioL 

Pierce,  A.,  Dr.,  [ustcaktor  a.  d.  Univeiaität,  Ann.  Arbor  Mick.  (17.  8-  A,), 

Packard  Str.  782, 

Archie  Bnrton  P.,  geb.  11.  Ii.  1867  Boukiugham,  18»6,Ü2  stud.  California  u.  Harvard,  LbS36 
1  -itn.  il>Ol  03  Uftttiagcn,  Zarioh  n.  Ureifswald,  1888  pro».  2tt>icli|  1808/1801  lattnklor  Ciüaago, 
seit  VJWi  Michigan.   MitgL  dar  Am.  Math.  Hoc. 

Pierp«Bt,  J.,  Prafeeeor  a.  d.  Tale  Univenittt,  New  Häven,  Conn.  {ü.  &  A.), 

Mausfit'tlstr.  42. 

Pieteker^  F.,  Frofeesor  am  Gjxunasiittn,  £{ordbauseu,  Mittelatr.  14. 

Wtlheln  Friedrich  ChrleHm  F.,  geb.  la  18.  1844  SondenhanMn,  1868/n  «tad.  Bartin, 

C^tiinM«»  ti  Kr>ui(riiV«rFr,  1nt:i  7h  n  Lehrter  am  Baalgymo.  Tamowlti,  wlt  1878  ObaiMhn«  aok 
U^mn.  2«ordhaaaen.    Mitgl  der  Leop.  Carol. 
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FUtB,  A.,  Dr.,  Bad  Sulza. 

Adolf  P.,  geh.  H  1?   isrifi  Timfinan.  l^Tfi/Sl  irttid   Jnn»  n.  Prirlfn,  ISHl  prom.  Borlin. 

Piuclierie)  S.,  Dr.,  ProleaBür  a.  d.  Univirsitüt,  Hologua  {Italien;,  Via  Galliera  62. 

8alT»tor»  P.,  geb.  II.  S.  1853  Tn.  Kt ,  1>70  ntud  l'is».  1877/78  Berlin,  lK7ri  TT  Lelir.T  am 
Licoo-giimMio  Pa«-i»,  1878/tM  »■  o.,  »oit  Ib»»  o.  Profettor  ».  d.  Univ.  Bologna.  Mitgl.  der  Ak»d. 
Rom  (Llncei)  o.  Bologn»,  der  Soc.  Ital.  (dei  XL),  de«  Iit.  Lombardo,  de«  Clrc.  tarnt,  di  Falamo  Mc 

4«0  Pisati,  L.,  Dr  ,  Lehrerin  a  d.  Techn.  Schule  „Maiiaiui«  Dionigi^  Rom  (ItuUeH), 

Via  Vittorino  da  Feltre  1. 

Laiu  Lsar»  BMtrioe  VMm  P.,  g«b.  AB«aa»,  bto  1908  ttnd.  Bon,  IM»  pi«B.,  mH  iWf 

lifihreriii  a.  i1.  Tecbn.  Schule  ..Msrianna  T>lonlfrI"    Mitpl.  tlrt  Circ  mat.  di  Palermo. 

Fluuck,  M.,  Dr.,  Professor  a.  d  Uuiversitiit  Beiiiu,  GmiiewaLd,  Wangeiiheimstr.  21. 

M»x  C«rl  Lndwig  Emst  P.,  geb.  23.  4.  IHöH  Kiel,  lh'4;7H  atud.  München,  Berlin,  1K7U  prom., 
1880  b»b.  München,  1885,89  ».  o.  PiofeMor  J£ltti,  1S89/9S  BwUa,  Mit  1893  o.  ProfcMor  Berlin, 
mtgl.  der  Akkd.  Berlin,  Gfittlngfn,  Haaileat  o.  Upnia,  d«r  phjnk  in«d.  Bo«.  Bflaagali,  BhiWUHltgL 

Hf«  phyn.  Vereint  Frankfurt  a  M. 

Plemelj,  J.,   Dr.,  Phvatdozeut  a.   d.  UuiveniitÜt,  Wien  XVIIJ,'2  (Österreich), 
Bastiraguae  4. 

JoMplt  «»b.  iL  lt.  UfST«ldM,  18M/1M1  tttii.  Wiest  BttUa  OOtUa««^  U»8  j/atam^  190t 
ball.  WfoB. 

Yoebhainmer,  L.,  Dr.,  G.  R-R  ,  Professor  a.  d.  Unirersiiät,  Kiel,  ßeseler  Allee  2. 

Leo  August  P.,  geb.  25.  8. 1841  StMtdAl,  1869/63  atud.,  1S6U  prom.,  1879  hab.  B«rUii,  IB^4/11 «.  o.. 
Mit  187  T  o.  Profettor  Kl«l. 

PockeiH,  F.,  Dr.,  Professor  a.  d.  UuiverHiCit,  Heidelberg,  Bcrgstr.  3. 

FricdriLh  Karl  Alwin  P.,  geb.  lö.  i>.  I&Oü  Vicenxa,  188.1/88  tliul  lirauniohwoig.  Freibarg  i.  B. 
u.  G4ttjn(;i'ii,  l^t88  prom.,  180g  hab.  Qöttingen,  1889/96  Ataiitent  G'^ttinK<  n,  1890  Adjunkt  Ml  whj*, 
lotV  u.  a.  o.  Prufestor  Dreaden,  teil  1900  etatm.  a.  o.  PtofMior  Hoidelbwtg. 

F9mIi1,  Tb.,  Ingenieur,  Graz  (Österreich),  KIoaterwiMigaMie  19. 

i  hfodor  P.,  tft'h.  ISS«  Gra«,        r.n)5  attici.  (irai,  1901  AniitaBl  LaobcB. 
Poukka,  K.  A.y  cand.  pbil.,  Uelaingfors  (Finland), 

PdiBiAaij  J*>  I^.,  Direktor,  Prof«MOt  am  Zeiehenlebrexaeiuiiar,  Budapest  (Ungarn), 
m.  Ssemldhegy  Jözsefhcgyi-u.  8. 

JoMph  P.,  geb.  188rt  BndaipMt,  «tod.  o.  18U  prom.  BadapMt,  ISft»/«!  all  Ingenlenx  tltiv, 
lOtl/ai  AwlBlrat  ».  4.  Ted».  Hoebartnl*  B«d»pml,  1886/19M  ObwwlMbalptofaMOr  SnigadlB 

n.  Budapp»»,  s»*H  1904  Profrtfor  sm  ZcichenUtlirrriic-minar 

Portety  B.  M.,  i^fesüor  a.  d.  Texas  Universität,  Austin,  Texas  {U.  S.  Ä.). 
Powaly  A.y  "Ptohntat  a.  d.  Baaliehule«  Gumbinneii. 
460  PrABdtl,  L.,  Dr.,  Profeshor  a.  d.  riiiverüitilt,  Göttingen,  Kirchwog  1". 

Ludwig  P.,  geb.  t.  S.  187:1  Krviaing,  1894/98  atud.  München  (Tech.  Hochach.),  1900  prom. 
Manchen  (Univ.),  1900,01  Ingenieur  der  Matchinenbaugoaellach.  Nflmberg,  190I/M  TtVtaum 
ft.  d.  Techn.  Hoebacbiüe  Uannorer,  Mit  1904  etatm.     o.  PiofMMr  Oettingm. 

PPMad,  6.,  Profeeeor  an  Qaa«ii*i  College,  Benaree  (Indien),  Old  Cantonments  S8. 

fianouh  r  ,  fifh  1.'..  11  1876  BalHa,  18.1,1004  "tud.  .Mlaliabad.  Cambridge  u.  GüttinKon,  l,si,i>< 
prom  AlUhabftd,  iMi  .\(li1it.  Profettor  ikta  JUuir  Central  College  Allahabad,  aeit  1806  Profewor 
am  gu<-rn>  College  naroK  B.  A.  (Cambridge),  M.  A.  (AlMubeA  a.  Obleutla},  D.  So.  (Allataabid)} 
Mitgl.  der  Lond.  Math.  Soc,  dM  Ciro.  M»t  dl  Palenno. 

Pringslielni,  A.^  Dr.,  Ptofaioor  a.  d.  üniTwrmtftt,  Hflnchen,  Areiattr.  Ii. 

Alfnid  P. ,  geb.  2.  9.  IS-M!  OiUau,  l,si5!<  7:;  «tud.  Ht  rlin  u.  Heidelberg,  l'<72  prom  Heidelberg, 
1877  hab.  Manchen,  i8.S6,'1901  li  u  ,  »elt  1901  o.  Profotaor  Manchen.  MitgL  der  Akad.  Mttaohen, 
der  Gea.  d.  Wlsi.  Oettlngen,  der  Leop.  Cnot.,  dM  Cin.  nal.  di  Paltcno. 

Frotopai>;iüakiK,  F.,  i'nvatgelehrter  und  Mitglied  der  Abgeordnetenkammer,  Athen 
(Chiedmkmd)^  Rua  Talaoritis  16. 

Petrm  P.,  gät.  1990  Kucot,  1978/8«  atud.  Parii,  ftliher  Profetaor  a.  d.  Techn.  Uocbaohala  md 
Kxiega«kad«nie  Athen,  lowie  teohn.  Dlzeklor  der  Auafaliro&g  dea  Kanala  von  Kotintb. 

Frftniai,  E.,  Dr.,  wissenBchaftUchei  Mitarbeiter  bei  Togtlftndw  u.  fioha  A.-0., 

Braunscbweig,  Kiedestr.  14. 

Albert  Krich  P.,  geb.  18.  4.  1872  Berlin,  1894,'99  «tud.  Hannover,  GOttlngen,  1905  prom. 
TtÜ>iiiKi-ii,  \K>'J  r.iOri  .\<isi4t  a  d.  'r>'L'hu.  HorhBL'hulü  llraun»('hw''i(;,  nait  11NM  MllaibellM  bal  Togt* 
Under  u.  Sohn  A.-Ü.,  opt-meoh.  WorkiUtte.   Mitgl.  d.  J).  Phya.  Ge«. 

Pryn,  F.,  Dr.,  G.  H.-B.^  Fkofenor  a.  d.  Univenität,  WfirsboTg,  Scbweinftirter^tr.  a 

Friedrich  P.,  geb.  28.  1841  Düren,  1859/6a  atud.  Berlin,  Hoidulborg  n.  Güttingen,  186.1  prom. 
Berlin,  1865/69  o.  Profetaor  ZOrioh  (Foljt.),  aeit  18C9  WUrzboxg.  Mitgl.  der  Aluut.  MOachea, 
dar  pliim.4Hd.  Boc  Maagw,  dar  Om.  4.WiH.  Oatttacaii»  d.  iMp^  OaioL,  d.  Oin;  nat.  dl  Palann«. 
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Ftaszjekl,  J.,  Dr.,  Proferaor  a.  d.  UniTenitftt,  St.  Petersburg  (Rußland),  Nadie- 
sdinska  11,  log.  80. 

tmn  P.,  s«b.  t.  9.  U64  WjngmoA,  IVtt/n  itdl..  IWt  Mieiatar,  1M8  Dt.  M»th.,  1881  Imb. 
St  iMmtai«.  iHVT/im  a.  o.,  mII  1M1  o.  Pioftwai  a.  d.  Vair.  Bt  PM«4buf.  MilfL  dur  AkaA. 

KrakAu,  der  Math.  Oph  St.      ii  raburg ,  Motkitu,  Charkow,  Kaaan,  dw  San.  AltMO.  OM. 
Fund,  0.,  I>r.,  Oberlebrer,  Charlotteuburg,  Schloß-Str.  61. 

Otto  Friedrich  Martin  P.,  geb.  9.  5.  1867  Maggeahall,  1^»%90  atnd.  Boatook  n.  B«rlin,  l^n 
jKvm.  Boateok»  18»a  Iialinr  OiariihMiwi,  18M  Oberlehrar  ObmMarUMt,  18M  AllOM»  IVM  HMatorg, 
•alt  1806  Charlottnilnuff.  MHgl  dm  VMh.  Oml  Huubiiiv  a.  Barlln. 

Quelle^  R>y  Yerlagäbucbhändler  (i.  F.:  Quelle  u.  Meyer),  Leipzig,  Liebigetr.  6. 
Btduud  1^  ftb.  tr.  6. 18T0. 

470  BadakOTU»  H»,  I>r.,  EwÜBaaor  a.  d.  üsincsitftt,  OsemowitB  ((3!ri8ry«ich). 

mehMl  ft.,  gA.  ».  4.  1808  Chu,  IMi/U  ilnd.  Oim  «.  BwUa,  1880  pion.  Qni,  1897  bab. 
baifainiek,  190t     o.  Praf.  laartmt^  mU  1906  o.  Trat  GMraowHa. 

BttdOi}  G.j  Profeasor  a.  il.  Tecbn.  Hochacbule,  Budapest  IXiJ'tujaDi),  Fereacz-könit  38. 

Qaitav  B.,  g«b.  Sä.  2.  1m«8  Bad^eat,  ISTU/e.*)  atad.  Bndapeat  a.  L.eipxig,  1-85  bab.  BudapMt 
(Ttdui.  HoclMdt.),  IfSö/Pl  B«p«titor,  wit  1891  o.  Prof.  u.  aeit  18»&  aaeh  BibUotbAka-Diraktor 
d.  TMlm.  Hoabista.  Badapait  Uttgl.  d.  Akad.  BadapatI  «.  d.  Jlatb.  «.  Vbjra  Oaa  Badapaat. 
Hanasgvbar  d.  ^atb.  «(  Pbya.  TmpoV*. 

BaIiIB}  J.)  Dr.,  ProfesHor,  Direktor  d.  statist.  Amts,  Cliarlottenburg,  Lützowatr. 

Carl  £rnat  Johannea  R.,  geb.  Sl  5.  1864  Kl>nigab«rg,  1872/18  atud.,  1886  prom.  a.  hab. 
KOnigaberg.  1878/im  AaiiML  a.  d.  Staaiwaita  ICOnigaberg,  a«it  1903  Direktor  d.  atatiat.  Amta 
dar  Stadt  Cbartotlaabaiv.  XttgL  d.  pbya  oakoa.  Qaa.  KOatgabanf ,  d.  D.  Aatmn.  Oaa.,  d.  Qu.  t 
Btdk.  BarUiL 

ItSIly  R*9  ProfesHur  an  der  Universität,  Jena,  Lntherplatz  ö. 

Badolf  JaJtu«  R-,  geb.  li<.  12.  läll  (ioppingon,  Iltöl/9<;  atud.  Stattgurt  u  IkdinchPHtcr,  aeit  190:i 
a.  ai.  Piof.  f.  angewandte  Mathematik  n.  Direktor  de«  Inatitota  für  Teclm.  Plijuik  Jmiit. 
BMSenberger;  0.,  Dr.,  Professor  a.  <1.  ]\I'isterscbule,  Frankfurt  a.  .VI  ,  IToi  frr^tr.  8. 

Sigmund  Otto  B.,  geb.  it.  9.  Ith-^  Frankfurt  m.  M.,  DSJijlb  atad.  Heldelbvrg  u.  iierlia,  1875 
prom.  Heidelberg,  aeit  1876  l^ehrer  an  höheren  Schalaa  Pkaakftut  a.  M. 
Roal««'bulp,  Großh.,  Heppeuhoirn  a.  d.  B. 
Kebmaiin,  K.,  Uberschuirat,  Kaxlüruho  i.  B.,  Vorholxstx.  9. 

Eduard  R.,  geb.  SU.  10.  1858  Bonaueachingen ,  1>h7:)  7H  atud.  Ueiilolburg,  iHH(Vli2  Prof.  am 
Oyauuuiium  Karlanahe,  ISSK^/ISOS  Diraktor  dar  Obamalachulo  Fnibux«,  aeit  1»0S  Obonchiürat 

BsekMfrel,  U.,  Dr.,  Rektor  s.  D.  doa  Realgynmaaiwxu,  Avgtlniig. 

Beleb,  K.,  Professor  am  Technologischen  Gewerbeanueimi,  Doasni  s.  d.  Taoluiiaohoii 

Hnchscbule,  Wien  IX  {Österreich),  Michelbenragasse  2. 
Keinhardt,       Dr.,  Professor,  Eonrektor  am  Realgymnasium,  Zittau,  Bahnho&tr.  6. 

Cnrt  B.,  geb.  5.  12.  1855  Oderan,  1874/78  atnd.  Dreaden  u.  LeipaiA  108S  fCViau  Irti^alS,  10V9/00 
Oberlehrar  PUaaD,  1881^804  MeiOen,  aalt  1904  Koankunr  Zittau. 

4M  B«1rtorat  der  Ibeiaiealaelnile  I,  Nürnberg. 

R^thy,  M.,  Professor  a.d. Technischen  Hochschule,  Budapest (ITfl^am),  Muzeum-kArdt. 

Sensehlp,  C,  Dr.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Stattgart,  Hegelstr.  44. 

Carl  B..  gub.  11.  ;i.         Stuttgart,  tttid.  Stuttgart  u.  TObingen,  1881  prom.  Tübingen,  1872  a.  o« 

sfit  1».  l'rof.  a.  d.  Techn.  Hochhch.  StutlK'art. 

Beje,  Tk.,  Dr.,  Professor  h.  d.  UuiveraitiLt,  Straßburg  i.  £.,  Dietrichstadeu  6. 

Xavt  Tfiaodor  B.,  geb.  90.  e.  1888  Oaxhavan,  1880/81  atad.  Haiuiam,  SSiteh  a,  OdttiBfaB, 

IMi  prom  f5r)ttln>;(u,  IHR:?  hab.  Zürich  (Polyt.),  1867  Prof.  Zdrieh,  1870  Aaoban,  aett  1819  a.  Paa- 
feHnor  .StriLCburg.  EhreuiivitKlied  der  Naturf.  Oea.  Ztlricfa,  der  Math.  Oea  oad  daa  KaMtfW.  V«l«lD8 
Hamburg,  der  8chlea.  Oea.  f.  vu.ut\.  Kultur.  Mitgl.  der  G«a.  d.  Vl«a  Odtttsgaa,  dar  Akad.  aa 
Bologna  und  Bom  (Iiinoei/,  dea  Cürc  mat.  di  Palermo. 

Bleel, Dr.,  Professor  «.ümTeroitftt,  Psdn*  (JteKon),  Pisas  Vitfeorio  Enasimele  II  SO. 

Gregorio  R.,  geb.  12.  1.  1853  Logo,  1871/75  atud.  Bologna  a.  Plaa,  1875  proa.  a.  hab.  Piaa, 
IHM)  00  a.  o.  Prof.,  aeit  Itt'JO  o.  Prof.  Padua.   Mitgl.  doa  latltnto  Teneto,  der  Acoad.  Born  (TJnci  i) 

j    Padua,  duB  Circ.  mut.  <li  Palermo. 

£icharü»un,   K.  (ü,  D.,  Instmkior  a.  d.  Yale-Univeisität,  I^ew  Uavcu  Conn. 

{V.  a.  A.\  Yale  Str.  120. 
Blehsr/.)  F.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Marburg. 

Plan«      gab.  15. 10.  lOüO  Eadaniob-BoiiB,  187«|/8«  atnd.  Bona,  Straibnrg  n.  Barlln,  1884  pnma. 

Barltn,  1888  bab.  Bonn,  1896/1901  o.  Prof.  d.  Phyalk  and  Dliaklor  daa  Pbja.  n.  AttiOB.  Xnslltata 

Grtfiriiw  aid.  seil  wn  Marburg    Kiireumitgl.  de«  Hatnnr.  7«ralna  Of«tlb«raid,  daa  Ikya.  Yaralna 

Frankfart  a.  M.    Mitgl.  d.  iSaturf.  (Je«.  Marburg. 

JnbraabailabI  d.  Baataahan  ldathaB.-7aralnlgnn«.  XVL  d 
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Btobter,  F.,  Professor  am  Oyrnnasium,  Qaedlinborg,  Bahnhofttr.  6. 

Pftnl  Bognalftv  B.,  fab.  t».  IS.  IttS,  UU/ll  «toiL  Halle,  SMißl  e.  Lehnr  «a  BMlgyma. 
BIttBiMd,  adl  1B91  ObOTMiiw  un  ajmiB.  QnadlUburg.  ICitfL  dar  D.  gML  Oml,  d«  ir««Hvw. 

Vereins  f.  SachMn  o.  Tliürin^en. 

Blesx,  F.)  Dr.,  Professor  au  der  ÜberreaUchule,  Löcae  (Uttgam). 

Friedrich  R.,  geb.  it.l.  im>  UyOr,  1897/1901  •tad.Znrioh,  BudApect  n  OftttiagMi, IXM pmi.BBdtpMt. 

SinMker,  F.,  Dr.,  Gymnasialprofurtsor,  Rf^tn-iburp,  Domplatz. 

l^ranit  K.,  geb.  30.  10.  18.%3  T«gern*ti«,  »lud.  Muauhen  (Ualv.),  1885  pront.  Kriaiii^cu. 

490  Uttor,  A.,  Dr.,  G.  H.-h.,  ProfeMor,  LQoeburg,  Obere  Bduaa^genstr.  18. 

Sias  y  Casae,  .T.,  F^o^es^o^  n.  d.  T'nivemtftt,  Zuagoia  {8peuiieH)f  Sains  de 

Yaraoda  8,  barriu  de  las  Acacias,  Torrero. 
B*d«nberg,<\,Dr.,G..ß.-iC.,Ph)feM.a.d.Teehn.HoeIiRehide,HaimoTer,KOineHtr.l9^ 

Carl  Friedrich  R-,  p<-h   i  l.  ]8.'l  Hanibiir^.  l,s>  :>  7l'  «ttiil  KArIcruhe  a.  Gmtlnge«,  WS  PCOB. 
'   O0ttiag«B,  ltt7S/7»  Oberlehrer  l>Uaen.  10T9/M  o.  Prof.  ParmtUdt,  Mit  18M  Umwow. 

B«e»  B.,  Dr.,  Ftofeaior  a.  d.  Umwnitftt,  Sjzseai«  N.  T.  (U.  S.  A.),  Otlraiidar 

Avenue  105. 

Edward  UtaVi-  K.  »üb.  4.  1.  1M9  Elmira,  1876;HO  »tad.  8}rr»cuM,  18ti2,>i(^  u  lHK«,£t2  Harvard 
1897/98  Kriangen,  l-^i'«  pram.  Krlangen,  181)0/9i  Instructor  Boeton  Unlr.,  lK9t/»9  Amoc.  Profe»»or 
Olwciia  CoUag«,  190O/01  SjmcoM  Univ.,  aeit  1901  o.  Prof.  8yY««aM.  MlteL  d«r  Am.  Amoc  Adr. 
to^  dm  Am.  MaOl  Soe.,  dn  Cfnolo  mU.  di  Palemo. 

Bogel,  F.,  Inpcnienr.  Lohtw  a.  d.  h5lierwi  TechiL  Ltthianetalt,  Limbadi  b. 
Cbemuitz,  Wiesenetr.  2. 

Vfsai  f*b.  ta  a  Itt«  XlagMllut,  tsn/Tft  •Md.  Gm  (TMlia.  Höchst),  MlMr  Ii«nirar 
nnd  LahMT  aa  Oaterr.  o.  daataaluia  tadm.  LataBaUllaa.  VttfL  dar  Mba.  Oaa.  d.  WIM.  Dta^  dar 

800.  daa  So.  Chertmarg. 

Soklly  K«y  Dr ,  '^r.  H.-J{.,  Pn)ff-!<sor  a   d  Universitilt,  Leipzig,  Boethovcn.str  81. 

K»r)  PriodticJt  WilbeUa  H.,  geb.  SS.  1.  1866  Sehwwihaim,  l«7a/18  atad.  l^annatadt,  Lalpalff 
V.  HtoolMiii,  1878  pran.  Üftaelien,  18T9  lutb.  Lolpdir,  1RB6     o.,  U88/1M5  o.  Ptof.  Dmdan,  aolk 

19U5  o.  Prof.  Leipxig.    Mitgl.  d  nc«  d  Wien  I^rlpzip 

RosaneSi  J.j  Dr.,  G.  R.-B.^  Pruleesor  a.  d.  LuiverBittit,  Breslau  Y,  Schweidnitzer 
Stadtgraben  16b. 

Jakob  B.,  geb.  1«.  8. 1848  Bndr>  188(V«8  atad.  BsMÜk«  n.  Barifa^  1888  pran.,  1$T8  Imb.,  aalt 

1876  o.  Prof.  BraaUn. 

SoeeBoW)  H.,  Dr.,  Direktor  des  Sephien-RealgTnnesittme,  Berlin.  0.  M,  Wein- 
meiaterstr.  16. 

Hvgo  Bicbard  Wilholm  B.,  gob.  8.  IS.  1851  Bremberg,  1869,71  itud.  Jena  u.  BreaUa,  1873  prom. 
Bretlaa,  1874/76  Incpoktor  a.  d.  Ritternkadcmip  Lii'(;nitz.  1h7<V'.»-.'  u,  Lehiar  Boill»,  1881^1808 
i)ir«ktor  d.  it.  B«ialachule,  Mit  ISOi  Okaktor  dei  Sophien-K«algynmaaituiia. 

K4Mty  0*y  Dr.,  Fkofeaaor  a.  d.  Univerttitit,  Wfltmbiug«  Hexgentheimeiatr.  6. 

Jobann  GeorgB.,fab.88.9.  1870  Wttnbiirg,  1888  92  atad.,  1888  paoBn  IMI  188S/1808 
Aaaiatent,  l^OäyOO  a.  o.  Prof.,  aeit  1906  o.  Ptof,  Wttnburg. 

Rofhe,  R.,  Dr.,  Techn.  Hilfsarbeiter  bei  der  Ph7nk.*Techn.  Reichsanatalt  n. 
Privatdozent  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Cbarlottenburg,  Schlüterstr.  7^'. 

Rudolf  Kmst  R  ,  geb.  16.  10.  187»  Berlin,  189S,97  atud.,  18«7  prom.,  1905  iukb.  (Iwliu. 
riuchtch.)  IliTliii 

60U  Botbrock)  1).^  Dr.,  Professor  a.  d.  Indiana- UniT«x«ität,  Bloomington  lad.  ({T. 
S,  A.X  Atwaier  Avenue  1000. 

Uiivid  Andri-w  K.,  K"1>         '  Milltown,  iHiH  yH  stuil.  ludnina,  ('hic»><o  \\.  Leip/ij;,  ISW 

hmh.  iiidiana,  Iblis  pr<>iii  l.>'i|iziff,  itHUH-m  AMUtt-,  1:^/Uü  A»»oc.,  mit  liiüft  Junior  i'fof.  IndlaDa. 
Mitgl.  der  Am.  Math  Sor  ,  cU^r  Indiana  Acad.,  dea  Ciro.  mat.  di  Palenno. 

Bnäle;  F.,  Dr.,  Professor  am  Polytechnikum,  Zürich  Y  'Schnei:),  Feldeggstr.  64. 

FfHinand  R. ,  geb.  5f.  8.  IHM  Wieabadm,  1874/Hl  itad.  Zflzich  ti.  Berlin,  ItWO  prom.  Berlin, 
1:^  :  I        Ziiricli  I  I'olyl  i,  IHis",  >y  Huiiorar|ir<)f ,  »oit  1888  O.  VMfc 

Buduir,  k.,  Ingenieur,  Bochum,  Brückstr.  öl. 

Bange,  C,  Dr.,  Professor  a.  d,  Universitilt,  Göttingen,  Goldgraben  20, 

Carl  David  Tolmi'  K  ,  i^oh  M.  ».  IH.'r'  IJri'ini'ii,  l>>7i'^0  atud.  München  u   ÜLTUn,  IS.M)  proiij., 
•      188:i  hab.  Hcriin  !  nn6  1S»>4  o.  Prof.  Uauuovt»r,  8<  it  1W4  (iOMtiiiKfn.  Mitgl.  d«>r  Gei.  d.  WiM.  CiöMlngen. 

8aal8ctaütX)  L.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Königsberg  i  Pr.,  Tzagheimer 

Pulverstr.  47. 

I.oui»  S.,  gfli.  1.  1;;.  iKiij  KAnigtberg,  1854/59  itud.,  Ifti'l  protu.,  n7l  hab.  K.  nu >!  .  rg,  1,>m;i  ^8 
Oberlehrer  a.  d.  OawarbeaobaJe,  IMIh  m.  o.  Prot,  eUtm.  a.  o.  Prof.  *.  d.  Univerutit  ILaaiga< 

b«iv.  KlIgL  dar  ptaya-Skoa.  Oes.  XBnleiAatf. 
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Salkowükiy  £.)  Dr.,  Oberiehrei  am  Kaiser  WUbelm- Realgymnasium,  Berlin  S., 
Zossenerstr.  17. 

Erich  8.,  geb.  8.  2.  1881,  1898/190S  itad.  Berlin,  U^Ol  prom.  Jena,  U>0:;  D1  AMMiBl  ^  d.  TtcikB. 
Hoctuohulc,  1904/1606  ft.  d.  MiliUrteclui.  Akad.,  tclt  1906  Oberlehrer  Berliiu 

Schaf heitlin y  P.,  Dr.,  Professor  am  Sopbien-Bealgymsasium,  Bexlin  W  16, 
Beiiaipentr.  17. 

Paul  S,,  geb.  19.  6.  18«1  BarUn,  IHSO  84  sttid.  Freibnrg  LB.«.  Bsrila,  IMtt  VKtm.  Hslto, 

SdMffsteiiiy  K*9  Dr.,  Göttingen,  Kosdorferweg.  6. 

Kol      g»b.    «.  IMS  BoMl,  »Mim  itad.         «.  BoHa,  im  pm.  Bonn. 

MhBpMTy  U»  T.)  Dr.,  Oberlehrer  a.  d.  Seefabrtechule,  Bremeo,  Rbeinstr.  76 

HuM  T.  8.,  g*b.  19-  U.  1^76  PotadMn,  1094/98  atod.  Jen«,  Bcrlia  n.  (HHttngttS,  1896  piOflu  GDtdiig«!, 
mU  1900  ObwMinr    A.  SMMiilwImls. 

Schapper,  H.,  Professor  a.  d.  Universität,  Fayetteville  Ark.  (17.  S.  A.\  Hillstr. 
610  Scheffer»,  G.,  Dr.,  Professor  a  d.  Techn.  Hochscbiile,  Darmstadt,  Wittmannst.  60 
(Ton  Ostern  lö07  ab:  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Charlotten  bürg). 

Qaowg  WlllMlm  B.,  gel»,  tt.  11.  iSSe  Altandorf,  1884/88  stud.,  l»e  pvOB.,  MM  luO».  Mpilt, 
UM  m. 180T  «talm.  «.  «b,  IflW,  «.  Hobst.,  1900  cPrafMK»  Dmmttadi^  tob  Oilsm  1007  «b  Olm» 
lottanlntif.  imgl.  de«  OInj.  mt.  dl  Palento. 

Sdleibner,  W.^  Dr.,  G.  H.-B.,  Professor  a.  d.  Universität,  Leipzig,  Schlettexfltr.  8. 
WillMlm  8.,  gA.  8.  1.  189«  Ooth»,  18i4/48  itnd.  Bona  a.  Berlin,  1848  prom.  Halle,  1B48/B9 
SttrawBito  ChiflM,  1088  lub.  I<elpilir,  t8M/i69     o.  Prot,  Mit  1868  o.  Prot:  Lei|Mdg.   Mitgl.  d«t 
Akad.  Ijeipcig  a.  Krfart,  der  Füret).  Jablonn'n-skischen  Oei.  d.  Wi«»  ,  t\pr  Aitmi.  Gm 

Sehelieri  A.^  Dr.,  Adjunkt  a.  d.  Sternwarte,  Prag  {JÖtterrtich), 

Aftnr  8n  f«b.  S.  Ow  1876  PnMnfte,  1800/07  iMid.,  1000  pmo.  Pn«,  1x07/1900  AMtotanta.  d.  Bta». 

warten  Prarr  und  Hatnburp-,  •••it  ArlfTinkt  PrsR    Mltf?!  df>r  Math.  Oei.  Harabosv  FlSg 

Sehlüing,  Cy  Dr.,  Proieääor,  Direktor  der  Seefabrtachuie,  Bremen. 

Ohl  8.,        18.  0.  10S7  VfiMt,  1S7S/7«  sMid.  GOttfngea  u.  Bailln,  180  pioa.  Q0M1ii««il 
8e1ltlling;  F.,  Dr.,  Professor  a  d.  Tectin.  n(;(  ]iH(  liüle.  Dan/.ij^-Lungfulir,  Johannistal  2. 

Friedrich  Georg  S-,  geb.  9.  t  1868  Uildeaheiin,  X««7|9S  etad.  QOUiagen  a.  »«ibaig  L  B., 
18S6  prom.  Uot«iiig«n,  1006  hSb.  Anofaeiii,  1807/99  ».  o.  Praf.  ZaslSnib*,  1800/1901  GAIIfaMtea,  itlt  1001 

0.  Prof  liRiif.ii? 

Schimniack,  K.,  Kandidat  des  höheren  ^chuiamts,  Göttingen,  Friedländerweg  (1. 

Badolf  AUW«  ThMdw  8.,        tl.  0.  1801  MttMtw,  1800/1966  atiid.  IMbvnr  i  B.,  KtMlMa, 

Berlin  n.  Onttinfren,  IW3/05  Aiaiitout  a  A.  rtiath  Sammlniig;  Uftttingrn. 

SeUeieruiacher,  L.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Forstl.  üochschole,  AscbaÜenburg, 
Oz4iD*waldotr.  19. 

I.  udwi),'  Andreae  Aaguit  Wilhilm  S.,  geb.  7.  7.  18.'ki  Parmstadt,  I873/BO  itnd.  Dan  .^t  ulr, 

1.  «ipziK,  MtinLh«n,  Krlangaa  o.  Berlin,  187s  prom.  Erlangen,  IttM/SO  Stndienickrer  XOmberg,  IHOO '^ii 
a.  0 ,  ir-it  iHxi  n.  Prof.  AflatMttnbsfg. 

Schlepps.  F.,  Hauptmann  ti.  Kompagaieohaf  im  HohensoUeraachoii  Fafi>Axtillerie- 
ßegimeut  Nr.  18,  Breisack 

Prfedrioli  Wlilulm  S-,  gab.  lg.  8.  1888  Barlln,  itvd.  Aitiltoria-  und  bigialautelml«  Cbsr- 

Sehlesittger^  L»,  Dr.,  Professor  a.  d.  Unireisität,  Klauseubtug  {Ungarn)^  Felleg- 
Tftri-tfi  11«. 

I,udwiK  S.,  BCb.  1.  11.  lH6t  Tyriiau,  1HM2  MT  »lud.  Kim  Ii  "rg  u.  Berlin,  1hh7  j)ram.,  1H89  hab. 
Berlin,  1897  eUtm.  «.  o.  Prof.  Bonn,  eeit  1897  o.  Prüf.  Ki;iuMaburg.   MitgL  der  Akad.  d.  Wie«. 

SaUiek,  0.,  Direktor  dps  Germanigfhen  Lloyd,  Hamborg,  Hellevue  2. 

Xraet  Otto  B.,  geb.  1$.  6.  1840  arimma,  1867/68  etod.  DrawWa.  MitgL  der  BabUCibKrtacliii. 
Ow.  n.  dv  laam.  «f  Bmal  «nkllMls  Loadoib 

620  BukllBk»  W«9  Dr.,  FciTstdoxont  a.  d.  Teohn.  Hoctaoehnle,  Danutadt,  Wittmami- 
olr.  ST. 

'Wilhelm  S.,  geb.  4.  7.  18TB  (Hftabseli  ».  M.,  189Syt>7  itad.  Bimatadt,  1K98/1S00  Manchen, 
l&DT  P,N  Bi-Ki<»rangibaaftthrer,  I90I  prf>ni.  Mtin. 'neu.  H«0;t  hab.  Üarmetadt. 

Schmld,  Tb.,  Pxofoaoor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Wien  IV  (OolerrtuA),  Apfel- 
gasse 4. 

Dipodor  8.,  gri>.  6.  lt.  1M>9  Erlau,  1877/88  etnd.  Wtn,  Mitatr  BMlfltthalOiofaMBr,  1000/06  a. 
siM  1906  «.  PnAmm»  a.  d.  Tseba.  Boohsdnil«  Wien. 

d* 
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Schmidt)  A.)  Dr.,  Professor,  Abteilungs Vorsteher  am  Meteorologischen  Institut, 
Potadam,  Takg^henlMfg. 

AAolf  MMrioh  JKul  9^  gab»  M.  7.  ISMlbmfUM,  187^  ttna^  im  prom.  Braitao,  18M  U/tum 
mm  OynnmtUm  Enicaliiiiiin  Ootb«,  J«tit  Tontolisr  d«r  maffnetitchen  Abteilung  de«  Prciit.  Matooiot. 

Imtilut».    ""lütij!    (liT  Akud.  Christiknia. 

ScbDiidt,  M.)  Dr.,  Fxofessor  ».  d.  Tecbu.  Hochschule,  München  II,  KAulb»ch«tr.  V5. 

Mftx  OhI  lAdwfg  8.,  gabw  17.  &  I8M  Tanba^,  im/n  ttod.  MdaelMii  (Tveha.  HoebBoh.), 

1875  prom.  Jens,  ie7R  h»b.  Mftnehon  (Tecba.  Hochach.),  1877/90  Prof.  «.  d.  Bergalrikdomio  Freiborg, 
seit  1890  Prof.  t  G«odJUio  und  To^grephia  m.  d.  Teohn.  Hochaclinle  Manobea,Mitgl.  der  l.e<ip.  Carot. 

M»iity  W.y  Fwfmta  mm  BealgTnmadiiiii,  DOieii,  Huienstr.  48. 

W*l»«v  X«l  SbU  Stedlund  a,  c«bL  &  «.  IMi  Asolsm,  18W/SC  Und.  Btdia  «.  Batts^  Mit  taw 
Oborifttanr  am  B«alC7Bii.  IMnu. 

B4)kBiedcrJoüt,  J.^  Dr.,  Oberlehrer,  Ältendoxn  (Westfalen). 

Frani  J  o  eepb  8.,  gato.  19,  S.  Uli  Maattaghanan,  tMl/M»  etad.  SmAH^tom.  (XlMOlogf«i)k  1HN||M 
Balle  (Math.),  1004  fiam.  BaUa,  MÜ  1M6  Obviibnr. 

Sckoenflies,  A.,  Dr.,  ProftMOor  «.  d.  üoiTenitftt,  Kf^nigsbog  i.  P.  IX,  HMtfbrdcker- 
»tr»0e  12. 

Artvr  MorlU  8.,  geb.  17.  4.  18SS  Landtb»rg  a-  W.,  1870./7&  etud.,  1877  prom.  Berlin,  1»1h/^ 

CyninuBiallolirfr  Berlin  ii.  Colmar  i,  K,,  ISHl  hab.  (ii'ittiri gen,  1898  a.o.,  IM.ci  ftatiii  a  O.Prof.  ÜSttlngen, 
■cit  189;!  o.  Prof.  KOaigtberg.   Mitgl.  der  Mineral.  Uee.  St.  Peteraborg,  der  Gea.  d.  Win.  Lttttiota. 

Sckolty  P«       PnfiBesor  am  Fkiedrichs-RcalgTmiiaaiiun,  Berlin-Steglitz,  Fichto- 
abaße  34. 

Sthorer»  K*»  Oberlehrer  ».  d.  ObaixeaUchule,  Mete,  TheobftLdsw»ll  11. 

Sari  Theodor  B.,  geb.  90.  lt.  lOM  LObMk,  iHitCP»  etttd.  Bwlln,  OetttagMi  a.  Bflaobaa,  1807/1000 

r;  \  iniiiisiallclinT  Wi'ißfiiburg  (Baycrri},  »cit  r  fi'  ■  il.  -"i  T;  rur  M'-tz. 

Schorr^  B«9  Dr.,  Frufesaor,  Direktor  der  ötem warte,  Hamburg. 

Blebard  IMaha««  BatU  S.,  g^  M.  8.  1807  IfsMul.  1088/80  iML  BwrUa  tt.  MttMbaa,  1880 

prom.  Manchen,  l'«8i>/91  Astiatent  a.  d.  Stamwarten  Kiel  n.  Karlamhe,  180t/0|  AallOMai  tm 
BeobeainaUtat  Berlin,  1892/1902  üba«mtor.  Mit  1908  Direktor  Hamborg. 

6S0  Motty  0«9  Dr.,  L^ter  der  6Iaaw«rke  Sehott  u.  Gen.,  Jen». 

rriedrich  Otto  S.,  pcb  17.  1».  IS.')!. 
Schotten^  H.)  Dr.,  Direktor  tior  aüult   UberreaLschule,  Halle  u.  S.,  Karlatr.  9. 

Heinrich  Georg  Leonhard  S  .  Kub  3.  7.  ls56  Marbnrg  i.  H.,  187Ö/'8S  atud.  Leipsig,  Breelan, 
Bertin  n.  Marburg,  1883  prom.  Marburg,  frUbor  Oymnaelallelirec  Kaeeel,  Uertfeld  o.  ÜohMal- 
kddMi,  Mit  1808  Dinklar  Bau*.  HllgL  dar  iMp.  CtaML,  4h  Olio.  Mak  dl  Patatn«,  d.  Ow.  D.  Batari: 
Sehottk.v,  F.,  Dr.,  Profeft.sor  a.  d.  Univoraitrit,  Berlin,  Steglitz,  Ficliteatr.  12». 

Friedrich  Uenuaun  8.,  geb.  84.  7.1861  Breslau,  1870/74  etud.  Breelan  n.  Berlin,  187&  prom. 
Berlin,  187»  hab.  Breelan,  1882/98  O.  PfOf.  8«Cl«ll  (Poirb),  188^/lOOi  Bailnug,  mH  XOOt  Botta. 
Mitgl.  der  Akad.  der  Wiaa.  Berlin. 

Scheute y  P.  H.y  Dr.,  Professor  a.  d.  UmventtAt,  Groningeu  i^Hottand)^  Weoter- 
singel  22. 

Pi«tar  Haadfik  8.,  gab.  81.  1.  18M  Womamer,  lflOS/70  atad.  Halft  a.  I«idaa,  1870  prom. 
Latdaa,  1871/81  Lebwr  a.  d.  bdluvaa  BOrganobaiaa  Hijnagaa  a.  aPefavanb«««,  1881  hab.  Qioalngaa. 

Mitgl.  der  Akad.  d.  Wi»««.  .Xmetterrlani. 

Schräder,  C.y  Dr.,  G.  R.-M.^  lieicbsinspektor  für  die  äeescbiifer-  u.  Beeateuermanno- 
pröfongen,  Berlin  MW.  6,  LoieeBotar.  S8. 

Carl  Wilhelm  Otto  S.,  «•'J'  ^1"  '  I^'«-  UrBUii^chwci«,  1871/76  atud.  nnttinKon  u.  'BorUn,  187J 
pro»,  üflttlngen,  18Tß/7H  Otutrvutnr  O-Uyallii,  1-7.  Hamlmrg,  XVHilK,  Kulir.-r  der  D.  Sudpolur- 
pipiilitiiiM  ,  l>Hi;  Führer  der  v  -i-  :  :r|  i  litii  n  ii  r  Ncu-duiut-a-KompHifui«- ,  s'  it  1>^:>  in  der 
i.lici»  ttiiKcR  St.'llunK.  Mitgl.  der  Aetroii.  (j<»  ,  der  Gf*.  f.  Krdkunde  Berlin,  de«  Xaturw.  Voreini 
11   dir  Mikth   lifiii    Hamliurg,  d.  MeteoroL  Oc». 

8«brud«  r,  .1.,  Dr.,  Überlehrer  a.  d.  Oberrealschule,  Hamburg,  Wagneretr.  72. 

Johauuc«  Carl  August  8.,  geb.  15.  12.  18»:5  Hamburg,  18h-1,89  »tud.  Brvslan,  Kiel  n.  Uöltlngon, 
18«9  prom,  Gmtingon,  181i.i/"J6  Mathunnitik.  r  a.  d.  Ob4>rrt!al»rhalt>  lU  »  Dr.  Ljuik^  HumtiurK,  1896/97 
nhorlohrer  a.  d.  Kealichule  Kilbock,  B«>it  1897  a.  d.  Uberrealacliulo  vor  dem  Uol«tentur.  MitgL 
d   MaflL  Om.  Hamburg. 

Sclir5der,  ß.,  Obwlehrer  a.  d.  Oberrealochule,  Kassel,  Wörthstr.  12. 

Adolf  Hugo  Richard  S.,  geb.  8.  9.  1865  Balle  *.  S.,  i»t>;/91  «tud.  HaUe,  18^6/9«  UUfilehror 
am  Gymn  a.  8.,  180T/1800  Obadabm  a.  d.  Baaiaobala  Sobatnbalai,  aalt  1000  a.  d.  Obav- 

tealaehule  Kaaael. 

SehrQd«r»  Th.,  GymiuMift^irofeaaor  a.  D.,  Nflmbezg,  SnUbaclMfBfcr.  7. 

Theodor  Frledtleb  Smanael  S.,  geb.  17.8.  1887  FOflb,  IH.i  ^T  atad.  Mflaabaa  o.  Barlla, 
1866^08  BüaUehrer  a.  d.  Baalaoh.  Furth,  1868/1000  BnrfiaaHr  a.  d.  G>uin.  Anabaob  «.  KOnbaig. 
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Sehrutka,  L.,  Kdler  v.  BeehtenHtamiii ^  Dr.,  ABsisent  a.  d.  Techn.  Hochschule, 
Wien  JUX  (Österreich),  Cott&gegasse  56. 

Iiolkar  Wolfiiaiig  Heiuricb  Karl  Xdler  t.  B.,  gal».  U.  6. 18U.  Cmtaowlls,  IHS^/iiHa  atud. 
Wim,  GtiMngvn  n.  B«rlln,  1<J4I3  pran.  Wlea,  19  4/05  Pnktlkant     A.  ITiriTMvItMaMbltothrt:  Wien, 

-  :(  I  I  ">  A«si?trnt  a,  J.  Tuclin.  Hooluchul©.    Mitgl.  d.  Math.  Ci-n  Wien. 

ISchubcrt)  U.j  Dr.,  Prolessox  a.  d.  Gelehrteusohale  des  Johanndums,  Hamburg, 

Domstr.  8. 

H  ermann  CituHr  ilannibal  S.,  geb.  2ä.  6.  liUä  Potsdam,  18<;7  7U  «tiid  Berlin,  1><70  prom. 
Halle,  lH71;  i6  Uyainaiiallehm:  Hllde«heün,  »dt  IH'd  I'rnf.  a.  d.  Gvlehmuschale  dei  Johanonnint 
■amltaig.  Bhrenoiitgt.  4w  Wlffc.  O«nootwh.  Amiterdam. 

640  Schnikp,  .\.,  Dr.,  Profenor  a.  d.  Obexrealscbnle  auf  der  Burg,  Königsboig  i.  Pr., 

H&jtlnstr.  6. 

Albert  Xutla  Wllhaln  9^  gOt.  IB.  IS.  IflM,  tStBßm  «torf.,  im  pran.  KSBlg^bavff,  MM/lMt 

Obcir1f1ir««r  tlnjin  Professor  am  (rv-nir!   Oytorodf  fO»tpr.>,  iM<it  I*>iM  Könipibertf 

fMkitt,  1^.  ü*,  Dr.,  Oberlehrer  a.  d.  Seefahrtacbole,  Bremen,  Feldstr.  42. 

Ktb««  WIUi«]»  Hftr»ld  S.,  g«!».  l«.  9.  187»  TrsnuMo,  1894/190«  «tad.  Q«ttiiiam  Menotan, 

n  Kiel,  1901  prom  ,  icit  leoS  Oberlehrer  a.  d.  Seefahrtuphnlo  Bremen. 

Sebiltz,  H.,  Dr.,  Professor,  Frankfart  a.  M.,  EUheimervtr.  4. 

Hanld  S.,  g«b.  37.  18.  1S40  Bielefeld,  1859/63  «tad.  tiotüngen  u.  Bertin,  1K«7  prom.  Qöttingen, 
1889/»  JbaJuw  4.  GnrarbMchtüe  SpCQrer,  1872/;8  B«ktor  der  OmrwbMehiiltt  XraaaataiB,  1878/09 
Ob«rI«liNV  am  fjaHtaggymiuwiniii  Prankfort  a.  Iff.    MityL  dei  pbya.  Voniu  u.  d«r  ohaai.  Om. 

Frankfurt. 

SchttJtZy  £•»  Dr.,  Oberlehrer  am  ScbiUergjmnasium,  Stettw,  Kaüer  Wilhelmstr.  93. 

Krnat  Aogmt  8.,  f«b.  98.  1.  I8S8  Slattia,  1889/87  «tod.  Berlin,  SttaSbwff  o.  H^U«,  1899  pton* 

Hr.'l.    neit  lt»97  ObwIfHrpr  Stettin. 

Sebuinaclier^  H«;  Dr.,  Frofesaor  am  Eadetteukorpa  u.  an  der  Ingenieor-  u. 
AxtOleriewhoIe,  If fluchen,  ElTuwtr.  1. 

Uaa«  8.,  geb.  10.  7.  tti58  Gninatadt,  atud.  Erlangen  u.  Manchen,  1HH4  prom.  KrT.iu^'>-i>,  18HI  '98 
Aasiateat  a.  Qymn.  Sehweinfart  u.  MOnchen,  1K6»;^)7  Reallehrer  Neoatadt  a.  H.,  ib'J^./'J  irjfmuaaial. 
Iglmr  an  Kadattankotpa  Manchea,  Mit  lt>9t4  Prüf.  daBelbtt,  aowiaa.  d.  Ingenieur-  u.  Artilloriesoliiü«i 

Sfdlliniietacr,  R.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Industrieschule,  Augsbur-,  Biamarckatr.  11. 

Hubert  8.,  geb.  27.  .S.  I8ß«  Aalen,  lj<7»,.H«  «tnd.  Tühimemi  u  Manchen,  18».5  prom.  Mttnchen, 
1KH7  .\«*istent  a.  d.  Tcchn.  Hochachale  Munchon,  i.s^V)  Lohrer  a.  d.  K roiircalialml»  AagiAarg, 
•eit  liMM)  Profe««or  a.  d.  Indnttrienchulf.    Mi««!,  des  Circ.  ni:it.  di  l'alirrno. 

Schnr,  F.^  Dr.,  G.  U.-R.^  Froi'eeeur  au  der  Tet-hu.  Hochschule,  Karbruho  i.  B., 
Beiertheiiner  Allee  S. 

rrledrl«b  Halaflah  8.,  geb.  97. 1.  1888  MaaNawo,  un/T9  atud.  BrecUn  o.  BtMdia,  1879  vom. 
BartlB,  1881  hab.  Lalpatg,  1885/88  iil«bt«lal«.  a.  o.  Vioftaasr  Leipaig,  l888/»ä  «.  FrafHMr  Doipa^ 
vmiil  Aicheu,  Mit  1997  KairiBolw.  lütgL  dar  Qaa.  d.  WIn.  Lftttloh,  dar  Laop.  CaioL,  dM  Gim. 
mat.  di  Palermo. 

Selrar,  I.,  Dr.,  PriTaidosent  %,  d.  ümverBitU,  Berlin  NW,  Thomsaineelr.  S. 

I»»ai  B..  Kfb    10.  1    IS-7r>  Mohilcw.  IKpJ  lODl  stad.,  UM»!  prom.,  liH»8  hab.  BeillB. 

SchwAbf       (ijoinaeiallehrer,  München,  PeUeakoferstr.  lUa. 

Ovatav  8.,  gab.  f.  8.  1876  (MhriBgeiB,  itod.  'Wambaf  xu  llairabaiB,  188^908  BaaUabrar  Baai- 

b«rp  «■■:•  19<M5  QjrmiiaalaUehrer  Mftnphen. 

Schwarz y  U.  A.,  Dr.,  G,  Ji.-E..,  Professor  a.  d.  UniTeröität,  Berlin,  Villenkolonie 
Qnmewald,  Htunboldfaitr.  8ft. 

Karl  Hermann  Amanda*  B.,  gib.  25.  1.  IHt.1  Hiniindorf,  lh60/<6  itud.,  ISßi  prom.,  1868 
hab.  Berlin,  1SA7  »  o.  Prof.  Halle,  1880  o.  Prof.  Zürich  (Pulyt.),  187S  GOttiugen,  Msit  18:)2  Berlin. 
MitgL  d.  Akad  TUrlin,  OOttingen  atO. 

660  SchwarzHchild,  K.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Univenitfti  u.  Direktor  der  Sternwarte, 

Göttingen,  Geiamar-Chaussee  11. 

Karl  B.,  geb.  9.  10.  1873  frankfart  a.  M  ,  it^iu.i^fi  itad.  StraBbarg  o.  Manchen,  189«  prom., 
1899  hab.  MOnobfla,  18»fli/99  Aaalataat  d.  r.  KoflnacMbaD  Btamwaila  Wiaa,  hU  1909  o.  Prof.  «. 
DlNklav  d.  8«aniwarle  Oatttagan.  lOt^  dar  Oaa.  d.  Wiu.  GttMlngan. 

Schfratt)  J.;  Profesnor  a.  d.  Univer8iU.t,  Philadelphia  Pa.  [U.  S.  A.) 

SdlWerlng,  K.,  Dr.,  I'rofpj-m'-,  Gvninaf^ialdirektür,  KOln,  Arndtstr.  8. 

Karl  Maria  Joiiann  (<«:h<i,id  S.,  (^vb.  i>*.  U.  1840  (>(terwiek,  1865/69  atud.  MUnater  a.  Berlin, 
186i)  prom.  Berlin,  1H7-J  hab.  Mouitcr,  i>i7.'i,  Th  OberMiMV  BilloB,  1878/99  OoaalMd,  t8gi9/W  Qfnnaaiat« 
dlraktor  Düren,  1898/1901  Trier,  Mit  1901  KOIn. 

Scott,  Cb.  JL.,  Profe88or  am  College,  Bryn  Mawr  Pa.  {U.  8.  A.), 
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See,  Th.,  Dr.,  Prefeiaor  am  Navel  Observetory,  Max«  lalaad  CaL  (U.  8.  Ä.). 

Thomas  .fftfonon  JaclcRon  S.,  giOi  iit.  2.  i-ijr!  Montgom«ry  City,  IHHifüt  atoi.  Univ^.  MiMOuri 
11  lUriiii,  1HS;>  A.  B.,  A.  M  ,  ih;is  i,roni  liorlin.  iHjJi  .iS  Dozent,  l^<9:!  'f»  AMÜtent,  IHtf.VSS  In- 
«iriiklor  Chicago,  iHOfi/V'«  AntroiiKm  Low.  II  (Hiscrv,  is;r»  Licturor  Low.'M  lji»t.  Boalon,  seit  1899 
Prof.  d.  Math,  dttr  V.  S.  ümrj  lud  kwm  lctui>/l^  i  am  Hur»!  übten.  Wavhmgtou,  lüOäyWi  a.  d.  Xaral 
AauLf  Mit  läOS  am  Naral  übaorr.  Maro  Island.  MitgL  d.  Am.  Math.  8oc.,  d.  London  Math.  Soo., 
d.  So€.  matli.  im  ¥nnoö,  A.  Giro.  autt.  di  Pslsmo,  d.  B.  Aalran.  Boo.,  d.  Amiob.  Qtm^  d.  Soc  Mtr.  d* 
TnaM,  d.  AMkmi.  8oe.  FuiSe,  d.  Bilt  Aitfoii.  Amoc.,  d.  Bitft  Arnim.  AAr.  So.,  d.  Am.  Anco, 
Adv.  Sc,  d.  Am.  Phyi.  Soc,  d.  Boo.  VkWfitM  d»  Ifeirf.,  d.  Am.  VUüm.  8m.  PllOadalpld»,  d. 
Washington  u.  d.  St-  Lonia  Aoad.. 

Seeliirer,  H.  t.,  Dr.,  Profeaaor  a.  d.  UniTezeitftt  imd  Diiektor  der  Sternwarte, 

München,  Sternwarte. 

HuKO  Ilauii  V.  S  ,  geb.  9.  1*13  Hiala,  is-u  71  tluci  UfitloUur^!  u.  Leipzig,  1»T1  iinun. 
LdipxiK,  1877  hab.  Bonn,  l-T«  Luiiuii^r,  l.S7;;  7S  ohnurvatdr  lioun,  IhHI  Din-litor  Gotha,  «••it  l^SJ 
o.  i'rof.  d.  Aatronomifi  u.  Direktor  d.  Storuwait«  Manchen.  Mitgl.  der  Akad.  MUnokan,  Wien, 
Berlin,  Badap««t,  der  Oea.  d.  WiM.  OetttegM  0.  IlMdMBt  d«r  R.  Aotroa.  So«.  LondiOB,  dor  pb]rriogr> 
0«i.  Land,  dor  Loop.  Garo). 

Segre,  f.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Ümvemit&t,  Turin  (Italien),  Corso  Vittorio  Rmanuele  86. 

Corrudü  S.,  geb.  S«.  «.  iz/n.  IsT;>>i;.  st-.nl  .  pnini  .   Iss.'.  hub.  IHtW/aS  a.  o. ,  aeit 

Ibii  u.  Prof.  Tocüi.  Mitgl.  der  Akad.  Turia,  Bom  (Unoci),  Brttitel,  der  Boc.  ital.  (dei  Xl>;,  d.  Ittitato 
I/ombardo,  d.  IMtiit»  Ton«!»,  dar  Ombildg«  PhUo«.  800,  d.  fltjtlk^-m«A.  0«o.  Xrlaacon,  d.  Oln. 
mat.  dl  Palf-rmo. 

Seliwanoff,  1).*  Dr.,  Fxoteuta  a.  d.  ÜBirerritfti,  8t.  Petersburg  (Rußlaml),  Fon- 
tanka  116,  log.  16. 

Donwtiiao  6.,  «ol».  Ooiodiotwli«,  187S/77  atod.  St.  Potonbnrg,  imjM  Borlia  u.  Paiio,  1885 
MftglMttr  8t.  Polartbwf ,  18M  Vt.  Kotksa,  1886/1908  PiiT*tdownt  *.  d.  VnlT.  St  Potmbiuv, 

lS"ji»TtS()0  Dozent  am  Technol.  Inat.,  19050«  a.  o.,  mAt  190«  o.  Prof.  a.  d.  Univ.  8t.  Peteraburg, 
»Vit  IMHI)  auch  Prof.  an  den  hOh.  Frauenkursen.  Mitgl.  der  8oc.  math.  de  France,  der  math.  Om. 

liorlm.  St.  ret-r^:.         Md.kau,  Kaaan. 

SeUing«       X)r.,  Pxotesaoz  a,  d.  Unirersität,  Würzbarg,  Maistr.  4. 

Kdaud  8.,  gob.  8.  II.  1884  AlUteal^  Mtfi»  iUhL  K«»«!»«  «.  a«ttiii««ii,  186»  pron.  Vfliudion, 

186U,  191)6  ctatm.  a-  o.  Prof.  a.  d.  ünlf.  WanAuV. 

ServuHy  Ii.,  Dr.,  Professor,  übeidebnr  u,  I^vatdozent  a.  d.  Teckn.  Hochschule, 
Charlottenbaig,  S|>andaiier8ts.  9. 

Hermann  Friedrich  8.,  geb.  !i.  A.  1H68  Halle  a.  8.,  187^1  it«d.  BoiUa,  1886  fiiom.  Halto, 

1S87  hab.  Charlotteuburg.    Mitgl.  d.  matK  Oea.  Hamburg. 

640  SIdler,  ü,,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Bern  (Schweiey,  Erlachstr.  '.!8. 

Ooors  Joo»'  9-,  8«i>.  81.  8. 188L  Zn«,  IBfiO/Sf»  itnd.  Zariob,  Paoto  o.  Bariin,  18M  itram. «.  )wb. 
Saihdi,  1868  luib.  1880  ».  o.  Prof.,  1806  Honompfofaaoor  Bern.  MitgL  d.  aolnNlB.  K*tinf.  0«a.,  d. 

Katurf.  Oea.  Zürich  n  'Ri'rn 

Sieberty  A.,  Dr.,  ProteHt>ur  a.  d.  üauptkadettenanstalt.Groß-Lichterfelde,  Bellevuestr.30. 
HalBiich  AnguBt  S.,  geh  S7.  1.  I8.'ii  Kadf>riidorf,  1878  8S  atud.  Berlin,  Haldolboif  08ttlJlC«a, 
18AS  pmm.  Oöttingen.    Mitgl.  d.  O.  phjraik.  Ova.,  d«r  malooioL  G«a. 

SIeTcrt,  H.,  Dr..  GymnaHialprofeeoor,  Bayrentii. 

Hfinrii'h  S  .  t.'<^b  ."..4.  UJ.V»  Wonaiodc!,  1^71  ,7<.tucl  ?Tiiuch,-ii  u.  T-oiiiziK,  Ihm.',  proni.  TübtagOB, 
früher  (.if niuaaiaUehrer  Bchweintiut  iL  Nürnberg,  aeit  IHM  (lymnaeiulprofrssor  Bayreuth. 

8lmon,  M.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität  n.  am  Ljceum,  Btrafiborg  i.  E., 

Lessingstr.  17. 

Hajt  8.,  geb,  8.  &.  IMA  Colborg,  atud.  Berlin,  IM«  prom.  Berlin,  aeit  1871  Übarlebrer  «u 
Zigrooaa  StakSbnrg,  aeit  IMA  »uk  HfloomprofliaaDr     d.  tTainnUSt 

BlBtzoY,  1>.;  Dr..  Staatsrat,  Ftofe8aota.d.UniTetsit&t,  Charkow  (J{ti^8l(MuQ,1^Msh^ 
sohewskaja  74. 

Dinitrij  Matrajovllaoh  S.,  «ab.  81.  11.  1887  WUtks,  1888/90  atod.  Khm,  1888  Inalpcffi 

WM  hab.,  IHd.')  Mag.,  IK'JH  Dr.  Kaaan,  1999/190S  O.  Prof  a.  d.  bOheren  Borgachale  Ekaierinowalaw, 
scit  1903  »  d.  Univ.  Charkow.  MitRi.  der  nath.  Gea.  Moakan  n.  Charkow,  d.  phyalko-matb.  Üoa. 
Xaaan,  Khrt'inniiKl  il.  math.  Gea.  Amaterdam. 

glUM,  Ch.  H.,  Ofticerä  Mess.,  Annapolis  Md.  (TL  S.  A.). 

Sinttlly  D,  E.,  rrofcssor  a.  d.  Columbia-Universität,  New  York  City  (U.  S.  A.). 

HutU  Snfaiie  8.,  geb.  81. 1.  ItSßO  Cortland,  atnd.,  prom.,  hub  Svraiusc,  Is.s«  yi  Lthnr  Curt- 
laad,  1881/9  Vraf.  TpalUati,  1888/1801  Broekport,  aalt  1801 ».  d-  Colnmbi«  Univ.  3Cilgl.  «uBibUothokar 
d.  Am.  Math.  Boa.  (lto*naffab«r  d«i  Bdlotl*),  Vh.  D.,  LL.B. 
Smithy  0.  A.,  Dr.,  Oberlehrer  am  Gymnasium,  Hungsted  (D^nemmrk),  Ole  Suhrsgade  8. 

Otto  AntifiHtt  8n  fb-  8.  7. 1873  ä«bjr,,Bt«id.  n.  1801  prom.  Kopanhagen,  tmhor  LaJuw  ».  d.  K. 
Miiinoaehtilo. 
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Saiifh,  P.,  Profewor  a.  d.  Yalf -ün iTcrtitAt,  New  Häven  Conn.  ( U.  S.  A.\  WilloMtr.  880. 
P«ro»7  J.  8.,  atb.  tl.  8.  m%  Nyask,  ataA.  Y«I«,  0««tiag«ii,  B«Ua  n.  fwU,  pnm.  «.  bab. 
Tatok        Twihwor  >.  d.  SliaMaM  Bcintlflo  Sebool  dar  Tab  üdIt.  MflsL  d.  Am.  Ib«h.  8oo^  der 

Coonecticak  Ac»d. 

Snjder,  T.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Comell-Umversitüt,  Ithaka  N.  Y.  {U.  S.  A.)^ 

▼IrCll  8.,  seb.  9.  lt.  IWP  Dlzoa,  ISM/W,  1899,  190S  «tad.  Ooimn  n.  Gfitdngen,  1894  prom. 
G««tlli«eii,  1895  h»b.,  189S/tM9  Initraktor,  Mit  1909  Attittant  Prof  Cornall.  Mit«I.  der  Am.  Math. 

Soc.  (UontaigC'ber  dus  üuUotim,  d.  l'irc.  mut  di  Palermo. 

670  Sobotka,  J.y  frofessor  a.  d.  üöhm.  UciversitAt,  f rag-i>michow^Ösfm'acA),Fftrdiiiauda- 
kai  86. 

Johmnnoa  B.,  g«b.  S.  9.  im^  Kopinh,         ^5  utnA.  Prag,  1801  n  Zürich,  1K8.V94  Br«*Uu.  IWT/M 
s.  o.  Prof.  Techn.  KochMhale  Wien,  1»S>9/1SM)4  o.  Prof.  böhm.  TMhn.  UochichaIi>  Kninn.  teit  1904 
b«to.  Univ  Prag.   Mll«L  dar  Mbm.  Akad.  «.  dar  Mlun.  Oea.  d.  Wiia. 
SoitsoDy  W.,  Dr.,  ProfesBor  am  Atheaftiun,  Lvremhutg  (Luaeemburg),  Atheuäuinstr.  l. 

Wilhelm  S.,  geb.  iMßC  Lomkbrwellor,  atud.  Lnxembarg,  LOwan,  Paria  n  Aachen,  prom.  Laxem 
'r'i.TL-     Sükretftr  d.  math.-natnrvf.  "^i  kii  ^n   1.  ■  <  ,ri  C'utzohI.  Institut«. 

Soniiuer,  J.^  Dr.,  Professor  a.  d.  Tecbii.  Hochschule,  Dausig-Langiuhr. 
Sommerfeld,  A.,  Dr.,  Pvofeftior  a.  d.  DmTonritftt,  Mtlnehan. 

Arnold  .Totmiiin'»  Wilhero  8.,  geb.  ."i  1'?.  isCS  Königsberg  i.  P  .  ls->':  ■!  »tud  ,  prom. 
Kftnigabarg,  1S8&  hab.  UOttin^oa,  U9J  o.  Prof.  Clauathal  liMO  Aachen,  a«it  1906  Mttnchon  (Unir.). 

flMlB,  H*  V.,  Dr.,  G.'B^  PMsidant  im  Hinisteriim  fBr  VolkMmfkl&ruaur«  St-  Peton- 

bur^r  'Tlußlfiittr,  Fn^'l.  ProsjipVt  8« 

Nicolaj  S.,  geb.  ^2  ü  Tula,  l)*(>.'</<iÖ  »tud.  Mf>Nl»mi,  1»71  MiiKi»t«'r,  loiS  iuib.,  1874 

1»77  a.  o.,  1»78  o.  Prof  U'nncbau,  ISÖJflWl  Kurator  il.  «  St  PeterBburgor  L«hrboiirkt,  aaU  INI 
Präsident  d.  wiatenaob.  Komitaa  d.  lUaiat.  t.  Tolkaaufkl.   UitgL  d.  Akad.  8t.  Peterabarg. 

Souslow,  0.,  Dr.,  Wirkt.  Staatsrai,  Professor  a.  d.  üniveriitöt,  Kiew  (Rußland), 
Timofeievskaya  6. 

Oabtial  Conataaüaowitacb,  «ab.  S.  7.  mi  St  Palenbarg,  1870/SO  atud.  St  Patanbarg,  1882/88 
Zi»mr  an  S.  Qfma.  Mvrinrg,  1888  pran.  Patanboig  «.  bab.  Kiair,  1888^91 «.  0.,  MÜ  1881  e.  Pkol: 
Kiew.  Prftaidaot  d.  Pbyt^Math.  Osa  Mkm.  aUtgl.  d.  Math.  Oaa  Moakaa,  dar  IfMlkamv  Oaa.  t  hUb- 

haber  d.  Natarw. 

Spitz,  A.,  VerBichemiignnathematiker,  Wien  II  {Österreich),  LilienbrunngMao  18. 

S|rriintr,  A.,  Profcsnor  am  ^rctriToIürrl^cljcii  Institut,  Potsdam. 

Siäckel^  P.»  Dr.,  Professor  a.  d.  Tp<  hu.  Uochschuie,  Hannorer,  AUeestr.  21. 

"Wvul  Oamv  H.,  geb.  so.  H.  t■^  1'  H<  rlin,  lHH0,8-t  atad.,  1888  prom.  Berlin,  1H91  hab.  BsUa, 
1BIB/V7  a.  O.  Prof.  KAnigaban«,  18U7/S»  Kial,  iaM/1806  o.  PieHuiiin  daaalbit,  aalt  190»  Haanovar. 
VtlsL  d.  Akad.  BndatMat,  d.  Math.  Oaa.  Madtau,  d.  Laop.  Oan»!,  d.  CiM.  aiat  dl  Paloroe,  d.  Oai. 

d.  Will.  UOttingen 

Stabl)  H.  V.,  Dr.,  Prufebtior  a.  d.  Universität,  Tübingen,  Hirsohaaentr.  3. 

Harmann  K.,  gob.  14.  6  IMS  Frtnklich  Krambach,  l8S0ya6  atud.  Heidelberg,  Göttlngen  «.  OlaSaBt 
mm  -^t  Üherlahrer  Berlin,  iKüi  prom.  Bartin,  ISSS/M  o.  Prof.  Aachen,  aeit  1H«6  Tubiiigaa. 

680  Staudi',  ().,  Dr.,  ProfcBsor  a.  d.  Univexsitftt,  Rostock,  St.  (ieorgst.  «8. 

KrtiKt  Otto  S.,  geb.  S7  3  1H.']7  Limbach,  1»76  h  '  i  ,  ii^l  i>r<im.  L>'ii>7i^,  1888  bab. 
Brealan,  ItHM)  a,  o.,  lliS7  0.  Profaaaor  Itotpat,  aalt  IMW  Moatock.   Mitgl.  d.  Loop.  Carol. 

Stfcker,  H.  F.,  Profsasoram  SUto  College  ofPeaasylviuu«,  PhiUMlelphiftPa.(ir.&il.>, 

Loch  Box  306. 

Stelnlmrer,  K.,  Dr.,  Fachlehrer,  Wien  III  i fhtfrreich^',  ReiBneratr.  2M. 

Stelaitz,  E.,  Dr.,  Professur  a.  d.  Tcchn.  Iluchf^chtilc.  Hcrlin  W  .')0,  Xaihuddtr,  38. 

Emit  S.,  geb.  13.  6.  1H71  Lanrahfitt«,  1890/91  «tml   Kn  rIsu  u.  It.  rlin.  IM'I  pruin.  Breslau, 

18S7  bab.  Barlin  (Techn.  Hoobsch.),  seit  1903  Dosent  a.  d.  Techn.  Hochschale.    Mitgl.  d.  Bert. 

iratb.  Oaa. 

Stephan  OH,  C,  Dr.,  Piofesaor  ».  d.  Univexsitftt,  Atben  {OrkeAeHland.)^  Rne  de 

Solon  20. 

C^arisaoa  6-,  gab.  tt.  8.  186T  Kaoa,  1878/98  ilnd.  Afbaa,  18Ta^  Pails.  I8t8  pnm.  Athaa, 
Paris,  aalt  1884  Prof  a.  d.  CTaiv.  Alhaa.  HUgl.  d.  Sa«.  phUaatalb.  da  Paria,  d.  Bflt.  AMOe. 
Adv  So  ,  d.  Inatlt.  Colmbra,  d.  Boe.  matb.  da  Vranaa,  d.  An.  Matfi.  Soc,  d.  Otre.  mal.  dt  Patanao, 

Prurii't- .1 1  d.  Union  da  prof.  grac«  etc. 

Sternfck,  K.  Daublevskjr  y»f  Dr.,  Professor  a.  d.  L  niversitlit,  Czemuwit«  [^(Hterrekh), 
Sieingasse  «8. 

Robert  T>.  ▼.  8.,  geb.  6.4.  1»71  Wien,  lÄSn  o:!  atud  ,  l^icl  |.n.m.,  IHfl.'.  hab.  Wien  Vul\  .  IH99 
Taoha.  Hochaob.,  U93/98  BaMitar  d.  DnlT.-Bibliothek,  lh9H/l904  d.  BtbUoihak  d.  Tiwhu.  Hochfcb  , 
1MKPP8  a.  «u,  «alt  18M  «.  Prof.  CMnewlta.  SUtgl.  d.  Halb.  Qaa.  Hoikan,  d.  Philaa.  Oaa.  Wlaa. 
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Stetson,  0.  8.,  Professor  a.  d.  Syracnse  Classieal  School,  Worcester  Mass.  {U.  S.  Ä.). 
SUokelbergfr,  L.,  Di.,  Profeesor  a.  d.  Umversität,  Fxeibuxg  i.  B.,  Zasiowtr.  78. 

Ladwig  S.,  geb.  18.  i.  ISM  Bnok  (Kt.  BebaOhauMa),  1867/TS  «tnd.  VOMbng  a.  BwUn,  18T4 
prom.  Berlin,  1874  hib.  ZfliUb  (Polrt),  Un/M  ■.  o.,  Mit  iSM  e.  9mt  IMboiB  L  B.  migL  d. 

liMp.  C«ro1. 

8t5niier,  C,  Professor  ».  d.  Universit&t,  Cluiitiftni»  {Nonoegen\  Daaes  gade  14. 

Frcdrik  Ottt  ICfllWta  8.,  g«b.  ».  1874  aUm,  18*^1*00  «»ad.  OulrtUuil»  «.  PMlt,  ItM  O0*> 
tingen,  seit  1908  Prof.  ChilitlMite.  MitgL  d.  ▼fd.-ScIik.  OhrlitUala. 
Straabel)  R.)  Profeesor  a.  d.  Univeraität,  Jona,  Beethovenstr.  2. 
690  Studjy  Mf  Dr.,  Professor  a.  d.  Univenitftt,  Bonn,  GObenstr.  28. 

EdvMd  S.,  geb.  mt  Koburg,  l>iH4  pro».  IfUMibSB,  UM  Mb.  Lttpiig,  l»93/'>4  niAtSUlM.  «. «. 
Prof  Marburg,  lHM/97  mtm.  BoBB,  1887/1S04  o.  PmL  OnUbwaU,  Mit  1M4  Boaii.  BOlgL  d.  Oln. 
mkt.  dt  Palenno. 

SttUev»  Ei»  ]>T.,  Pri^atdosent  a.  d.  Teohn.  Hocbscbnle,  Stuttgart,  Aleza&dcnte.  78. 
Paal  X«««a  a.  gib.  8. 7. 187S  StwMgert,  1881/»  «tad.  T«Mat«(n,  BnUa  a.  OOtMaffu,  1808  pvon. 
T8UBir«n,  IMO/O«  Im  Sehttldlttut,  Mit  1804  WiMUluwr  o.  AMMmt  a.  d.  T«dlit,  HMhMll«!« 

Stuttgart,  im:,  liab 

Stvrm,  A.,  Professor  am  Ober^mnasium,  Seitenstetten  {Österreich}. 

JohMui  Ambrot      geb.  10.  6.  18M  Haag,  1878/85  itud.  Wi»n  u.  Innibrafik,  1888/87  Sappl«nt, 
••it  1887  BtollMNV  am  Qjmik.  SaltaaMtlaa,  Mit  1800  aaeh  Kaatot  d.  phjnlk.  KablnaHi.  MltgL 
d.  Cixa  mal.  dt  Balatno. 
Stanii)  R.j  Dr.,  G.  Jt.-R.,  Professor  a.  d.  Universität,  Breslau  X,  Weiderdtr.  9. 

Otto  Friodfteb  Kodolf  8.,  geb.  6.  1.  1841  Bnalao,  IS&S/SS  itod.,  1868  prom.  Bnalau,  1888/71 
GyiBaaiBllobnir  Brombotg,  l87}/78  Ow  Prof.  Oanniladt,  1878/88  li«ju(«i',  Mit  INS  Biwlaa.  lUtgL 
d.  Brit.  Am,  Adr.  Se  ,  F;hr(>TimitKl.  d   Hamhnrfr^ir  Math.  (?cs 

SatÄk,  Jm  Dr.,  Gjmuaaialprofesaor  u.  Privatdozent  a.  d.  Universität,  Budapest  IV 
(Ungarn),  V&roah&zttb  4. 

Joüof  S  .  Kob-  S.  11.  1*15  Siabadka,  iss^  »tud.,  1892  prom.  Klaiinc  iiTiurp,  1S90/91  Prof.  äxegod. 
Mit  IHiU  Gyuia.-Prof.  Budmpest,  1896  hab.  Mitgl.  d.  ang.  Math,  m  I'liy«.  TartaUt  u.  d.  8s.  Tanolat. 

Taber^  H.,  Professor  a.  d.  Clark-Universität,  Worcest^r  Mass.  (U.  S.  A.). 
Tauber y  A.»  Privatdosent  a.  d.  Universität,  Wien  VI  {OskrreuA),  Qompendorfer- 
ofenfte  63. 

TeehBiaehe  Ha^teeliale,  Kgl.,  Damig-Laogfahr. 

Vadone,  0.,  Dr.,  ProfcBaor  a   tV  UniveiBitrit,  Genua  'ItaHrnV 

Oraxiu  T.,  geb.  10.  .>.  11^70  Kuvo  di  i'uglut,  !tsri.H/'9ä  «tad.  Nfiap«!  Piaa,  1898  prom.,  1899  h«b. 
Plia,  fraher  Prof.  am  latitato  t«cuico  C.  Cattaneo  Mailand,  Joiat  Bnrfl  d.  analyt.  ICoohtotk  v. 

theoret.  Physik  GLtiiia.    Mitgl.  d.  Circ.  mat.  di  Palermo. 

Tesa^y  L.,  Professor  n   d   Oberrealschnlo,  Olmütz  (Österreich). 

LadwiK  FraDx  Carl  Xovnr  T  ,  p.-h.  r,    7,  ls79  BrOJlD,  1897/lOOä  •tnd.  Wiea,  frOlwr  ttOltB. 
AHiataat  d.  SOdbaba,  Sapplamt  a.  d.  StaataoberrvalMbolo  Wiaa  o.  «rltkl.  Lebrar  a.  d.  Obanwal 
■Aal*  Pmanlts. 

600  Tiaer,  ('.,  Dr.,  Göttingen,  PapenrUek  2. 

Clemens  Adolf  Tb.,  geb.  8. 18.  lüSS  Berlin,  luOl/Oö  itud.  UieBea  o.  Leipcig,  1906  prom.  OieSea. 

Thleraeh^  F.,  Assistent  am  Gynrnasium,  Regensburg,  Reiebsttr.  A. 

Priedrich  Carl  Fordinaixl  T.,  goh.  M.  s.  1876  Mttncheo,  JMiiVlOOt  »tud.  München  u.  Göttlngoa» 
1801/04  AMiatent  a.  d.  Tf^ohu.  llochsubnle  Manchen,  1906/0^  Ivctiror  am  1>.  LaodeeersiehungibaiBk 
Uaublada,  «eit  19u6  Aas  ist.  am  (iytun.  Bageaabur^. 

Thoninr.        fr.,  G.  H.-l\  ,  Professor  a.  d.  l'niveraität,  Jena,  Kasernerigtr  9. 

Karl  Joliaune«  T.,  geh.  11.  U'.  J,S4Ü  iiauolia,  ISSI/«.'.  »tnd.  Halle,  GOUiuKPa,  llorlin,  1864 
pr«m.  OOttiuKuu,  IHi-.r,  hab  (iftttinf{<>n,  l»67  Halle,  187^  7  1  n.  <j.  l'ruf.  Hall.-,  i,s,  i/79  o.  ProfesMr 
Freiburg  L  B.,  Mit  1879  Jena.   Mitgl.  d.  Oea,  d.  WIM.  Leiptig  o.  OOttingea,  d.  Leop.  Carol. 

Tbom«,  W.,  Dr.,  G.  R.-R.,  Professor  a.  d.  ümverBi«*,  Oreiftwald,  Mühlcnstr.  HO. 

Wilhelm  T..  tfi'h  1.1  3.  IMl  (Ihir-Dulloudorf,  atud  Bonn,  Manchen  V.  Bulla,  1886  pH».,  1888 
hab.  Berlin,  1870/74  a.  o.  Prof.  Berllo,  weit  1874  o.  Prof.  Groiftwald. 

Tl«tzo,  H.,  Dr.,  Wien  HI  ((SrtemM»),  Hattptetr.  6. 

Ht>inrioh  Friiiiz  Fri.-<irk'h  T..  «nh.  3L  L 1888  Sdhlataa,  1888/18M  ttsd.  Win,  MABobaB,  1804 

prom.  Wien.    Mitgl.  d.  Math.  Uos.  Wien. 

TtmcrdiBgy  H*  B.,  Dr.,  Professor  a.  d.  üniTexsittt,  Strasburg,  Zonutaden  16. 

Heinrich  Emil  T.,  geb.  iZ.  1.  187S  (ttraSbarg,  1890,'94  itud.  Strasburg,  Manchen  ii.  Froihiiri^, 
1884  prom.,  1897  hab.  Strasburg,  1901^06  Oberlehrer  a.  d.  Seofahrtechale  EUfleth,  *oit  ItfOö  etatm. 
9,  a,  Piwf.  d.  aagaw.  MattL  Sliainmfy. 
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Tlmpe,  A.,  Dr.,  Assistent  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Danzig-Langfuhx,  Friedenasti.  31. 

Atitou  Aloyt  T.,  geb.  1«.  3.  ItsHü  Borgedorf,  1900/1905  itnd.  Gottin^^ia  a.][«iMihtB,  UM  mm. 
0«tti]igt>it,  1905/00  Aaaistent  «m  m»th.  Iiukit.  fMmiii||«ii,  Mktt  1800  Dmaig. 

ToefUts,  E.,  Dr.,  Prof.  «n  JohannM-GymnauuiiL,  Bredm  VID,  Ohlracf  Stedt- 

grabou  3 

Emil  T.,  geb.  15.  10.  luii  £äj»»a,  ih7l',  78  atnd.  Bn»l*a,  Lvipsig  o.  BeiUa,  187ü  prom.  Smlan, 
Mit  1879  Obazlalmr  am  Joha&nea-Oymn  Bndaii. 
Toepl!t/.i  0.,  Dr.,  Gröttingcn  Kirchwcfr  4 

Otto       geb.  1.  8.  1881  SnsiiUu,  lätiO/O«  itod.  Br«Ml»a,  Berlin  a.  GOttlngen,  1906  prom.  Bre»Uu. 

Tvkmf  J«y  Mitarfoeit«r  am  E.  Patentamt,  Berlin-Frieda««,  Friedrieh« WUhelmpl  3. 

JollABnci  Alolala*  T.,  geb.  18.  6.  UM»  Alfr-Kattmdoi^  UM/n  «lad.  Bnlia,  1BTB/7T  Ommte- 
■divlMinr  Liegnits,  1877/79  Bretlaa,  mH         Mb  PaUatatnt  Berlin.   imgL  4.  T«r.  D.  Zug. 

610  T5t9887,  B.  T.,  Professor  a.  d.  Techn.  HochHcbule,  Budapodt  {Ungarn). 
XrXiikiieri  Th.,  Privatgelehrter,  Borkenidorf  (Bez.  Dreaden). 

t)tum  Tlieoftor  T.,  geb.  94.  4.  1871  Dreeden,  1891/94  Lehrer  u  einer  ileln.  TolknofaiB]«, 

lS5?5tt9  stad.  Dre»ilf>n  n   I.eip  Ii' 

Treatleiny  P»,  (r.  ß.-B.,  Direktor  des  Realgymnasiums,  Karlsruhe  i.  B.,  Wald- 
honnl^.  16. 

Joit-iih  Pofcr  T.,  g(^h.  2fi.  1.  ISIS  WiebliiiKtn  h.  Hi-iik-lbiTg ,  Iftt'.i/f.i;  ^nl  n.  ili  "t  ,  rp, 
184:6/68  Ii(-)xraniti)praktikant,  186H/94  Prof.  »m  li^nm.  KarUratte,  eeit  ie»4  Direkior  «1.  Itoal- 
gymnaaiam«  (mit  Kr^fonnBohato). 

TrommsdorlT,  H.,  l)r  ,  Gymnasiallehrer,  Hildesheim. 

Tropike,  J.,  Dr.,  Oberlehrer  am  Dorotheenstädt.  Realgymnasium,  Berlin  NW  6, 
U»nmiHt.  14. 

JohBsaet  Fnas  Joeef  T.,  geb.  14.  10.  1M6  BetUa,  1994/99  atad.  BwliB,  IM»  yram.  HklK 
1MV94  Hilfelehm,  aeit  1894  Oberlehrer  Berlin. 

Tyi«ry  H«  W.,  Dr.,  Professor  am  Maicftehiuetts  Inatitate  of  Teehnologj,  Boiton 

Mass.  (U.  S.  A.),  Boyletonatr.  4«1. 

Harry  Walter  T.,  geb.  1«  i.  18fin  Ipiwioh,  18«0/B'I  »tod.  Mau.  Inet.  ofTeohn.  1884  B.  8.,  188T/SÖ 
■tud.  GdttüsKüii        KrIttn«L-n,  prom.  Erlanij^Mi    If^-M  .\8BUtonl,  I^nR  Inntruktor,  1890  Aeeiet 

Prot,  1K98  Anoo.  Prof.,  »eit  189S  o.  Prof.  ».  Maea.  laet  MitgL  d.  Am.  Aaaoo.  Adr.  So.,  d.  Am 
Math.  8«M. 

Umlauf,  K.,  Dr.,  Oberlehrer  a.  d.  Lehrerbildungsanstalt,  Hamburg,  Eppendorfer 
iNwm  14. 

Karl  Arthur  V.,        IM«  Dreaden,  188T/M  ■!■«.,  UM  fiom.  loipslg.  Mißt  wlaa.  Lehrer 
DelNln,  168(A»05  Ob«rUlu«r  Bnaden,  teit  190S  •.  d.  MeafL  IitbMlMldeilgMasiWt  Hwnburg. 
ünIrer«itats-BibIIothek,  Großh.,  Heidelbexg. 
lliilTprHitiSts-BihHothek,  Cbristiania  (Xortuegm)» 
UnirerHitäis-Uibliothek,  Utrecht  (Holiftnd). 
680  ünlTcnitits-  nd  LmdMUMIothek,  SMIraiv  i  B. 

Tahleu,  Jh^  Dr.,  Professor  a.  d.  UniTersität,  Gxeifswald. 

Xflil  Theodor  T.,  geb.  M. «.  IM»  Wlmi,  im»/M  tlod.,  INS  pnm.  Borlla,  1M7  1»h.  KOBic»> 
bcrg,  aeit  1904  a.  o.,  1906  etatm   a  o  l>rof.  Gr<>if-i^  :iM 

Talentin,  G.,  Dr.,  OberbibÜotliekar  a.  d.  ii.  Bibliothek,  ßerUn  W  62,  Burggrafen- 
■tnkft»  6. 

TTermann  Oeorg  V.,  gpb.  9.  12.  IMfi,  »tnd.  ti.  prom.  Berlin. 

YlUyi,  J.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Univeraität,  Klaiisenburg  {ünyurn),  Majätis-Gasse  3. 

Joliaa  V.,  geb.  85.  1.  1H56  Marog-VAfArbely,  l!s73/80  atnd.  KlauaenborK  :  !;  riin,  18»1  prom. 
a.  hMA.  lOaaMBbus,  UM/87  •.  o.  Praf.  d.  miith.  Pi^idk,  mÜ  1W7  o.  Prof.  d.  elun.  Uath.  Mitgl. 
d.  Akad.  BadspMt 

Tan  Vleck,  E.  B.,  Dr.,  Ptofesior  ».  d.  WiMoaaiii-ITiiivwdttt,  Madison  Wiao. 

{ü.  &  Ä.). 

Sdvard  Barr  T.  T.,  g«)).  T.  6.  IMS  lOddletowa,  1SM/V7  elod.  Wwitofui  v.  Jobiu  HopUaa 

1890/99  GMtingen,  18M4  A.  B.  Woaleyan,  1893  prom.  GOnlngen,  1887/90  Inatmktor  Wealejran,  1H9S/95 
WiiK-ornilj».,  189B/9H  Aaaiat.  Prof.,  1898/190«  o.  Prof  Wealeyan,  aeit  1906  Wlaoonain.    Mitgl.  d.  Am. 

S  M      H('rau«geber  d.  Traiisnctiong),  d.  Soc.  niath.  de  France. 

Vari6ak,  \f  Dr.,  Prof.  a.  d.  Universität,  Agram  {üngam)^  Franz  Josephspl.  6. 

▼tadtmir  T.,  geb.  M.  8.  IM»  OMao,  1M»ß»  llad.,  tSH  pmm.,  ISW  luth.  Agmrn,  mit  IMS 
Mittelaohnllehror  Swalla,  Boceail  o.  Bmvg,  Agiam,  mll  ISW  fiml  a.  d.  Dafr.  AgiMB.  IBtgL  d. 

■adalav.  Akad. 
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T0lt8By  1f.,  Dr.,  Kreosoacli. 

August  Wilbelm  V.,  geb.  IS.  7.  1846  K  irabsnboUeniMch .  186S/»7  ttai.  Hftlto,  B«m,  B«llln 

n.  Tabingen,  1889  prom.  Bonn,  bia  1381  Gymaui&Ilebrmr,  Mitdem  PtlratmMui. 

Tmvbm«,  G.,  Dr.,  ProfiMior  ft.  d.  Umf«r*iUI,  Mn». 

Tieth,  J.  T.,  Dr.,  Professor  am  Gjmnaflium,  Dresden  N.,  Arndtetr.  9. 

JohMin  y.  V.,  geb.  lt>.  1.  Ureedeo,  1878/80  itail.  Dreidea  u.  I^ipsig,  1888  prom.  Leipcig, 
1880/86  Hilfilcluvr.    Loipsig,  aeit  1886  OborlehNr  »m  Gyinn.  Dre*dui-Neait*dt. 

Titerbi,  A.,  Dr  ,  PriTatdoKent  a.  d  ünivergität,  Pavia  ilinlirn). 

Adülfu  V.,  gab.  97.  9.  1878  Miuitu«,  lisillt^  tttid.  llulugnft  u.  Mfstlua,  1HII6  prom.  Meiainm 
1908  hnb  Piida»,  aeit  1904  P«t1». 

690  Tegel,  F.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Artillerie«  «.  IngenMiinchiiie  und  a.  d.  Kriegt* 

akademie,  München,  Linprannstr.  63. 

Peter  V.,  geb.  17.  18.  18!>6  Vehlfeld,  1N74/7S  Itad.  Krlangon  u.  Mauchrn,  1878/80  Aaaiatent  «.  d. 
TMhn.  Hooliaebnl«  MOBobaii,  ItM  praa.  XriusM,  UBO/M  Ltttarar  ».  d.  HUitäibUdnngMaataUm 
XtiMlMM,  mM  U80  Pi^.  a.  a.  AittlMto.  b.  laflHiiaonolittle,  mH  IMl  aiuli  «.  d.  Kzitawkadnta. 

T#igt,  Wi,  Dr.,  C  R  -Ii.,  Professor  a  d   rniverwität,  (röttingen,  Grilner  Weg  1. 

Woldemar  geb.  8.  IHäO  Lelpaig,  1867/74  ttud.  Leipzig  o.  Königaberg,  1874  piom.  KfiBiga- 
b«rg,  1875  hab.  Lelpiig,  187ß/83  ».  o.  Prof.  KOnigaberg,  aeit  1883  o.  Prof.  GOttinfoa'  Dr.  «0.  Padua, 
L  lt.  D.  Olaagew,  Hr.  Of  M.  Cambridge  u.  Mancbeater,  Mitgl.  d.  Gm.  d.  Wlit.  JR  CRttttigMi  S. 
Baaitan,  d.  Akad.  SwIIb,  Bon  (Llnoei)  a.  »ologn»,  Ehrenmitgl.  d.  WUOl  Q%».  il  d.  ir«««if.  Oot. 

TolterrBf  Y.,  Dz.,  Professor  a.  d.  UniTersität,  Born  {Italien^  Via  in  Luoina  17. 

Tito  T.,  gA.  S.  6.  um  Aamaa,  iWIßt  Mud.  Flonu  v.  Hm,  ISN  pmn.,  188S  liab.  Pba, 

1883/1900  Prof.  Pia«,  aeit  1900  o.  Prof.  d.  mstb.  Phyatk  u.  Mechanik  d.  Himmela  Rom.  Senator 
d.  KOnigreicha  Italien,  Dr.  matb.  Chriatiaoia,  Dr.  of  ac.  Cambridge.  Mitgl.  d.  Soc.  Ital.  (detta  dei 
XL),  Mitgl  d  Akad.  Bom  (Lincoi),  P<  lo>;iiu,  Mudi  na,  Catania,  Mitgl.  d.  latitnto  Lomburdo.  d. 
Inatitut  de  France  (Section  de  Otemttiie),  d.  Ue«.  d.  Wiaa.  aa  OOttingen,  d.  Soo.  degU  Spettroacop. 
Ital.,  d.  Ho«,  math.  de  France  n.  d.  Circ.  aial.  diPahma«,  KtamnllvL  d.  Buo.  d.  8e.  pliji.  «nautth. 
Bordpanx,  Pritaident  d.  Soc.  IUI.  Fii. 

Ton  der  Mfihll,  K.,  Dr.,  Profesior  a.  d.  Universität,  BaBel  {Schueü),  Ritter- 
gasae  10. 

Kail  V.  d.  M.,  «eb.  IS.  9. 1841  BaMi,  im/U  itud.  B«««l,  GAMagWi  iL  KaBl«ak«li,  UM  pfm, 
X«iitgab«vg.  IMS  kab.  Leipalg,  1871^  a.  o.  Pivf.  Leipilg,  1889/90  a.  o.  Prof.,  «eh  1880  o.  PbqC 
BmbI.    Mitftt.  d  T,(.n,  rarol. 

YüMf  A.,f  Dr.,  Professor  a.  d.  Universität,  Mfinchen,  Habsburgexifar.  1. 

Avral  Bdaiuid  T.,  gab.  7.  IS.  1146  Altana,  1885/69  «lad.  OOMaffn  s.  Haldelbetc  1889  prom., 
1874  hab.  OOMagaa,  iSfS/IO  O.  Pr«f.  Damata<lt.  1»7<*  alt  Dn-adaa,  1885/91  Manchen  (Tecku.  Hoctmch  ). 
1891/1908  Wtlfirt»nTg,  a«(t  190«  Mteeben  (UuIt.).  Mitgl  d.  I,eop.  Carol.,  d.  Akad.  Mtlnchuu,  d. 
Gea.  d.  Wi«!"  *;>'"ittiiiK«'"- 

Txlesy  H.  de,  Dr.,  Professor  a.  d.  UniversiUt,  Amsterdam  {SoUand^^  Nicolaaa 

Witaenkade  38. 

IKiidrick  de  V.,  geli  l-^'IT  Aiiuti.rrtaiii.  iMh'!  ;>o  «tud.  ZOrioh,  189^/B9  Aniit<  rdam,  1901  prom. 
o.  bab.  Amsterdam,  lüDdi i:nf'2  iiuzent  a.  d.  höh.  BargeractauJ«  Amatetdani,  180^'ü&  Doi«nt,  I90b/M 
«.Prof.  a.  d.  Toühn.  Hochachnlo  Delft,  aeit  1006  a.  d.  Usdr.  Aaulardaai.  H«raiug«bar  d.  Barna 
aemeat.  doa  Pabl.  Math.    ^Tit^l  d.  Math.  Gea.  Amatordam. 

Trles,  J.  de,  Dr.,  Profea-sor  a.  d.  Universität,  Utrecht  {HoUmul),  Niüuwegracbt  12. 

Jan  de  T.,  geb.  1.  9.  IS-SS  Amaterdam,  t87«i/80  atud.,  1881  prom.  Aroaterdam ,  188ü,^8  Lehrer 
a.  d.  bOh.  BOtgaraohal«  Kaap«,  1899/94  Haartom,  1894/97  aa  Polrtwhalkam  Oalft,  Mit  U07 
«.  Piaf.  d.  QaoB.  a.  d.  übIt.  Utrsehfc  Mitgl.  d.  Akad.  A■slwdaa^  d.  Wide.  Qaa.  AaiaMtdaa,  A 
Obe.  BMt  dl  Palanao. 

IfBolsch,  E.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Techn.  Hochschule,  Brünn  {Ö$terreieh). 

Jtafl  W.,  gab.  9.4. 1888  Piag,  itad.  Piag,  Leipaig  a.  BdugaB,  1888  proB.  Bdaagan,  UBObabk 
Png,  1895/98  a.  o.  Mit  1890  o.  PreC  Bioaa. 

WalloBberg,  U.,  Dr.,  Proftsaor,  PriTatdosent  b.  d.  Tedin.  Hoidiachido,  Charlotten- 
bnig,  Grolmanstr.  21. 

Qeorg  Jakob  W.,  geb.  8.  8.  ISM  Pr.  Stargard,  1S81/8C  »tnd.  Heidelberg  ii  ik-rliii,  1880  prom. 
Halle,  190€  bab.  CharloitenburK,  EUKl<  ich  i  »xtriehrer. 

Walter,  A.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Staatsrealiohnle,  Gras  (ÖsterrwicA),  Gnuibach- 

gast^e  lü. 

Aloia  W.,  «t't^  4  18'^'>  Au««<><,  IHH:;  »i'.i  »tud.  (ira«,  IHLiSyW  Göttingeo,  1888  prom.  Urma, 
1889/91  AMiataat  a.  d.  Uoir.  Orw,  1891/94  wirkL  Leknr  am  LaadMgjrBa.  Laoban,  Mit  1894  Piof. 
a.  d.  BtaatnaalMdiate  Orsa. 
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640  Walter,  Tb.,  Dr.,  Geb.  Bcbalrat,  Dinktor  d,  Obeixaaladralfl  v.  hdhwm  Haadabi- 

Bchala,  Mains,  Scbulstr.  86. 

Thaodor  K*rt  Angutt  W.,  gab.  ii.  5.  IdbS  Offenbach  h.  M.,  IHTI  7.'>  Rtud  Gii-Son  u.  BivMalbWg, 
1875  pcoB.  aioflM,  Wltfin  ObwMinr  BOdiiig«o,  1887/8»  SMinaUMlt,  1H8O/1900  DixsklOr  4.  BmI> 
wOnH  BiacM,  laoe/M  4.  Orna.  n.  «m  (NwnadMiivl*  Woma,  aalt  IM«  d.  ObanMlaahnl«  ■.  b(Hi. 
HAndelaachnle  Mains. 

Wangerin,  A.,  Dr.,  Profeiior  a.  d.  Universität,  Hallo  a.  S.,  Wilbelauk.  87. 

Friedrich  Heinrich  Albort  W.,  geb.  18.  11.  1»44  Gruifeubor»?.  IM3/M  itnd.  Uatla  a.  Köttlgs- 
bws,  186«  pnvu  KAilictbwg,  1804/68  Ob«rl«linr  Poms.  1860/76  Sarliii,  1876/8»  a.  o.  Frof.  ».  d. 
VdIt.  BuUb,  Mit  last  «.  Pier.  HUB«.  VctaU«Bt  4.  U»p.  OmoL.  MJ!«!.  4.  Akad.  Srfu«. 

WMSllIew,  A.,  Dr    Pinfessor  a.  d.  ünirenität,  Kasan  (Rußfand). 

Aluxttuditi  WnüeUiowiiteh  W.,  geb.  5.  8.  1>2>S  Kimmu,  107(^74  atud.  St  futbrabuj'g,  Ittlü 
Berlin,  1874  hab.  Kasan,  1880  Mag.,  188-1  Dr.  math.,  1884/99  Prof.,  seit  1899  emer.  Mitgl.  d.  phyiiko- 
mtth.  Om.  jKacaa,  d.  math.  0«a.  Hoakaa,  8t.  Petenbwg,  CIiwIeow,  d.  800.  math.  da  FraiuM,  4. 
Gfae.  muk.  41  Patame,  4.  lawUt  Uaaabfn.  Inbabar  d.  BoulakBmhywifadirflla. 
W«b€r,  E.,  Rittrr  V.,  Dr.,  Profesaor  a.  d.  UniverBit&t,  Müncbpn,  Alexandraiitr.  1. 

Edaard  iUttor  v.  W.,  gvb.  1870  Manchen,  1888/94  atud.  MtUicbou,  G5ttlnf;en  n.  Paria,  189S  j^m., 
1895  hab.  München,  seit  1903  nicht  etatm.  a.  o.  Prof. 

Weber,  H.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Universitüt,  StraBbnrg  i.  £.,  Goethestr.  27. 

Hblnrich  W.,  geb.  R.  8.  IMI  Heidelberg,  1860/<;r>  atud  Heidelberg,  Leipsig  u.  Königsberg,  18AS 
jirnni  .  1  H<W  hab  Heirii^Ibfr^r,  1870/7.'>  Professor  am  Polytechnikum  Zürich.  1M7.^  ^s.S  o  Trof  KfpuiKsherg, 
1K83,  M  Kt  rliu  (Techn.  Hochsch.),  1884/93  Marbarg,  1893/9ä  O0ttintit>a.  Mit  1895  Strasburg.  Dt. 
math.  Chrinüauia.  Mitgl.  d.  Akad.  n.  Oes.  d.  Wiaa.  OOttingen.  Beriin,  M«BflhiB,  Bw  (Ltnoel), 
StoaklwIiB,  Mailkwrv,  £riMig«n,  UpMl«,  Zttiiota,  d.  aehvals.  Matarf.  0««^ 

WebcfT,  N.,  Professor  a.  d.  Tecbn.  Hoebaebnle,  HMinom. 

Moritr  (iiKtnv  W  ,  ((vh.  18.  7  [-Tl  Loipsig,  1890/94  ettid.  TTuuiiovcr.  I HH I  r<R  Aaaistent  HMaBOT«r 
a.  Qöttingen,  1898/1904  Begiorongsbaumeiatar  BazUn,  aeit  19U4  o.  Prof.  d.  Mechanik  Hsaaom. 

Webster,  A.,  Dr.,  Professor  %.  d.  Claffk-üidTenitftt,  Woneater,  llaat.  (17:  8.  A.\ 
Weatstr.  66. 

Arthur  üonlnn  W.,  geh  II  iHf,.-}  Brookline,  atud.  Harvard  u  Qerlia ,  ISSS^W  Inatructor 
Harvard,  1S90  prom.  Berlin.  IsiMi  Hoient,  189ä/lD00  Assist,  l'rof  ,  seit  1900  o.  Prüf  <1  l'hya. 
a.  d.  Olark-Unir.   MitgL  d.  Nat.  Acad.  So.,  d.  Aoi.  A«k4.  Se.,  d.  Ab.  Math.  Soc,  d.  Am.  f  l^a.  Soc. 

Weder,  0.,  Dr.,  GymnasialoberlehTer,  Zttlav  I.  8a.,  Haosenitr.  8. 

Kari  Utto  W.,  geb.  1».  11  isTl,  1>;):;  v»;  »tiul ,  i^iir.  prom.  Leipsig,  189T/1900  Realschullohiar 
Olaaeta««,  1880/08  Baalachuloberlohrer  Leipsig- Keudnltz,  seit  IStOi  G/mnasialobarlelim  2itta«. 

Weiler,  A.,  Dr.,  Ffeofesaor  a.  d.  Umrerntftt,  Zfiiich  (Sdhueit), 

Adolf  W.,  geb.  tl.  12.  l».'!!  Winterthnr,  1869/78  atad.  Zftrieh,  GOttlngan  a.  Sdaafan,  1873  prom. 
I^rlungeu,  1875  liab.  Zflrich  Polyt,  1891  ünlv.,  1878/74  Lehrer  8t>fa,  1874/78  AiaialaBt  am  Poly- 
taehnikum,  1878;84  Lehrer  am  Lchrrriiinenseminar,  seit  1899  a.  o.  Prof.  a.  d.  Univ«raiUkt  Zürich. 

Weingarten,  J.,  Dr.,  G.  ii.-J2.,  Professor  a.  d.  UsivexsiUI,  Freibarg  L  fi., 

Schilleratr.  22. 

Leonhard  Gottfried  Johaonos  Julius  W.,  geb.  2^.  3.  1836  Berlin.  \Hü:i  hl  siiid.  Berlin,  18fi:i 
prom.  Halla.  1864  liab.  Beriia  (Baoakadamia),  ron  1871  Pmf.  a.  d.  Tvcha.  Hochacbole  Barlia,  jatit 
in  f<nai«n,  Vnf.  hon.  Fntba^K.  lBil|L  4.  Laaip.  GanL,  4.  Gm.  4.  'Wlw.  OMIiii««ii,  4.  AioeB4.  4«i 

Lincei  Rom. 

e^O  Weiuneiater,  F.,  Dr.,  Prc^easor  a.  d.  Foratakademie,  Tharandt  b.  Dresden, 
Badetal  171 B. 

Johaiju  Philipp  VT  ,  b'i'b  tl.  8.  1»I8  Kassel,  1808/82  stud.  Marburg  u.  Leipsig,  Md  prom. 
.Marburg.  li5T:;,:a  Uilfslclirör,  1873/83  Oberlehrer  Leipsig,  soit  1H83  o.  Prof.  Tharandt  Mitgl.  d. 
Ot>«.  iRiii  Dresden. 

Weinnoldt,  £.,  Dr.,  Frofeasor  a.  d.  Marinescbttle  ti.  Privatdosent  a.  d.  UnivenitAt, 

Kiel,  Beselerallee  60. 

Krnst  Heinrich  Friedrich  W..  geb.  88.  10.  1883  Kiel,  18e0;85  stud.  Beriiu  n.  Kiel,  188.>  prom., 
im  hab.  Ual,  18881/90  HlUUahrar  an  JRaatgjiDJUHiam  aad  1888/1W  soglaioh  Aaalatant  an  Inat  f. 
«wmwL  Fhrdk  Bailfai,  18M{/M  Lahnr  a.  4.  BaagewaiksolMilB  JCagdahwy,  Mit  IflW  a.  4.  Haifaw- 

!.-hTiU>  Kii>!. 

Weiü»,       Dr.,  Oberlebrer  a.  d.  Oberrealscbule,  Gro6-Licbierfelde  0.,  Parallelstr.  lU. 

7raa«  Kail  wmMbB  W.,  gab.  Ute  Bailla,  1884^  tlmä.  BarHa,  1808  prom.  Jena. 
Welhteln,  J.,  Dr.,  Profeaaw  tk  d.  ÜDiveraität,  Straßburg  i.  E.,  Ludwigsbafenerstr.  6. 
Weltxien,  f.,  Dr.,  Profe<^-<or  a.  d.  Friedncha-Wetdencben  Oberrealaobule,  BerUii> 
Zebiendoif  VVa,  Prinz  HandjfrvHtr. 

Carl  JuUas  Heinrich  W.,  geb.  15  m  Schwerin,  1870/7«  stud.,  188j  pfOB.  Barlia,  1877/78 

«iaa.  HiUalahm,  aalt  1878  Obarlalwer  liwUn.  Mii«L  d.  Math.  Oaa.  Barlia. 
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Weud,  0.,  Dr.,  Professor  a.  d.  Gewerbeakademie,  Chemnitz,  Andr^str.  6. 

lleiurich  Oiikar  W.,  geb.  31.  10.  1861  NJi-.I-tw  iirtlm,  IhM  SO  ntud.  DrLüHcn  u.  Leipsifr,  1888 
proni.  Leipiig,  188«;60  Hilfdehrer  Hchnc««b«rg,  ItMd^dO  Leii»ig,  seit  Lolinr  a  d.  Gcworbo- 
akademle  ChemniU. 

Wendler,  A.,  Dt.,  OyrnsMialoberlehrsr  »m  Thertajengymmwinm ,  Münahm, 

Mozartstr.  18. 

AagvBt  WlUMlm  W.,  6.  5.  1873  Nürnberg,  IWi.^fi  atad.,  IMO  ptom.  Ktaidim,  MOur 
.^•■iit«nt  a.  d.  BeaUchale  Bayreutb  u.  Gym&Miallehrer  Wiadsbach. 

Wendt,  E.,  Dr.,  Oberlehrer  a.  d.  Seefahrtschule,  Bremen,  Am  Deich  88. 

Adolf  Krnit  W.,  gob.  IS.  5.  1872  Berlin,  1890/94  itad.,  ISM  fvooi.  Bnlla,  imS/lSOl  Navlr 
gatiouslehror  Eltfleth,  Mit  1!WH  Otwrlfhrpr  Wrctnen 

Wernieke}  A.y  Dr.,  Professor  a.  d.  TtH:buiäcbeu  Uocbscbule  u.  Direktor  d.  Ober- 

roalichnk,  BrMiBadnn%,  ffinteni  BrfldiCD  80. 

FriadiMh  Alezaad«?  W.,  S-  1.  1857  Görliu,  1874/79  ünd.  Bwita«,  Heideiber«  o.  Berlin, 
1870  pron.  BerHn,  IMl  kab.  BrauMliw«ig,  1»82^94  am  UyinuHiaB  Biaaiudiweig,  eeit  UM  Piof. 
a  .1   i\c)u>  Hochidhuto,  Mit  IMi  ■•gtol«li  (MMmalMbiOdiniktat,  Mit  IM»  mmek  J}ammt  am 

fttdagog.  Stjmuiar. 

Wenileke,  1\,  Dr.«  FnfeMOr  a.  d.  Wuhiagton-UnivernfU,  8i  Louis  Mo.  (U.  8.  A.). 

August  Ladwlg  Paul  W.,  geb.  9.  1.  18I>G  L<^ipitig,  188:i.89  «tud.  Berlin.  I'JO.' on  n5tt!nR(u. 
IM»!  l!'0  .  ITof.  »tat«  College  Kentucky,  aeit  ISO«  lu»truktor  St.  Loui».    Milgl.  d.  Aju.  Math.  8oc., 

660  Westrall,  W.,  Dr.,  Instruktor  m.  d.  Univenität,  Columbia  Mo.  (U.  &  A.). 

Wllli«l«vt  David  Allan  W.,  sib.  17.  1.  1«W  MoaUwois  staA  Yal«  «.  GOtttagea, 

1905  prom.  Gottingen,  IMM/OS  laitnslor  «■  Ytüm  Call«««,  Mit  11N»  a.  A  tTotr.  of  üfMOiuL  MilgL 

der  Am.  Math.  Hoc. 

Witani,  J.,  PrafeMor  «.  d.  Pnrdiio-ÜmTttTsitM;,  Wert  U  Payetto  Ind.  (CT:  &  A.), 
Mainsir.  222. 

Jacob  W-,  geb.  1«.  '..  1867  Orebr«,  »tnd.  Upsala,  Stockholm  a,  Yale,  1898  prom.  Yalo,  18H<J;'tfS 
Inatructor  Bethany  College,  1896;1»U0  Yale,  ie00/0:>  Initroktor,  «eit  1901  Amoo.  PkOt  Fuda«. 
Mitgl.  d.  Indiana  Acad.  So.,  d.  Am.  Math.  Hoc.,  d.  Circ.  mat  di  Palermo. 

White,  H,,  Dr.,  Professor  am  Vassar  College,  Poughkeephie  N.  Y.  (('.  S.  A.)^ 
Academjst  102. 

Hcarjr  Bealjr  geb.  iO. ».  1861  OaMiiOTia,  lilStW  itod.  Wealeyan  n.  OOttlngaa,  laSS  pnm. 
Oettlog«»,  lSM/87  LMtor  'Veele^aa,  18M/»>  Atslituit  Clark,  18»/tMB  PnfMNr  NoKdnNMwil, 

teit  !905TMMr  College.   MükI  dr-r  Am.  Math.  Soc.,  iIi  «  Circ.  mat.  di  PalMUMi. 

HVlechert.  E..  Dr.,  Prot'essnr  ».  d.  Universität,  Göttiii;,'CTi. 

Wieghardt)  h,y  Dr.,  Frut'easor  a.  d.  Teolio.  Hochschule,  lirauuscbweig,  Schleinitz- 
•Me  10. 

Diotel  Frtadildi  Karl       gaV.  11.  A  1874  BMgaboSfcwHc,  1180/1901  ttad.  HtaUMvar  il  GW*- 
tisgea,  19M  prom.  OMUagto,  190*  liab.  Aaebui,  leit  1906  akilit  Matm.  a.  o.  PtofiMwr  Braoneehwelg. 
'Wleleltner,  H.,  Dr.,  Gymnasiallehrer  am  Gymnasium,  Speyer,  Uilgardi^tr  8". 

Heinrich  Karl  W.,  geb.  81.  10.  1874  WaeMrbnrg,  1899/98  «tvdn  1801  prom.  Mauvhitn,  aeit 
1900  ClTiaaadallebnr  BpUfW. 
WleO)  W.,  Dr.,  Profi  t-sor  a.  d.  ünivprsität,  Würzbarg,  Pleicherring  8. 

Wilhelm  W.,  geb.  13.  1.  1864  liaffkeu,  1888/8;i  »inA.  Ortttlngcn,  Berlin  u.  Ilpidplberg,  1886  prom., 
1898  hab.  Berlin,  1890  Assiitent  a.  d.  physik.  Reiclmaniitalt,  1896/99  Dozent  Amhen,  IMO/1900  O. 
Prof.  OieBoo,  aeit  1900  Wdr/.lmr«     Khreiiniitgl  diu  phya.  Vereine  Frankf.  n  AI. 

Wiener,  H.,  Dr.,  ProfesHor  a.  d.  Techu.  Hochschule,  Darmstudt,  Grflner  Weg  28. 

normann  Ludwig  Gaalav  W.,  geh.  l.V  5.  IH-S?,  etud.  Kailmlie, M «noban «. LetMlg,  1811  piOBk 

MOru-hi  n,  IssS  hub.  Halle,  aeit  1894  o.  Prof.  Üaraetadt. 

Willjcrod,  IL,  Dr  ,  Oberlehrer  a.  d.  Handelslehranstalt ,  Chemnitz,  Weststar.  60. 

Heinrich  Cliristniili  W.,  geb.  10.  11.  1859  Bremen,  187v''l  »tud.,  1wh3  (ironi  (;öllinB<»n, 

18ti3;85  Lehrer  a.  d.  bOh«ren  TOchterachnle  Wllhelmehavcn,  1885  Uberlehrer  Cbemuits.  Mitgl.  der 
Du  aratoMol.  Oea. 

Wilson,  E.  B.,  fr  fr-t.sor  a.  d.  Yale  Universität,  New  Huven  Conn.  (U.  S.  A.). 

Kdwin  Bidw><U  W  ,  geb.  25.  4.  1879  Hartford,  1895/1903  atad.  Harvard,  Yalo  u.  Paria,  1899 
A.  B.  Harvard,  1901  Ph.  D.  Yale,  1900/06  Inatraktor,  aeit  190»!  Aaaiat  Prof.  Yale.  Mitgl.  d.  Am. 
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über  das  Fomeroche  Integraltlieorem.') 

Von  Alfaed  Pbinosbeiic  in  Hflnchen. 

Während  die  Bedingungen  für  die  Gültigkeit  der  Fourierschon 
BeOiencnttiulhnig  in  zahlreichen,  bis  in  die  neueste  Zeit  reichenden 
Arbeiten  mit  Tniiiutiöscr  Gennuici^lveit  und  BerückaichtignnfTf  knmp]izi(>rtester 
Möglichkeiten  erörtert  worden  sind,  scheint  mir  die  Fra^M  nach  der 
Gölti^keit  der  ge^cihnlich  als  Funricrsdios  InlegrcUihcorem  oder 
Fouriersche  hUeyralformcl  bezeiclmeten  Kelatiun; 

(I)  •  /  dß  i'fia)  •  cos/J(«  -  a?)  .      -  f{x) 


/5  -T-  «- 

\lß J'f(a)  . 
—  « 


(bezw.  -A|;^(-p  +  0)+/'(:r~0)|) 

in  der  Literatur,  .soweit  mir  (litRo  bekannt  geworden  ist,  bisher  eine 
aauülieruU  entsprechende,  ja  auch  nur  für  eine  grobe  Klasse  einfachster 
Fälle  ausreichende  Behandlung  nicht  erfahren  zu  haben. 

Historisch  sei  zunSiChst  bemerkt,  daß  die  obige  Fonuel  wohl  nicht 
ganz  mit  Becbt  die  angeführte  Bezeichnung  ti^t  In  Fouriers 
„Theorie  emeifytigue  de  1a  ehatetuf*^)j  aof  welche  ja  die  Fonnel  (I)  zarQck- 
gefOhrfe  zu  werden  pHegt,  findet  sieh  diese  juunlieh  keinesucys,  sondexn 
an  deren  Stelle  (L  c.  p.  449,  Formel  (E))  nvr  die  folgende  (mit  Be> 
ntttzmig  der  in  (I)  gebrauchten  Bnehsteben,  im  Übrigen  ab«r  in  der 
Ton  Fourier  gegebenen  Noiierong): 

+  •  so 

(H)  l  J f{a)  ■  da J  cos  ß{a  -x)'dß=-  /  (a)  • 


Die  in  dieser  Schreibweise  —  Avegeu  der  Divergenz  des  inneren 
Integrals  —  zunächst  $imlo$  erscheinende  Formel  gewinnt,  wie  Herr 


1)  Yortmt^,  gehalten  auf  det  Vecttammlong  der  D.  M.  V.  zu  Stuttgart  am 
17.  September  1906. 

2)  Paris,  1882. 
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AvRBD  PuxOBHXDi:  übcT  du  Fouriendie  IntegxilfheoTem.  $ 

Darbüux  an  der  betreffenden  Stelle  der  vou  ihm  besorfi:tcn  Ausgabe 
Yon  Fouriers  Workeu  bemerkt^j,  eine  präzise  Bedeutung,  wenn  man 
das  linksstehende  iterierte  Integral  mit  tinendlichen  Grenzen  auffaßt  als 
Gretuswert  von  der  Form: 

A'  B 

wo  von  voniberein  Ä<.x<CA'  anzunehmen  und  unter  f(x)  eine  an 
der  betrachteten  Stelle  x  stetige,  in  jedem  endliehen  Intervalle  (.1,  A') 
endliche  und  hcichstens  mit  einer  cndhchen  Auzahl  vo)i  Extremen  und 
gewöhnlichen  Sprüngen  begabte  Funktion  zu  verstehen  ist. 

In  der  Tat  ersclieiiit  bei  dieser  Auffassung  die  Formel  (II)  als  eine 
ganz  nnimttelbftre  Folge,  mm  könnte  sogar  sagen,  als  ein  bloßes  TeU- 
reanltat  der  —  unter  den  obengemaehten  VoranssetBimgen  —  zuerst 
durch  Dirichlets  UnterendiuDgen  sidier  gestellten  Fundamental- 


A' 


(IV)  i.J„J>(.).f!?..^^.d«  _/■(,)  ^„,^<.<^^ 

A 

Denn  diese  lui^L  sich  aueh  ohne  weiteres  in.  die  Form  setzen: 

A'  n 

(V)  1 .  •     fco8ß(a  -x)^dß~  fix) 

nndy  da  von  den  beiden  mit  A  vnd  bezeichneten  Zahlen  die  eine  an 
keine  untere,  die  andere  an  keine  obere  Schranke  gebunden  ist,  so 
bat  man  auch  noch: 

A'  s 

was  ja  mit  der  im  Sinne  Ton  (UI)  gedeuteten  Formel  (II)  übereinstimmt 
Diese  einfache  Betrachtung  zeigt  aber,  daß  der  Omiz Übergang 
YimA  =■  —  (30,  lim  .4'  =  +  cx>  an  der  Erzeugung  des  Endwertes  f(x) 
durch  den  Ausdruck  (V*),  d.  h.  dureh  die  im  Darbouxschen  Sinne 
präzisierte  Fouriersche  Originnlfomiel  (II)  in  Wahrheit  gamicht  be- 
teiligt ist,  genau  genommen  überhaupt  gamicht  vollzogen  wird:  er  spielt 
dabei  lediglicli  die  Rollo  einer  nachträglichen  rein  formalen^  ich  möchte 
sagen,  ornamentalen  Zutat,  welche  zwar  erlaubt  ist,  weil  der  Wert  des 
in  Frage  kommenden  Ausdruckes,  in  Folge  des  bereits  guvor  vollzogenen 

1)  Oeuvre»  tl©  Fourier,  T.  1  (^Furis,  1888),  p.  409. 
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GrensQberganges  lim3«>  +  oo,  toh  den  Werten  der  Zahlen  A' 
gamicht  mdur  cUihänfft,  welche  aber  andereraeite  weit  eher  geeignet  ist, 
diesen  wahren  Tatbestand  in  gewieeon  Grade  an  verhüllen,  statt  ihn 
vdlsiänäig  zam  Ausdruck  zu  bringen. 

Wesentlieh  anders  liegt  der  Fall  bei  der  Formel  (1).  Will  man 
yersuohen,  ihr  analog  wie  ohea  der  Formel  (II),  mit  Hilfe  der  gnmd^ 
legenden  Diriohletscben  Integralbesiehung  (ZV)  naher  au  kommen,  so 
wird  man  diese  letatere  durch  eine  (unter  den  obengemaehten,  flbrigens 
leicht  aueh  merklich  au  erweiternden  Voraussetaungen  ToUstandig 
legiHme)  Vertauschung  der  Integrationafolge  aun&chst  in  die  folgende 
fiberftihrsn: 

n  A' 

^  •  j^^^J  f^ß J  rt«)  •  cos  ^  («—«)  •</«      f(x)  {d<*<A'h 
0  A 

welche  ohne  weitere«  auch  die  Schreibweise  gestattet: 

de  A 

(VI)  W dß j  f{a)  ■  cos ß{u  —  x)-  da  —  f{x)  M<*<a), 

0  A 

und  wegen  der  Unbesohnnktheit  TOn  A  und  A'  adbließlich  wiederum 
nodi  die  Folgerung  nach  sieh  zieht: 

*  SP  ^ 

Von  dem  letzten  Grenzauadrucke,  in  welchem;  wie  die  Herleitung 
zeig^  der  auf  A,  A'  bezügliche  Grenzübergang  wiederum  nur  eine  Art 
ScheiuTenderung  bildet,  unterscheidet  sich  die  linke  Seite  der  Formel 
(I)y  welche  des  deutlicheren  Vergleiches  halber  noch  folgendennafien 
geschrieben  werden  kann: 

0  A 

ipeaenäidt  dadurch,  daß  hier  der  GrenzQbergaug  lim  il——oo,  lim^'-«+oo 
Toigenommen  wird,  bevor  durch  die  Int^ation  nach  ß  der  Einfluß 
der  Zahlen  Ä,  A'  gänzlich  tUmmieri  ist  (s.  Formel  (Vl)^,  sodaß  der 
jenem  Orenzprozesse  su  unterwerfende  Ausdruck  wirkUch  noch  explicite 
von  A  und  A'  aMängt  Gerade  auf  der  Vorw^nahme  des  fraglidien 
Grenzüberganges  beruht  aber  der  spezifische  Charakter  der  Relation  (I) 
als  einer  yöllig  einheUliehenf  f&r  jedes  endliche  x  imoeränderUdte 


Digitized  by  Google 


über  das  Fonrienche  lategnlthecwein.  5 

Jntfffmtionsffremen^)  aufweisenden  Darstellungsformel,  welche  dann  auch 
uiugekelirt  zur  Auswertung  von  iterierten  Integralen  der  betreffenden 
Art  dienen  kann. 

Daß  Fourier  die  Integationsvertauschung,  durch  welche  die  an 
sich  sinnlose  Formel  (II)  in  die  unter  geeigneten  Voraussetzungen  nur 
wcMdefinierte  Operatiottm  enÜialtmde  Formel  (I)  übergeführt  wird,  tat- 
aicUicih  nkM  Torgenommea  hat,  könnte  num  «llen&Us  mit  BllclEsicht 
anf  almliche,  zu  Fouriora  Zeit  nieht  eben  seltene  Inkorrektheiten  als 
ein^  rein  Sußerlicken  Hangel  ron  seknndSrer  Bedeutung  ansehen. 
Bemerkenswert  bleibt  inunerbin,  dafi  Fourier  an  die  Notwendigkeit 
einor  solchen  Vertauschnng  der  Integrationsfolge  aucb  nicht  im  ent- 
ferntesten gedockt  m  haben  scheint,  Tielmehr  den  Inhalt  aemer  Formel, 
d.  b.  der  Formel  (II): 

i  ' //•(«)>  ^ ßos/5(«-»).  dß^f(x) 

wörtlich')  in  folgender  problematischen  Weise  zu  erläutern  sucht'): 
„L'integration  par  ra^port  k  ß  donne  une  fonction  de  x  et  et  la 
seconde  integration  ferait  disparsitre  la  rariable  «.  Ainsi  la  fonction(!) 

represent^  par  Tintegrale  definie  JeMß(a^x)'dß  a  cette  singnli^re 

0 

propriete  ({ue  si  on  la  multiplie  pnr  ime  iuiiction  quelconque  /"(«)  et 
par  (l  u  et  si  Ton  integre  par  nipport  a  a  entre  des  limites  infiiiies, 
le  resultat  est  egal  it  n  ■  fix);  en  Sorte  f|ue  l'effet  de  l'integration  est 
de  cliaiiger  u  en  jc  et  de  niultjpii*  !  jjar  le  noinbre  3r." 

Auch  PoissQu  in  seinem  j,Memoire  sur  ks  inti'ffralcs  de/inks  et 
Sur  la  sommation  des  serie^  bedient  sieb  noch  der  fehlerhaften 
Fonri  ersehen  Schreibweise.^)  Die  einzig  korrekte,  der  Formel  (I) 
entsprechende  Anordnung  der  Integration  dürfte  sieh  zuerst  bei  Oancbj 
finden.*) 

1)  La  deu  (ec.  unter  geeigueteu  VuraussetzungeD)  gleichfuU»  i'tir  jede.H 
endliche  «  biaadibaieii  DatsteUongtformeln  (V),  (VI)  hww.  (V«),  (YI<»)  sind  die 
Gfensea  fBr  die  iDtegntioB  naeh  «c  nkM  onverSrndeilieh,  da  es  offsnbai  aamlfglicb 
ist,  A  und  A'  der  Bedingung  Ä<Cx  <:^A'  gcmüB  ein  für  allemal  zn  fixieren. 

2)  D.  h.  lediglich  mit  UmUndornng  der  Ton  Fourier  gebrauchten  Buchstaben 
in  die  hier  gewählten.   Diese  Ii«merkuug  gilt  auch  für  alle  weiteren  Zitate. 

B)  Theorie  analjtique  de  Ja  ehaleor,  p.  449  —  Oean-es,  I.  p.  408. 

4)  Joom.  Eo.  Polyt.  T.  XII      CUt.  19),         p.  45S,  Fomiel  {k). 

5)  In  mchrerrat  Noten,  welche  Cauchy  seinem  1815  preingekiODten  U^oire: 
„Theorie  Btir  la  propagation  des  ondea"  bei  der  orst  1827  (in  den  Mdm.  sav.  dtr. 
T.  1)  erfolgten  Drucklegung  hinaufögte.  S.  Ueuvies  {!)  T.  1,  p.  179,  Gl.  ^84); 
p,  «02,  Gl.  (7). 
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Alfbed  Fbixusueim: 


Soll  nun  neben  der  Beziehung  (VT},  bezw.  der  daraus  unmittell»ar 
herrorgehenden  (VI*),  anch  die  Formel  (I)  bestehen,  so  müssen  offenbar 
zu  den  far  die  Existenz  von  (VI)  erforderlichen,  auf  das  Verhalten  Ton 
f{x)  in  jedem  endlidim  hderwUU  und  speziell  in  der  Naehhar^kaß  der 
hära^kten  ßfeße  x  sich  beziehenden  Bedingungen  noch  die  beiden 
folgenden,  das  Verhalten  von  f(x)  im  Unendlichen  betreffenden,  als 
notwendig  und  hinreidund  hinzukommen: 


(VII) 


J  dßjf(a)'eosß(a  —  x)-d€t^0    für  A">x, 

0  ^ 


w  A 


j\ißJ'f{a)coBß{(c-x)^da~0    fftr  A<x, 


0  - 


Es  wird  sich  dann  scliließlich  darum  handeln,  h'nireichetufc  Be- 
dingungen anzugeben,  unter  denen  f{x)  die  IntpfrrnlcifXPn^^fhaften  (VII) 
besitzt  —  eine  Aufiynbe,  die  meines  Wissens  nur  in  sehr  unvollständigem 
Umfange  golöst  woi\len  ist  Dabei  habe  ich  keineswegs  etwa  Be- 
dingungen beisonders  verwickelter  und  verfeinerter  Art  im  Auge,  wie 
sie  ja  für  da*?  N  erhalteu  von  fix)  in  der  Nachbarsehaft  der  lietraehteten 
Stelle  r  behufs  (iiiltigkeit  <ier  DirnhU't sehen  Intiiirulfuiiud  bezw.  der 
FoHiwt sehen  liiihenentivivkclatqi  existieren  und,  uucii  dem  bisher  Ge- 
sagten,  auch  für  die  Gültigkeit  der  Formel  (I)  in  Anspruch  genommen 
werden  können.  Violmehr  scheint  mir  geradezu  die  (iii/'nclish-  (und  in 
gewissem  Sinne  auch  umfasicudstc  j  der  in  Frage  stehenden  Bedingungen 
bisher  niemals  abgeleitet  oder  auch  nur  ausgesprochen  worden  zu  sein. 

Zur  vorläufigen  Begründung  dieser  vielleicht  einigermaßen  über- 
ra^^aid  erscheinenden  Behauptung  gebe  ich  zunächst  eine  kurze  Übetu 
sieht  der  wesentlichsten  auf  die  vorliegende  Frage  sich  beziehenden 
Resultate,  soweit  die  betreffende  Literatur  zu  meiner  Kenntnis  ge- 
langt ist 

Die  alteren  Beweise  von  Fourier'),  Poisson*)  und  Cauchj') 
beruhen  durchw^  auf  überhaupt  nicht  oder  doch  ungenügmd  gerecht- 
fertigten Ch^enzprozessen,  ebenso  ein  von  Poiason^)  mitgeteilter, 


1)  Th^rie  analytique  de  chatoar,  Nr.  846,  850,  86S  »  Oenvns  I,  p.  891, 
405,  411). 

t!  Journ  Ec.  Polyt.  T.  XII  i Call.  U»i,  18  J3,  p.  452,  453  ,  wuh.  I^-t  atirh  uoch 
ttuf  einen  amicrt-n  Beweis  im  „.Memoire  f»ur  \i\  tbi'orie  üea  ondüs'*,  voluiue  de  l'Aca- 
d^mie  dea  scieuces  pour  1816,  hinge wicbcu  vvixd). 

8)  Osnmi  (1),  T.  I,  p.  138,  162,  179  ,  80«. 

4)  L.  c.  p.  454. 
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besonders  einfach  scheinender  Beweis  von  Deflers,  der  auch  in 
manche  Siteren  Lebfbflcher  flbergegangen  isL^)  DiricLlet  und 
Bio  mann,  denen  wir  ja  die  grundlegenden  Kellioden  ftr  eine  afarange 
Theorie  der  Fourieradten  Reihen  Terdanken,  scheinen  sieh  mit  der 
Formel  (1)  nicht  naher  beschäftigt  zn  haben.  Ihre  Originalarbeiten 
enthalten  Oberhaupt  nichts  darübor,  nnd  sowohl  in  den  Ton  G.  F.  Hejer 
beiausgegebenen  BkridUetsckm  Vorlesungen  über  bestimmte  Integrale^), 
als  auch  in  der  Ton  K  Hattendorff  besorgten  Ausgabe  yon  Riemanns 
Vorlesungen  Aber  partielle  Differentialgileichungen')  wird  die  fraglidie 
Formel  lediglich  nach  der  schon  von  Fourier  benützten  Methode  aus 
der  Fonriersdben  Beihenentwickelung  dnrcb  einen  nichts  weniger  als 
einwandfreien  Grensflbogang  und  ohne  jede  genauere  Erörterung  der 
Gflltigkeitsgrenzen  hergestelli 

In  sehr  eingehender  Weise  hat  sich  Paul  du  Bois  Reymond*) 
mit  Untersuchungen  ühor  eine  Klasse  Ton  ,,dar8teU«iden''  Integralen 
beschäftigt,  <jie  er  als  Fouri ersehe  Ihppelintcgrale  bezeichnet.  Hier» 
unter  Tersteht  er^)  jedes  iterierte  Integral  ron  der  Form 

u  u 

falls  es  boi  einer  ganz  bestimmten  Reilnmfoltro,  in  welcher  die  Grenzen 
in  die  unbestimmten  Intojjfrale  oingoführt  M'erden,  einen  von  a  >  0 
unabhängigen,  Ton  Null  vers(•l1i^•denen  eudliehen  \Vert  hat.  Das  Haupt- 
ziel seiner  LntersuL-liutig  besteht  darin,  mögiickst  umfassende  Be- 
dingungen für  die  Gültigkeit  der  Formel; 

»II  Tt:  »f 

(VIII)       Jdß  lt\a)  •  9P  {a,  Ii) '  da  =  f\(})J  dii J  '<p  ^u,      •  da 

9       6  0  0 

ansugeben,  immer  unter  der  Voraussetzung,  daß  a  jede  beliebig  große, 
aber  endliche  positiTe  Zahl  bedeutet.  Der  Grenztibergang  lima  »  +  00 

1)  Z.  B.  Cour  not,  Traitä  elt^mentaire  de  la  theorie  des  fonctious,  (2)  1857,  p.l98. 

2)  Leipzig  1871,  a.  p.  27SiF.  Ja.  der  I^emmigabe  der  DirichletschMi  Tox^ 
lemmgeii  fiber  beatiiiimte  Integrale  voo.  6.  Areudt  (BiaunBehweig  1904)  iat  die 

Fouriersche  Integralformel  überhaupt  nicht  entfaslten. 

3)  Braunachwi'i^'  IHfUi,  n.  p.  >*8  ff. 

4)  Es  kommeu  hier  folgende  drei  Abhaudiutigeu  in  Betracht:  (I.).  l''ber  die 
ailgemeineu  Eigenschaften  der  Klasse  tou  Doppcliutcgralcn,  zu  welchen  das 
Fourier  «die  Doppelintegral  gehStt  (Jonn.  f.  Hftih.  69  [1868],  p.  6fi— 108). 

(IT).  Die  Theorie  der  Fourierwhea  btegrale  und  Formeln,  ^atb.  Ann.  4 

11871],  p.  362— .S'JOl 

''IITV  AlljjOTni'ine  Sät/.f  über  drii  flnltiijkcitsln'rficli  der  JiilcgiaU'ormt.'ln,  die 
2ur  i^atblellung  willkürlicher  Fuiiktiuneu  dienen.  t^Jouru.f. Matb.79[187üJ,  p.  3Ö — 66). 

5)  S.  die  in  der  vongen  Note  mit  (I)  beseichnete  Abhandlnng  p.  70. 
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wird  niemals  doxchgefOlui  und,  wenn  eine  gelegeuiliche  Bemerkung^) 
den  Ansdiein  erweckt,  ab  ob  es  auf  Grund  der  angestellten  Be- 
traehtongen  ohne  weiteres  aaob  gestattet  sei,  a  »  +  oo  zo  setsen,  so 
wird  dem  an  spaterer  Stelle  aasdrQcklich  widersprochen.')  Es  heißt 
da  mit  Bficksicht  auf  die  aas  (VIII)  resultierende  speaellere  Formel 


0  A 


zunächst  folgendermaßen:  „Wir  dürfen,  hierQber  besteht  kein  Zweifel, 
A  und  A'  numerisch  so  groß  annehmen,  wie  wir  wollen.  Aber  un- 
«fuZZieA  dürfen  wir  A  und  A^  ohne  weiteres  nicht  werd^  lassen.'' 

Und  etwas  weiter  unten:  „Wenn  wir  also  hier,  und  wo  es  auch 
sei,  von  einem  Fourierschen  Integral 

•   -f « 

r ißjficc)  •  cos  /Ja  .  rf«  =  «  .  f(0) 
zur  Fourierschen  Formd^ 

dß //■( a)  eosß(€t  —  x)'d«  —  x  f{x) 


übergehen,  so  wird  dies  stets  unter  der  sdllsrh/rrit/rndeH  Voraustietzung 
geschehen,  daß  die  i'uuktion  f(x)  von  liudünylldi  großen  positiven  oder 
mgativcn  Werten  ihres  Argumentes  so  bcsdia/fen  istf  daß  das  Integral 
konvergent  ist."*) 

Über  die  blondere  Art  dw  Bedingungen,  weldie  die  fira^^ehe 
Beschaffenheit  von  f{x)  nach  sich  sieben,  wird  auch  weiterhin  Völliges 
Stillschweigen  beobachtet^) 


1)  Abb.  (I),  p.  99.  2)  Abh.  (II),  p.  «n. 

8)  Man  bemerke,  daß  also  die  fieseichaniig  „Foorieriohes  InUgraf*^  bei 

Du  Bois  Keymond  durchaus  die  Endlichkeit  von  a  involviert;  während  unter 
Fourierscher  J'^ormd"'  die  ftlr       lyj  resultierende,  an  die  Spitze  unaerer  Unter* 
Buchung  gestellte  Fortuel  [l)  verstanden  wird. 

4)  So  gilt  s.  B.,  wenn  man  fix)=  1  Betst,  die  Besiehnng 

oc  -T-a 

J'dßJeo»ß{a  —  Ar)  da^sr 

0   — • 

f&r  jedes  endliche  a,  willircnd  für  «  =  <X)  die  linke  Seit<?  sinnloH  wird. 

5t  Auch  die  Abhaudiun}^  (III u  al«  «Iprf^n  Hatiptgpgenstand  iMi  lioipReymond 
ankündigt,  „die  Funktion  f{jc)  genauer  Priit'ung  zu  unterwerten,  um  zu  erkennen, 
ISr  wel^e  doalibaTttQ  mathematiflcben  Funktionen  die  Fouri  ersehe  Formel  [damit 
ist  wiedwnm  imieM  Formel  (I)  gemeint]  oder  die  ihr  nadigebildeten  Formeln  noeh 
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Auch  Herr  Ulissc  Diiu,  der  ja  iu  sciuom  bekannten  liucbe: 
„Sei-ie  di  Fottrier  e  alt*'e  rappresmtazioni  analitichc  dellc  funzioni  di 
tifta  variabüe  real(f'^)  die  Ihi  Bois  Reymondschen  Untersuchungen  in 
Terschiedener  Besiehung  weitergeföhrt  und  yerTollständigt  hat,  geht  aaf 
die  Torliegende  Fnge  xiiebt  ein. 

Dagegen  hat  Herr  Karl  Neumann  in  seiner  Monographie: 
„Über  die  nadi  Kreis-,  Kugel-  und  Zylinder-Funktionen  fortakreiknien 
Entwiddungen  unter  dwrdigäftgiffer  Amvendung  des  Du  Bais  It^mondsAen 
MUidweiisatget^^  das  Fonriersche  Integraltheorem  sehr  ansfOhrlich 
behandelt  In  ftbenras  grflndlieber  Weise  wird  eine  ganze  Kette  von 
Formehi  und  Lehrsätzen  abgeleitet  als  deren  Endglied  dann  die  Formel 
(I)  erscheint^  —  leider  freilich  unter  so  außerordentlich  beschxSnkenden 
YonrassefsongeDy  daft  der  Wert  des  betreffenden  Theorems  allzusehr 
gemindert  wird.  Der  Funktion  f(x)  werden  nämlich,  um  dnrdi  die 
Formd  (J)  darstellbar  zn  sein,  folgende  Tier  Bedingungra  anÜBrlegt: 
Sie  soll  in  den  i^nzen  (—00,  4-00}  1)  entUidt,  2)  äbteUungsweise 
sktifff  S)  nur  mit  einer  endlidten  Änedhl  ton  Extremen  versehen, 
4)  mteffrabel*)  sein.  Man  wkennt  sofort,  daß  auf  diese  Weise  große 
Klassen  einfadisler  Funktionen,  auf  welche  die  Formel  (I)  tatsächlich 

anwendbar  ist,  daTon  ausgeschlossen  erscheinen  (z.  B.  7^  als 

gegen  die  Bedingung  1),  ^  ^    «  sin^  ab  gegen  2)  und  3),  als 

gegen  3),  ,  als  gegen  4)  verätoßtiid). 

Etwas  weitere  Gültigkeitsbedingungen  för  die  Formel  (1)  findet 
man  im  Cows  d'anahfsf'  Ton  ITerni  Camillo  Jordan.-')  Es  wird  dort 
von  der  Funktion  f\x)  verlanü^t,  daß  eie  in  den  Grenzen  (—  "v,  -f-  -xA 
1)  endlich,  2)  von  heschrünlitcr  Schwankung,  3)  absohi  inkgrabd 

{also  J^f(a)\  -  da  kotivergetit)  sei.  Immerhin  wfirde  Ton  den  zuvor  an- 
geHÜirten  Fnnktions<-Bei(^ieIett  das  erste:        ^  yp 

richtig  sein  mögen'*  —  gibt  ffir  /(j.)  lediglich  solche  Bedingungen,  welche  sich 
auf  das  Terhaltaa  tod  f(x)  m  der  Nachbanehaft  der  betraehtsten  Stelle  x  be- 
ziehen. 

1)  Pisa,  im.  2)  Leipsig«  1881.  S)  L.  c.  p.  70. 

+  .* 

i)  D.  h.  da«  Integral  f  fiu)  ■  d«  soll  hmvergent  eein.   Diese  Konvergenz  iet 

dann  offenbar  eo  ipm  hier  allemal  eine  (ihsnh(t.\  da  ja  /Y.r  infolge  der  Bedingong 
8)  böehstens  eine  endliche  Anzahl  von  Zeichenwecbseln  erleiden  kann. 
6)  T.  II,  «Hm       Paris,  1894,  p.  836. 
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AuraEO  Pbiüosokui: 


verändert  gebliebene)  Bedingung  1),  das  zweite:  -r-rr  t '  ^ 

Umgebung  von  x^O  gegen  die  nunmehrige  Bedingung  2),  das  vierte: 

iTp^  gegen  die  Bedingung  3)  Terstofien,  und  nur  das  dritte:  , 

als  allen  drei  Bedingungen  genügend,  in  den  Kreis  der  zulässigen 
Funktionen  eintreten;  wogegen  die  der  letztgenannten  Funktion  selir 

ähuUclie:  — ■■  schon-  wieder  auäzoächlie^eu  wäre,  da  sie,  wie  leicht 

2a  sehen,  mdU  in  den  Grenzen  (—  oq,  +  ^)  (wenn  auch  in  jedem 
noch  so  großen  endlirhoi  Taterralle)  von  beschränkter  Schwanicung  ist. 

Nun  lassen  sich  ja  die  genannten  Bedingungen  ohne  prinzipidle 
Änderung  der  Schlüsse,  welche  zu  ihnen  geführt  haben,  mit  gewissen 
einfachen  Hilfsmitteln  leicht  merklich  erweitern.  So  kann  man  ins- 
besondere die  Voraussetzung  der  durchgängigen  Endlichkeit  von  f{j-) 
beseitigen,  indem  man  nach  bekannter  Schlußweise  zeigt,  daß  das 
Vorhandensein  von  Unendlichkeits-StcUcn  die  Gültigkeit  der  Formel  (1) 
nicht  alteriert.  Fofera  nnr  f'.r)  daselbst  aJ>soli(f  integrabel  ist.  Auch 
lehrt  ein  hrkannter  mn  R  iemanii')  fi\r  l-'ouri ersehe  Reihen  bewiestner 
und  unmittclliar  auf  ,.1  )arsteüungsforniein'*  aualo;j;(  r  Art,  insbesondere 
auf  die  Formel  (I)  zu  übertragender  Satz,  daü  die  Ditrst  eil  barkeit  von 
/(./  )  ////  ifWf*nflichm  nur  von  dem  Verhalten  itj  d^r  Na<liJ)(iisrli<ift  der 
hl  traf  lifrfni  Stille  x  abhängt  (d.  h.  ulitrosclMMi  von  der  in  ji-dfui  >  »illich'  n 
lutervallf  /.ii  fordernden  Inkijrii  rharlrif^  der  übsolnd  i)  Jntn/rlrrhurh-it 
au  etwaigen  Unmdll<  lik>'if,<i-Stfllni  und  den  im  \  ordergruiide  unserer 
ganzen  Betrachtung  stthendiai  Integrabilitäts-Eigeuschafttn  im  Un- 
endlichen). Hiemut  h  ließe  sich  das  Camille  Jordansi  hc  Resultat 
ohne  Schwierigkeit  durch  das  folgende  umlasseudere  ersetzen: 

Ist  f(.i')  in  jedem  endlif-bcn  Intervalle  integrabel,  an  etwaigen 
Unendliehkeits-StelltMi  und  im  l  ueudliclien  selbst  absolut  integrabel, 
so  gilt  die  Furmel  [Ij  für  jede  Stelle  a:,  in  deren  Umgebung  f(x) 
von  beschränkter  Schwankung  ist. 

Auf  (irund  dieser  erweiterten  Fassung  erscheinen  jetzt  Funktionen, 
wie  die  oben  zitierten:  ^        ,   -Tf-i'sin-  (NB.  diese  beiden 

sin  ( t*  * 

mit  Ausschluß  der  Stelle  j  =0),  —  j  '  als  durch  l^'ormel  (1)  dHrstellbar. 
Dagegen  bleibt  gerade  die  einfachste  der  obengenannten  Funktionen, 
namlidi  ,  ^    ,  noch  immer  aus^reschlossen,  und  das  Gleiche  würde 

1)  Über  die  BartirlJbarkeü  einer  FunUion  dunA  eine  Irigommetrütke  Seihe^ 
§  10.   (Qw.  Werke,  ente  Aufl.  [1876],  p.  289). 
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offenbar  für  -     gelten,  nidU  mehr  wegen  des  Unendlichwerdens  an 

der  Stelle  x^O,  sondern  wegen  der  mangelnden  (absoluiffli)  laiegrabüitftt 
im  Unendlidien.  Ich  erwähne  gerade  dieses  Beispiel,  nm  daran  die 
folgende  Bemerkung  m  knüpfen.  Denkt  man  sich  f(x)  nur  fftr  das 
Intervall  (0,  +  oo)  willkürlieh  Toigeechrieben,  dagegen  für  das  InterrsU 
(0,  —  oo)  als  fferadßf  bezw.  als  «gerade  Funktion  forligesetal^  so  nimmt 
bekanniilioh  die  Fomel  Q)  eine  der  beiden  folgenden  Formen  an: 

(!•)  ^coB  ßx  •  dfij^f(a)  -eoBßa'da'^  f(x) , 

(P)  lfsiRßx-dßj}{tt)'Bmß«t'd€t~f{x)- 


1 


Angenommen  nun,  |  a;  j  ^  sei  durch  die  Formel  (I),  also  x  ^  für 
>  0  durch  jede  der  beiden  Formeln  (I*)  und  (1^)  daFstellbar,  so  würde 
z.  B.  aus  (I*)  folgen: 

-IcoBßX'dßja  *  '  eoBßnf  du<=»x  % 
anders  gestdirieben: 


J (ßas)'*  -eoaßX'  (l{ßx)J{ßaf  *  •  cosj}«  •  d{ßa) 


2 


also,  wenn  iumh  dieses  iterierte  Integral,  nachdem  man  ßx  und  ßa 
durch  eine  neue  IntegratioDs-Variable  y  ersetzt  hnt,  als  Produkt  zweier 
nunmeki-  identischer  einfacher  Integrale  uuii'ußt  und  die  Quadrat' 
Wurzel  zieht: 


Analog  ans  (P): 


Diese  hiil)sclie  und  einfache  Anwendung  der  ga  nur  spezielle 
Fälle  unserer  Haupt  forme!  {\)  darstellenden)  Formeln  fl*).  (l'^i  findet 
sich  schon  bei  Fourier^)  und  mag  wohl  ohne  weiteres  fUr  zulässig 

1)  Theorie  analjtique  de  la  diftlenr,  p.  447  «««  Oeuvres,  I,  p.  406. 


Digitized  by  Google 


12 


galten  liaboiy  solange  man  ebm  die  Reicht  aaeb  auf  andw«  Weise 
SU  yerifizierende)  Bic^tigkeit  des  gewonnenen  BeatdiaieB'^)  als  genügende 
Reditfertigung  für  die  zur  Herleitong  benütate  Meäiüäe  ansalu  Sf^ter- 
hin,  als  man  in  dieser  Hinsicht  etwas  skeptischer  worde,  ist  das  obige 
Beispiel  trots  seiner  eleganten  Einfachheit  aus  denzahlreichen  DatsteUnngOL 
des  Fouri ersehen  Theorems  spurlos  Terschwuiden,  statte  wie  man  hatte 
erwarten  sollen,  aar  Auffindung  einer  neuen ,  die  iragUche  Anwendung 
gestattenden  Gfltltigkeits-Bedingnng  für  die  Fouriersehe  Integralfonnel 
au  führen. 

Mir  ist  in  der  Literatur  nur  eine  einzage  Stelle  bekannt,  wo 
wirklich  eine  solche^  zwar  sichtlieh  unabhängig  von  dein  eben  zitierten 
Spezial-Beispiel  entstandene,  aber  zu  dessen  Legitimierung  tabichlich 
brauchbare  Bedingung  angegeben  nud  im  wesentlichen  ausreichend  be- 
jpr&ndet  wird.  Dieselbe,  einer  Du  Bois  Reymondschen,  das  Verhalten 
von  fix)  an  der  betrachteten  Stelle  .r  charakterisierenden  Bedingung*) 
nachgebildet  und  wohl  auch  im  übrigen  auf  einer  gelegentliehen,  freilich 
nur  teilweise  zutreffmden  Bemerkung  Du  Bois  Reymonds')  beruhend^ 
rührt  TOn  A.  Harnack  her  und  findet  sich  im  Anbange  der  Ton  ihm 
besorgten  deutschen  Ausgabe  von  J.  A.  Serrets  Lehrbucbe  der 
DiflFerential  und  Tntegi*alrerhiinng.*)  Sie  besteht  in  der  Fordernng, 
daß  fix)  mit  iinliegreii/i  wachsendem  j.rj  stetiff  ffrgen  Nttlf  l'orn  ( ygkrm 
und  eine  im  UncHäUdwn  ahsoUd  integrabU  AMeiluitg  f{x)  besitzen  soll. 


Man  erkennt  unmittelbar,  dafi  Funktionen,  wie  \x\  %  in  der  Tai  dieser 
Forderung  genfigen. 


die  fixütenz  einer  xediti  von  «  0  abeolvt  iotegrierbaren  Ableitung  f\x).  (Jonra. 
f.  Math.  70  [1876],  p.  66). 

8)  Math.  Ana.  4  (1871),  p.  864.  Daeelbet  wiid  (ohne  Beweis)  erwUint,  daft 


das  Integral  i-  -/{ti^'dtt  konveigent  ist,  wenn  J  j/"(a)|>da  konveigiert. 


uotirendige  sei.   Vgl.  auch  ebeudaa.  p.  374,  wu  «icli  eine  analoge  Bemerkung  über 


1    DiL-g'^-^  findet  sich  schon  bei  Euler:  Inst  calc.  integX.  IV,  Sappl.  V,  §  127 
(in  der  mir  vorliegenden  3.  Autlage  von  1835,  p.  339). 

2)  Dieselbe  verlangt  für  die  Gültigkeit  der  Daxatellungsformel : 


dae  allgemeinere  Integral  //*(«)  '<p(u)'dte  findet. 


4)  Bd.  n,  1  (Leipog  1886),  p.  876. 
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Eine  andere  Bedingung,  die  auf  Falle  der  eben  betrachteten  Art 
gleichfalls  anwendbar  wäre,  gibt  Herr  Heinrich  Weber  in  seinem 
Buche:  fj)ie  parHdlen  Diff&renHal^eidmngen  der  mathematischen  Physik.''^) 
Bs  wird  dort  (a.  a.  0.  p.  40)  für  f{x)  außer  der  abteiluftpsweisen 

fix) 

Monoimic  die  absolute  Jntefjrierharkeit  von       im  Unendlidten  gefordert. 

Die  im  übrigen  außerordentlich  exakte  Herleitnng  dieser  Bedingung 
enthält  aber  leider  an  einer  Stelle  ein  Versehen,  durch  welches  das 
Endresaltat  hin&Uig  wiid.^  Yersncht  man  jenes  Versehen  durch  völlig 

1)  Bd.  I,  BiauDttchweig  IdoO. 
fl)  Attf  p.  89  wixd  dM  Integral: 

0  a 

nn&ehst  in  die  Form  gweist; 

00 

>(i) 


f'-ß 


und  sodann  unier  BemAuig  vat  %  11,  (S)  durch  YetUiiiduiug  der  Integntioiiafolge 
fibecgefilbrim:  „  „ 


cos  «1 '  (f «. 


An  der  sLÜHtai  Btelle  irird  aber  nor  gezeigt,  daß: 

/ P  («) dx/i  («i  y) •  dy  — J  Sf)-  d«, 

wenn  «ofier  der  Konvergenz  Ton  J\'>\>{x)\- dx  nodi  tommgetelit  wird,  dafi  x(x,  y) \ 

a 

durchweg  (d.  h.  also  für  a^.r  ^-\-  cc,  cr^y^ß)  unter  eimr  cndlicJun  Schranl:p 
bleibt  (s.  a.  a.  p  23  Zeile  6  und  7  von  unten).  Es  müßt«  also,  um  den  Sata 
auf  den  vorliegenden  kixil  anwenden  z.u  können,  Jil-cosail,  bei  unbegrenzt 
waehiendein  l  «nJBkh  bleiben,  was  oiBnibar  nkM  dn  Fall  ut  Der  fra^^iche 
VertonichiuigMatB  ist  also  nur  in  der  Fotm: 

Ol  il  /I  w 

Jip  (l) '  dlJcM  ttX '  da  :^JdaJ\p(l)- 009«%' dl 
«0  0  a 

anwendbar  und  etheitoiit  infolgedessen  die  Eonvergens  von    ^(X)]  •  dl,  nicht  bloß 

»  ac 

diejenige  von  J*  |  ^  j  dl^  was  dann  schließlich  darauf  binMsläaft,  daß  im  votliegec« 

den  Falle  eben  \f{x)\  selbat«  nicht  bloB  '^^^^|  im  Unendlichen  integrierbar  sein  maß. 

i 


i^'iyui^uu  Ly  VjOOQle 
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einwcmäffew  Anwendung  der  barengezogeiiai  HU&mii^l  zu  reparieren, 
BO  wird  man  wieder  nur  auf  die  schon  bekannte  Bedingungeform  ge- 
ffihrty  welelie  die  fragliehe  Integndeigensebafb  {fir  f{p)  sdbsi  in  Aiupraeh 
nimmt  Ob  die  Webersehe  Bedingung  auf  anderem  Wege  vollständig 
au&ecbt  erhaltoi  werden  kann,  muß  ich  dahingestellt  lassen,  glaube 
aber  Grund  sur  Auu^me  des  Oegenteib  zu  haben.  Anders  li^  die 
Sache^  wenn  man  f{x)  noeh  geeigneten  Beschränkungen  unterwiift 
Wird  z.  B.  angenommen,  daß  f(x)  im  UnauRidten  nicht  bloß  abteilunga- 
weise,  sondern  scbledithin  monoton  verläuft,  so  ergibt  sich  die  Weber- 
sehe Bedingung  als  spezieller  Fall  eines  von  mir  gefundenen,  weiterhin 
noch  mitzuteilenden  Resultates. 

Um  den  Schein  zu  vermeiden,  als  bätte  ich  eine  fQr  den  vor« 
liegenden  Zweck  möglicherweise  wesentlich  in  Betracht  kommende 
Quelle  zu  zitieren  unterlassen,  muß  ich  wohl  ausdrücklich  erwähnen, 
daß  Kroneckers  ^^Vorlesungen  ^<hrr  die  Theorie  der  einfaehen  und  der 
vielfachen  Iniegredef*^)  in  dieser  Hinsicht  nichts  irgendwie  Branchbares 
bieten:  Formulierung  und  Herleitung  des  F<<iiri  ersehen  lateral theorems 
sind  unzulänglich,  ja  geradezu  fehlerhaft.  Als  Kuriosum  rätselhafter 
Art  verdient  immerhin  angemerkt  zu  werden,  daß  Kronecker  für  die 
linke  Seite  der  betreffenden  Forrnfl  sich  der  nach  heutigen  Begriffen 
schlechthin  shudosn?  Fonri ersehen  Schreibweise  (s.  oben  Formel  flO) 
bedient,  da<^e^eii  iür  die  reckte  Seite  die  allsjenicin  nkzepticrte  Dii  iehlet- 
sche  Bezeichnung  f  (x  +  0*  ]  fir  —  0)  als  unstattlialt  verwirft  und  dafür 
Um  /"(jJ  +  d)  +  lim  f(x  —  Ö)  zu  sclireibeu  für  notwendig  hält  — 

Nach  dem  bisher  Gesagten  scheint  also  außer  der  absoluten 
Integrierbarkeit  im  Unendlichen  und  jener  Harnack sehen  Bedii^ung 
irgend  ein  anderes  auf  das  Verhalten  Ton  f(x)  im  UnentUi^en  bezüg- 
liches und  ausreichend  begrfindetes  Kriterium  für  die  Qflltigkeit  der 
Fouriersehen  Integralformel  (1)  nicht  bekannt  zu  sein.  Und  wenn 
auch  gerade  das  Harnacksche  Kriterium  auf  eine  umfangreiche  Klasse 
Ton  Funktionen,  welche  die  absolute  Integrabilität  im  Unendlichen 
nicht  besitzen,  anwendbar  erseheint'),  so  wird  man  immerhin  sagen 

1)  Herausgegeben  Ton  Eugen  Netto,  Leipsig  1894. 

2)  Zum  Beiapiel: 

Ixr'  fflr  0<p<lj  {Ig'xy,  (tglglx-y  nst  tax  p>Oj 

ancht 

ain(ar;'),_           ^                     n                      cosC«]«)       Bin(!«  »)\ 
j^O<j,<l^wegen:i)j„—  ). 
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dürfen,  daß  dasselbe  l)fM  v^rbältnismäBiir  großer  p?7//,i'/.SY7?er  Brauchbarkeit 
dem  thrordischen  Bedürtnisso  nicht  reclit  genügt,  da  es  die  Gfiltigkeit 
einer  i///^y/m^Fonnel  vnn  der  Sfrtigkeit,  ja  sogar  vfni  der  Diß'rrcitzirr- 
harheit  der  zu  integrierenden  Funktion  abhängig  macht,  niit!)in  Be- 
schränkungen involviert,  die  dem  W  r.st  ti  der  Sache  durcbaua  Iremd  sind. 

Diesem  Mangel  wird  nun  durch  jene  jaiii'  (das  Harnacksche 
Kriterium  als  speziellen  Fall  uinfassendej  Bedingung  abgeholfen,  von 
welcher  l>ereits  oben  (p.  6)  andeutungsweise  die  Rede  war.  Dieselbe 
besteht  einfach  in  der  tlbertragiin^  der  bekannten  ,^irichletschen" 
Bedingung  uul  ein  loit-nt/lirhcs  Intervall  von  der  Form  x'^  Ahezw. 
X  ^  —  A,  mit  dem  für  die  Konvergenz  des  fraglichen  Integrals  dann 
offenbar  unumgänglichen  Zusätze:  \iuif{x)  =  0,   und  gestattet  auch 

olioe  weiteres  dieselbe  Verallgemeinerung,  durch  welche  P.  du  Bois 
Reymond  und  Herr  OamiUe  Jordan  die  Diriehletsche  Bedingung 

erweitert  haben.  Um  sie  zweckmäßig  formulieren  zu  können,  bemerke 
ich  zuvor  noch  folgendes.  Bekanntlich  kommt  gewissen  in  irgend 
einem  bestimmten  Intervalle  (fr,  a')  eindeutig  definierten,  endlichen, 
mit  unnuHii-li  riden  AInjimis  nml  3Iinimi^  yersehenen  Funktionen  f\x) 
die  I']igenschaft  zu,  sich  in  zwei  endlich  h/rihemie,  mumione  Kora- 
jionenten  /i  i )  + /ä(j^)  zerlegen  zu  lassen.  Dies  gilt  insbesondere,  wie 
schon  P.  du  Bois  Reynioud'j  hervorgehoben  hat,  für  solche  /\./  ),  die 
im  Intervalle  (a,  a')  eine  absolut  integrahk  Ahfntmiff  besitzen.  Die 
fragliche  Eigenschaft  ist  aber,  wie  Herr  Camilie  Joidau-Ji  gezeigt 
hat,  geradezu  duiralieristiscJi  für  eine  allgemeinere,  den  eben  er- 
wähnten Tjpns  umfassende  Khisse  von  Funktionen,  diejenige  der 
Funktionen  ,,niif  hrscJiriinl.fcr  Sdi/c(iiil,n)/(/\  Da  Ineriiach  <liese  letzteren 
in  vielen  wesentliclien  Beziehungen,  namentlich  hinsichtlich  ihrer  Integral- 
eigenschaften')  sich  gerade  so  wie  monotone  Funktionen  verhalten,  so 
will  ich  sie  kürzer  als  quasi-monoton  bezeichnen.  Diese  Terminologie 
bezw.  Begriffsbestimmung  läßt  sich  leicht  auch  auf  das  Uneneßidie 
flbertragen.  Ich  will  also  sagen,  eine  Funktion  f{x)  sei  „im  ünend- 
Udun"  mdliäi  fmd  quasi^momionf  wenn  nach  Annahme  einer  hin- 
lÜDglich  großen  poeitiyen  Zahl  A  gesetzt  werden  kann:  f(z)  f  \  (x)  +  fs  {x), 
wo  f\(x)  und  f^(x)  för  fl?^-4  und  x^  —  Ä  numofm  und  endlieh 
bleiben.  Eine  solche  Funktion  bt  dann  allemal  im  Interralle  (Ä,  +  ao) 


1)  Jouru,  f.  Math.  TU  (1875)  p.  64. 

9)  Conn  d'Anafyw,  2**»*  dd.,  8  (1898),  p.  66. 

8}  Sie  gestatten  insbesondere,  gerade  wie  monotone  Funktionen,  die  An- 
wendung des  At  BetTachtangen  der  voxliegenden  Axt  so  wichtigen  sweiten  Miael" 
tctrttatges. 
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W.  Fit.  Mktbb: 


und  (—  A,  —  oc)  von  beschränkter  Schwankung  —  viee  versa.  Und  die 
fragücbe  Eigenschaft  wird  wiederum  insbesondere  stets  Torhsnden  sein, 

OP  —  X 

wenn  f(x)ttkr\x\'^Ä  existieri  und  die  Integrale J*  f  (x)\dXfJ]f  (a?)  j  dx 

7-11  A  -^A 

konvergaä  sind.  ) 

Dies  vorausgeschickt,  lautet  unsere  Bedingung  einfach  folgendermaßen: 
f{x)  muß  im  Unendlichen  tumoton  oder  quasi- mam^on  gegen  NuU 

In  der  Tat  ecsclieiski  dann  auf  Qnmd  der  unmittelbar  Torangehen 
den  Bemerkung  die  Harnacksche  Bedingung  als  ein  spezieller  Fall 
der  eben  gmannten.  Und  das  letztere  gilt,  wie  unmittelbar  ersichtlich, 
aueh  von  der  Weberschen  Bedingung,  falls  sie  in  der  oben  (p.  14) 
angegebenen  Weise  modifiziert  wird. 

Den  Beweis  werde  ich  in  Verbindung  mit  yersdiiedenen  aU- 
gemeinereuy  auf  Twwandte'  Daniellungsfonneln  sich  bezidiendmi  Untere 
sttchungen  demnächst  in  den  Mathematischen  Annalen  Terdffentlichen. 


Anwendung  des  erweiterten  Euklids chen  Algoritlimus 

auf  ReBultantenbildungeii. 

Von  W.  Fb.  Mbteb  in  KSnigsberg  i.  F^. 

Der  Euklidische  Algorithmus  zur  Aufsuchung  des  größten  gemein« 
samen  Teilers  TOn  zwei  natürlichen  Zahlen  ist  Ton  Jacob i  auf  mehr 
als  zwei  Zahlen  auegedehnt  worden.') 

Dieser  Algorithmus  ist  mit  einigen  Modifikationen  auf  ganze  ratio- 
nale  Funktionen  (Formen)  einer  Variabein  abertragbar.  Liegen  k  solcher 


1)  Man  yeigleiche  die  in  Fnfln.      p.  14  angefahrt«!  Beiapiele:   

sin  lg  '  .  , 

'  <^Q  <ip  <C.^  )y        denen  sich  durch  pusscndc  In terval Heilung  leicht 

.c  ^ 

attch  dirrkt  zpiprcn  Hißt  ,  dafl  sie  im  Iniervall  (—  oo,  H-  ^)  If^oxüctionen  von  be- 
schränkter Schwankung  sind. 

2)  Journal  f.  Math.  69, 18G8,  p.  1,  '29  =  Werke  VI,  p  355, 385.  Die  Goselae  diesei 
Jaoohisdiett  Algorifhmu«  habe  ich  in  einer  Mheren  Abhandlnnj^  (Terhandlungen 
des  ersten  int«  luatiunulen  Mathematiker-Kongeeaaes  zu  Zün'i  Ii  l  s97,  Leipzig  1898, 
p.  188)   vf'rr'infiirht    uiul  weiter   verfoltrt,  aurh  für  irrational.;   Zalil''n   r,,,  r, ,  .  ,  . 

j.  liiuljichthch  der  bei  letzteren  auftretenden,  von  mir  mit  geonu  trist  lu  n  Hilfs- 
mitteln erlialtcnen  Konvergüiizprozcsse  vgl  diu  systematische,  roin  uituly tische 
üntersttohang  von  0.  Perron,  Math.  Ann.  68  (1907).  (Erscheint  demn&chit.) 
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Formen  TOr,  ro(>l)  r^(A),  ...  r^,i{l),  di«  oaeh  abneluneiideii  Graden 

(Orduiingen)  in  der  Variabein  X  geordnet  seien,  so  entstehe  bei  der 
Diviaioil  von      in      ein  erster  Quotient  q^,  bei  der  Diyision  von  r, 
in      —  r^Qi  ein  zweiter  Quotient  q'^,  bei  der  Division  von  in 
r^  —  Tigi—r^q^  ein  dritter  Quotient  gg\  usf.,  bis  ein  Scblnßrest 
«ascheint. 

Verfährt  man  entsprechend  mit  t\,  r,,  ...  r^^  usf.,  und  fEUirt  statt 
der  q,  q',  q^^\  .  .  .  lieber  deren  negative  Werte  v,  v',  . . .  ein,  so  be- 
ginnt der  Aigoritkmus  mit  den  in  ü  identischen  Gleichungen: 


(la) 


n-l  ' 


«  +  A  +  2 


WO  der  (irad  von  r,^j  kloinor  ist,  als  der  von  ri(t^l',  /• 1,  . .  .).^) 
Der  Algorithmus  endet  mit  k  (ileichungcu  von  der  lorm^J: 


<ib) 


u-k 


-0. 


Hier  bodcuten  die       »'„  +  1,  •  •  •       +  -  .jKonstante"  d.  h.  ganze  Funk- 
tionen der  Koeffizienten  der  J:  treiiebejieu  Formen. 

Jeder  der  l?f»ste,  insbesondere  also  jedes  der  )\^,  r,^  ,  ^  •  •  ■  ^u~k  +  t 
ist  darstellbar^)  als  lineare  homogene  Kombination  der  k  gegebenen  . 

1)  Fdr  ifc>S  kaiiB  et  soch  vor  Eintveten  der  k  Seblufigleichungen  (Ib)  to> 
kommen,  d«B  eioselne  der  ▼odb.eigehenden  Beste  identitcb  mschtrinden;  diese 
sind  bei  der  Angabe  der  sukzCBsive  abnehmenden  Grade  der  Reste  wegzulassen. 

2)  Die  Gleichungen  (HA  weichen  von  (Uii  entsiirt'cln'ndpn  für  ganze  Zahlen 
r,,  Tj  . , .  Tj-  _  1  in  einigen  i'onkten  ab.  Einmal  ist  es  bei  letzteren  zweckmäßiger, 
die  r^,  r„  +  x'  ■  ■  -  ''n-^+s  ^  Uttke  Seite  ni  bringen,  mid  «1s  letate  Roeto  lanter 
Italien  einsnfBlixen.  Ooade  biennf  benht  die  (1.  c  von  mir  gegebene)  Anflfiiung 
der  linesxen  diophantiacben  Gleichungen,  die  ein  entsprechendes  Analogen  bei 
Fernen  nicht  besitzt.  Sodann  spielon  di>  „frpmflen"  Faktnrpn  d(»T  r„,  r^^.| , . .. 
•"«-»  +  8       Zahlen  r^,  r,,  .  .  r^._i  eine  andere  Eolle,  wie  bei  Formen. 

3)  Für  k  —  2  läßt  sich  ein  beliebiger  Rest  auch  explizite  mittels  mehrfacher 
Smnmen  duxdi  die  Quotienten  daratellen;  fflr  9  ist  die  entsprechende  Dar- 
jrtellnng  nieht  mehr  einfach  genug.  S.  auch  D.  Andr^,  Ann.  Ec.  Norm.  (S)  7 
<1878),  p.  .'J7.->. 

J«limb«rlclt»  d.  D«aUclMD  MMtwm  •VeroiAigang.  XVL  H«A  1.  8 
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Formen  r<,,  r^,  . .  .  rj_ ,,  wo  die  Koeffizienten  ganze  FanktioneD  von  l 
sind,  (\if  einfache  Reknrsionsnrpsetze  befolcjpii. 

i-'ür  /:  ^  2  ist  das  Vcrfahrpn  seit  langem \)  üblich.  Der  letzte,  von 
einem  fremden  —  durch  Ueruufmultiplikation  von  Nennern  t>ntstaiideneu 
—  Faktor  befreit  gedachte  Rest  r^^  ist  die  Resultante  Ji  von  >)^{/.)  und 
r^(X)f  und  R  erscheint  als  lineare  Kombination  von      und  r^: 

(I)  Ä  =  r.{iKW  +  r.(AK(i), 

die  für  die  Theorie  der  Resultanten  Ton  swei  Formen  von  grundlegender 
Bedeutung  ist  Das  YeraeHwindeii  von  ist  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  fUr  einen,  Ton  einer  Eonstanten  versdiiedeaen 
größten  gemeinsffiDiQa  Teiler  von  und  r^,  und  dieser  Teiler  selbst  ist 
der  nnnmelunge  letzte  d.  i.  nicht  Tersohwindende  Best 

Entsprechend  Terfohre  man  bei  k  Formen  r^f  r^,  .  t^_y  Die 
k—i  rechten  Seiten  der  A  —  1  ersten  Gleichungen  (Ib^  die  Konstanten 
r^f'u-^v  ^'u+k-if  man  sich  von  den,  durch  Heranimultiplikation 
von  Nennern  entstandenen  fremden  Faktoren  befreit,  eis  solche  mit 
...  heseichnet  und  die  ■—  1  kfttm  Beste  des  Algorith* 
mns  (I)  genannt. 

indem  man  die  Gleidinngen  (I),  wie  im  Falle  2: »  2,  einmal  von 
oben  nach  unten,  das  andere  Mal  von  unten  nach  oben  durchlauf^  und 
so  aus  dem  gleichzeitigen  N'erschwinden  der  r^,  .  r^^j  das  der 
jRj,  jßg,  . . .  JSj^.t  «iBchließt  und  umgekehrt  gelangt  man  zn  dem  ersten 
Hauptsätze: 

L  „Das  gleichseitige  Versciiiviwh  »  di  r  /,  —  1  lelgim  Reste  ii„  . . . 
jF?.  _,  des  Aj^fori^niKs  (I)  gibt  die  k—  1  mtmndigcn  uml  hinreichenden 
Reditigungen  für  die  Existenz  eines  von  einer  Konstanten  versciiiedenm 
größten  gcnieinsamen  Teilers  der  Je  vorgelegten  Formen  r^^y  r-^,  •  •  -  r^^_^\ 
sind  diese  Ikdingunycn  erfüllt,  so  liefert  der  nunmehrige  lefrfr  d.  i.  nicht 
V&^schu'indi'H(h'  Best  jenen  größten  gctneinso men  Teiler  der 

Jeder  der  let/ien  Roste  R/l  -  1,2  ...  Ä*  —  1)  ist  linear  und  homo- 
gen durch  die  k  gegebenen  i'urmeu  r^,  r^,  . . .  r^_j  darstellbar; 

(II)  Bi  =  -4y>*o  +  A^r, . . .  +  AUrt-iy  1> 

wo  die  Formen  Ä  durch  den  oben  erwähnten  rekurrenten  Prozeß  ge- 
wonnen werden,  und  daraufhin,  wie  anch  die  Bf  selbst,  in  die  Gestalt 
von  Determinanton  doiehsichtiger  Bauart  gebracht  werden  kdnnra. 

Unter  einw  PartialresuUante  B  der  gegebenen  Formen  r^,  r^  . 
^'k^i  ^0^^^  irgend  eine  ganze  Funktion  der  Eoeffisienten  dieser  r 

Ti  Et^  tritt  Wühl  yiur.st  Ix-i  Gaiiß  auf,  im  zweiten  Beweise  für  den  Funda- 
mcutaläutz  der  Algebra,  s.  Werke  ÜJ,  p.  34,  35. 
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Terstanden,  die  7erBclLwindet^  sobald  diese  Formen  oder  mt^  mar  einige 
2}  derselben  eine  gemeinsame  Wnrzel  besitaen.  Anf  Grand  des  be- 
kannten Falles  —  2  beweist  man  durch  Tollatandige  Induktion,  daft 
jede  Partialresnltante  R  ans  den  vorgal^ten  Formen  linear  nnd  homogen 
komponierbar  isl^  so  dafi  die  KoefBiienten  wiederom  Formen  sind  (die 
tsilweise  auch  identisch  yezsehwinden  kSnnen): 

(III)  An  -{-A.r, +  Ä,_,r,_,. 

Eine  Partialrcsnltnnte  B  der  r  läßt  sich  demnach  auch  durch  eine 
Identität  von  der  Gestalt  (III)  definieren. 

Ks  (lelingt  nunmehr  die  Lösung  des  Prüblems,  irgend  eine  Partial- 
resultaute  Ii  der  gegehenen  Formen,  r  linear  und  homogen  durch  die 
h  —  1  letzten  Reste  7?.  darzustellen. 

Zu  dem  i>euul  i)edarf  man  offenbar  außer  den  in  den  /•  linearen 
Relationen  (II)  und  (lllj  noch  einer  weitereu  solchen,  um  alsdann  aus 
ihnen  die  r  zu  eliminieren.  Diese  weitere  Relation  wird  geliefert  durch 
eine  Identität^  die  die  Gestalt  annehmeii  muß: 

(iV)  0  =  B,r^  +  ^^r^  -h . . .  +  B,_,r,_, , 

Die  Gesamtheit  dieser  Identii&ten  (IV)  habe  ich  aber  in  einer  frfiheren 
Arbeit  (Math.  Ann.  80  (1887)  p.  30)  aufgesteUi 

Somit  gilt  der,  das  aufgeworfene  Pjroblem  lösende  Sata: 
n.  ffjede  ParHalresttliaHte  R  der  h  vor^Segten  Forme»  r^,  r^, . .  ^ 
^-if  wii  geeiffnäen  Form  A  muUiplmert,  ist  linear  und  homogen 
dmrdi  die  Ji—1  läeten  Reste  Jßj,  JB^  . . .  R^_^  des  Aügoriämas  ([)  ifor- 
sieUbar  vermöffe  dar  durdi  ^mination  der  aus  den  linearen 
Rdaiionen  (JL),  (III),  (IV)  hervorgdienden  Determinaniei^fteiekimg: 


j<i) 

00 

Ii... 

0 

A 

^0, 

oder  expliaiie,  dmeh  Enkvicklmuf  nach  ffen  demente»  der  ersten  K<iionne: 

(VI)  AM  -  J^lii  +  ^ji^,  +  •  •  •  -^*_ifi»_r" 

Der  Faktor  A  linker  Hand  yon  (VI)  fößt  sich  indessen  anf  eine 
Konstante  reduzieren.  Versteht  man  unter  B}\  (»  —  0, 1,  *  •  •  —  1) 
zwei  partiknl&re  Lösungen  der  Identität  (IV),  und  noter  X^,  zwei 
arbitrSre  Formen^  so  ist  auch  L^B^^^  +  ^B?^  eine  Losung  Ton  (IV). 

2* 
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Setzt  man  diese  in  der  yurlet/.ten  Reihe  der  Deteimiaante  (Y)  statt 
der  Bf  ein,  so  nimmt  4ie  Relation  (VI)  die  Gestait  an: 

(2)  +  L,y4^'>]R  ^  A'Ji,  +         +  •  •  •  + 

wo  die  .-^"^        A[,  .  . .  wiederum  Formen  sind. 

Hier  la.«iseu  sich  links  die  bisher  willkürlichen  Formen  so 
wühlen,  daß  LiA^^^  Jj^A^^i  zu  einer  Konstanten  Ä'  wird,  nämlich  zur 
Residtante  der.  Formen  J^^^  und  Läßt  man  hinterher  die  Akzente 

der  y/  wieder  weg,  so  resultiert  eine  Darsti  lltinir  (VI\  wo  nunmehr 
A  eine  Konstante  ist.    Man  liat  damit  das  Korollar  zum  Sntze  TT: 

IT'.  ,Jn  der  Darstdlanii  (VI)  des  Satzes  II  isi  e$  gestattet,  dm 
Faktor  A  von  Ii  als  eine  Konstante  auzunehmefi." 

Mit  der  in  A  identischen  J\(  lation  {  VT\  wo  die  .-4/1)  rechts  Formen 
sind,  ist  natürlich  die  besondere  Darst+lluii^  iiiitg»'<rel)en,  wo  die  A- 
Konstante  sind:  man  hat  etwa  nur  die  Formen  durch  die  Null- 

werte Ai(0)  zu  ersetzen. 

Die  dargelegte  Theorie  der  Partial-Resultanten  von  k  binären  Formen 
läßt  sich  noch  weiter  vereinfachen. 

Aua  dur  Xutur  des  Algorithmus  (1)  geht  hervur,  duii  die  k  —  1 
letzten  Reste  J?^,  7?^,  .  .  .  J?j_i  als  lineare  Verbindungen  von  k  —  1 
andern  Eonstauten  P^,  ...  P^^i  erscheinen,  nach  Maßgabe  des 
Schemas: 

(VII)  p3     =<^^Px  +  a^»>P8  +  «^'>n, 

wo  die  a  ebenfalls  Konstaute  sind. 

Durch  Substitution  von  (Vil)  in  (V)  resp.  (VI)  nimmt  (VI)  die 
Utaloge  Form  an: 

wo  die  Formen  By  wie  auch  die  F  selbst,  wiederum  in  die  Gestalt 
durchsichtiger  Determinantenbildunpjen  gebracht  werden  können.  Diese 
Größen  P^,  die  von  erheblich  geringeren  Suaden  in  den  J\ocffizienten 
der  gegebenen  Formen  sind  als  die  Ü^,  mögen  don  Kamen  ^redueierU 
Utite  ]iest&'  führen. 

Die  Gesetze  der  Ilotnoftmifäf  und  des  Isobarisinirs ,  die  bei  den 
Resultanten  von  zwei  Formen  gelten,  übertragen  sich  ohne  weiteres 
anf  die      und  die  Pf 
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Über  die  Grade  der  letri«i  Reste  resp.  der  leduzierten  lefrtea 
Resie  P^f  hat  einer  meiner  Schflleir,  Herr  E.  Foeihke,  eingehende 
UnterBnehnngen  «ngestelli^  deren  EzgebniBBe^  besonders  hineiehtlieh  der 
hier  angeBGhlossen  werden  mögen.  Man  denke  sichy  wie  oben,  die 
k  gegebenoi  Formen  ^i,  -  -  -  t,^^i  zutch  abnehmender  Ordnung  in  der 
Variabeln  k  geordnet.  Die  höchste,  mit  bezeidinete  Ordnung  komme 
A-mal  Tor  (1  <h^k\  die  niedrigste  Ordnimg  sei  v. 

Dann  besteht  zunächst  der  Satz: 

in,  fJHe  Grade  der  I\,  resp.  P.  hängen  nur  von  den  drei  Zahlm 
Ict  V  re^.  von  dm  vier  Zahlen  k,  fi,  v,  h  ab^  und  sind  durch  gewisse 
MaMwtheordische  Gesetze  geregdt.*' 

Während  aber  die  Gesetze  für  die  Grade  der  JR,.  verhältnismäßig 
verwickelt  sind,  besitzen  die  fär  die  Grade  der  einen  sehr  einfachen 
Charakter. 

Versteht  man  imter  q'  die  dem  Brache  j^Z-i  OA^^stbenachbarte 
ganze  Zahl  (inkL  0),  also  in  dem  besondem  Falle,  wo  j-    ^  eine  ganze 

Zahl  q  int,  die  Zahl  q—l,  so  bestinunt  der  Grad  g  des  ersten  der 
ieti&ten  Keste  durch : 

iß)  ^=-f*-f     + 1. 

Sodann  bestimme  man  den  kleinsten  positiren  Rest  €  von  ir  mod  Jt — 1, 
und  beKMchne  mit  «'  den  zu  h  komplementSren  Rest,  so  daß: 

(4)  £  + 

Dann  herrscht  hinsiihtlich  der  Grade  der  —  1  reduzierten  letzten 
Reste  P^  das  Gesetz^): 

IV.  jfIHe  Grade  der  P|  bestellen  nur  aus  dm  ZaJtlen  g  und  g  -\-  l, 
und  MerfaMen  tn  drei  Alieäm^n.  Die  erste  und  drifte  Abtmhmg  IteslUki 
Mir  a«tf  Zaide»  g,  die  mMere  nur  aus  Zahlen  g  -\-X,  Die  Ansahl  der 
Individuen  der  ersten  ÄhteUung  beträgt  s ';  die  der  Individuen  der  dritten 
AMeüuyig  beträgt  s  —  h—1,  solange  «  >  Ä  +  1;  für  a  ^  /» +  1  dagegen 

1)  Da8  von  E.  Foethke  «isprflngUch  «ihaltene  Ergebnis  teile  ich  im  Texte 

in  Toreinfacht«?r  Fa^^^unfj  mit. 

Bezieht  sich  der  baU  IV  auf  den  Gesamtgrad  der  i\  in  den  Koeffizienten 
der  h  gegebenen  Fmnen  r,  wa  hat  E.  Foethke  auch  die  Eintdgredi  der  JR|  und 
Pf  hinriehtlich  der  r  eimittelt.  „Sind,  wie  oben,  m,,      . . .  eij^-f,        die  Ord« 
ntiKi^'i  n  der  r,  ao  befolgen  für  l\  die  Einselgrade  in  den  Koeffizienten  der  ersten 
Formen  r  die  Regel:  m<>  —  w,  :  g'^l,  m, — »'«  +  9  +1»  ■  ■  •» 

M«  —  mt+i  +  9'  +  lf  wahrend  die   folgenden   geliefert   werden   durch:    m. +  i 
iMt-t-s  -f  9  I  -  -    »n—i  —  tivk—i  -j-  ii  •  Die  entsprechenden  Gesetze  für  die  Cinxel- 
grade  der  Abrigen  P  weisen  nar  einige  Modifikationen  auf.   (Vgl.  E.  Foethke, 
Disiert  Sönigsbeig  i/Fr.]  erscheint  demnftchst.} 
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Icommt  die  dritte  Ahleilung  in  We{jfaU.  Die  Anzahl  der  Individuen  in 
der tniHleren  Abteilung  ia^ damit wmsdbsi  durch  k^l^t'—is—h-^  l)  —  h 
gegeben.'' 

Der  Satz  lY  erleidet  eine  einzige ,  leicht  ersichtliche  Ausnahme 
für  den  Fall  v  =  1.  Bezeichnet  man  hier  die  Grade  der  k  gegebenen 
Formen  mit  m^,  m^,  m^,  ...  m^_^.  v  =  1,  bo  sind,  die  Grade  der  P^ 
resp.      +  1,      +  1,  •  •    m^^,  +  1, 


Das  einfachsfce  Beispiel  sum  aUgemeinen  Falle  (I)  wird  darch  drei 
quadratische  i'onnen  Tq,  r^,  r^  geliefert.  Vermöge  des  Algorithmus  (I) 
erhält  man  als  die  beiden  reduzierten  letzten  Beste  einmal  die  Deter- 
minante D  ans  den  Koeffizienten  der  drei  Formen  r^,  Ty,  r«;  andererseits 
die  Resultante  R^^  von  r^  und  r^.  D  ist  vom  dritten  Grade,  vom 
vierten.  Die  einfachste  Wahl  der  drei  Koeffizientenformen  Bq,  B^, 
in  der  Identität  (IV)  gewinnt  man,  wenn  man  zwei  derselben  linear 
(in  k)  nimmt,  die  letzte  als  fiiio  Konstante. 

Wollte  man  ein  Ciystem  einfachster  Parti iilresul tauten  Ii  von  r  ,  r,.  i-j, 
da!?  T)  und  li^^  als  Individuen  enthält,  ohne  Henutzung  des  Algorithmus 
(1)  herstellen,  indem  man  direkt  von  dem  Ansatz  (HI): 

(5)  n  s  A^r^  +  J,r,  + 

ausgeht,  wo  die  A  Linearformen  (in  X)  sind,  so  tritt  schon  bei  diesem 
fUle  eine  eigenartige  Schwierigkeit  auf. 

Soll  sieli  nämlich  die  rechte  Seite  von  (5)  auf  eine  Eonstante  redu- 
zieren, so  ftthit  diese  Forderung  zu  drei  (linear  nuabhlngigen)  in  den 
sechs  Eoefßzienten  der  A  linearen  und  homogenen  Bedingnngsgleichungen. 
Demgemifi  nimmt  R  die  Gestalt  an: 

(6)  =  Ao^o  +    6\  f 

wo  die  X  willkflrliche  Parameter,  die  S  partikulare  Partialresultanten 

bedeuten. 

£ine  nähere  Untersuchung  lehrt  indessen,  daß  die  drei  Parameter 
A  nur  in  zwei  (linearen)  Verbindungen  vorkommen,  so  daß  man  auf 
zwei  partikuläre  Partiidresultantcn,  nämlich  eben  die  obigen  D,  B^, 
zurückkommt,  aus  denen  sich  aUe  übrigen  in  Übereinstimmung  mit  (VII) 

zusammensetzen  lassen. 

Des  näheren  soll  auf  dieses  instruktive  und  durchaus  nicht  triviale 
Beispiel  in  i?  2  eingegangen  werden,  wo  die  Berechnung  der  Deter- 
minante f  V)  —  die  in  praxi  Tiicht  immer  den  kürzesten  Weg  angibt 
—  durch  ein  direktes  Verfahren  ersetzt  werden  wird. 


Digitized  by  Google 


Anwendung  de»  Euklidischen  Algohthmua, 


23 


Die  hiermit  bei  drei  quadndascheii  Formen  r^,  lierrorgehabeiie 
Schwierigkeit  ist  allgemeiner  Natur;  der  Ansais  (III)  bei  Ä;  beliebigen 
Formen  f&hr<^  von  speziellen  Fallen  abgesehen,  zn  einer 'zu  großen  An- 
zahl von  Parametern,  die  dann  erst  durch  mflhsame  Spezialnntersnchnngen 
anf  ihre  richtige  Anzahl  znrtIckgefQhxt  werden  können. 

IHese  Schwierigkeiten  Verden  durch  den  Algorithmus  (I)  von  selbst 
vermieden;  er  liefert  eben  von  yomherein  die  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen  f&r  die  Existenz  einer  gemeinsamen  Wurzel 
von  Jt  vorgelegten  Formen  oder  Gleichnngen  (mit  einer  Unbekannten) 
in  der  richtigen  Anzahl  k—i. 

Auf  die  Erweitemi^  der  Torliegenden  Entwicklungen  auf  Formen 
mit  mehreren  Yariabeln  soll  bier  allgemein  nicht  eingegangen  werden; 
wir  begnügen  uns  in  dieser  Hinsicht  mit  dem  in  §  2  zn  untersuchenden 
Spezialfälle. 

Partialresiiltaiiten  von  diei  quadratischen  Formen  in  einer,  swei  imd 

drei  Vaiiabeln. 

Nach  §  1  tretm  bei  der  Anwemdm^  des  Algorithmus  (I)  auf  drei 
quadratische  Formen  emer  Yariabeln  zwei  reduzierte  letzte  Reste  als 
Ftetialreeultanteii  auf,  die  sich  als  lineare  Kombinationen  jener  drei 
Formen  darstellen  lassen,  wobei  die  aufbetenden  Faktoren  req».  TOm 
Chrade  0,  1  in  der  Yariabeln  Rind. 

Als  umfassendere  Aufgabe  bietet  sich  somit  die  folgende: 
Seien  f,    h  drei  quadratische  Formen  in  einer  Yariabeln  A: 

famer  A,  B,  G  drei  unbekannte  Linearlormen  in  A: 

(2)  A^a^X+tt^,    B^ß,l\-ßQ,  C^y^k-^y^y 

so  sollen  die  letzteren  so  bestimmt  werden,  daß  sich  die  lineare  Kom- 
bination Af  Bff  -f  Ch  auf  eine  Konstante  reduziert^  so  daß  die  Koef- 
fizienten von  A  verschwinden. 

Das  gibt  drei  linear  unabhängig» ■,  In  den  k^^,  c(^,  /i^,       y^,  y.  lineare 
und  homogf'HP  liedingungcu.    Es  bissen  sich  daher  drei  crpi  i;_rn,  t  aus- 
gewählte dieser  seebs  (irotieii,  Awn  a^,,      ß^t  durch  die  drei  übrigen 
y^f      linear  und  homogen  uusdriicken. 
Bezeichnet  man  mit  gioßen  griechischen  Buchstaben  die  ersten 
Minoren  von  den  Elementen  der  Detenninante  D: 

I  ff,    fli  j 

!«t  «I  Co! 


Digitized  by  Google 


24  W.  Fa.  Mkvkb: 

80  liefort  elementare  Redmnng  die  diei  gesachten  DarateUungen: 

wo  die  leehten  Seiten,  die  Zahler  der  drei  Ausdrücke  für  a^,  ß^,  zur 
AhkOzzung  durch  [a^],  [/^o],  [f^^]  angegeben  sind. 

Üm  sich  Ton  dem  gemeinsamen  Nenner  I^Fq  in  (4)  zn  befreien^ 
ffihre  man  lieher  die  mit  ihm  mnltipUzterten  Formen  Ä,  B,  C  (2)  als 
Formen  Ä\  B',  G'  ein: 


(5) 


6ü  wird  A' f -i- ])' ;/ -\- C  h  eine  Partialresultaute  72  von  f,fi,h,  d.h. 
ein«  ganze,  die  homogenen  Parameter  «q,  ^(j,  j'j  linear  mit  sicli  tiihnmde 
i'  imktion  der  Koeffizienten  von  Qy  h,  die  mit  letzteren  i'ormen  zu- 
gleich verschwindet. 

Substituiert  natn  die  W  erte  {4.)  in  (2),  und  ordnet  Ii  —A  j  -\-B' g  -\-  C'h 
nach  den  Parametern  u^,  y^,  y^,  so  erhält  man: 

(1)  B^A'f-{-  B'g  +  C'h  -  «,  JB,  +    P  +  yp^». ^ . 

wo 

(6)  ü.^i7-Ar, 

die  Resultante  von  f,  g  bedeutet,  uud      den  AuisUruck: 

(7)  Ps  j,r,  -  A^r,, 

VermrifTe  l\)  setzt  sich  R  aus  «hei  partikulären  Partialresultauten  72., 
i^,  zusammon.  die  sich  ergeben,  wenn  man  je  zwei  der  Parameter 
«1  ^Q,  yy  gleich  Null,  den  dritten  gleich  Eins  nimnii. 

Diese  drei  Partialresultauten  11^,  P,  D  sind  indessen,  gemäß  §  1, 
nicht  Toneinander  unabhängig,  sondern  an  eine  lineare  Identität  ge- 
bunden. Um  SU  dieser  Identität  auf  dem  ein&chsten  Wege  zu  gelangen, 
führe  man  in  P  (7),  nach  znroriger  Multiplikation  mit  resp.  F^, 
mittels  (6)  li^  ein^  dann  nimmt  die  fragliche  Identität  eine  der  beiden 
Gestalten  an: 

Auf  Grand  dieser  Identität  (II)  läßt  sich  B  (l),  nach  zuvoriger  Multi- 
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pHkation  mit  resp.  Fq,  lineai  und  honu^oi  dareh  imd  D  allein 
ansdrüdcen  in  einer  der  beiden  Gestalten: 

wo  unter  (>,,  d^,  p^,  dg  folgende  lineare  Verbindungen  der  Parameter 

Yv  verstehen  sind: 

(8)  1*^  9i^'h^t-nAf  ^i^yiA  +  yo^w 
(b)  ^o=«iA-yi^a#  *o=yt^t  +  yor«. 

Mian  kann  daher  auch  sa^en,  daB  in  der  nrsprflnglichen  Darstellung  ( I) 
Ton  B  die  drei  Parameter  a^,  yi,  }'q  nur  in  zwei  (linearen)  Verbindungen, 
nSmlich  eben  in  den  Verbindungen  (8)  g^,  dj,  resp.  Qq,  rorkomm^. 

Die  Formeln  (I),  (IH)  sollen  daau  Terwendet  werden,  um  die 
Resultanten  B^  Ton  g,  h  und  JR^  Ton  h  durch  B^  und  D  auszudrücken, 
und  hieraus  die  zwischen  B^,  J^,  B^  bestehende  lineare  Identitilt  her- 
zuleiten. 

Soll  in  (I)  resp.  (III)  B  mit  B^  proportional  werden,  so  müssen 
cci  und  Oq  veisdiwind^.  Dann  wird  B  linear  und  homogen  in  yi  und  y^i 

(9)  B^y,P-{-r,h,D, 

uiihrend  die  erste  Gleichung  (4)  die  Proportionalität  von  und  y^ 
ergibt: 

(10)  fcj  Jo  n  =  n  (^1  '4  +  ^  ^i)  • 

Somit  wird  12  jetzt  selbst  mit      (resp.  y^)  proportional: 

(11)  s  nMei*  +  J^(«^^o  + 

Die  Abzahlung  der  Grade  beider  Seiten  von  (11)  in  den  drei 
Grdfienreihen  der      h^,  C|  lehrt,  daß      in  ihnen  bezw.  yom  Grade 

—  1,  0,  1  ist.    Es  liegt  also  nahe,      gleich      zu  setasen,  wo  der  In- 

i 

dex  *  einen  geeigneten  der  drei  Werte  0,  1,  2  hat.  In  der  Tat  /«"igt 
die  Umgestaltung  des  Faktors  von  in  (11),  indem  niun  die  Produkte 
ft,  2)  und  b^D  durch  die  iliueu  vermöge  eines  bekannten  Deteruiinanten- 
satzes  gleichen  Werte  ^«^o  -^oA  resp.  ^o^i~'^i^o  ersetzt,  daß 
jener  Faktor  von  y^  in  {^11)  dir€4it  gleich  —  F^R^^  wird.  Somit  kommt: 

(12)  -  r„lJ,  +  i>  ih,     +  b,  , 

und,  wenn  man  hier  wiederum  für  P  seinen  Wert  aus  (lila)  resp. 
(Ulb)  f&r  —  0  substituiert,  die  gewünschte  Beziehung  zwischen  B^ 
Bg  und  D  in  einer  der  beiden  Formen: 

(IV)  A,^B,   r^r.B,  ^  D {h^A,r,  ~  h^A^ n) , 

(V)  AIB,  -  T\B.  -  DWAJ^^  +  6.(^oA  +  AJ'i^)^  DB, 
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WO  auf  der  rcchtm  Seite  der  im  folgenden  besonders  verwendeten  Ge- 
stalt (V)  der  Faktor  von  D  zur  Abkürzung  mit  B  bezeichnet  iaL 

Neben  diese  beiden,  vermöge  zyklischer  Vertauschung  von  /)  g,  h 
je  drei  Identitäten  repräsentierenden  Gestalten  (IV  i,  TV)  stellen  sich 
noch  zwei  weitere  gleichbereditigtey  indem  man  die  Indizes  0  und  2 
miteinander  vertauscht;  zu  ihnen  wäre  man  direkt  «gelangt,  wenn  man 
zu  Beginn  statt  der  cfj,  y^,  die  «o»  ^o;  Y\  ^-Is  Parameter  verwendet 
und  durch  sie  die  Größen  cq,  ß^,      ausgedrückt  hatte. 

Damit  ist  der  Ziisaninieuhaiig  irgend  /weier  der  Rosultauteu 
^.i>  j*  zweien  der  Formen     ff,  h  mit  der  Partialresultante 

D  dargelegt. 

Aus  tleii  drei,  durch  (V)  repräsentierten  Identitäten,  wo  (ier  Faktor 
von  D  der  iiJeihe  nach  mit  R,  l  \  A  hezeiehnet  sei,  erhält  man,  durch 
Elimination  von  D,  einmal  die  zwischen  den  A,  B,  F  bestehende 
Identität: 

(Vi;  AiA  +  BiB  +  rir^o, 

andererseits  die  gesuchte  Identität  zwischen  den  B^,  I^,  B^: 

(VU)  E^A E,B E,r ^  0. 

Umgekehrt  ziehen  die  Relationen  (VI),  (VII)  die  Proportionalitat  der 
A,  Bf  r  mit  den  linken  Seiten  der  drei  IdentilSten  (V)  nach  sich; 
der  Proportaonalit&ts&ktor  bestimmt  sieh  dann  hintwher  als  D. 

Die  Relationen  (V),  (VII)  lassen  die  müglieherweise  eintretenden 
Spezialfälle  überaehen.  So  folgt  aus  dem  Verschwinden  von  B^  und  D 
das  Ton  jR^  und  Bg,  mit  Ausnahme  des  Falles,  wo  die  beiden  Formen 
f,  g  proportional  sind  d,  h.  gwei  Wurzeln  gemdnsam  haben. 

Veischwindet  andererseits  B„  und  E,,,  so  sind  zwei  Hauptfiille  zu 
unterscheiden.  Entweder  yerschwiudct  auch  /'.,  nnd  dann  zugleich  Z>, 
während  F  von  Null  verschieden  bleibt,  oder  aber  es  Terschwindet  F^ 
wahrend       und  1)  von  Null  verschieden  bleiben. 

Im  ersten  Falle  enthalt  das  Produkt  fgh  einen  dreifachen  Lin^ir- 
faktor,  im  zweiten  Falle  einen  doppelten  quadratischen  Faktor. 

Eine  tiefere  Einsicht  in  die  gegenseitigen  Beziehungen  des  Ver- 
Schwindens  der  Partialresultanten  JK^,  U^f  D  und  zugleicli  eine 
instruktive  geometrische  Deutnug  jener  Beziehungen  gewinnt  man  durch 
Hinzunnhme  einer  resp.  zweier  Ililfsvariabeln  (t  resp.  ^t,  v.  Dabei  er- 
gibt sich  von  selbst  u.  a,  die  Darstellung  der  Resultante  dreier  „Kegel- 
schnitte'^, d.  i.  quadratischer  Formen  in  zwei  (nicht  homogenen)  Variablen. 
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HlTiCTUftliTiK  diMT  YsrialMlE  ft. 

Unter  a^,  a^,  snen  jeist  ganze  Fonktionen  einer  zweiten 
Tariabeln  ft  Yom  reap.  Grade  2, 1, 0  TerBtandenf  und  daa  Entspreclieiide 
gelte  TOB  den  und 

Die  Gleichungen  ^  —  0,  —  0,  &  —  0  (1)  steUen,  bei  rechtwinklige 
karteaiadien  Ponktkoordinaten  3i,  fL  in  der  Ebene  drei  Kegebehnitto 
K^,  K^,  dar. 

Die  dreiaeitigen  Deteiminnnten  aua  den  Koeffizienten  der£'^£^£', 
seien  mit  d^|^^  oder  kürzer  mit  ä  bezeichne^  eine  Parallde  znr  l-Achae 
ala  eine  Gerade  {.  • 

D  ist  vom  ersten  Grade  in  den  rf,  vom  dritten  in  n\  D  «■  0  atellt 
die  drei  Geraden  /  dar,  die  die  drei  K^lschnitte  in  Ponktepaaren 
einer  InTolution  treffen. 

JRg  ist  je  vom  zweiten  Grade  in  den  Koeffizienten  der  und 
TOffl  vierten  Grado  in  ^;  .^^  =  0  liefert  die  vior  Geraden  l  doreh  die 
Tier  Schnittpunkte  von       und  K^,. 

Die  (bez.  fi  gebildete)  Resultante  7?J  von  D  und  7?^  ist 

vom  vierten  Grade  in  den  Koeffizienten  von  JT^.  je  vom  zehnten  in 
denen  von  und  A'^.  Auf  Grund  der  Fundamentaleigenschuften 
einer  Involution  zerfiillt  diese  Resultante  li{D,  IQ  in  zwei  Faktoren. 
Das  Verschwinden  des  ersten  Faktors  sagt  aus,  daß  K^,  K,,  K.  einen 
Punkt  gemein  haben:  dieser  Faktor  ist  demnacli  die  (bezw.  X  und  /i) 
gebildete  Jlcaulfxuite  Ü^^^  der  drei  Kegelschnitte  K^,  K^,  K^,  die  be- 
kanntlich vom  vierten  Grade  in  den  d  ist. 

Der  zweite  Faktor  von  It  (D,  Äp),?dcm  das  Zeichen  beigelegt 
werde,  ist  vom  sechsten  Grade  in  den  Koeffizienten  von  und  ÄT^; 
Q  0  bedeutet,  daß  auf  der  bezüglichen  Geraden  l  das  Paar  der 
SchiuLtp unkte  mit  A',  zugleich  das  der  .SchuittjmukU-  nut  A'j  ist. 
Veriährt  mau  analog  mit  Ja^  und  ii^,  so  erscfteint  die  Kegdschuiii^- 
resultante  11^ f,^  als  größter  genieinsamer  Teiler^)  je  zweier  der  drei 
Resultanten  Ji{D,  /?J,  1{{D,  IQ,  11{T),  BJ,  und  damit  aUer  dm: 

(13)    I{(D,  /O  £i  Ji{D,  B,)     7?,,,9„  liyl),  IQ  B^.^Q, 

Es  fallen  aber  auch,  wenn  —  0,  von  den  vier  l  Geraden  11^  =  0 
zwei  zusammen,  mithin  ist      audi  ein  Faktor  der  Diskriminante 

1)  ffiewofl  folgt  die  Darstellasg  von  JB^^^  aU  lineare  KombiDatioa  der 
Femen  K^^  JT^,  Denn  denkt  man  sieh  Jil(2),  Jt^  nnd  B{D,  naeb  Potennui 
irgend  dnee  KoeüBsienten  der  K  entwiekelt,  so  beruht  auf  (18)  snnftcbst  die 

Darstellung  von  J?.^^^  als  linearer  Kombination  von  Mi,!)^  lij  und  Jt^D,  diese 

bt-idcn  Größen  sind  wieder  lineare  Kombinationen  von  Jt^^  rcsp.  .fi^,  and  endlich 
die  drei  letaten  ÜrAflen  lineare  Kombinationen  von       ÜT^,  K^. 
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Ton  Jß^  Diese  Diskriminantey  Tom  zwölften  Grade  in  dm  Koeffizienten 
Ton      nnd       entlialt  noch  einen  zweiten  Faktor  7^;        0  ist  die 
Bedingung,  daß  sieb       nnd       heriihren,  d,  h,      ist  die  „Tdki- 
invariankf  ron       nnd  K^,  die  in  den  Koeffizienten  TOn  f.  nnd 
bis  znm  secbsten  Grade  aufsteigt   Man  bat  also: ' 

(14)  ^,~Q^T„,   ^*  =  9,Te,   ^,  =  9,T,, 

und      erscheint  als  ^ößtor  gemeinsamer  Teiler  von  jR(T),  R^)  und  zJ ^. 

Die  Result«nte  ii'J  vou  Jt^  und  ii'^  ist  vom  Iti-ton  (trade 

in  den  Koeffizienten  von  K^,  vom  achten  Grade  je  in  denen  von      und  A',,. 

Diese  Resultante  li{-lia)  ^^t)  z^rßil^t  wiederum  in  zwei  Faktoren; 
der  eine  ist  J labet  ^"^md  der  zweite,  mit  bezeichnete,  vom  zwölften 
Ghrade  in  d«i  Eoeffizioiten  Ton  Ä'^,  Tom  vierten  Grade  je  in  dmen 
von  und  if^,  durcb  sein  Verschwinden  angibt,  daß  einer  der 
Schnittpunkte  (K^,  mit  einem  der  Schnittpunkte  {K^,  auf 
einer  Gerade  {  liegt   Es  gilt  somit  noch: 

(15)  Ii)     Il^.^P^,  7?(  ß„,  7/,)     7/,,,P„,  7?l  /?„i?„)  =  J2,,«n. 

Aus  den  vorstehenden  Entwicklungen  geht  zwar  hervor,  daß  in 
den  Zerlegungstbrmeln  (13),  (14),  (15>  weitere  Faktoren  nicht  auf 
treten  können;  es  bleibt  nbor  dahingestellt,  üb  nicht  einige  derselben 
uatürlichc  Potenzen  noch  einfacherer  Faktoren  sind.  Und  zwar 
kommen  hierbei  nur  in  il3i,  14)  die  (>,  sowie  in  (15)  die  P  in 
Betracht,  da  die  Irreduzibilität  der  übrigen  Faktoren  schon  aus  der 
Gradabzä  h  1  un  tr  hei-vorgeht. 

Diese  Frage  beantwortet  sich  von  selbst,  sobald  man  noch  eine 
zweite  Hilfsvariable  v  in  /",  g,  Ii  einführt;  in  der  Tat  erweisen  sich 
dann  die  q^,  p„     als  Quadrate  irreduzibler  Ausdrücke. 

HinzuiAhmo  einer  swelten  HUfiByariabelii  v, 

Knnmehr  denke  man  sidi  a^,  a^,      als  ganze  Funktionen 
'resp.  Dimensionen  0,  1,  2  in  zwei  Variabein  //,  r,  und  entsprechend 
^o  'i  ^a;  ^i;  V  rechtwinkliges  kartesiscbes  raumlidies 

Koordinatensystem  (A,  ft,  v)  bezogen,  repräsentieren  /*  —  0,  ^  —  0,  A  —  O 
jetet  drei  Flächen  zweiter  Ordnung  F^,  F^, 

Eine  Parallele  zur  A*Acbse  sei  wieder  als  eine  Gerade  l  bezeicbnety 
eine  Parallele  zur  f»-Acbse  in  der  {(t,  tr}-Ebene     —  0)  als  eine  Gerade  m. 

Die  Gleichung  2>  —  0  ist  die  einer  (elliptischen)  Kurve  dritter 
Ordnung  in  der  (fi,  ir)'Ebene,  der  Ort  der  Spuren  der  Geraden  1^  die 
die  drei  Flädben  in  drei  Punktepaaren  einer  Involution  tr^en. 

Die  Fläche  und  sehneiden  sich  in  einer  (elliptischen) 
Banmkurve  vierter  Ordnung  (i^.,  F^),  deren  senkrechte  Projektion 
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auf  die  {fi,  v)- Ebene  B^^O  ist;  entspreelieiides  gilt  von  R„  und 
Die  Euire  B^^O  hat  swei  Doppelpunkte        d'^^  die  Spuien  der 
beiden  Sehnen  Ton  (F^^  F^,  die  Gerade  {  sind. 

Die  Kurven  D  —  O,  B^^O  schneiden  sich  in  12  Punkten;  die 
doreh  die  letzteren  laufenden  Geraden  m  werden  dnrch  B{Bf  B^  »  0 
gelieferi  Diese  12  Schnittpunkte  Ton  D  —  0,  B^^O  zerfielen  aber 
in  awei  Omppen:  die  eine,  O^htt  b^teht  ans  den  Spuren  der  acht 
Geraden  l  durch  die  acht  Schnittpunkte  der  drei  Fliehen  F^,  F^,  F^\ 
die  andere^  doppelt  zahlend,  ans  den  beiden  Doppelpunkten 
Ton  B^  —  0.  Die  durch  diese  8  +  2-2  Punkte  laufenden  Geraden  m 
werdffli  gemäß  (13)  resp.  durch  li^bc  =  0»  Qc^^  gegeben.  Hieraus 
folgt,  daß  das  Quadrat  eines  irreduzibeln  Ausdrucks  d^  sein  muß, 
sodafi  die  Formeln  (13)  die  genauere  Gestalt  annehmen: 

(l./)    Ii(D,  IQ     Ii^,,di,  Ji{D,It,)     Ii,,,dt,  B(D,B,)~R,,Jl 

Analoges  gilt  von  den  Formeln  (14 1.  Donn  die  Gleichung  i  —0 
liefert  die  Geraden  m,  die  die  Kurve  J!.  =  0  berühren.  Da  diese 
Kurve  die  Klasse  8  besitzt,  gibt  es  8  eigentliclie  solche  Tangenten 
—  0,  nebet  zwei  doppeltzählondeu  uiieigeiitlichen  ^  0  durch  die 
beiden  Doppeipuuiite  von  li^  =  0.  Dementsprechend  werden  die 
Formeln  (14)  zu: 

(U-)  ^*^d|r„  z^,  =  d|r^ 

Die  beiden  Kurven  B^^O,  7^  —  0  schneiden  sich  in  16  Punkten, 
die  in  swei  Gruppen  zerfallen:  die  Punkte  der  ersten,  ^«»c' 
wieder  die  Spuren  der  acht,  durch  die  acht  Schnittpunkte  (F^  F^,  F^) 
laufenden  Geraden  1,  die  Punkte  der  sweiten,  die  Spuren  deijenigen 
acht  Geraden  1,  die  sowohl  die  Kurre  {F^  F^,  wie  die  Kurve  (F^  F^ 
treffen.  Die  bezflglichen  Geraden  m  werden  resp.  durch  das  Verschwinden 
der  Faktoren  in  (15)  daigesteUt.   Die  Formeln  (15)  erleiden 

also  keine  weitere  Modifikation. 


Mit  Hilfe  der  beiden  weiteren  Varialieln  u,  v  und  unter  Benützung 
des  gewählten  geometrischen  Bildes  läßt  sich  nunmehr  die  innere 
Struktur  der  drei  grundlegenden  Identitäten  (V),  (VI),  (Vll)  deutlich 
verfolgen. 

Die  ))ei(len  Doppelpunkte  d['\  d^,'  der  Kurve  //^    ^  ^\  '        '^2  ^ 
sind  die  Sehnittpunkte  der  Geraden        —  0  mit  dem  Kogelschnitte 
^j=0;  durch  sie  geht,  gemäß  der  Kntstehung  der  Ausdrücke  A^^A^jA^ 

als  Determinanten  der  Matrix   ^'  ^'     ,  auch  die  Kurve  dritter  Ord- 
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xnmg  ^  —  0:  letetere  berfihrt  die  Karre  J2^  =  0  noch  in  vier  Punkten, 
die  vom  Kegelschnitt  »  0  aiugesclinitfcen  werden.  Die  drei  Geraden 
j^^O,  B^^O,  r^  =  0  gehören  mit  Rackncht  auf  die  Identität  (mit 
den  konstanten  Faktoten  o^,  e^) 

(16)  ,  hj^^^^e^r^O 

einem  und  demselben  Büschel  an,  dessen  Zentrum  mit  Gq  bezeichnet 
sei,  und  desgleichen   j^ehören  auch  die  drei  Kegelschnitt^!       =  0, 
=  0,  ^^  =  0  einem  und  demselben  Büschel  an  wegen  der  Identität: 

(17)  a^A^  +  b^B^-\-qr^  _  0. 

Bedeuten  p,  q,  r  drei  Panuneter,  so  ist  die  Gleichung  D  —  0  gleich* 
bedeutend  mit  dem  Zneamraenbestehn  der  drei  Gleichungen: 

(18)  pajf  +  qhf  +  rCf^  0,  pa^  +  qb^^  +  re^  —  0,  pa^  +  qb^  +  re^  =-  0. 

Diese  Gleichung«!  sagen  aber,  mit  Mckeieht  auf  (16),  (17),  nichta 
anderes  aus,  als  dafi  die  Kurve  dritter  Ordnung  Di— 0  entetdit  als 
das  Enseugnie  projektiver  Zuordnung  des  GendenbÜaehels  {A^,  B^^,  F^Y) 
und  des  Kegdsehnittbüichele  (^j,  JS^,  [\),  wobei  die  Geraden 
resp.  den  Kegelschnitten  ji^,  B|,  J\  entsprechen. 

Unmittelbar  wird  diese  Erzeugung  der  Eurre  Z>  — 0  ins  Lidit 
gesetzt  durch  die  schon  bei  Ableitung  Ton  (12)  benutzten  Determinanten- 
identitäten: 

(18')  a^D-B,F^-  B^F,,  b,D  ^  F,A^  -  F,J„  c,D  =  A^B^- A^B^ 

Der  lauf  der  Kurve  D  =  0  gelegene;  Punkt  Gq  ist  somit  der 
Residufilpunkt  des  Kegelschnittbüscliels  {A^j  B^,  F^).  Die  drei  Geraden 
J^,  schneiden    aus   dor    Kurve    D    resp.    die  Doppelpunkte 

df,  df-,  öf,  <)^'';  05  dj^  der  Kurven  Jl^^O,  i^^  =  0,       =  Ü  aus. 


Die  Identität  fV)  sagt  jotzt  aus,  daß  die  drei  Kurven  .f^T?.  —  0, 
r*72„  =  0,  DB-^(^  ein  Jiüschei  fon  Kurven  seclister  Orduuug  bilden. 
T)ip  36  Gnindjiunkte  dieses'  BOschels  setzen  sieh  zusammen  aus  dem 
(^vierfach  zillilenden )  Punkte  (V^,  aus  den  vier  (je  vierfach  zilhiendpn) 
Doppelpunkten  von  ii^  uud  7^  .  fins  den  acht  (einfacli  zähiendenj 
Punkten  ^r^^^  und  den  acht  (einlach  zählenden)  Punkten  GV 

Auf  der  elliptischen  Kurve  1)  sind  (wie  selbstverständlich),  der 
Punkt  Gq,  die  vier  Doppelpunkte  von  11^  und  Ji^,  sowie  die  acht 
Punkte  (^r, ,    einfache  Punkte.    Andererseits  geht  die  Kurve  B  einfach 
durch  den  Punkt  6^,  durch  die  vier  Doppelpunkte  von  7»^  und 
sowie  durch  die  acht  Punkte  G^. 

1)  Gelegenflicb  bedienen  wir  ans  der  Abkfitznng:  „Gerade  A^^  n. ».  f. 
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Entsprechendea  gilt  toxi  dm  beiden  pamUeUanfendeu,  durch  (V) 
niitrepxSaentiNrten  IdentitSteD. 

VemSffe  der  IdetUUät  (VI)  gehören  die  drei  Karren  ^^-»0,  0, 

jTjr«»  0  einem  Büschel  von  Kurven  fünfter  Ordnung  mit  25  Gnmd'* 
punkten  an.  In  Verbindung  mit  (V)  fulgt  daraus,  daß  die  drei  Kurven 
dritter  Ordnung  B,  F  aufier  dem  (einfeuihen)  Puukte  Gq  noch  eine 
—  mit  bezeichnete  —  Gruppe  von  vier  (eiiifachen  i  Puukten  gemein 
haben,  während  sich  je  zwei  der  drei  Kurveu  A,  B,  F  noch  ßiveimal 
berühren,  z.  B.  tmd  ^  in  den  beiden,  auf  der  Geraden  liegenden 
Doppelpunkten        d^*"^  von  li^. 

Es  wird  nütaUoh  sein,  dieee  Folgerangen  durch  geeignete  Formeln 
zu  erläutern. 

Gemäß  der  rechten  Seite  von  (V)  war: 

U = \j^r.  +        +  An)  =        +  hA)  +  r,  •  h^Ar 

Multipliziert  man  A  mit       B  mit  a],  und  addiert,  so  kommt 
(20)      Abi  +  Ba}s  n  {6|(a,ßo  +  ''.^,)  +  «IC^i^a  + 

oder,  mit  Bücksidit  auf  die  Identit&t  (16)  h^B^  +  a^ji^^—  c^Fq: 

wo  der  rechts  innerhalb  der  i^^eschweiften  Klammer  stehende  Ausdruck 
«ur  Abkfinung  mit      bezeichuet  ist. 

Von  den  neun  öchnittpuukten  der  Inulen  Kurveu  dritter  Ordnung 
A  =  0,  B  ==  0  liegen  somit  drei,  nämlich  G^  und  das  Paar  ö^(^,  dj'^ 
auf  der  Geraden  Fq=^Oj  die  übrigen  sechs  auf  einem  Kegelschnitt      =  0. 

Mit  Rncksiclit  anf  die  Identität  (17)  a^A^-^- h^B^^  —  c^F^  nimmt 
der  Faktor       in  (^21)  die  Gestalt  an: 

(22)  JC.  s  (^0,)  .  0,6,  +  (Boi»,)  •       -  ^^\<^ 

oder,  wenn  man  wegen  F^^€t^\^a^\  den  Faktor  Ton  A^a^ 
ersetzt  duitdi  +  utfi^,  und  entsprechend  den  Faktor  h^a^  Ton  BJb^ 
durch  —     +  610^: 

oder  endlich  mit  Rücksicht  auf  die  Identität: 

(23)  a^A^-i-b^B^i-c^F^^O 
die  folgende  Gestalt: 

(22*)  K,  =  Al^^fl,  -  BA  -  «lOfM  -  2fl,6,«^ri. 
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Hieraus  erhellt,  daß  der  Kegelschnitt        durch  die  Schnittpunkte 

d\'\  df;'^  der  Geraden  Fg  mit  dem  Kegebchnitt  ^^  liindurclipfeht.  Hält 
m-du  (lies  mit  dem  oben  aus  (21)  abgeleiteten  Ergebnis  zusammen,  so 
sichA  mau  in  der  Tat,  warum  die  beiden  Punkte  ö^^\  d]^^  unter  den 
Schnittpunkten  tou  ./  und  B  doppelt  auftreten,  d.  h.  warum  sich  diese 
Kurven  in  beiden  Punkten  beriibren. 

Aus  (22')  läßt  sich  eine  weitere  Folgerung  ziehen. 

Stellt  man  neben  (22';  die  beiden  analogen  Ausdrückt'  für  A"^,, 
und  Kf,,  und  bildet  das  Aggregat  «jA'^ -f  ftjÄ'^  +  r. K"  ,  "so  zerstören 
sich  je  die  mit  doppeltem  Vorzeichen  auftretenden  Glieder  diA^B^a^b^ 
d:  B^r^b^c^,  ±  Fo^if/o^^gj  "^^^  bleibt: 

oder  ul>er,  wetzen  der  beiden  Identitäten  (23),  (17),  die  lineare 
Identität  mit  den  konstanten  KoefEzienten  a^,  h^,  c^: 

(24)  a^K,^h,K,  +  e,K,^0, 

Demnach  gehören,  wie  es  sein  muß.  die  drei  Kegelsclmitte  A"^^^,  A, . 
einem  und  demselben  Büschel  an,  des^^en  vier  (irundpunkte,  d,  L  die 
Gruppe  Ctj,  den  drei  Kurven  J,  B,  F  zugleich  angehören. 

Die  letzte  der  drei  Identitäten  (V),  (VI),  (VII)  liefert  nunmehr 
nichts  wesentlich  Neues  mehr,  sondern  bestätigt  nur  das  aus  den 
beiden  ersten  (iewonneue.  Die  drei  Kurven  siebenter  Ordnunsj  I<^)A  —  0, 
J^^B  =  0,  /^^F=0  gehören  einem  Büschel  an;  dessen  4<J  iiruudpunkte 
zerlegen  sich  in  folgende  Gnippen:  die  Gruppe  G'^j^  aus  acht  Funkten, 
die  drei  Gruppen  G^,  (r^,  aus  je  acht  Punkten,  der  Punkt  Gq  und 
die  Gruppe  G^  aus  vier  Punkten;  außerdem  doppelt  zuiiiend  die  drei 
Gruppen  Gf,  G^\  Gj,» 


Hieran  reiht  sich  noch  die  Aufsähe,  die  Größen      Bf  r*  in  (Y) 

durch  die        ß^,,  F^;  A^,  K,,  K  auszudrücken. 

(ireil't  man  etwa  die  Kurve  A  heravis,  so  muß  sich  diese  gemäß  (  21) 
durch  projektive  Zuunlnimg  des  üeraden)>üschels  1  -/^,  Fq)  und  des 
Kegelschnittbüschels  (K„,  A^,  erzeugen  lassen,  so,  daß  der  Geraden 
Bq  der  Kegelschnitt  A,  und  der  (icraden      der  Kegelschnitt  A",  entspricht. 

£s  muß  sich  also  die  Gleichung  der  Kurve  A  in  die  Gestalt 

(25)  A^KB,-Q,K,r,^0 

bringen  lassen,  wo  der  Parameterweii      noch  zu  bestimmen  ist. 
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Die  drei  Ideotitäten  (21)  lauten  einseln: 

(  A  .  r  «.K* 


(21) 


«1     «i     «1^ ' 


a}  ^  6J  -  «i»; 
Dnroh  äubti&ktioii  der  zweiten  von  der  ersten  enteteht: 

und  wenn  man  su  dieser  Bdation  die  dritte  TOn  (21)  hinznfilgt: 

(26)  -  2A1/icl  ^  {A,a,){K,a,)  -  {B,0,)iKM  -  [^r,c,)^K^c^}, 

oder  auch,  bei  Benfltzong  der  Abkürsongen: 

(27)  jiQa^  =  AiekD.,   Jf^o,  =  etc., 

die  folgende  Identität: 

(26')  2^«)j<5  =  JiK^  ~  üi  Äi  r^Ki. 

Andererseits  bestanden  die  beiden  Identitäten  (16),  (24),  die  sieb  unter 
Verwendung  der  in  (27)  eingeführten  Zeichen  sehreiben: 

(16)  =  (24)   -Ä^  =  Jß+ZJ, 

^eren  Multiplikation  liefert: 

Hierdurch  geht  (26'),  nach  Hebung  des  Faktors  b^e^,  über  in: 

(25-)  ^  2A b,€,  =  ÄoiSTe  +  n K,. 

Durch  diese  einfache  Darstellung  von  A  (nebst  den  beiden  parallel- 
laufenden för  B,  r)  ist  der  Ansatz  (25)  ansgpfüllt. 

Somit  entsteht  die  Kurve  Ä  durch  projektive  Zuordnung  der  beiden 
BQschel,  mit  dem  willkürlichen  Parameter  q^: 

<28)  ä;-p.ä,-o,  A  +  <^.r.»o, 

oder  auch,  bei  Benfltssung  von  (27),  für  ale  einen  andern  wiUkOrlichoi 
Panuneter 

Hieraus  läßt  Hioh  Rofirt  eiituphmt'n,  welche  Oerade  G^^  des  Büschels 
Gq  dem  Kegelschnitt  A'^,  und  wolchor  Kegelschnitt         des  Büschels 

Jaliro«b«rioht  d.  Deuttohen  M«thaia.-V«!r(.'iuit;ung.  XVI.   Ut-ft  1.  8 
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W.  Fb.  Mbtu: 


(Gl,)  der  Oenuleii  entspricht.  Denn  aus  der  (ernten  Gleichung  (28') 
resultiert  gemäß  {24)      für     —  —  1,  mithin  entspricht      die  Gerade: 

(29)  =     -  r;  =        -       -  0; 

aualog  resultiert  aus  der  zweiten  Gleichung  (28')  gemäß  (16)  für 
tf^  —  +  1,  mitbin  entspricht  Ji^  der  Kegelschnitt: 

(30)  Kj^  =  Ei-m^  JE»»,  -  JT^ci  -  0 . 

Die  beiden  Geradenpaare  f??^,  n,)  (.-/o,  ^aO,  "Tid  ebenso  die  beiden 
Kegel sebnittpaare  ( A7,  A'-  )  ( A'.,,  A^i,  )  sind  also  zu  einander  Imrnionisch. 

Durch  Einsetzung  der  Werte  i^b')  in  der  Identität  (VI)  geht  diese 
in  die  Identität  (24)  über. 


In  den  bisherigen  Darlegungen  tritt  bereits  deutlich  hervor,  wie 
die  Theorie  der  Partialresultanten  von  drei  quadratischen  Formen  eng 
verbunden  ist  mit  der  Theorie  der  ebenen  Kurven  dritter  Ordnunfi  einer- 
seits, mit  der  des  Flächermctzcs  ztveiier  Ordminq  andererseits,  und  wie 
umgekehrt  die  erstere  iiieorie  alü  liiudeglied  zwischen  den  beiden  letzteren 
erscheint 

Der  gemeinte  Zusammenhang  möge  an  anderer  Stelle  weiter  ver- 
folgt werden;  hier  mag  es  geniigen,  die  wesentlichsteii,  oben  fOr  die 
Kurven  D,  7?^,  J^^,  B,  P,  if^,  /iC^,  erhaltenen  Ergebnisse  als 
Eigenschaften  des  Flächennetses  anSKusprechen. 

Indem  man  die  in  (18  enthaltme  Ait  der  Erzeugung  der  Kurre 
D  unter  Beibebaltong  der  frflheren  Beseicbnungen  auf  den  Raum  ttber- 
fafigt^  und  zugleich  die  ganze  Auffassung  projektiv  veraUgemeinert,  in- 

dem  die  drei  Variabehi  X,  /i,  p  als  Vurbältuisse  — ,  — ,    '  homogener 

Tetraederkoordinaten  gedeutet  werden,  gelangt  man  ohne  weiteres  zu 

folgenden  Sätzen. 

YorLreiegt  .sei  ein  beliebiges  Fiächennetz  JV  zweiter  Ordnung,  dessen 
einzelne  Individuen  mit  F  bezeichnet  seien. 

Dem  Netze  N  gehören  oo^  Büschel  (F^,  F^)  an:  die  Grundkurve 
(vierter  Ordnung)  eines  solchen  Rü.seliels  heiße 

Sei  P  »  in  beliebi*;^  aber  fest  gewühlter  Raumpunkt,  so  gehen 
durcli  P  au  eine  hdi.  !>i^e  Kurve  Ti^^  7wei  Sehnen;  jede  solche  Sehne 
triüt  die  Flächen  deä  2setzes  ^  iu  den  Tunktepaaren  t  int  r  Involution, 
und  der  Ort  aller  dieser  Sehnen  ist  ein  (ellipiisclur  i  Kegel  dritter 
Ordnung  D;  in.sljesondere  gehört  ihm  die  Gruppe  Gy  der  acht  Geraden 
an,  die  1'  mit  den  acht  Grundpimkten  des  Netzes  verbindt^u. 
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Dieser  Kegel  D  ist  auf  folgende  einfache  Art  durch  projektive 
Zuordnung  eines  Ebenenbüflchels  und  eines  Büschels  Ton  Flächen  zweiter 
Ordnung  er/.eughiir. 

Innerhalb  des  Notzes  N  gibt  es  ein  Büschel  von  Flächen  zweiter 
Ordnung,  tlie  den  Punkt  P  enthalten;  die  Grundkurve  des  Büschels 
heiße  J?,  und  das  Büschel  selbst  (22).  Dann  ist  der  Kegelig  deijenige, 
der  die  Kune  11  vom  Punkte  P  aus  projiziert. 

Sei  die  Taugente  der  Kurve  B  in  P,  so  schneidet  irgend  eine 
Ebene  A^^  des  Ebenenbüschels  Gq  aus  der  Kurve  noch  ein  Punktepaur 
aus:  die  beiden  Oernden,  die  P  mit  den  Punkten  dieses  Paares  ver- 
binden, seien  mit         ^Yf'  bez^-iehuet. 

Daun  existiert  in  dem  Flüchenbüschel  [It)  stets  eine  und  unr  eine 
Fläche  A^,  die  jene  beiden  Geraden  d^' ,  dg'>  enthält,  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  die  Ebene      als  Tangentialebene  in  P  besitzt 

Der  Kegel  dritkr  Ordmng  D  misUSd  daher,  indem  ifgeitA  einer 
Ebene  A^  des  Bäsi^s  6^  die  in  der  angegebenen  Weise  gugdOrige 
Ilädte  des  BüsMs  (R)  prqjMv  mgewiese»  imTd.** 

Greift  man  irgend  drei  Flfidien  Fi,,  F^  des  Netses  N  heraus, 
die  sidi  zn  je  zweien  re^.  in  den  Eunren  B^  sclmeiden  mögen, 

und  sind  dj*),  <$<">;  Öf,  d^');  Ö^[\  d^'>  die  an  diese  Karren  Ton  P  aus 
gehenden  Sebnenpaare,  so  hat  z.  B.  der  die  Kurve  Ton  P  ans  pro- 
jizierende K^el  vierter  Ordnung  (ü^)  mit  dem  Kegel  D  die  Doppel- 
strahlen      HHf^  und  die  Oeradengruppe  Gg  gemeiiL 

Je  zwei  dieser  drei  Kegel,  %.  B.  und  (jR^  schneiden  sich  außer 
in  der  Geradengmppe  Qu  noch  in  der  Gruppe  der  acht  Geraden 
durch  P,  die  sowohl        als  P^  treffen. 

Alsdann  liegen  die  Gorade  G^y  die  beiden  Sehnenpaare  d^**',  d|j*^; 
dj*>,  ^t^  Geraden  G^  auf  einem  Kegel  dritter  Ordnung  F. 

Je  zwei  dieser  drei  K»»gol  dritter  Ordnung  A,  B,  F,  z.  B.  A  und 
B  berühren  sich  längs  der  beiden  Sehnen  6^^^,  wahrend  alle  drei 
Kegel  außer  der  Geraden  6r,  noch  eine  Gruppe  Gk  von  vier  Geraden 
gemein  haben. 

Jeder  der  Kegel  A,  B,  F  läßt  sich  durch  geeignete  (auf  p.  .'iiJ  näher 
angegebene)  jtrojektive  Zuordnung  do?!  Ehenenbflsohels  und  des 
Büsch«  Is  von  Kegeln  zweiter  Ordnung  mit  den  vier  Grundstrahlen  Gk 
erzeugen. 

Umgekehrt  hätte  man  von  einem  b(diel>igen  Kegel  dritter  Ordnung 
/)  anggehen  können:  wie  man  leicht  erkennt,  läßt  sicli  die  linke  Seite 
der  Gleichung  emes  solchen,  und  zwar  noch  in  mannigfaltiger  Art,  in 
die  Gestalt  (3)  bringen. 

3* 
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Über  die  Totalkrttnimimg. 

Von  Gbobg  Ländsbebq  in  KieL 

Wenn  man  in  der  Variationsrechnung  AuBsagen  über  den  Verlauf 
der  Iiitej^ralkurvon  machen  will,  nicht  bloß  in  kleineu  iiureichen,  sondern 
auch  in  solclion,  welche  nach  allen  Richtungen  hin  endliche  Aus- 
delmungen  besitzen,  so  erscheint  es  vor  allen  Dingen  erforderlich  zu 
untersuchen,  ob  und  wie  weit  sich  die  Theoreme  Ton  Gauß  und  Ossi  an 
Bonn  et  über  die  Totalkrümmimg  auf  das  allgemeine  Problem  der 
Variatioiwreelmuiig  übertragen  lassen.  Denn  diese  S&tse  sind  wohl  die 
ergiebigste  Qudle  der  bislier  für  die  Analysis  sitns  der  Eurren  und 
Fliehen  gewonnenen  Erkenntnisse.  Die  Gntseheidung  der  hiermit  zu* 
nächst  nur  in  allgemeinen  Umrissen  bezeichneten  Fragen  kann  sodann 
auf  nachfolgendem  Wege  angestrebt  werden. 

Handelt  es  sieb  um  das  Integral: 

'i 

(1)  8       gp  {X,  y,  x\  y  )  di       (x  ^       y  2)» 

worin  die  Funktion  q>  in  x'  und  y'  hom<^;en  Ton  der  Dimension 
eins  ist^  so  ergibt  sieb  bekanntlieh  für  die  erste  Variation: 

(2)  ds  ~}dt  (Pda?  +  Qdy)  +  +  f,'9y]l 
wobei 

^-9s  3r 

(3) 

gesetzt  i«5t.  Es  sind  also  die  Gleichungen  =  0  oder  Q  ^  0,  welche 
Termöge  der  Idoutitüt 

Fx'  +  Qy'^O 

nur  auf  eine  hinauslaufen,  die  Diflerentialgleickuiig  der  Eitrciualeu, 
während  die  Relation 

(4)  J  =^      da;  +  <jpy      =- 0 

die  Bedingung  der  tomsyersalen  Lage  angibt. 
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Wir  botrachten  jetzt  eine  Schaar  vov  einfach  unendlich  vielen 
Extremuleu  E^,  A^      . . . .  und  ihre  TransYersaleu  A^ 

JBL,   Cq    dann   p^ilt,    wie  bekannt 

.  A      JB»  -Die  " 

ist,    auch    für    das    allgemeine    l'roblem  der 

Variationsrechnnng  der  Satz   von  Gau 6,  daß 

irgend  zwei  Transversaleu  auf  den  siimtlichen 

Extreinalen    der    Schaar    dieselbe  Bogenlänge 

Eq  =  ^Ij      =^  =^  .  .  .  .  ausschneiden,  A^- 

wenn  der  BegriÖ"  „Länge"  durch  das  Integral  (i)  A 

detiniort  wird.    Wir  stellen  uns  nunmehr  aber  . 

die  polar  gegenüberstehende  Aufgabe,  die  Luiig<  n 

entsprechender  Strecken  der  Transversalen  in  erster  and  zweiter 

Oidomtg  m  vergleichen,  also  die  ersten  nnd  Tor  allem  auch  die 

»weiten  Düfltereiusen  der  GbrSßen  A^  A^,  Bq  E„,  Cq  C„,  ....  zu  bilden. 

Hierbei  ist  aber  Tor  allem  ein  Umstand  sa  beachten.  IHe  Be< 
dingungsgleichung  T  0  der  transversalen  Lage  ist  in  den  Variationen 
dXf  dy  linear,  wihrend  die  AbhSngigkeit  von  den  Differentialen  dx, 
dif  eine  höhere  sein  ksnn  und  die  Ordnungszahl  m  haben  mdge.  Geht 
man  also  von  der  Schaar  der  Bxtremalen  anSi  so  ist  «J«^^""  die  der 
Transversalen  eindeutig  bestimm^  nicht  aber  umgekehrt.  Gfeht  man  von 
den  Transversalen  ans,  so  genttgt  zur  Herstellung  der  Figor  eine  einzige 
Kurve  Ä^A^  welche  völlig  willkürlich  gewählt  werden  kann,  an  welche 
sich  aber  m  yerschiedene  Extremalenfelder  der  oben  bezeichneten  Art 
anschließen;  wir  erhalten  so  im  allgemeinen  Falle  ein  w/-blättriges  Flüchen- 
stück, für  welches  die  gegebene  Kurve  A^^A^  eine  Spaltungslinie  bildet. 

Es  erscheint  daher  für  unser  Problem  und  au<^  für  andere  Fr^en 
als  notwendi^^  die  Aufgaben  als  Variationsrechnung  nach  der  Art  der 
Abhängigkeit  des  Integranden  tp  von  den  Diffei  entialen  dx  und  dy  zu 
klassifizieren,  wozu  die  Form  der  Bedingungsgleichung  T  =  0  der  trans- 
versalen Lage  und  die  in  ihr  auftretende  Ordnmigszahl  m  ein  natür- 
liches und  sachtremäßes  Einteilunc^sprinzip  darbietet.  Der  einfachste 
Fall,  der  zunächst  behandelt  werden  niuli,  ist  dann  der,  daß  die 
Ordnungszahl  m  =  1  und  die  Beziehung;  zwischen  den  Difierentialen 
und  Variationen  außerdem  involutoriech  ist.  Unter  dieser  Annahme  ist 
die  Gleichung  T  ^  0  ersetzbar  durch  eine  büineare  symmetrische  Kelation 

(4a)  (Edx  -t-  Fdff)  Öx    {Fdx  +  Gdy)  0, 

worin  E,  G  irgend  welche  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Bedeutet 
also  IL  einen  noch  zu  bestimmende  FroportionalitSts&ktor,  so  ergibt 
die  Vo^leichung  von  (4)  und  (4a): 

iiV,.  =  Ex'  +  Fy%      Il<p,  ^  Ex'  +  Gy', 
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und  da  wegen  der  Homogeneität  der  Funktion  9  =>  r'  <p^'  +  y  9,'  ist, 
80  folgt 

Differentiiert  man  diese  Identität  nach  x'  und  y'  und  benutzt  die  Tor- 
anstehenden  Gleichungen,  so  findet  man: 

l^dE  Ex'-\-Fy'   1  BR  Fx'-^Gy' 

woraus  sodann 
folgt. 

Man  erkennt  also,  daß  das  Problem  der  geoditischen  Linie  das 
einzige  isl^  für  welches  die  Ordnungasahl  m^l  imd  die  Lagenbeziehnng 
awischen  den  Extremalen  imd  den  TraosTersalen  eine  wechselseitige^) 
ist  Dieses  Problem  erscheint  aber  hier  in  einer  amf^Misendereii  Gestalt 
als  in  der  Flächentheorie;  denn  die  dort  gebotene  Beschrankung  auf 
den  Fall,  daß  die  quadratische  Form  unter  dar  Quadratwurzel  positiT 
ist,  kommt  hier  in  Foitfiall,  und  es  gibt  in  der  Tat  auch  genug  spezielle 
Aufgaben  der  VariatLOnsrechnung,  z.  B.  das  isoperimetrische  Problem 
mit  einem  festen  und  einem  Tersehiebbaren Endpunkt  ( Enese r,  Variations- 
rechnung S.  26  u.  63),  bei  welehpn  jene  quadratische  Form  indefinit 
wird.  In  diesem  Falle  gibt  es  in  dem  Gebiete  der  Ebene,  in  welch«n 
die  Diskriminante 

J*'=  EG  ~  F* 

negativ  ist,  eine  Schaar  reeller  Minimalkurven  (Kurren  der  T.iinj^e  NuU), 
Ton  der  Art,  daß  durch  jeden  Punkt  zwei  von  ihnen  Hindun  iigehen, 
nod  daß  diese  zusammenfallen,  wenn  =  ü  ist.  Die  beidou  Minimal- 
kun  71  durch  einen  Punkt  P  teilen  die  Umgebung  des  Punktes  in 
zwei  Paare  Ton  Scheitelwinkeln,  von  der  Art,  daß  in  dem  einen  die 
BogenlÄnge  reell,  in  dem  andern  rein  imaginär  ist.  Der  letztere 
Umstand  weist  eben  nur  darauf  hin,  daß  in  der  Untersucliimg  des 
Integrals  zwei  vrrscliiedpTie  nnd  niitoinander  zu8aninienhänn;onde 
Probleme    der    Variatiouärechnung    zusammengelegt   sind,    die  aus- 

1)  Lftßt  man  di«M  letsteie  Bedingung  fallen,  so  findet  man  für  di»  Fnnktioii  ip: 

1  +  (/  1  — g 

E(f -^{Ex' -\-{F-^yF^^:rriy')    -       (Ex' -\- iF  —  yF*^^G)ij')  * 

wobei  u  zunächst  ffunz  biliebi^r  ist.  DicHer  Aiisdmrk  i-t  alier,  falls  die  Quadrat- 
wurzel ]//•** — EG  reell  int,  nur  dann  in  x' ,  y'  algebraisch,  wenn  a  eine  ratio- 
nale Zahl  ist;  ist  die  Quadratv^iirsel  imaginär,  so  wird  tp  nur  fOr  a»0  reell  und 
algebtaiseh. 
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einander  durch  Zeicbenwechsel  der  quadratischen  Form  henror- 
gehen.  Zwei  Riehtuiigcn,  die  za  euumder  tranSTersal  sind,  li^eu 
luurmonueh  n  den  MioimaUnirren  und  bestimmen  d&mm  fteti  ein 
reelles  nnd  «n  rein  imaginäres  Bogenelement. 

Hau  kann  nunmehr  aber  fttr  die  Beantwoitong  der  gestellten  Fhige 
die  Heihoden  zur  Anwendung  bringen,  welche  Oanß  in  seiner  berOhmien 
Abhandlung  ttbw  die  Flächen  niedergelegt  hat  Dnrdi  Transformation 
der  Variabein  kann  nämlich  stets  «rieicht  werden,  dafi  die  Eurren 
y  — oonsi  die  Eztrsmalen,  die  Kurren  x  — const.  die  Transyeisalen 
unseres  FeldM  sind  und  daB  x  die  Bogenlänge  der  Extremalen  zwischen 
einer  festsn  und  einer  TeiSnderHchen  Transreraalen  ist.  Dann  ist  in 
der  quadratischen  Fonn        1,  JP^O  und  es  kann 

gesetzt  werden,  wobei  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  wählen 
ist,  je  nachdem  die  Form 

(1»)  d«»  -  da^  ±  J^d^ 

defiiiit  oder  iiidefmit  ist.  Die  Differentialgleichungen  (3)  der  £xtremalen 
werden  alsdami; 

(3-)    ±^Mt)'-'^  ^  ^MUr-U^-/^' 

wobei  sich  hier  wie  im  folgenden  das  obere  Zeichen  auf  die  elliptische, 
das  untere  auf  die  hyperbolische  Form  des  Linienelementes  (1*)  bezieht. 

Diese  Gleichungen  Tereinfachen  sich  durch  Einführui^  einer  Hilfii- 
grSße,  des  „Winkels^  i»,  welcher  durch  die  Gleichung 

/M  ^  _  HZ  ****  d£_\_d»/ 

^^>'  rf»  ~       .  rfy "  Ii« 

^  d$  d» 

definiert  ist.  Denn  mit  Boiutsung  dieser  GrÖfie  gehen  sie  ein&di 
fiber  in: 

Der  durch  die  Glpiehun«^  (5)  r.uuächst  niu  aualytiscli  f^inortuhrte 
„Winkel*'  t'  kaTin  nocli  in  aiuUTpr  Weise  (I;irji;e8tellt  und  snciumi  geome- 
trisch  gedeutet  werden.  Durcli  Integration  der  Differeüt'nifjleichnng 
(  5  )  ergiebt  sich  niinilich  bei  geeigneter  Wahl  der  Integrationjikoustauten 
im  elliptischen  Falle 

(6»)  *  =  src  tg  =  aic  cos  , 
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im  liyperboliadLen  Falle 

oder  auch: 

Im  Gattfiselien  Falle  iah  sleo  die  Hilfsgröße  t  eiofiich  der  Winkel, 
den  im  Pimkte  {x,  y)  die  durch  die  Differentiale  {dx,  dy)  bestimmte 
Baditung  mit  der  diireh  ilm  gehenden  Extremalen  nnaeres  Feldes 
bildet^  wenn  das  Wort  „Winkel''  im  fiblidben  Sinne  der  Geometrie 
genommen  wird  und  nur  die  liegen  durch  den  Integralausdrack  (1) 
erkUbrt  werden.^) 

Gans  anders  liegt  die  Sache  in  dem  sweitcsn  FaUe;  die  Formel  (6**) 
lehrt  alsdann,  daB  man  unter  dem  Winkel  irgend  zweier  Bichtungen 
den  halben  Logarithmus  des  DoppelTerhSltnisses  su  yerstehen  hat^ 
welches  die  beiden  Richtungen  im  Punkte  P  mit  den  beiden  durch  P 
hindurchgehenden  Hinimalkurren  bilden.  Daher  ist  der  Winkel  zweier 
Richtungen  durch  einen  Punkt  P  nur  dann  reell,  wenn  sie  in  ein^ 
und  denselben  der  von  den  beiden  Minimalkurven  in  P  gebildeten 
Nebenwinkel  hineinfallen ;  e  r  wird  hiiigrn;c>n  komplex  und  von  der  Form 
a  H-  ni,  wenn  die  beiden  Kiclituugen  die  Tangenten  der  Minimalkurven 
trennen.  Dio  Tangente  einer  Minimalkurre  bildet  '\n\  Bcrühningspunkte 
mit  jeder  beliebigen  Richtung  einen  unendlich  großim  WinkeL  Daß 
der  Winkel  zweier  Richtungen  hiemach  sowohl  unendlicli  groß  als 
auch  komplex  werden  kann,  bildet  aber  kein  emsthaftes  Hindernis  für 
die  weitere  Untersuchung.   Das  Unendlichwerden  des  Integrals: 

  ,  ,      (lx.-\-  Jdy  _^  r dxd  J  d\i)  —  J  J  >/ d*X 

)  ^  -  2  log        _  -J  dX*  —  ^'äif'  ^' 

weist  eben  nur  darauf  hin,  daß  bei  der  Drehung  eines  Strahles  die 
Richtungen  der  beiden  Minimalkurven  nicht  ohne  weiteres  überschritten 
werden  dürfen.  Daß  der  Wiukel  c  ferner  den  komplexen  Zusatz  sti 
erhalten  kann,  kann  und  soll  überhaupt  Termicden  werden,  denn  man 
darf  an  Stelle  des  Winkels  ^,  den  die  gerade  betrachtete  Richtung  mit 
der  Extremalen  bildet,  auch  ganz  ebenso  gut  den  komplementären 
Winkel  ^  einführen,  den  ne  mit  der  TransTsrsalen  bildet^  und  da  £x- 

1}  Der  Begriff  d«8  Winkel«  ist  kOnlich  durch  Herrn  G.  A.  BHbb  in  die 

Variationsrechnung  eingefdlixt  worden,  („A  generalization  of  the  notion  of  angle", 
Trausaction-i  of  the  .\nir>rioaTi  Mnthrinatical  Ruci.ty,  Vol.  7,  ?  l.si  —  lOfl,  Apr. 
1U06)  unter  Beschränkung  auf  den  Fall,  daß  der  Int^grand  üeliiut  i^t,  aber  im 
ttbrigen  ohne  weitere  Äonabmen  über  die  Form  des  Ausdruckes  q>.  Diu  Über- 
legnngeo  »uf  8.  87  aollen  eben  zeigen,  dsB  Rolche  Ännfthmen  fGr  die  weitere 
FortfUhrang  der  UatemicbuDg  dnrehaiu  eiforderlioh  sind. 
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tremale  und  Transversale  zu  den  Miniiiialkurven  harmonisch  liegen,  so 
ist  von  den  beiden  Winkeln  ^.^  und  ^  stets  der  eine  reell  und  der 
andere  komplex,  und  um  stets  mit  reellen  Winkeln  zu  operieren,  hat 
mau  somit  von  den  beiden  Gleichungen  (6'')  die  erste  oder  die  zweite 
so  nehmen,  je  nachdem  ds  reell  oder  imagmär  ist  Schließlich  werde 
noch  darauf  hingewiesen,  daß  snfiolge  der  Gleichung  (6')  zu  zwei 
NebenwinliebL  dieselbe  GrSße  t  gehört  und  daß  alle  gestreckten  Winlceil 
gleieh  Nnll  sind,  w«l  es  ohne  Einfluß  auf  den  Wert  Ton  ^  bleibt,  in 
welchem  Sinne  man  Tom  Scheitel  anf  einem  Schenkel  fortschreitet. 

Hingegen  wird  im  hyperbolischen  Fall  die  Einführung  der  Winkel 
^  und  if  wirklich  illusorisch  für  diejenigen  Punkte,  welche  der  Glei- 
chung 0  genttgen;  es  müßten  alsdann  anderwatige  Festsetsungen 
getroffen  werden.  Die  Eunre  ^{x,  —  0  werde  ids  „Grenzkarre'' 
bezeichnet;  sie  kann  aber  gegebenen  Falls  ganz  in  Fort&ll  kommen, 
wenn  sie  namlieh  imaginär  wird,  odei*  sich  auf  einen  einzigen  Punkt 
zusammenziehen.  Falls  sie  auftritt,  so  werde  angenommen,  daß  das 
betracLtete  Extremaleufeld  keinen  Punkt  der  Grenzkurre  enthält. 

Wir  gelangen  mm  der  Reihe  nach  zur  Einführung  der  drei  Be- 
griffe: cxtrcmüh  Krümmung  einer  Kurve  in  eiii<w  Vankte,  Krümmung 
des  Feldes  in  einem  PmMc,  Totallirümmun^  eines  Gebieten.  Der  erste 
entspricht  genau  der  geodätischen  ErQmmung  in  der  Flächentheorie 
und  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Formel  (S"),  wenn  wir  fElr  eine 
Surre  @  das  Differential 

(7)  d»  "  dif jit^dff 

als  „extremalen  Kontingenzwinkel*'  deänieren  und  sein  Verhältnis  zum 
Bogenelement 

(8) 

die  „extreiiüilo  Krümmung  der  Kurve"  nennen.  Sit'  hängt  ab  von  den  Kour- 
dinaten  des  Punktes  und  ihren  ersten  und  zweiten  Ditieioatialquotieiiteu. 
Extremalen  sind  Kurven  von  der  extremalen  Knimnmnfir  Null.  Der 
geodätische  Kontingenzwinkel  ist  der  Winkel  zwtier  benachbarter  die 
Kurve  tangierender  Extremalen,  wie  unmittelbar  aus  (7)  entnoniinen 
werden  kuim.  hu  elliptischen  Falle  darf  die  Kurve  6,  längs  deren  wir 
die  Krümmung  bilden,  völlig  beliebig  angeuomuien  werden,  im  hyper- 
bolischen unterliegt  sie  der  einzigen  Beschränkung,  daß  sie  nirgends 
Ton  einer  der  Minimalkurven  berührt  werden  darf,  weil  in  solchen 
Punkten  dt  nicht  definiert  wäre. 

Der  Begriff  ;,KrDmmnng  des  Feldes^  kaon  nunmehr  aus  der  Be- 
handlung der  am  Eingange  der  Untersu^ung  formulierten  Aufgabe 
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entwickdt  werd«ii.  Bildedi  wir  nimlidi  die  Bogenlänge  f&r  eine  Tnns- 
yeraale    »  %  des  Feldes,  so  finden  wir 


hierbei  ist  im  eUiptiselien  FÜle  e^l,  im  hyperbolisehen  s  ^V—  1  zn 
nehmen.  Daß  im  zweiten  die  BogenUngie  rein  imaginär  ansfalU^  ist 
eine  naturgemäße  Eonsequenz  der  früheren  Festsetaungen.  Denn 
da  wir  die  lUtremalen  als  Kurven  mit  reeller  Bogenlänge  r  an- 
genommen haben,  so  ist  die  Länge  der  Transversalen  eine  rein  ima- 
ginäre Größe.  Wir  !> rauchten  in  dem  Int^randen  9  das  Zeichen  unter 
der  Quadratwurzel  bloi  zu  wechseln,  nm  umgekehrt  für  die  Trans- 
versalen reelle,  für  die  Extremalen  rein,  imaginäre  Bi^jenlangen  an 
erhalten. 

Bilden  wir  jetzt  die  Differenz  zweier  zwischen  denselben  Extre- 
malen y<^a  undy  —  ß  genommenen  Transversalenbögen,  so  erhalten  wir: 


oder  durch  Eutwiekelung  nach  Potenzen  von  h  >•     —  x^: 

(9)  8i-8^~9hJ d,{x^,  y)<*y  +  i  f     ^«(«o*  y)<'y  +  • " 

Der  Faktur  von  h  in  dem  erst-en  Tiliode  dtr  Heilic  ist  nun  offenbar 
nichts  anderes  uLs  das  zur  Trunsversüleu  x  ^  Xq  j^ehurij^e  Integral  der 
extremalen  Krümmung,  denn  zufolge  der  Formeln  (7)  und  (8)  ist: 

a 

weil  der  Winkel  if  fär  die  Transyersalen  konstant  isi  Gdit  man  also 
in  (9)  zur  Grenze  fOr  A  —  0  Uber,  so  ergibt  sich: 

(10)  l™"T~-'/'f 

d.  h.  der  Mittelwert  der  extremalen  Krümmung  för  einen  beliebigen 
Knrrenbc^n  (S»  ist  gleich  dem  Verhältnis  der  Bogenlänge  zu  ihrem 
Gefalle  bei  gleichmäßiger  Verschiebung  aller  Punkte  in  transTersaler 
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Richtung.  Zieht  man  nachträglich  die  Kurve  auf  ein  Liuienelement 
zusammen,  so  erhält  man  eine  neue  Definition  der  extremalen  Erfimmong: 

(IC)  -•=limlim''-^i«, 

-wobei  die  Reihenfolge  deor  Gi:<eiizüber|i^bige  naittrlich  durcluHiB  wesent- 
lich ist. 

Wir  gehen  jetzt  zur  Untersuchung  der  Glieder  zweiter  Ordnung 
in  der  Gleichung  (9)  über,  indem  wir  h  durch  2  h  ersetzen  und  sodann, 
beide  Gleichungen  kombinieren.  Hierdurch  erhalten  wir  für  die  Differenz 
zweiter  Ordnung: 


^  *i  +  i-o  =  ^'^'J^ (^o;  P)      "I  * 


aleOj  wenn  wir  durdi  $^  dividieren,  durch  ein«  und  sweimaligen  Grenz- 
übeigang: 

(11)  lim^^^V"-»' 


A»0 


(11)  A%  ii{«»»yo) 

Den  auf  der  linken  Seite  der  letzten  üleichimg  stehenden  Ausdruck  de- 
finieren wir  nunmehr,  unter  Wechsel  des  Vorzeichens,  als  dk  Krüm  m  mg 
K  des  Feldes  im  FuuJde  (.r^,  sie  bedeutet  also  das  l^erhältuis  der 
Bogenlänge  zu  ihrer  VerzUgcrimg  (der  negativ  genommenen  eweiten  Ab- 
leitung) hei  transversaler  gleichmäßiger  Verschiebung  ihrer  Punkte  in  dem 
Gremfalle,  daß  der  Bogen  a/uf  ein  Element  mtsammenschrumpß.  Die 
i«ehte  Seite  lehrt  akdann,  daB  die  GrdBe 

ai*)  ^-^^ 

nur  Tora  Orte  abhängt,  nicht  aber  von  der  Ilichtung  der  Kurve,  die 
wir  an  den  Punkt  anlegen. 

Die  hier  zugrunde  gelegte  Definition  des  Krümmungsmaßes  ist 
im  Gegensatze  zu  der  (lanßschcn,  die  die  sphärische  Abbildimsf  der 
Fläche  benutzt,  eine  innere,  weil  sie  keine  dimensionale  Erweiterimg 
des  betrachteten  Feldes  der  beiden  unabhängigen  Variabeln  x,  y  er- 
fordert, und  sie  läßt  daher  die  Invarianteneigenschaft  des  eingeführten 
Begriffes  bei  der  Biegung  von  vomhereiii  in  Evidenz  treten.  Sie 
kommt  flbrigene  dem  Wesen  der  Sache,  nicht  aber  der  Form  nach 
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schließlicli  mit  derjenigen  überem,  die  Kiemann  bei  seinen  Untere 
suchungen  ttbw  die  Chnindli^n  der  Geometrie  eiogeftthit  Imi,  wie  idi 
in  eiaer  «asflUurlichen  Duntelliuig  diese«  Gegenstandes  su  s^gen  ge- 
denke. 

Daß  in  dar  Gleichung  (U^)  das  negstiTe  Zeichen  gewählt  wurde, 
war  an  sidi  willkürlich  und  wurde  zur  Herstellung  der  Übemnstimmnng 
mit  den  Formeln  der  Gau  fischen  Theorie  erfordert.  In  dieser  hat 
aber  das  Yorzeiclien  der  CrQmmuog  eine  wichtige  und  wohlbekannte 
Bedeutung  welche  indes  auch  wieder,  weil  sie  tou  den  beiden  Haupt- 
krümmungsradien  abhSngt,  sich  als  äußere  Eigenschaft  der  Flache 
charakterisiert.  Auch  in  unsere  Auffassung  kdnnen  wir  nachträglich 
die  Bedeutung  des  Vorzeichens  der  Erfimmung  durdi  innere  Eigen- 
schaflen  des  Feldes  bestimmen.  "V^^UiIen  wir  nämlich  —  was  statthaft 
ist  —  den  Bogen  (Sq,  dessen  Punkte  wir  in  transversaler  Richtung 
▼erschieben,  selbst  als  Extremale,  so  ist  zuft)lge  der  Gleichung  (10) 
die  erste  Variation  gleich  Null  und  also  ein  Extremuiii,  und  die 
Gleichung  (11)  oder  (II**)  sagt  alsdann  aus,  daß  ein  Maadmum  oder 
Minimum  vorliegt,  je  nachdem  die  Krümmung  positiv  oder  negativ  ist. 
In  einem  Gebietsteil  positiver  Krümmung  ist  also  jeder  Extremaien- 
bogen  bei  gleichmüßiger  Verschiebung  seiner  Punkte  in  transversaler 
Rithtinig  ein  Maximum,  in  einem  von  negativer  ein  Minimum.  Man 
kann  sich  diese  Verhältnisfr»  in  einlacher  Weise  an  den  Rotations- 
flächen veranschuuliclicn,  indem  man  einen  Bogen  des  Kclilkreises  an 
den  Meridianpn  entlang  schiebt;  je  nachdem  die  Meridiane  doi-  Kota- 
tionsnchse  die  konkave  oder  konvexe  Seite  zukehren,  zielit  er  sicli  zu- 
sammen oder  dehnt  sich  ans,  im  ersten  Falle  hat  die  Fläche  positive, 
im  zweiten  negative  Krümmung. 

Wir  bilden  jetzt  endlicli  das  Aber  ein  Gebiet  %  des  Feldes  er- 
streckte Integral  J  der  Totalkriimmung.  Bedeutet  da  =  ^ddxdy  da« 
Flächenelement,  so  ist  die  Tutalkrummung: 

(12)  J^jKi^^-JJ^„{x,  y)dxdy, 

und  aus  der  /weiten  Darstellung  geht  sofort  hervor,  daß  das  Integral 
stet?  auf  ein  Raudintegral  /nriiekl'ülirbar  ist.  Man  erhält  so  unter 
sogleich  noch  näher  m  formulierenden  Bedingaugen  vermöge  der 
Gleichungen  (7)  und  {p) 

(13)  -  J^zi^dy  ^Jdi,  -  J'^^^ , 

wobei  beide  Integrale  in  positivem  Sinne  Aber  den  Rand  9t  von  & 
zu  erstrecken  sind. 
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Im  elliptischea  Falle  Bind  nur  die  durch  die  Stetigkeit  der  Funk- 
tionen und  die  Bedingung*  ^  +  0  gebotenen  Einschränkungen  für  die 
AaBdehnung  des  Gebietes  &  erforderlich,  und  die  Randkurre  31  darf 
auch  eine  endliche  Anzahl  Ton  Ecken  erhalten.   Das  zweite  Integral: 

(U)  G^P-' 

91 

iet  alsdami  das  Jniegral  isat  eztremalw  Krüinmiuig  und  kommt  also  in 
Foii&ll,  falls  die  B^^enznng  Ton  einer  «idliohen  Anmlil  TOn  Exbre- 
malen  gebildet  wird.   Das  ervte 

(15)  S  ^Jidtl> 

ißt  der  sphärische  Exzeß  der  B*  u^t  f  [  /.nng,  also,  wenn  W  die  Summe 
der  zu  den  Ecken  gehörigen  ■\\  inkel,  A  die  Summe  der  Außenwmkel, 
n  die  Anzahl  der  Ecken  bedeutet,  gleich 

«8  hat  den  Werb  'An,  falls  keine  Ecken  vorhanden  sind. 

Im  hyperbolischen  Falle  hingegen  muß  zu  der  früheren  Annahme, 
daß  im  Innern  J  überall  von  Xull  verschieden  und  stetig  sei,  noch 
die  weitere  Vorauäseizuiig  hinzutreten,  daß  die  Randkurve  in 
keinem  Punkte  von  einer  Minimalkurve  beröhrt  werde*),  mcü  das 
lütegrul  G  der  extremalen  Krümmung  an  diese  Bedingungen  gebunden 
ist.  Hieraus  laßt  sicli  des  weiteren  folgen,  d:iß  in  der  Nachbarschaft 
einer  Ecke  P  der  Kurve  91  die  Raudkurven  des  Gebietes  (3  von  den 
Minimalkurven  nicht  getrennt  werden,  der  in  P  auftretende  Winkel 
ist  somit  stete  reell  Nunmehr  ergibt  sich  ohne  Schwierigkeit,  daß  im 
hjperbolisehen  FaHe  ika  Integral  8  die  Wiokelsumme  selbst  is^  wobei 
aber  jeder  Winkel  mit  bestimmtem  Yonseichen,  nämlich  positiT  oder 
negatiT  an  nehmen  ist^  je  nachdem  die  sngehörigen  HinimaUnumL  in 
das  Gebiet  ®  eintreten  oder  nicht 

Es  bleibt  seUiefilicb  noch  übrig  aiizuseh«!!,  in  welcher  Weise  sich 
die  XQTor  entwickelte  Theorie  der  Krflmmung  eines  Extremalenfeldes 
ftr  Lageneigenschaften  der  Knrren  frachtbar  machen  lafit  Diese 
üntrasnchimg  habe  ich  nnr  erst  begonnen,  und  ieh  begnüge  mich 
daher  vorerst  damit^  an  einem  Beispiele  die  Anwendongsfähigkeit  jener 
Entwicklungen  aufzuzeigen.    In  der  Theorie  der  geodätischen  Linien 


1)  Man  kann  sei^n,  daß  dieae  Yoianaseining  von  einer  Kture  ohne 
Ecken  gar  nicht  erfüllt  weiden  kann. 
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W.  SoatJiix! 


erschließt  man,  wie  bekannt,  aus  dem  batzc  von  der  Totolkrümmung 

die  Tatsnche: 

In  fiiicni  cinfarh  zi^sammetüiäng<uden  Flächenstücke  von  negativer 
Krümmuny  können  zict  i  (geodätische  Lii: nie  mehr  als  eintn  l^unkt 
(jcmein  haben-,  eine  (itodä{i,<.die  Linte  kann  nicht  gescJitossen  sein  und 
kann  kchien  Doppelpunkt  haben. 

Dic»em  Satze  tritt  für  deu  hyperbolischen  Fall  der  folgende  zur 
Seite: 

Wenn  sich  in  einein  einfach  zusammenhängenden  Felde  von  durch- 
aus positiver  oder  durchaus  negativer  Krümmung  swei  Extremalenbögen, 
die  nirgeitäa  von  den  MinmeXkmten  herühri  werdm,  in  Mwei  Fuiniden 
sehneiden  und  das  so  mtstt^ende  Zweiedi  keinen  Punkt  der  Grenshurve 
d^O  enätäU,  so  treten  in  den  üdf^^tmkten  die  MinimaBeurven  entweder 
beide  ein  oder  beide  nidd  ein,  je  nacMem  die  Krimmmg  des  Fddes 
positiv  oder  negativ  ist  Dersdhe  Saie  giU  au<^,  faiUs  die  Begrenmng 
aus  einer  einsägen  Extrenuden  mit  »nem  Dappdpunkt  h&iekt,  für  die 
in  diesem  Xh^^punkt  entstehende  Ecke.  Eine  geschlossene  Extremcde 
ohne  Ecken  muß  stets  von  einer  MnUmalkurve  hmikrt  werden. 


Über  StabUitätsuntersucliimgeii  von  RaomfacliwerkeiL 

Yon  W.  SCHLINK  in  Dannttadt 

Im  folgenden  lianddt  ea  Bich  um  StabilitStBimlienacliuiigen  Ton 

bestimmten  JRaumsystemen,  d.  h.  solchen,  deren  Knotenpunkte  luiTerruck- 
bare  Lage  haben  und  die  die  hierzu  nötige  geringste  Anzahl  TOn 
Stäben  besitzen.  Diese  noiuendige  Anzahl  beträgt  bei  freien  rüumlicliw 
Systemen  (3  u  —  6\  bei  gestützten  inklusive  der  Stützungsstäbe*)  3»,  wenn 
n  die  Anzahl  der  Knotenpunkte  bedeutet.  Es  ist  die  Frage:  wie  kann 
man  hei  einem  gegebenen  Stnls-iif^fcm  am  lichtesten  erkennen,  ah  es  be^ 
stimmt  ist  odo-  nicht.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  hat  offenbar 
einn  «rroße  praktische  BoHeiittinfi.  da  man  alsdann  die  Möglichkeit  hat^ 
in  einfacher  Weise  neue  Raum  träger  zu  bilden.') 

1)  Ersetzt  man  nach  Einfährung  der  Stützangsetöbe  die  Erde  dureh  ein  Faeh* 
werk,  ao  «ntateht  ein  freies  Faehwerk  (Brweitertes  System).  Man  kann  demgem&ft 

alle  gestutzten  Systeme  auf  freie  überführen;  daß  hier  die  prsti  rcn  besonderd  er- 
wähnt worden,  t^pschiebt  mit  Kückgichf  auf  die  spslter  zn  betrachtenden  Beispiele. 

2)  ÄQsiülirliclK-s  tiudet  »ich  iu  dem  iii  Kürze  erscheinendeu  Werk:  Schliakt 
Statik  der  ilauml'achwcrke. 
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Zunächst  könnte  man  die  Föpplsche  Determinante  aufstellen,  die 
vo!n  rßw  — 0).  bezw,  3)t.  Grade,  und  untersuchen,  ob  diese  von  Null 
verschieden  ist.  Dieser  VVea  ist  aber  natürlich  viel  zu  umständlich, 
als  daß  er  praktische  Bedeutung  hätte.  Eine  andere  Möglichkeit  zur 
Stalulitätsuntersuchung  ist  dadurch  gegeben,  daß  mau  das  betreü'ende 
Stabyjstem  bezüglich  seines  kinematischen  Verhaltens  direkt  betrachtet 
und  nachsieht,  ob  alle  Punkte  eine  unverrückbare  Lage  besitzen.  Auch 
von  dieser  Methode  möge  hier  abgesehen  und  nur  diejenigen  ins  Auge 
gefaßt  werdeij,  die  auf  statischer  Grundlage  beruhen. 

Hierfür  kommt  der  Föpplsche  Satz  zur  Verwendung,  daß  jedes 
stutisch  bestimmte  System  auch  kinematisch  bestimmt  ist,  und  am- 
gekehrt^  dabei  ist  unter  einem  statisch  beBtumnten  Sysiein  ein  BOlebes 
T«n1»ndeiL,  du  (3n  —  6)  beas;ir.  dn  St&be  besitst^  und  bei  dem  fOr  jede 
beliebige  Belastung  in  allen  Stäben  eindeutige  und  endliche  Spannnngen 
auftreten.  Nmi  ist  es  aber  tatsächlicb  nidit  nötig,  die  verschiedensten 
Belastongen  ins  Auge  za  ftssen,  sondern  es  genügt,  eine  einzige  za 
betrachten;  dam  wenn  bei  einer  emtigm  Belastong  in  oSe»  Sföben 
eindentige  und  endliche  Spoonangen  anftreten,  dann  ist  dies  auch  — 
wie  Henneberg  znmt  prasis  ausgesprochen^)  —  der  FaU  fttr  jede  beliebige 
Belastung.  Man  hat  demgen^  zum  Zwecke  der  Stabilitätsuntrasuchung 
nachzusehen,  ob  bei  einem  Syston  mit  der  noft%e»  Anzahl  Ton  Stäben  m 
'aVm  diesen  bei  einer  gewühlten  Belastang  eindeutige  und  endliche 
Spannungen  herrschen. 

Mit  Rücksicht  hierauf  könnte  man  von  einer  eigentlichen  Stabi- 
ii tatsuntersuchung  abseben,  einfach  die  richtige  Stabzahl  durch  Nach- 
zühlen  prfifen  und  dann  für  eines  der  notwendigen  Lastsysteme  die 
Spannungsermittlung  duichföhren.  Liefert  diese  eindeutige  und  endliche 
Werte  in  allen  Btüben,  so  ist  ja  in  der  Tat  die  Frage  der  Stabilität 
erledigt;  anderenfalls  war  aber  die  Arbeit  der  Rechnung  eine  vergeb- 
liche gewesen.  Es  ist  darum  jedenfalls  befriedigender,  wenn  man 
zunächst  auf  einem  möglichst  einfachen  Weg  nachsieht,  ob  das  ent- 
worfene System  auch  wirklich  brauchbar,  d.  h.  stabil  ist.  Um  nun  dies 
zu  prüfen,  wird  man  nicht  eine  wirklich  auftretende  Belastung,  die 
meistens  nicht  sehr  einfach  ist,  einführen,  sondern  die  äußeren  Lasten 
möglichst  bequem  wählen.  Am  zweckmäßigsten  nimmt  mau  darum 
alle  Lasten  gleich  Null  an.  Ergibt  sich  bi'i  ditscr  speziellen  Belastung 
in  allm  Stäben  eines  Systems  mit  (3w  — 0)  bezw.  3w  Stäben  eindeutig 
die  Spannung  ISuil,  dann  ist  dasselbe  sicher  statisch  und  kinematisch 


1)  Vgl.  Henne berg,  Entwicklung  d.  Theorie  etc.  d.  Fackw  ,  .lahrcsljer.  d. 
D.  Math.-Ver.  1894,  S.  öy4.  —  Enz.  d.  niath.  WissenscU.  IV,  ö.  d.  gr.  Statik,  S.  411. 
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bestimmt.  Hiermit  ist  eine  sehr  einfache  Methode  für  Stabilitäts- 
untersuchuDgcn  gehoben. 

Nun  wird  niun  ailerdin£?s  nicht  bei  jedem  zu  untersuchemlen  Fach- 
werk diesen  Satz  ohne  weiteres  anwenden,  sonderu  zunächst  die 
Bildungsgesetze  benutzen,  um  die  Struktur  des  Fachwerks  festzustellen, 
da  man  sich  hierdurch  öfters  die  Untersuchung  erleichtert.  Man  sieht 
demgemäß  nach,  ob  das  System 

1.  dadurch  beigestellt  iät,  daß  ausgehend  von  einem  Dreieck  je  ein 
Punkt  durch  3  Stäbe,  die  nicht  in  derselben  £bene  liegen,  an- 
geschlossen ist,  oder 

2.  dadurch,  daß  '2  sicher  bestirnnite  Systeme  durch  6  Ställe,  die  eine 
aligomeine  Lage  besitzen,  7,u  einem  einzigen  Uebüde  vereinigt  sind; 

3.  ob  es  mittels  des  Hennebergschen  Bildungsgesetzes  oder  nll- 
getueiner  Stabvertanscbung  in  ein  Fachwerk  nach  dem  1.  Bildungsge^etz 
übergeführt  werden  kann. 

Systeme  nach  den  heid^  eisten  Gesetzen  sind  sicher  stabil;  tod 
denjenigen  nach  dem  3.  Bildungsgeseta  kann  man  dies  nicht  ohne 

weitetes  behaupten,  wohl  aber  kann  man  sagen,  daS  sie  die  richtige 

Stab/,ahl  haben,  da  ja  diese  durch  die  StabTcrtauschnng  niclit  geändert 
wild.  Zur  weiteren  Stabilitätsuntersuchung  dieser  Systeme  ist  es  dann 
wenn  man  bei  dem  Verfahren  der  Stabvertauschung  bleiben  will  — 
nötig,  eine  gewisse  Determinante  aufzustellen,  deren  Grad  mit  der  Anzahl 

der  Stabvertauschungen  übereinstimmt;  ist  diese  von  Null  Terschieden,  so 
ist  das  System  bestimmt.   An  die  Stelle  der  Föpplschen  Determinante 

vom  3w.  Grade  (bei  gestützten  Systemen)  tritt  also  nun  eine  solche  vom 
m.  Grad,  wenn  m  die  Anzahl  der  Stabvertauschungeu  angibt.  In  der 
betretieaden  Determinante  treten  ülierhanpt  keine  änßoreu  Krüfte  auf, 
f^odaB  auch  hieraus  hervörgeht,  daß  die  tStabiiitätsuntersachung  von 
der  äußeren  Belastung  luiabhängig  ist. 

Zur  Stabilitätsuntersuchung  eines  vorliegenden  Systems  wird  man 
also  auf  (Jruud  der  vorhergehenden  Ausfiihriingeu  zunächöt  nachsehen, 
ob  es  nach  deni  1.  (oder  2.)  Gesetz  aufgebaut  ist;  in  diesem  Fall  ist 
die  Frage  erledigt.  Nun  ist  dies  aber  für  die  nicistoü  wichtigen  ivaum- 
fachwerke  nicht  der  Fall,  sodaß  für  diese  das  Strukturgesetz  allein  zum 
Stabilitätsuachweis  nicht  ausreiclit.  Dann  I:  um  man  mittels  desselben 
die  Stabzahl  prüfen  und  hat  weiter  zu  untersuchen.  Statt  hierbei 
die  Determinante  der  Stabvertauschung  zu  benutzen,  kann  man  den 
obenerwähnten  Satz  verwenden,  wonach  für  stabile  Fachwerke  beim 
Fehlen  TOn  ftuBearm  Lasten  in  allen  Stäben  die  Spannung  Null  ein- 
deutig auftreten  muß. 
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Liegt  z.  R  das  in  Ahh.  1  in  PmllelperspektiTe  geseidiiiete  Stob- 
•yctem  Tor,  bei  dem  der  etriebpunktierte  Teil  ein  stanee  System  (£rde) 
darstellt,  au  das  der  obere  Bing  angeseblosBai  ist^  so  ergibt  sich 
mitteb  der  StabTertausebung  direkt,  daß  die  richtige  StabsaU  vor* 
haaden:  entfernt  man  z.  B.  den  Stab  ma,  führt  dafQr  den  Stab  aß 
ein,  io  entsteht  ein  Fachwerk  nach  Art  des  1.  BilditngsgesetseB.  Zur 
weiteren  Untersucbung  nebme  man  —  beim  Fehlen 
von  äußeren  Kräften  —  die  Spannung  in  ma  be- 
liebig an,  etwa  zu  S^;  dadurch  sind  die  Stabknfte 
in  a^f  act  und  ab^  bezw.  ma,  m^,  ml  ansdrQekbaT, 


und  zwar  sind  die  Stabe  ah  und  ml  spannungslos.     {IV  '■  / 

 " , '  Ii'  F 

nuDgen  Hbcrmals  Tieldeutig  sind;  nimmt  man  die-      [}/  \' 


Man  betrachte  weiter  Punkt      an  dem  die  Span-     \\',  \ 


jenige  in  hc  zu  *Sj  an,  so  sind  dadurch  wiederum  jj^^/ 
die  Spannungen  der  Stäbe  des  Feldes  hcy^  bestimmt^    ^  \    \\  i  I:/ 
und  weiter  ergibt  sich  in  cd  die  Spannung  Null.  Ent-  """^ 
sprechend  läßt  sich       'in  de)  und  S^  (in  hl)  be-  yig.  i. 

liebig  einffibren,  wodurch  alle  Stabkräfte  ausdrückbar 
sind,  und  zwar  tritt  in  e/r  und  Im  keine  Spannung  auf.  Es  liefern  also 
die  Punkte  m  und  }  für  di^n  Stab  ml  rlon  £?lrlcbcn  Spannungswert. 
Weitere  Bedingmigeu  sind  niclit  melir  vorhiiiulen.  d.  h.  man  kann  4 
Spannungen  t;anz  willkürlich  nniiehmen,  jeder  dieser  Werte  erg^il>t  ein 
1 1*  hti<?es  Sjiaunungssystem,  es  l)raiu'heu  mcUt  alle  Sjianuungen  Null  zu 
sein.    Das  Fachwerk  hesitat  dtnigemäß  4fache  l.abilität. 

Dieser  Satz,  dali  lieim  Fehlen  von  äußeren  Kräften  die  SjtHtiining^ 
Null  in  allen  Stäben  herrschen  muß,  bietet  für  die  Stabilitätsunter- 
suchung von  zummmgeselzlfn  SijbUmeu'^)  \v()iil  die  geringste  Arbeit,  be- 
darf ungünstigstenfalls  der  Untersuchung  einer  Determinante,  die  mit 
<lerjHuigen  der  Stabvertau.schung  übereinstimmt.  Um  die  hierbei  voraus 
richtige  Anzahl  vuu  Stäben  festzustellen,  kann  man.  wie  oben 
erwähnt,  die  Stabvertauschung  oder  direktes  Nachzählen  verwenden,  und 
zwar  führt  meistens  erstere  schneller  zum  Ziel.  Nun  sind  aber  viele, 
recht  wichtige  Raum&chwerke  so  gebaut,  daß  eine  große  Anzahl  von 
Stabvertauachungen  nötig  ist,  um  sie  in  e«M^idbe,  d.  h.  solche  nach  dem 
1.  Bildungsgesetz  hergentellte,  zu  yerwandeln,  sodaß  sowohl  die  An- 
wendung der  StabTertauschung^  wie  auch  das  Nachzählen,  unbefriedigend 
ist  In  diesem  Fall  sucht  man  am  besten  die  piaktisoh  wichtigen 
Anordnungen  in  eine  Gruppe  zusammenzufassen,  fUr  diese  mittels  des 

1)  Nach  Föpp]  ist  ein  «luammcM^cmrfzt«»  System  ein  solches,  da»  Dicht  imcU 
dem  ersten  Bildungsgeaets  hergestellt  ist. 

jAlirMbvricbl  d.  Deattehm  lI«t1iMa.-y«Miiiigtuig.  XV[.  Heft  i.  4 
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W.  Scaumc: 


dritten  StrukturgesetiM  ein  für  allemal  feststehende  Formeln  aufzu- 
atelleo,  die  ohne  weiteres  die  Stabiahl  erkennen  lassen.  Die  Gewinnung 
dieser  gewfinsehten  Formeln  gelingt  mittels  der  Fdpplseben  Fleditwerke. 

Fast  alle  in  der  Praxis  Bedeatung  habenden  Rsnmsjsteme  lassen 
nch  nümlich  bequem  ableitm  ans  soldien,  die  eine  Anzahl  von  offenen 
Ringen  besitaen  nnd  deren  Fl&dien  awisdien  den  Bingen  durch  Stab- 
dreiecke ausgefUlt  sind.  Ein  größerer  Ring  möge  n  Knotenpunkte 
haben,  die  ii  (in  Fig.  2  ist        1)  inneren  öffiiungen  je  mj,      . . . 

iit^  Ecken,  znsammen: 

/  (yy^'W  derartiges  Stabsystem  besitzt  nicht  die  für  ein 

jPf/l     starres  Fach  werk  nötige  Stabzahl,  es  kann  alxT  durch 
zweckmäßige  Lagerung  zu  einem  stabilen  Trager  ge- 
>w    T  /  \Lr       staltet  werden,  nnd  zwar  sind  hierzu  nötig: 

^^^"■"^  r- Jf+i»-(;»-l).3 

flg.  S.  «  vr-  / 

Slützun^sstübe  oder  Anflagprbfdinguiigen. 
Der  durch  diese  Formel  gegebejie  .Satz  ist  sclir  l'ru(htl)ar,  da  er 
erlaubt,  für  die  verschiedensten  Forderungen  zweckmäßig  gebauti'  Systeme 
herzustellen,  besonders  wenn  man  die  nötigen  Lager  in  mÖL,']iehst 
günstiger  Weise  verteilt.  Eine  o/feiie  Kuppel,  deren  unterster  King  n, 
deren  oberster  m  Knotenpunkte  besitzt^  und  deren  Stäbe  im  übrigen  in 
beliebiger  Weise  in  Dreieckoa  angeordnet  sind,  hat  nach  obiger  Formel 
an  StQtzuugsstaben  zur  stabilen  Lagerung  nötig: 

r  =  I»  +  M, 

oder  also  m  Kurrenlager  und  n  Flächenlager. 

Soll  etwa  ein  größerer  viereckiger  Raum  mit  einer  dreigeschossigen 
Kuppel  überdeckt  werden,  so  wird  man  zweckmäßig  das  Sjatem  so 
w&hlen,  daß  die  Stäbe  möglichst  gleich  lang  werden  und  daß  alle  Sföbe 

im  Mantel  liegen.  Zur  stabilen  Stützung  eines  so  gebildeten  Systems 
mit  16  unteren  Knotenpunkten  sind  20  Lagerbedingnngen  nötig,  die 
am  zweckmäßigsten  nach  Fig.  3  verteilt  werden.')  Hei  dieser  Lager- 
anordnung  erhält  man  die  sehr  günstige  Scfieibeu/iUpjKi^  die  außer  den 
Vorteilen  des  bereits  von  Fcippl  angegebenen  jS^sjstems  noch  den 
Vorzug  aufweist,  datJ  kein  Lagerdruck  die  Mauer  umzustoßen  versucht; 
denn  bei  den  Fföchenlagem  treten  nur  lotrechte  Drucke  auf  und  durch 

1)  Die  Stützungsstülie  >^iiul  in  ecliietfii  KiM-iH-n  ^'»'daclit.  um  si»-  iiu  (irundriü 
darstellen  zu  können;  der  gewöhniicbeu  Lngerung  auf  borizonttiler  Ebene  ent- 
upiechend  mufiten  sie  natOrlich  in  vertikalen  Ebenen  liegen. 
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die  verwendeten  Kurveiilairer  in 


»4,  ...  mir  lotieehte  nud  solche 


Diese  Kuppel 


in  Richtung  der  Mauer,  ahw  keine  senkrecht  dazu, 
bietet  gegeuül)er  der  so  l)erechtig- 
tes  Aufsehen  erregenden  Zi  mm  er- 
mann sehen  Kuppel  noch  mancher- 
lei Vorteile  dar. 

Das  vorliegende  System,  bei 
dem  je  zwei  übereinander  befind- 
licbe  Felder  nicht  in  derselben 
Ebene  liegen,  hat  auf  Grand  der 
allgemeinen  Fonnel  sieher  die  nötige 
StabzahL  Es  ist  aber  auch  stabil, 
wie  man  leicht  daran  erkennt,  dafi 
beim  Fehlen  Ton  äußeren  lüniften 
in  allen  Stäben  die  Spannung  Xull 
eindeutig  auftritt  Es  soll  dies  mit 
speasieller  Schnittmethode')  gezeigt 

werden,  nachdem  wieder  statt  der  Auflager  die  StQtsungsstabe  ein- 
gefilhrt  aind,  wie  dies  überhaupt  im  allgemeinen  als  zweckmäßig  zu 
bezeiehneB  ist 

Man  legt  zunächst  einen  Flächenschnitt  um  das  Dreieck  ABm  und 
denkt  sich  die  Spannungen  der  vom  Sclinitt  getroffenen  Stäbe  als  Kräfte 

auf  dasselbe  wirken,  während  sonstige  Lasten  fehlen.  Die  angreifenden 
Kräfte  sind  so  verteilt,  daß  die  Kesultante  der  bei  A  wirkenden  in 
Richtung  AfK  nUlt,  bei  B  in  Bb^,  bei  m  in  (^fmb^,  sodaß  auf  ABm 
drei  Kräfte  wirken  in  diesen  drei  Linien,  die  im  Gleichgewicht  stehen 
mQssen  (da  die  Kräfte  an  jedem  abgeschnittenen  Teil  ein  Gleichgewichts- 
systeni  bilden).  Da  sie  sich  nun  nicht  in  einem  Punkt  treffen,  ist  dies 
nur  möglich,  wenn  alle  drei  Null  sind:  infolgedessen  sind  auch  die 
Stäbe  AJ{,  Am,  Bm  spanuungslos.  Entsprechendes  gilt  von  den  vier 
anderen  Dreiecken  BnC, . . .  und  demgemäß  auch  von  den  Stäben 
Aa^,  Bh., . . . 

Man  geht'  writrr  zniii   z\\«Mtt'ii  (icsclutlJ,  trenne  das  eheue  System 
a^ml).,w»})i^  niitttls  niws  J'liichenschiiilts  vom  Fachwcrk  ab.    Die  vom 
Schnitt  gi'troti'ent'ii  Stiilx'  sind  witMlcnnn  so  verteilt,  daß  die  Resultante 
der  bei«,,  zusammentrcllemh  ii  Spannungen  in  die  Hiclitung  (/„r/,  fallt,  liei 
in  hJ)^,  weiter  Ihm       in  m^ni.,,  bei  y//»  in  (^'g-  '^)-    '^"i  I'nnl<t  tu 

greift  keine  äuLu-it'  Kruft  an,  da  ja  berrits  gfy.eigt,  daß  in  Am  und  Bm 
die  Spannung  Null  herrscht.    Auf  den  lusgehisten  Teil  wirken  dem- 

1)  Vetgl.  Pöppl,  d.  Fach«,  i.  K. 
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W.  Sghuxe: 


nach  4  Krilfte,  von  ilf^non  2  in  dieselbe  Lißie  ni^nt^  fallen.  Diese  heideu 
denkt  man  sich  in  der  Linie  in^  m^  zu  einer  Kesultaute  zusainmeugeföjrt, 

so  rliiß  an  dem  abgetreuiiten  Stflek  3  Kräfte 
in  liichtiing  'i.ii,  tj^i,  nii»L  angreifen,  die 
im  (jrieichgewicht  stehen  müssen.  Da  sie 
nicht  durch  einen  Punkt  gehen,  müssen  sie 
alle  drei  den  Wert  Null  haben,  woraus  sofort 
'-jj^^^  iolgt,  daß  in  den  ron  a,,  m,  auslaufenden 
Kig.  4.  Stieben  des  losgeldeten  Teiles  die  Spunnung 

Null  herrsehi  EiitsprecliendeB  gät  Toa  den 
anderen  Seitm  dieses  Geschosses,  und  weiter  findet  sich  daraus,  dafi 
auch  die  StShe  a^n^j  hjj^  ...  die  Spannung  Nall  besitaen. 

Fahrt  man  f&r  das  dritte  Geschoß  eine  entsprechende  Betrachtung 
durch,  80  erkennt  man,  daß  alle  Stabe  des  Rings  (i^h^c^d^f  sowie  die 
Ton  den  Pnnkttti  ,  tHi,  h^,  . . .  ausgehenden  Stäbe  Spannung»- 
los  sind.  Es  bleibt  schliefilidi  noch  der  unterste  Ring  mit  den  Stfltanngs- 
Stäben  fibrig.  Zur  Untersuchung  dieses  Systems  faßt  man  ennSchst  die 
Punkte  a,  h,  e,  d  ins  Auge,  an  denen  drei  Stöbe  zusammenlaufen,  die 
die  Spannung  Null  haben,  da  an  diesen  Punkten  sonst  keine  Kräfte 
wirken.  Weiter  weisen  die  Punkte  m,,  »15,  n,,  «5  . . dann  . . . 

der  Heihe  nach  noch  je  2  unbekannte  Stabkrlifte  auf,  also  herrscht  auch 
in  ihnen  eindeutig  die  Spannung  Kuli,  da  die  auf  die  betreffenden 
Punkte  wirkenden  Kräfte  die  Größe  Null  haben. 

Man  erkennt  aus  dieser  Betrachtunjjf,  wieeinfach  sich  bei  vorliegt  luiem 
Beispiel  übersehen  laßt,  daß  beim  Fehlen  von  äußeren  Kräften  in  allen 
Stäben  die  Spannung  Null  wirkt.  Dieses  Resultat  wird  für  alle  Fach- 
werke  gelten,  deren  Stäbe  in  aufeinanderfolgenden  Ebenen  in  Dreiecks- 
anordnung verteilt  sind,  und  zwar  so,  daß  diese  übereinanderliegenden 
Felder  nicht  in  derselben  Ebene  liegen  und  die  Knotenpunkte  von 
solchen  Feldcrti  auf  den  Idingen  znsaninienfallen  wie  im  übrigen  die 
Dreiecke  angeordnet  sind,  ist  nnwcsentlich.^; 

Handelt  es  sieh  um  övsteme,  die  nicht  so  einfach  ifchaut  find,  so 
sucht  man  häufig  zweckmäßig,  wenn  es  sieh  tun  reine  Stalulitiitsuiiter- 
suchungon  bandelt,  die  hetrelfenden  Fachwerke  in  mögliehst  ciiita(he 
nnd  regt  1  mäßige  überzuiühren.  Bei  aehenstehendem  (iebilde  kommt 
man  mit  <ler  Sobnittmethode  niebt  so  liequeni  zum  Ziele,  man  «sieht 
ober  sofort,  daß  das  vorher  betraclitete  (^Obergeschoß ein  spezieller 


1)  Mau  hiitte  dit"  Staliilif;U.j<uiitcrenr1inng  dicker  .Sy.-'<  nH'  mich  datlurcli  ans- 
fiibrcu  küuncn,  daß  iuhu  ibrei)  ZuHatnmenhaug  nnt  der  ächwedlerkuppel  benutzt; 
dabei  bedarf  die  Lageruug  beauuderer  Überlegung. 


Google 


Ober  BiabilUfttsuntcrraobaDgeD  von  RMunfacKverken. 


Fall  des  uuu  vorliegenden  Systems  ist,  wenn  man  die  wai  Rolleiila^^eio, 
gestützten  Unterringpunkte  in  die  Georaden  zwisohfin  dem  Eugellagem 
Mien.  lafil  Da  nun.  ron  der  Bauweia«  nadi 
Abb.  3  die  StabtlitSi  nachgewiesen  iat,  kann 
man  diea  auch  f&r  das  Faehwerk  der  Abb.  5 
folgern. 

Ans  diesen  Beispielen  «rkoint  man,  wie 
gflnstig  die  aUgemein  angestellte  Formel  in 
Verbindung  mit  dem  8ats  ist,  daß  ein  Stab- 
system mit  Ast  ricbtigen  Stabnhl  sicher 
stabil  ist,  wenn  beim  Fehlen  Ton  änfieren 
KrSften  in  allen  Stäben  die  Spannung  Nnll  ng.  s. 

eindeutig   anftriti     Würde   man  derartige 

Systeme  gleich  f&r  die  ndtige  Belastung  aosreclmen  wollen,  so  wire 
die  Aufgabe  wesemtiich  schwieriger,  als  die  Untersuchung  bei  der 
]q>eKiellen  Belastung  Noll.  Ändrorseits  ist  man  aber,  wenn  man  die 
Untersuchung  für  diese  8p(>/ie]Ie  Belastung  durchgt'fülirt  hat,  auch 
leichter  in  die  Lage  gesetzt,  die  Spannungsemnittlung  fär  beliebige  Be- 
lastung durch  entsprecliendc  Erweiterung  Torzunehmen.  Jedenfalls  ist 
AI  zweckmäßig,  Ton  der  einfachsten  Belastung  m  einer  allgemeineren,, 
schwierigen  ftberattgehai,  zumal  man  damit  auch  mehr  auf  spezielle 
Methoden  hingewiesen  wird.  Diese  haben  ja  bis  jetzt  bei  den  Raum- 
fachwerken  noch  ziemlich  Vemachlässigung  erfahren,  indem  man  meistens 
schematiseh  mit  allgemeinen  Methoden  rechnet,  die  allerdings  den  Vor- 
teil bieten,  daß  die  Ge<liinkenarbeit  recht  gering  ist.  Aber  spezielle 
Methoden  führen  meistens  rascher  zum  Ziel,  und  darum  rechnet  man 
ja  auch  bei  ebenen  Systemen  fast  nur  mit  sjiezielleu  Verfaliren;  bei 
Raumfachwerken  dagegen  werden  diese  offenbar  deswegen  so  wenig  be- 
nutzt, weil  die  /.uuäch«t  nötige  (iedankenarlieit  störend  ist.  (Jeht  ninu 
uuu  von  der  Belastung  Null  aus,  ^so  veremfacht  sieh  die  <n'(laiikenarbeit, 
und  man  hat  demnach  mit  Einführung  dieser  Belastung  den  doppeltea 
Vorteil,  daß  man  die  StÄbilität  schnell  übersieht,  und  sich  andererseits 
den  Weg  versehaHlt,  tiir  allgemeine  Belastung  mit  speziellen  Methoden 
zu  rechnen;  und  in  Verbindung  mit  der  oben  angeg.  bjMien  Formel  ist 
man  demgemäß  in  die  Luge  ge^ietzt,  ohne  Schwierigkeit  neue,  stabile 
Raamfachwerke  zu  bilden,  die  bestimmten  gestellten  Forderungen  ge- 
nügen. 


54 


A.  Von«: 


Zur  Erinnemng  an  Gnstav  Bauer. 

Von  A.  Voss  in  München. 

Conrad  Gustav  Bauer  wurde  von  protestantischen  Eltern  am 
18.  November  1820  in  Augsburg  geboren.  Doch  verlor  er  seinen 
Vater,    einen  angesehenen 


Kaufmann,  schon  sehr  früh, 
sodaß  seine  erste  Erziehung 
hauptsächlich  von  seiner 
Mutter  geleitet  wurde,  einer 
ausgezeichneten  Frau,  der  er 
zeitlebens  die  tiefste  Dank- 
barkeit bewahrt«.  Den  Gym- 
nasialunterricht empfing  er 
daselbst  an  dem  prutestan- 
tischen  Kollegium  St.  Anna 
unter  dem  Rektorat  des  ver- 
dienstvollen Rektors  und 
Kreisscholarchen  Mezger. 
Bereits  am  13.  August  1X37 
erhielt  er  das  Absolutorial- 
zeuguis  mit  der  Bemerkung, 
daß  er  sich  in  der  Mathe- 
matik ausgezeichnete  Kennt- 
nisse etrworben  habe.  Als 
Hospitant  besuchte  er  dann 
1837 — 38  die  dortige  neu 
unter  Dr.  Leo  eingerichtete 
polytechnische  Schule  und 
erwarb  sich  in  allen  Fikhern 
(Mathematik,  Deskriptive 
Geometrie,  Statik  und  Hydro- 
statik, Mechanik)  das  Prä- 
dikat vorzüglich.') 

Seine  Jugend  fiel  in  eine  unruhige  und  bewegte  Zeit.  „Die  Freiheits- 
kämpfe in  Griechenland,  die  Julirevolution,  die  Heldentaten  der  Polen 
im  Kampfe  gegen   Rußland,  erregten   mächtig  das  Interesse  und  die 


1)  Zeuguis  vom  30.  August  1838. 
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Begeisterung  Deutschlands.  An  allen  Ecken  und  Enden  Europas  ^hrte 
die  Unruhe,  von  Portugal  bis  Rußland,  von  Belgien  bis  Griechenland. 
Unter  diesen  Starmen  tönte  die  sentimentale  Periode  aus.  Ende  der 
dreißiger  Jahre  hatte  sich  ein  neuer  Geist  in  Deatschland  Bahn  ge- 
brochen."^) Die  EntwicUnngsjahre  des  jungen  Bauer  waren  wohl 
noch  heeiniiufit  durch  die  beBdianliche  Träumerei,  mit  der  sich  manche 
der  enten  Geistor  BeutecUandfl  der  Poesie,  der  Philosophie,  der  unbe- 
stimmten Sehnsucht  nach  freieren  Verhiltnissen,  wie  sie  DentschLmds 
Erhebung  aus  den  Freiheitskriegen  ansubahnen  geschienen  hatte,  Uber- 
liefien.  Zugleich  verdankte  er  aber  diesen  Jahrm  auch  eine  ungewöhnlich 
reichhaltige  allgemeine  Bildung,  die  er  bis  an  sein  Lebensende  zu  er- 
halten und  zu  Tertiefen  wußte>  und  die,  &ei  von  jeder  weichlichen  Auf- 
fkssungsweise,  seiner  ganzen  Persönlichkeit  ein  originelles  Gepiige  in 
der  TJnterhaltnng  gab. 

Sdion  fiühe  scheint  in  ihm  der  Trieb  erwacht  zu  sein,  sich  der 
Mathematik  um  ihrer  selbst  willen  zu  widmen,  in  der  ausgesprochenen 
Absieht,  dereinst  als  Lehrer  und  Forsch«*  in  dieser  Wissenschaft  auf- 
zutreten. Mit  zäher  Ausdauer  hat  er,  obwohl  diesem  Wunsche  sdion 
wegen  seiner  beschrankten  Mitt«  !  niclit  «jieriiige  Schwierigkeiten  entgegen- 
standen, dieses  Ziel  verfolgt  und  endlich  auch  nach  mancherlei  An- 
strengungen erreicht. 

Als  er  19  Jahre  alt,  als  einziger  Sohn  dner  Witwe  trei  vom 
Militärdienst,  1839  die  Unviversitat  Erlangen  bezog,  bot  sich  ihm 
freilich  zunächst  wenig  Gelegenheit,  tiefer  in  die  Wissenschaft  ein- 
zudringen. Auch  liaridolte  es  sich  vorerst  darum,  das  sonfenannte 
philosophische  Jahr  zu  abH(d vieren.  Denn  erst,  wenn  die  acht  — 
auch  jet/i  noch  in  Bayern  vorgaschriebenen  —  philo^iophisehen  V  or- 
lesiinaen  im  ersten  Jahre  absolviert,  und  aus  dem  Inhalte  der- 
Kciben  ein  mündliches  Examen  bestanden  war,  konnte  man  naeli 
den  damaligen  Vorschriften  zum  eigentlichen  lieruf8fa<^e  zugelassen 
werden. 

So  hörte  er  denn  in  Erlangen,  unter  anderem,  neuere  Geschichte 
bei  Böttger,  Naturgeschichte  bei  K.  v.  Raumer.  Botanik  bei  Koch, 
dem  Altmeister  der  systematischen  Botanik.*)  Das  Inter<»sse  fflr  diesen 
Wissenszweig,  das  er  auch  in  der  Anlegung  von  Herbarien  betätigte, 
mit  seinen  Kindern  j<päter  als  tüchtiger  Kenner  der  Münchener  Flora 
weiterpflegte,  blieb  ihm  bis  in  sein  höchstes  Alter  erhalten. 

1)  Bauer,  Erinnerungen  nm  meinen  Studienjahren,  insbesondere  mit  Rück- 
sicht auf  die  EntwickfluTif^  der  Mathematik  in  jener  Zeit,  Festvortra^  zum 
10.  Stiftungsfeste  des  xMathematiscbeu  Vereins  Miinctien,  Müitcbeu  IbUa  p.  1. 

S)  Da«  philosophisobe  Examen  wurde  am  8.  August  1889  bestanden. 
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Filr  den  augehenden  Mathematiker  aber  boten  sich  iiidt^f^sen  an  den 
bayerischeu  Universitäten  üur  geringe  Aussichten,  höhere,  wirklich 
wissenschaftliche.  Studien  mit  Erfolg  treiben  zu  köniu^n.  Die  mathe- 
matischen WibseuHchnftcu  wurden  damals  hauptsächlich  nur  in  dem 
Umfange  gefordert  und  gelekrt,  wie  ihn  das  Bedürfnis  der  Gymnasien  und 
der  wenigen  Gewerbeschulen  und  polytechnischen  Institute  der  damaligen 
Zeit  rerlaogte,  und  aach  an  den  letsteren  bescfarSnkta  sioli  der  Unter- 
richt auf  Analysia  und  Tri^nomelarie,  analytische  und  danteUende 
Geometrie.*)  Nur  von  Staudt  in  Erlangen  machte,  wie  Bauer 
selbst  in  seinen  Erinnerungen^)  berichtet,  eine  rflhmliche  Ananahme 
an  jener  Zeit  unter  den  Professoren  der  Mathematik,  obwohl  auch  seine 
Lehrti&tigkeit  gering  war.  Auch  Bauer  hat  nieht  bei  ihm  gehört,  da 
diesor  q^ftter  so  berühmte  Geometer  in  dem  einzigen  Semester,  das 
Bauer  in  Erlangen  subrachte^  keine  Vorlesungen  hielt;  mathematische 
EUcher  scheint  er  in  diesem  Semester  nur  für  sieh  getrieben  su  haben. 

FamilienTerhaltnisse  Teranlaßten  den  jungen  Studenten  aunachstnach 
Wien  au  gehen,  wo  er  am  k.k. polytechnischen  Lastitnto  technische  Chemie 
bei  Meissner,  an  der  ünirersilät  bei  A.  t.  Ettingshansen  Physik, 
bei  J.  J.y.Littrow  Astronomie  hörte;  privatim  wnrde  unter  des  letstereo 
Anleitung  in  der  Differential-  tmd  Integralrechnung  gearbeitet') 

Au  den  preußischen  Universitäten  Königsberg  und  Berlin  war 
indes  um  die  Mitte  der  dreißiger  Jahre  ein  reiches  mathematisches 

1)  Wie  kläglich  damals  die  math.  WiBBenachaften  an  der  Univenit&t  Münclieu 
Tertreten  waren,  ezeieht  man  s.  B.  aus  Lindemanns  Ged&chtnisrede  aaf  P.  L. 

V.  Seidel,  MiSnchen  1898,  p.  6B,  der  das  Kolf^ende  entnommen  ist.  Proiesnorea 
der  Muthf'iiiatik  waren  damals  in  Mönchen,  Ciruithuisen  und  llierl.  Ersterei-, 
geb.  1774  in  Hattenberg  a.  L*ch,  war  1787—88  als  Fold(  liinirL^  im  Kriepp  ^Öster- 
reichs gegen  die  Türken  tätig,  dann  »eit  1793  lluiduok  im  ilurttichierkur[>s  um 
Kurfllntl.  Hofe  in  der  Obeipfbls;  er  erfand  ein  Instrament  zum  Zermalmen  Toa 
Steinen  in  der  Haniblase  und  erhielt  dafür  von  der  Pariser  Akademie  einen  Preis, 
IMOl  gtmlicrfp  er  in  LaTulsluit  wolil  ^fi-di/.in  i,  prrimnviertc  1!*0?<,  wunlc  «latin  Lehrer 
«ier  NuturwissenBchaften  an  der  Landärstlicheri  Schule  zu  Müiit  lien,  isJCi  I'rofessor 
der  Mathematik  an  der  von  Landshut  nach  München  verlegten  Iniversität;  er 
starb  1852;  an  seine  Stelle  trat  L.  Seidel.  Hieil  gab  Tafeln  für  HOheamessung 
mit  dem  Barometer  heraus,  Ascbafienbuzg  1839,  anfierdem  mehrere  Sehriftm  fiber 
Vermessungdkunde,  auch  eine  Logarithmentafel;  er  starb  1878,  88  Jahre  alt.  Der 
Privatdozent  Recht,  gest.  1873  schrieb  über  das  Prinzip  der  virtnellpn  'Jppc hwindig- 
keiten,  Elemente  der  Geometrie  und  Trigonometrie,  niedere  Analysis,  außerdem 
Schriften  soaialirieBenschaftlichen  Libaltei. 
S)  Daselbst  p.  7. 

3)  Nach  dem  von  J.  J.  T.  Littrow  Quter7.ei<  buctom  Studienzeugnia  erhielt 
er  auf  fJrund  einer  Friifung  im  Fortgang  die  erst«-  Klasse  mit  Vor/nj»  Hin  iihn- 
liehes  Zeugnis  liegt  von  A.  v.  Ettingshausen,  sowie  von  dem  polytechnischen 
Institute  %'or,  dessen  Direktor  J.  Frech tl  war. 
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Leben  au^eblühi.  ¥.  Hessel,  seit  1810  iiaoh  Königsberg  })pri)fen, 
C.  G.  J.  Jacobi.  seit  lS2t>/;  F  Kichelot  seit  1.S2I),  Franz  Neumann, 
seit  1829,  wirkten  diinials  in  K  nuusl'!  t*f:  Hesse  hainlitierte  sich  1840 
daselbst.')  Ihnen  Terdankm  wir  irkurintlich  die  Grundlagen  des 
mathematischen  Ünterrichteb  an  den  iiochsihuieu,  der  sich  nun  nicht 
mehr,  wie  größtenteils  bisher,  auf  wenige  allgemeine  und  verhältnismäßig 
elementare  Vorlesungen  beschräiiivte,  sondern  seinen  Schwerpunkt  in 
den  SeminarObungen,  in  der  Anleitung  der  Studierenden  zu  eigenen 
Arbeiten  im  Anschlüsse  an  diejenigen  ihrer  Lehrer  tand.^i  Guuß,  der 
große  Mathematiker  Göttingens,  hat  an  dieser  Entwicklung  nur  in 
beschranktem  Maße  teilgenommen.  In  unvergleichlicher  Höhe  seinen 
großartigen  Schöpfungen  hingegeben,  fand  er  weder  Zeit  noeb  Neignng, 
Scbfiler  in  größerer  Zabl  henunibildeiiy  aondem  fibte  «einen  gewaltigen 
Einfloß  auf  die  Entwicklung  der  Wiseenecbaft  Tonogsweise  durch 
seinen  ansgedehntnk  Briefwechsely  der  sieh  Obrigens  nicht  nur  aaf  seine 
Freunde,  sondern  noch  auf  gar  manche  andere  erstredrte,  die  bei  ihm 
Rat  nnd  Belehnmg  aoehten. 

Audi  Bauer  mag  es,  wie  bald  danaf  seinen  späteren  Kollegen 
Seidel,  nach  Königpbeig  gezogen  haben.  Ende  Augnst  1840  von  Wien 
nach  Angabm^  znrfickgekehrt,  wobei  bereits  die  halbvollendete  Eisen- 
bahn benatst  werden  konnte^  ging  er  troisdem  mit  dem  Eilwagen  von 
München  Über  Begensburg  nnd  Prag  nach  Berlin  (die  Reise  nahm  im 
ganaen  13  Tage  in  Anspruch),  namentlidi  nm  Lejenne-Dirichlet 
zu  hören.  Steiner,  der  berOhmte  Geometer,  war  damals  auf  längere 
Zeit  verreist^  F.  Minding  erst  eben  als  junger  Dozent  dort  eingetreten. 
Bei  letzterem  hörte  er  Geschichte  der  Mathematik^),  bei  Foggendorff 

1)  Jacobi  wnrde  im  Dezember         a.  o.  Piofesaor. 

2)  Über  dio  berühmten  Dozenten  dieser  glauzvolleji  Königsberger  Zeit  und 
ibie  Scbfller  vgl.  den  miereManten  Beriebt  von  Lindemann,  a.  a.  0.  p.  88—58. 

8)  Bauer  bezeichnet  (Erionerungen  p.  8)  Beaeel  als  den  ersten,  der 
(privatim)  mathematiiiche  Übung^^n  leitete;  in  seitiem  Besitze  wnr  noch  pin  von 
seinem  Freunde  Ton  HilnHÜn,  dt-r  mit  ihm  nach  Fiorlin,  bald  darauf  aber  nnch 
Königsberg  gegangen  war,  ausgearbeitetes  Heft,  in  das  Hessel,  damaia  im  höchsten 
Anaefaea  alt  Foncher,  Beobachter  vnd  Lehrer  stehend,  sahireiche  und  ausgedehnte 
Bemerknngen  mit  roter  Tinte  eingetragen  hatte.  Das  eigpntlicho  matfaematische 
Seminar  wurde  indes  erst  1834  anf  AntrntT  von  .Incubi  mui  F.  Neumann  ge- 
gründet; Besael  nahm  an  demselben  nicht  teil,  vgl.  Liudemanu  a  a.  O  p.  50, 
und  Uesses  Werke  p  714,  herausgegeben  von  der  Münchener  Akademie. 

i)  In  dem  Äbgaugszeugnie  der  Berliner  Univerrit&t  wird  dies  nieht  erwfthnt; 
naeh  demselben  hOrte  er  im  Winter  1840—41  daselbBt  außer  bei  den  im  Texte 
Erwähnten,  Akustik  bei  Dr.  Seebeck,  Geognonie  bei  von  Dechen,  im  Sommer 
Stöchionietrie  und  theoretische  Clicmio  liei  Kammelsberg}  sämtliche  Vorlesungen 
sind  als  „mit  ausgezeichnetem  i?icibe  besucht''  teotieri. 
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A.  Vom: 


GesciiK'lite  der  neueren  Physik.  An  M.  Ohms  Vorh^simgen  iibfr  Arith 
nietik  und  Algebra  fand  er  weuitj  ^lesclniiack.  um  destü  (rrfißeres  Inter- 
esse erweckten  ihm  Werders  Geschichte  der  Philosophie 'j^  sowie  die 
geistreiche  Art,  in  der  Dove  die  Meteorologie  und  Kliniatologie  zu 
behandeln  wußte:  auch  die  Vorlesungen  der  Gebrüder  Grimm,  die 
zu  Osteni  1>41  in  Berlin  eintrafen,  über  Rechtsaltertümer  und  das 
Gudranhed,  Stcl't'eiis'  Naturphilosophie  zogen  ihn  sehr  an.  Ganz  be- 
sonders aber  waren  es  Dirichlets  Vorlesungen  über  partielle  Diüerential- 
gleichungen,  angewandt  auf  die  Fourier  sehe  Theorie  der  Wärme,  die 
Lehre  Ton  den  beatimmten  Int^pmlen  und  die  Zablentheorie,  die  ihn 
beschäftigten.  ;,Dirichlets  geistroUer  Vortrag,  die  auegewidiDete 
Weise,  wie  er  die  Hörer  von  den  einfkcheteii  Prinzipieit  der  Integral- 
rechnung ausgehend  in  die  sehwierigsten  Material  einsuftthren  verstand, 
wird  jedem  seiner  Hörer  nnvergänglich  bleiben.  Man  möchte  glauben, 
defl  dieser  bedeutendste  Lehrer  einen  großen  Zuhörerkreis  um  sich  yw- 
sammelte.  Dies  war  jedoch  keineswegs  der  Fall  Wir  waren  su  sechs, 
darunter  Seidel  und  Heine.'") 

Ende  Sommer  1841  reiste  Baner,  gröfitenteils  an  FuB,  in  weitem 
Umwege  Thfiringen  und  den  Hans  durchwandernd,  wieder  nach  Mündien 
zurück.  Dort  erfuhr  er,  daß  in  diesem  Jahre  ein  theoretisches  Examen 
für  Mathematik  (was  damals  nur  alle  3  Jahre  oder  den  etwaigen  An* 
meidungen  entsprechend  stattfand),  ausgeschrieben  war.  Er  meldete 
sich  sofort  und  bestiind  ^  im  Oktober  mit  dem  Prädikate  uusgezeichneter 
Beföhigung.^)  Nach  demselben  nahm  er,  21  Jahre  alt^  an  dem  Augs- 
burger Gynmasinm  St.  Anna  Torübergebeud  einen  Lehrauftrag  fUr 
Mathematik  an;  manche  seiner  Schfller  waren  damals  älter  als  er 
selbst,  wie  er  spater  oft  erzählte;  seine  Lehrgabe  und  sein  Eifer  landen 
▼iele  Anerkennung.'*)  Aber  sehon  im  Sommer  1842  war  er  wieder  in 
München,  wo  er  namentlich  unter  dem  Physiker  F,  Lamont  auf  der 
Sternwarte  sich  beschäftigte,  zugleich  an  seiner  Dissertation  arbeitend, 

1)  Noch  in  «eiuM  Erionerungeu  aus  dem  Jahre  p.  i,  enrUiat  Bauer 
einen  cfaarakterirtiseben  Anispnieh  Werderi,  mit  dem  dieser  damals  sein«  Ge- 
sehicbte  <l(>r  Pbilo80))bie  begann:  „Philosopiiie  kann  nur  da  existieren,  wo  Freiheit 
int.  von  den  Haud«»!!,  die  uns  an  die  Außenwelt  fesseln.  Hnhi  r  kfinit  rMiiIoM»phie 
meistensf  dann  aut,  wenn  der  Staat  in  Verfall  perät  und  die  ersten  Gei?ter  «ich 
in  die  Stille  des  Privatlebens  zuiückzieheu."  Für  die  damalige  Zeit  mag  dies 
wobl  ftutrellSend  gewesen  sein. 

2)  Krinnerunjjen  a.  a.  i  •.  p  m. 

3  Da-  wurde  dem  Lehraint  kandiduien  Bauer  erst  am  30.  Mai  184i 

von  der  k.  Kreirtrr^fitruiii:  von  (»berbayem  au)«ge8tellt. 

4)  Zeugnis  des  Studienrektors  Mezger  vom  20.  Mai  1842. 
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auf  Grund  deren  er  am  ^.  August  1842  in  Erliuigen  mit  dem  Prädikat 
iusigne  promoviert  wurde. 

Paris  aber  sjalt  trotz  des  glanzvollen  Äulschwunges.  den  die 
Mathematik  in  Deutschland  durch  <i  a  uß,  Dirichlet,  Jacobi,  K  ichelot, 
Möbius,  Plücker,  Steiner  gem miiu  n  hatte,  noch  immer  als  das 
Zentrum  der  mathematiseh-physik  ilisehen  Wissenschaften. M  So  rfi-^te 
denn  Bauer  am  3.  Septemher  l.>43  über  Genf  nach  der  französischen 
Hauptstadt,  zum  teil  zu  Pferde,  nur  von  einem  Pdstillion  begleitet,  da 
die  Messagerien  überfüllt  waren.-)  In  der  Tat  war  damals  eine  gan/o 
Keihe  der  berühmtesten  Männer  in  Paris  versammelt.  .1.  Liouville, 
damals  noch  suppleant  de  M.  Biot,  imd  G.  Libri  lehrten  am  College 
de  Fruuce,  Cii.  Sturm  analytische  Mechanik;  J.  V.  Poncelet,  dessen 
berühmter  Traite  des  propridtes  projectives  des  figures  1822  ganz  neue 
Ideen  erweckt  hiitte,  an  der  Sorbonne  industrielle  Mechanik;  1837  war 
H.  Cbasles'  Aperi;u  hifltoriqne  sur  rorigiae  et  le  d^reloppement  des 
m^thodes  en  geom^trie  erschienen.  F.  Lacroix,  dessen  großer  TraiiI 
de  calcnl  diffSrentiel  et  integral  durch  die  FfiUe  des  Materials  und  seiner 
ganzen  Anlage  nach  auch  jetzt  noch  unerreicht  geblieb«!  ist,  las  noch 
seine  Differentialrechnung,  FrancoBur  über  die  Prinsipien  der  Geodäsie, 
Binet  über  die  Theorie  der  Kometenbahnen,  Pouillet  Phvsik, 
Begnault  behandelte  die  üieorie  der  Wanne  (un  thfeme  qui  com- 
mence  k  m'ennuyer,  wie  Bauer  damals  schrieb),  Dumas,  der  große 
Chemikeri  stand  zu  jener  Zeit  auf  der  Höhe  seines  Ruhmes,  Qt,  Lame, 
desasn  hinreifiende  Darstellungsgabe  wir  noch  heute  in  seinen  Vor- 
lesungen über  Elastizität  und  die  Theorie  der  krummlinigen  Koordinaten 
bewundem,  war  soeben  in  die  Akademie  eingetreten,  deren  besländiger 
Sekretär  F.  Arago  war.*) 

In  der  Tat  war  es  eine  glanzvolle  Zeit,  in  die  Bauer  sich  nun 
versetzt  sah.  Er  hörte  damals  die  The()rie  der  Attraktion  nach  dm 
Newtonschen  Gesetze  bei  J.  Liouville,  der  „ein  kleiner  gedrungener 
Mann,  von  der  Nonchalance  eines  deutschen  Professors,  aher  französischer 
Lebendigkeit  im  Vortrag''^),  ihm  unvergefilich  blieb ^);  bei  G.  Libri 


1)  Bauer  becmchnet  aelbst  in  ieiner,  18ö7  nur  Habilitation  in  Hflnehen 

«ingereicbten  vita,  Lutetia  Parisiorum  nU  „arbem  oniDi  tempore  caltu  ditetplinarum, 
qnac  de  inntlio<  <;it  r-i><  *>t  physici«  tradunfcar,  piae  aliia  insignem.** 

2)  Erinneruugen  p.  10. 

3)  Bauer  wurde  sputer  auf  der  Sternwarte  Äragü  vorgeatellt,  den  er  aU 
eine  imponierende  Geetalt  mit  faltigem,  au«droekavollam  Gesieht  be«chreibt. 

4)  RrinaeruDgen  p.  'J. 

5  Auch  die  YortrAi^'e  iHisoh  benlhnitea  Gelehrten  wuen  zu  Bauers  Yer- 
wuuderuug  nur  von  ö— G  Zubörcru  besucht. 
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A.  Von: 


einen  Cours  über  höhere  Mathematik.^)  S.  D.  Poissou  war  erst  vor 
kurzem  gestorben  1 25.  April  1840V  Der  schon  in  Berliu  begonncuen 
DuruhurbeituDg  seines  in  zweiter  Autlage  erschienenen  traite  fle  ineca- 
nique  widmete  Bauer  ganz  besonders  «ein  privates  Studium;  bekannt- 
lich hat  dieses  Werk,  obwohl  an  wissenschaftlicher  Bedeutung  weit 
hinter  Lagranges  mecanique  analytique  zurückstehend,  doch  am 
nmeten  dasn  be^frtmgen,  die  EemitDisie  in  der  Dynamik  allgeniein  an 
Terbreiten. 

Im  April  1843  kehrte  Bauer  nach  Mfinchen  znrück.  Er  durfte 
sich  sagen,  in  diesen  Studienjshren  eine  ungewöhnlich  reiche  Ausbildung 
gewonnen  zu  haben.  Ab«r  seine  Hoffnung,  nun  in  Bayern  eine  An- 
stellung zu  erhalten,  die  ihm  Oelegenheit  geboten  hfttte,  seine  Keuni- 
nisse  zu  Terwerten,  wurde  wiederholt  getäuscht.  Da  wurde  er  durch 
den  ihm  Ton  Mherer  Zeit  her  befreundeten  Chefredakteur  Eolb  der 
Augsburger  Allgemeinen  Zeitung')  auf  eine  Erzieherstelle  beim 
Forsten  Ghika  in  Rumänien  aufmerksam  gunachi  Da  Torlaufig 
unter  dem  Ministerium  Abel  auf  eine  günstige  Stellung  fllr  ihn 
nicht  zu  rechnen  war*),  entschloß  er  sidi,  diese  Tätigkeit  zu  txgrei&aa. 
(August  1H45>. 

Wie  schwer  es  ihm  auch  geworden  sein  mochte,  zunächst  slle 
Hoffnungen  auf  eine  rein  wissenschaftliche  Tätigkeit  aufzugeben,  zu 
der  er  sich  befiiiiigt  halten  durfte,  so  hat  er  doch  mit  der  größten 
Hingabe  ?'ehn  Jahre  lang  in  Rumänien  gewirkt  Oft  erzählte  er  später 
von  dem  Leben  auf  dem  einsamen  Schlosse,  von  den  Jagden,  der 
wilden  Schönheit  des  Landes,  in  dem  unabsehbare  Wälder  mit  Ton 
reißenden  Strömen  durchfluteten  Schluchten  aliwechselten.  Im  Juni 
18D3  kehrte  er  nach  München  zurück,  wo  seine  drei  Zöglinge  unter 


1)  Da»  in  den  Aktfn  der  rniversität  MQncben  befindlidie,  Ton  6.  Libri 
aUBgestellte  Zeugnu  hat  f'ol^'ondcn  Wortlaut: 

Ccrtificat  d'Etude  au  Colioge  rojai  de  France. 
Je,  tonnigne  profeiseiir  de  matbdnuitiqites  trSüBcendante«  au  (Üoll^g«  toynl 
de  Frnaoef  oertifie,  qn«  M'.  G.  Bauer,  natif  de  Augiboniip,  a  »uiTi  MndAmoit 

le  cour»  de  mathematiques  transcendentea  pendant  Taun^e  «cholaire  1842 — 43. 
En  foi  de  quoi  je  lui  ai  delivro  le  prcBent  certiücai,  fait  au  College  de  Fimnce, 
ce  May  1843,  Ciuillaume  Libri, 

membre  de  rinaiitnt  de  Fkance. 

Sin  BhnlidieB  Zeugnis  vom  32  Mar«  1848  Aber  den  Goiin  de  phyaique  et 
matiböinatique  ist  von  J.  LioQTille,  sui^lAuit  M'.  Biot,  auigestelli 

2)  Gcffenwartig  Münchener  Allgemeine  Zeitung. 

3)  Auch  konfessinnrlk»  Schwierigkpitf^n,  wip  sie  Li n dt- mann  (a,  a.  0.  p.  »»!) 
gleichfalls  bei  Seidels  ISöl  erfolgter  Ernennung  zum  Prototssor  in  München  er- 
wähnt, scheinen  obgewaltet  xn  haben. 
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seiner  T.f^ifuiig  die  höheren  Gymnasialklassen  absolvieren  pollton  Nach 
einem  nochmaligen  [besuche  in  Rnmanien  ginsr  er  zur  Erholung  von 
nn  r  angestrens!;ten  Pätit^j^keit  nach  England,  wo  ein  dreimonatlicher 
Autenthalt  nnriii^ntlK  ii  dem  Studium  der  engliaahen  Sprache  und 
Literatur  gewidjuet  wurde.') 

Ein  ungewöhnlich  reiches  Jugendleben  hatte  damit  seinen  Abschlufi 
gefunden.  Aus  eigener  Kraft  hatte  Bauer  sich  soweit  emporgearbeitet, 
um  jetzt  endlich  der  Neigung  seines  Herzens  folgen  zu  können.  Nach 
München  zurückgekehrt  habilitierte  er  sich  im  Oktober  1857  als 
Dozent  für  Maihematik^ )  mit  der  Arbeit  „I  ber  die  Integrale  gewisser 
Differentialgleichungen,  welche  in  der  Theorie  der  Anziehung  vorkommen," 
mkl  der  Probevorlesung  über  die  Bedeutung  der  Differeutialrecbung^j; 
Beine  ernte  Yoiiesnug  betraf  die  EmleitDiig  in  die  Analjeis  des  Un- 
e&dltcheii;  im  zweiten  Semester  behandelte  er  die  Theorie  der  Ansiehiing. 

Seit  dieser  Zeit  bat  er  in  Mäindten  gewirkt^  saerat  als  Extraordi- 
nariQB  seit  1865,  (bald  nach  dem  R^emngBantriit  König  Lud* 
wigfl  IL),  mit  einem  Gehalt  Ton  800  Gulden,  der  1869  bei  seiner 
Ernennung  zum  ordentUehen  Professor  anf  1200  erhöht  wurde;  1871 
trat  er  in  die  ib.  1^.  Akademie  der  Wiaseneehaften  euii  der  er  35  Jahre 
angehört  hat.  Sein  Leben  erfahr  mm  kdne  außergewöhnliche  Unter- 
breehnng  mehr.  1862  hatte  er  sich  mit  Amalie  von  Schlichte- 
groll,  ^ner  Tochter  des  Reicfas-ArohiTiates  mid  Prof.  hon.  an  der 
UniTersitat  München  ron  Sehliehtegroll  rerheirateb  Aus  der  Ehe 
mit  dieser  dnrch  Geist  und  Gemüt  gleich  auageiseidmeten  Frau  sind  zwei 
Töchter  und  ein  Sohn  hervorgegangen.  Er  erlebte  noch  die  Freude, 
beide  Töchter  auf  das  glücklichste  TSrheiratet,  sein  Haus  von  einer 
Schar  blühender  Enkel  umgeben  ZU  sehen;  sein  hochbegabter  Sohn 
Dr.  GrustaT  Bauer  ist  gegenwärtig  stellvertretender  Direktor  der 
Masehienenbau  A.-G.  „Vulcan^  bei  Stettin-Bredow. 

Unablässig  war  er  nun  seit  seiner  iiabilitation  bemfiht,  die  mathe» 
matischen  Studien  in  München  durch  seine  Vorlosungen  zu  fordern  und 
zu  heben.    Da  sein  Freund  Seidel  hauptsächlich  die  analytischen 

1)  Ein  in  engliaoher  Sprache  gefOhrtes  Tagebach  ans  dieser  Zeit  liegt 
noch  vor. 

2)  Sein  Studieng<'no?i;f>  T^.  Seidel,  von  1861—1896  Professor  in  München, 
hatte  sich  schon  1846  babiUtiert. 

S)  Nach  dem  Urteil  der  Faknltftt,  genügte  «ie  in  attsgetetcbnetmn  Grade; 
ja  der  Diipqteiion  entwickelte  er  ebenfalls  ausgezeichnete  Kennteisse  und  Gewand- 
beit  in  iler  Yerteidijoing  seiner  Sätze,  wie  es  in  der  Ton  L.  Seidel,  Wagner 
lind  Ho  ff  mann  unter^oichnnteu  Eingabe  an  das  Mini<«terinm  hei0t.  v.  Kobell 
war  damals  Dekan  der  Fakultät;  v.  Lasaulx  Kektur. 
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A.  Vom: 


Disxipliueu  vertreten  i^eiieis^'t  sf^hien'),  waiulto  t-r  bald  seint«  boscmdeie 
Sf)rgt'iilt  den  atiahjtisch-yeitmt  Irisch  in  Wissru^srlKificn  7.ti,  die  diircli  Plücker, 
Möbius,  Steiner,  durch  die  bahnbret-liendeu  Arl)eiteu  der  englischen 
(ieotneter,  namentlicli  durch  die  Invariantenthoorif  Sylvesters  und 
Cajleys,  durch  Hesscs  kunstvolle  Analytik,  (huijj  durch  Clebscli' 
elegant-e  Kinfühi  uug  ■' i  der  projektiven  Koordinaten  sich  in  gewaltigem 
Zuge  entwickelte.  Daneben  gehörte  auch  die  Alyehm.  der  er  bis  an 
sein  Lebensende  mit  besonderem  Interesse  zugotan  blieb,  und  die  a/na- 
lyU«Ae  Meihanüe,  in  die  er  nunentlicli  Übungen  in  origineller  Weise 
einsvfleehten  bemüht  war,  zu  seinen  regelmäßigen  Vorlesungen. 

Die  zonebmende  Kränklichkeit  seines  Kollegen  ron  Seidel  brachte 
es  mit  sich,  daß  seine  Tätigkeit  als  Lehrer  einen  immer  größeren  Um- 
fang annahm.  An  den  Vorgängen  in  der  üniTersitSt,  insbesondere 
denen  der  eigenen  Fakultät,  deren  ältestes  Mitglied  er  seit  dem  1896 
erfolgten  Tode  t.  Seidels  wari  nahm  er  den  lebhaftesten  Anteil;  bis 
in  das  höchste  Alter  hat  er  wohl  kaum  in  einer  Sitzung  gefehlt,  hodi* 
geschätzt  von  allen  wegen  seiner  Tielseitigen  Erfahrung.  Seit  1874 
als  dritter  Vtnvtvnd  in  die  Leüung  des  matkemaUseken  Semittars  ein- 
getreten*),  war  er  besonders  bemfiht,  die  Sammlung  desselben  an  Büchern 
und  ModeUetif  zu  deren  Konstruktion  er  selbst  seine  Schüler  anleitete» 
aus  den  bescheidennten  Anfängen  heraus  zu  entwickeln. 

Vorübergehend  bat  Bauer  auch  an  der  Münchner  pohftet^mischen 
Srhuh'  Vortrage  gehalten.  Am  4,  August  1874  war  Otto  Hesse,  der 
18<JH  an  die  unter  C.  AL  v.  Bauernfeind  nen  errichtete  technische 
Uoehschule  als  Mathematiker  Ton  Ht  idvJherg  berufen  war,  gestorben; 
provisorisch  wurde  damals  Bauer  mit  dem  gocmictrischen  Teil  seiner 
Vorlesungen  beauftragt.*)  Rat» er  war  es  auch,  der  in  der  Akademie 
der  Wissenschaften  1882  die  Gcddchtnisnde  auf  Hesse  hielt.  Er  gibt 
namentlich  in  bozng  auf  die  geometrischen  T'^nterj^nrhimgen  desselben,  die 
er  besonders  schät/tc,  eine  trctt'lichc  l>arlt'i;ung  der  Arbeiten  des  großi  ti 
(ieOTTiptpr«.  die  in  d^r  Form  und  Tendenz  <i»'r  ijlivn/t'nden  Darstelbini;  sich 
anrcilit.  dif  ripbsich  »mii  -Iiihrzehnt  früher  über  Plückcrs  BiNlt-utunc:  für 
die  Entwicklung  der  auaijtiscix-sj'utbetischen  Methoden  gelietert  hatte.  ^) 

Ii  Tber  Seiilf.'lH  Vorl<'Kun<.'en  vgl.  Litiih'tuanii  a.  a.  0.  p.  70. 
2  Die  oigontlich   projektive  Definition  dieser  Koordinaten  ist  erat  etwas 
epätiT  von  W.  Fiedler  gegeben. 

3)  Erster  Vorstftnd  desselben  war  Pb.  v.  Jollj,  der  bekaante  Pbyriker, 
zweiter  Ton  Seidel. 

4)  An  Hesse.«;  Stelle  wurde  F.  Klein,  damals  Profensor  in  Krlangen,  liertifeu. 
;')'  ^'l:).       !i  ili'i'  weiteren  An^l  inrnntjen  ]in  tlen  duroli   v.  I)yk,  I.iirctli, 

(»iindeltiiiger  und  Nöther  im  Autija<j:e  d«'r  k.  h&yer.  Akademie  der  VVisäCU- 
bchufteu  Lerauöjfe^^ebeueu  Werken  iieisi^eti  p.  712. 
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Aber  m  ganz  besonderer  W  eise  war  sein  Interesse  der  studierenden 
Jugend  zugewandt.  Es  war  der  Beruf  dos  Erziehers,  dem  er  so  lange 
in  Ramauien  obgelegen  hatte,  der  nun  in  höherem  Sinne  und  mit 
BchSüBtenL  Erfolge  zur  Gettung  kam.  Die  gesamte  gegenwärtige  Gene- 
ration der  bajerisehen  Schwlmaimer  fOr  das  höhere  Lehramt  in  der 
Mathwnatik  und  Physik  verdankt  dem  Bauer'*  ihre  Ausbildung; 

die  sich  nieht  nur  auf  die  Ühwlieferong  der  abstrakten  Wissenschaft 
beschxSnkte.  Li  der  eingehendsten  Weise  wußte  «r  die  strebsameren 
£tt  eigenen  Stadien  zn  errnntigen^  vielen  war  er  ein  gütiger  Berater 
nnd  Helfer  in  schwierigen  VerhaltniBsen,  der  ihnen  die  Wege  zum 
weiteren  Lebensbemf  zn  ebenen  wußte;  gar  viele  werden  sich  dankbar 
der  Stunden  erinnern,  die  sie  in  seinem  geselligen  Hanse  zugebracht 
haben.  Wiederholt,  so  in  den  Jahren  1878,  1885  war  er  PtUftutgs- 
iommi86är  an  den  bajerisdien  Realgymnasien;  zwanzig  Jahre  hindurch 
ein  wohlwoUender  Vomttmder  der  Brüftmg^ommissUm  fär  das  kähen 
Lehra/nU  in  dtr  Mathemaiüc  und  Phf$ik,  der  auch  da,  wo  er  einen 
Tadel  aussprrchea  mußte,  es  verstund,  dem  minder  begabten  oder  schlecht 
bestandenen  Kandidaten  nicht  alle  weiteren  Hofiiiungen  abzuschneiden, 
oder  durch  ein  kräftiges  Wort  zu  erfolgrr  VI  irrer  Arbeit  anzuspornen. 
Welch  unermüdliche  Sorgfalt  er  auf  seine  Vorlesungen  verwandte^  geht 
aus  seinen  mit  der  größten  Akkuratesse  aufgezeichneten  Yorlesungs- 
heflen  h^rvCHr.  Denn  nicht  leicht  floß  ihm  die  inatlioniatische  Gtedanken- 
bildung  und  der  für  dieselbe  erforderliche  Ausdruck  zu;  seine  Ideen 
pflegten  nicht  selten  dem  gesprochenen  W"orte  und  damit  audii  wohl 
dem  Verständnis  des  TTörers  voranzueilen.  Wer  sich  aber  einmal  an 
seine  ungemein  lebhafte  und  oritjiiielle  Vortra<xswei?ie  gewülnit  I  ntte. 
der  erkannte  bald,  mit  wie  <?roßem  Fleiüe  der  beliebte  Lehrer  in  alle 
Einzelnheiten  des  zu  behandelndeii  rJesrenstandes  eiiif^edrungen  war. ^) 

Die  allgemeine  Yerdirnng,  dn'  1.  !•  überaus  Ix-sclieidene,  sich  an 
keiner  Stell«'  hervordruugende  Mann  i^-  uuß,  zeigte  sieh  in  wahrhaft  er- 
hebender TN  eist'  bei  seinem  siebzigsten,  dann  aber  namentlich  beim 
actdzUßUn  Oihinislfu/c,  IH.  Xov.  1900,  den  er  in  voUöter  Küstigkeit, 
dem  Aussehen  nach  ein  Sechzigjäbriger  beging.  Am  5.  Nov.  d.  J.  war 
ihm  der  Titel  eines  /r.  Geheimen  Uate.s  verliehen,  das  Ritterkreuz 
1.  Kiasise  ülterer  Ordnung  des  Verdienstordens  vom  Iii.  Michael  hatte 
er  bereits  am  28.  Dez.  1880  erhallen.  Der  mathemaiisehe  Verein  za 
München^  den  er  selbst  von  Anfang  an  hatte  entstehen  sehen,  wünschte 

1)  Bei  seinem  siebzigjährigen  Geburtstage  bezeichnete  er  sich  selbst  ala 
Autodidakten  in  vielen  (ifltiptcn  seiner  WisFonerbaft,  fftr  don  (!:<•  Si  hwiorigkeiteu, 
in  dieselbe  einzudringen,  wohl  tiekannt  und  von  beständigem  Kiiitluti  auf  seine 
Vortngiwdse  gewiesen  Beien. 
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A.  Vom: 


bei  dieser  Gelegenlidt  Bauers  Yorleeoiigeii  Ober  Algebra  der  Nacbweit 
danemd  erhalten  und  ihm  als  Festgabe  dargebracht  zu  sehen.  So  ent- 
standen ans  dem  Ton  den  Stndierenden  ausgearbeiteten,  Ton  Bauer 
sdbst  noch  weiter  revidierten  Heften  die  Ton  Professor  Döhlemann 
im  Auftrage  des  Vereins  1903  heran^gebenen  Vorlemmgen  über  Algebra, 
die  mit  dem  Tortrefflich  gelungen«!  Bilde  des  Jubilars  geziert  sind. 
Es  Terletht  diesem  Werke  ein  besonderes  GeprSgCi  daß  der  Inhalt  in 
der  Form,  wie  er  jetst  vorliegt^  wirUieh  den  G^nstand  der  Bauer- 
sehen  Vorlesungen  gebildet  bat.  Im  ganzen  schließen  sich  dieselben 
an  das  bekannte  Werk  von  1.  A.  Serret  an,  doch  enthalten  sie  auch 
manche  Bauer  eigentümliche  weiter  ausjreführte  Betrachtungen,  unter 
denen  hier  namentlich  die  ausführliche  Darlegung  der  Gräffeschen 
Methode  zur  allgemeinen  Auflösung  der  numerischen  Gleichungm  er* 
wähnt  sein  möge. 

Das  Alter  schien  keine  Macht  über  ihn  zu  besitzen..  Noch  als 
siebenzigjähriger  Mann  machte  er  mit  der  Elastizität  eines  Jünglings 
Ausflüge  in  die  Umgebung  Mrmohens,  in  die  Berge  der  bayerischen 
Alpen;  spät  bis  in  die  Nacht  hinein  arbeitend,  «jönnte  er  sich  auch  in 
den  Nachmittagsstunden  keine  Kulie;  Jahrzehnte  hindurch  hat  er  Vor- 
h'sunj^en  um  T^hr  Nachmittajis  <j"eh:iltcn.  Seine  auirkauten  (Jesich^s- 
züge  erfuhren  in  den  letzten  20  Jalireii  kaum  irgend  eine  wahrnehmbare 
Veränderung,  sein  Haar  war  noch  ungebleicht.  Am  Schhisse  des 
W  intersemesters  llKMi  Ol  von  der  Verpflichtung  Vorlesungen  zu  halten, 
entbunden  1,  hat  er  noch  bis  /um  Wintersemester  1904  0.")  den  geliebten 
Lehrberuf  weitergefülirt,  und  im  Friihjalir  ll'O,")  erschien  seine  letzte 
Arbeit  in  den  Sitzungsberichten  der  k.  b.  Akademie  der  Wisssenschaften. 

Krst  g«^g«^n  den  Anlang  di«'ses  .Jahres  schien  öciue  sprudelnde 
Lebuudigkeit  etwas  nachzulassen,  ein  gewisses  Bedürihis  nach  Ruhe  sich 

1)  lu  Hoiner  beziigUcben  Eingabe  an  den  Senat  der  Uuircrsität,  10.  Mai 
1900,  sagt  er:  „Es  kostete  mich  einen  sehr  »chweren  Entflcbluß,  diese  Bitte  zu 
stellen,  da  keinerlei  ftnBere  OiQnde  uich  su  diesem  Schritte  swaogen,  im  Gegea- 

teil  konnte  ich  bis  jetzt  ohne  irgend  welche  Heaobwerdcn  meine  Verpflichtungen 
til»  Lehrer  i Tfrilleu  und  das  VcrTrniifn  dt  t  Studii'rfnd*>n  irlaubc  ich  in  denis^lhen 
Maße  wie  früher  zu  besitzen.  AÜein  die  L  berz-cugung,  daß  ich  «loch  schon  wt-it 
über  die  gewöhnliche  Altersgrenze  meinem  Lehrberuf  obliege,  und  in  meinem  Älter 
jeden  Augenblick  ein  Umschlag  eintreten  konnte,  der  mich  xwingen  wftrde  meine 
Lehr^tigkeit  f^anz  einz\i.stellen,  wodurch  das  Interesse  der  Fakultät  und  der  Stu» 
dieren'ItMi  ein«  Si  lilldipung  erfahren  könnte,  bat  mif^h  zu  dickem  Hesrblt!«se  be- 
stimmt" Auf  »trund  riif^es  fJesuches  wurde  B.  zum  Schlüsse  dcH  Wintersemesters 
iyOO;01  von  der  VerpHichtuug  zu  Vorleauugeu  enthoben,  und  demselben  bei  diesem 
Anlasse  „in  «UerhnidTollster  Anerkennnng  seiner  langjährigen  treuen  und  ans- 
gezeichneten  Dienste*'  der  Titel  eines  k.  Geheimen-Kates  veriiefaen,  6.  Nov.  1900. 
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«einer  zn  bemächtige ,  doch  war  er  im  geeelligeti  &6ise  noch  immer 
voll  Ton  Heitwrlceit  und  Lebensfrische.  Ein  hmges  nnd  glfiddicheB 
otium  cum  dignitate  scliien  ihm  vorbeluilten  zn  sein. 

Da  traten  im  H«rbat  dieses  Jahres  Symptome  eines  tieferen  Leideos 
herror,  gegen  das  er  Tei^eblich  noch  mit  der  alten  Energie  eein^ 
Wesms  anzukämpfen  suehte.  Er  war  in  seinem  ganzen  Leben  fast 
niemals  ernstlich  krank  gewesen;  ungewohnte  Beschwerden  fesselten 
ihn  nun  bald  an  ein  andauerndes  Krankenlager;  am  3.  April  1906  ward 
er  durch  einen  sanften  Tod  von  seinen  mit  großer  Geduld  ertragenen 
Leiden  erlöst.  Seine  Beerdigung  am  0.  April  war  ein  von  der  Liebe 
und  Vorehrung  der  Seinen,  seiner  Kollegen  und  Schuler  getragener 
weihevoller  Akt,  bei  dem  trotz  aller  Traner  um  den  Dahingeschiedenen 
doch  das  Gefflhl  überwiegen  mußte,  daü  ein  wahrhaft  glückliches  nnd 
reiches  Leben  hier  seinen  Abscliluü  gefunden  habe.  Mit  Recht  konnte 
man  ihn  einem  Wanderer  vergleichen,  dem  es  beschieden  war,  heiter 
und  froh,  wohltätig  und  gütig  gegen  alle,  die  ihm  begegneten,  in  nie 
•ermüdender  Ausdauer  den  vielseitigen  Pfad  des  LeV»ens  zu  durchmessen. 

Der  im  vorigen  zur  Darstellung  gckouiiuene  äußere  Lebensgang 
Bauers  ist  absichtlich  trotz  seiner  £in&chheit  etwas  ausführlicher  ge- 
halten. Licju.  hiii  er  uns  doch,  namentlich  in  seiner  ersten  iiaifte,  an 
eine  längst  vergangene  Zeit,  an  Schwierigkeiten,  zu  deren  Überwindung 
ein  nicht  gewöhnliches  Maß  von  Energie  gehörte,  an  Hindernisse,  vor 
■denen  unsere  jetzige  an  SO  ^iel  reichere  und  bequemer  zu  erlangende 
Hilfemittel  gewöhnte  Generation  geneigt  sein  moohte  snrQckznschreeken, 
die  Bauer  jedoch  durch  rastlosea  Streben  m  Überwinden  gewußt  hat. 

Bauers  unnsemsdiaf^die  Af^eUen  gehören,  wie  das  im  Torheigdienden 
■eehon  angedeutet  ist,  zwei  ganz  Terachiedenen  Gebieten  an.  Durch 
Dirichlet  und  Li ou rille  war  er  eingeführt  in  die  Anwendungen  der 
Potentialtheorie  auf  die  Probleme  der  Wänneleitung,  insbesondere  die 
Ultearie  der  KuffdfimHUmm;  diesoi  Gebteten  gelten  auch  seine  haupt- 
sSchlidisten  Arbeiten  bis  aum  Anftng  der  siebenziger  Jahre,  in  denen 
-sidk  mancher  schöne  und  oii^pneUe  Gedanke  findei  Er  selbst  hat  es 
oft  bedauert,  daß  wahrend  der  langen  Zdt  semes  Aufenthaltes  in  RumSni^ 
wo  er  Ton  literariBchen  Hil&mitteln,  wie  von  dem  Verkehr  mit  der 
wissenschafUichen  Welt  entfernt  war,  sich  ihm  keine  Gdegenheit  bot, 
seine  Studien  weiter  au  rertiefen.  So  geschah  es  denn  wohl,  daß  seine 
«igenen  Untersuchungen  später  durch  die  Arbeiten  von  Franz  und 
Carl  Neumann^  sowie  von  Heine  überholt  wurden,  und  damit  auch 
für  ihn  die  Veranlassung  fehlte,  dieselben  in  größerem  Umfange  wieder 
aufzunehmen.  Einen  Ersatz  aber  fand  er  in  der  Verfolgung  der  ana- 
lytisch-geometrischen Methoden,  die  er,  namentlich  an  die  Arbeiten  der 

jAlmitMricht  d.  UeaUchen  M*tb«iii.-V«rolnigong.  XVI.  Uaft  1.  6 
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A.  Vom: 


englischen  Geoineter  anknüpieuci,  sich  selbständig  zn  eigen  zu  machen 
wußte,  und  auch  liier  verdankt  die  Wissenschaft  ihm  manchen  schönen, 
und  dauernd  wertvollen  Satz,  den  er  dann  fjfenie  analytisch  und  syn- 
tliotisc  li  zugleich  darzule<:?<^n  ^^uclite,  obwohl  ihm  an  und  für  sich  die 
reclmerische  Verfolgung  näher  lag. 

Es  kann  nun  nicht  die  Aufgabe  sein,  hier  alle  Schritten  Bauers 
der  Reihe  nach  zu  besprechen.  Es  wird  genügen,  (hisjeniire  daraus 
hervorzuheben,  was  für  öeine  Forschungsweise  charakteristisch  gewesen  ist. 

Bauers  Dissertation  (11^42)  beschäftigt  «ich  mit  der  Wäriae- 
lehre.  Aus  älterer  Zeit  standen  sich  in  derselben  zwei  Ansichten  gegen- 
über. Nach  Fourier  sollte  der  Wärmeftuß  nur  der  TemperaturdiÜereiiz 
der  unmittelbar  benachbarten  Teih'hen  jiroportionul  sein,  während 
Laplace  und  Poisson  annahmen,  daß  auch  endlich  entfernte  Teilchen 
Wärme  aneinander  fortwährend  abgeben,  deren  Menge  allerdings  mit  dur 
Entfernung  auO^rordentlioh  xasdi  abnunmiM  Poisson  zeigte  1823  in 
zwei  sehr  umfeagreiehen  DarsteUimgen  (Jontn.  deT^lepoIytTome  12, 
p.  76 — 102,  259—286),  daß  diese  Annahmen  auf  dieselbe  schon  TOn 
Fourier  angegebene  Differentialgleichung  fahren.  Der  Bauerschen 
Arbeit,  welche  wesentlich  auf  demselben  Ideengang  beruht,  gelingt  es,^ 
diese  Frage  in  weit  kürzerer  Darstellung  zn  entsoheidoL  Im  zweiten 
Teil  derselben  deutet  er  an,  wie  die  Lösung  des  Wäxmeproblems  in 
dw  einfschereD  I^Uen,  insbesondere  f&r  die  Kugel,  mit  Hilfe  der  Ldire 
Ton  dm  Kugelfunktionen  gelöst  werden  kann,  ohne  indes  irgend 
einen  Punkt  naher  auszufUhren.  Seine  Darstellung,  welche  im  wesent^ 


1)  Ffir  um  hat  die  Vngo  g«geo^^rtig  kaum  noch  ein  Intereese,  wenn  aaeh 
Poi!;?>on  a.  a  O  p.  i  trkHlrt:  Kn  pxaminant  plus  attontivement  la  question,  on 
recüuuait  sann  immiiü  mi«'  cette  tiquation  'c  >i  d,  l't'quation  de  M  Fourier)  äerait 
fondee  Bur  ia  decomparaiHon  de  deux  quaiititee  infiiiiment  petites  non  homogciios, 
oa  de  diffdrens  ordm,  ee  tpU  teraii  eontraire  aux  premien  prittcipes  du  ealeut 
differentid.  On  ne  pent  hix%  ditpacaitre  «sette  difEcult^,  qu'ea  soppoflant,  amii- 
que  M.  Laplace  a  remarqu»?  le  preouipr,  (|ne  Taction  de  chaque  tlt'meut  s'^tend 
au  delä  du  contaot,  et  qu'elle  t^'exorco  nur  tous  les  turnen«  comptis  dans  one 
^tondue  finic,  aussi  potitc  qne  I  on  vüudra. 

Betnchtet  man  indewen  genauer  Laplaees  Einwoxf  (U^moizea  de  TLisfitat 
de  Fkance«  tome  X,  1809,  p.  339)  so  seigt  sieh,  -daft  dieser  von  eiwtdnen  Quer- 
scJmitten  (eines  prismatischen  Stabes)  spricLt,  deren  Temperatur  ermittelt 
werden  soll,  wHlireiid  wir  ffewohnf  sind,  von  tinfTullicli  kloincn  Vnhtmdrmrnft'n 
m  handeln,  womit  diese  Schwierigkeit  von  selbst  lorttallt,  und  d&s  ist  ohne 
Zweifel  andi  Fouriois  Meianng  gewesen  Die  Diskussion  dieser  Frage,  auf  die 
Poisson  a.  a.  0.  noch  Ober  60  Seiten  verwendet,  seigt  indes,  welche  anßezordent- 
liche  Sorgfalt  jene  großen  Mathematiker  auf  die  Formnlitfang  ihrer  physikalischen 
Hv]iothf<5fn  ver^^aiidten,  eine  Sorgfall,  hinter  der  unser»  heutige  Wissenschaft 
zuweilen  zurückzubleiben  scheint. 
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liehen  auf  der  Anwendiui*;  des  Green  s('beu  Satzes  beruht,  wurde  von 
Ohm  (wahrscheinlich  G.  H )  sehr  ))eifäliig  aufgeaommeu^  scheint  aber 
sonst  wenig  bekaimt  geworden  zu  sein. 

Weit  bedeutender  ist  seine  Hahtlitatiortsschrift,  München  1857, 
„Von  Ueu  lutegralen  gewisser  Diffcrentiaigicichnngen,  welche  in  der 
Theorie  der  Anziehung  vorkommen".  Er  stellte  sich  hier  die  Aufgabe, 
die  Kugelfunktionm  zweiter  Artf  über  die,  wie  er  selbst  am  Ein- 
gänge sagt,  ihm  mir  eine  Heineache  Elitwickelung  (durch  hjpergeo- 
metrische  Reihen)^)  bekannt  geworden  war,  durch  einen  geschlossenen 
Anadmck  darzustellen  und  löst  dieselbe  vollständig  durch  eine  ganz 
selbstSndige  Betrachtung.  Ea  ist  Bauer  allerdings  entgangen,  daß 
F.  Neu  mann  bereits  1848  (J.  f.  Matii.  28,  p.  24)  dieses  Integral  durch 
ein  ganz  einfaches  bestimmtes  Integral  (das  Neumannsche  Integral) 
dargestellt  und  damit  genau  denselben  Ausdruck  för  gefünden  hatte, 
den  Bauer  nun  erhielt.  Doch  wird  dadurch  das  Verdienst  seiner 
Arbeit  nicht  geschmälert,  welche  auBerdem  viele  andere  Resultate 
enthalt^  so  inabesondere  die  Darstellung  des  durch  eine  erzeugmde 
Funktion  in  Analogie  mit  dem  zu  den  gehdrigen  Legeu  dreschen 
Ausdrucke 

(1  —  2rx  +  f^'i, 

so  daß  diese  Schrift  noch  g^(enwärtig  als  eine  der  frühesten  Mono> 
graphien  über  Kugelfunktionen  zu  betrachten  ist.*) 

Sein  weiteres  Bestreben  richtete  sich  nun  auf  die  JEtUufidclung 

nach  Kugel funktimm ,  welche  durch  Dirichlets  Beweis  von  der 
Konvergenz  derselben  erst  ihre  eigentliche  Grundlage  erhalten  hatte.  In 
der  Arbeit  .Ton  den  Coefficienten  der  Reihen  von  Kugelfunctionen 
einer  Variabeln*^  (J.  f.  Math.  Bd,  od)  entwickelt  er  zunächst  auf  sehr 
einfache  Weise  die  von  E.  B.  Chris  toi  fei  unmittelbar  vorher  im 
65.  Bande  desselben  Journals  gefundene  Kelation 

»  2»  -  lX,_,  +  2«  -  3  . . . 

und  versucht  sie  dann  auf  die  Bestimmung  der  Koeffizienten  von 

0 

J)  F  Heine,  Über  v'mü^^q  Aufgabeu,  welche  auf  paitielld  Diffnentialglei- 
Ohungen  führen,  J.  f  :\I:ith.  lid  20.    IHl.'!.    y.  20r.. 

2)  Über  Bauers  Arbeiten  in  der  Theorie  der  lüi^'el tunkt i.>nen  vergl.  auch 
die  Zitate  in  der  Emyklopädk  der  ina&.  WksenM^taika,  U,  A,  lO  (Ä.Waugerin;. 

6* 
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anzuwenden.  Dieselbe  gelingt,  wenn  die  linke  Seite  der  Bauerschen 
Relation 

1 

entweder  für  sich  oder  mit  Hilfe  von  f{x)  durch  Kugelfunktionen  aus» 
drückbar  ist.  So  erhält  er  die  Entwicklusgen  von  e",  (1  —  a^j:^)~i, 
(a  +  xf,  für  positive  und  negative  m,  und  aus  der  letzten  durch 
Integration  die  durch  Einfiachheit  bemerkenswerte  Formel 

log  (1  +a;)  =  log2-H-^A\  +  ,-3^  +  .... 

Eine  Arbeit  Bauers  aus  dem  Jahre  1875  greift  das  weitere 
Flroblem  auf,  Eniwidäiungen  nach  Firoäukte»  und  Quadraten  von  Ku^ 
funkUonen  ftu&ustell«i;  dabei  kommen  nun  namentUch  die  Ton  Bauer 
in  der  Habüitationsschrift  geftmdenen  AusdrSeke 

zur  Verwendung.  LonimeP)  sowie  C  Jseumnnii  hatten,  letzterer  in 
seiner  Theorie  der  Bcsselschen  Funktionen,  Lei|>/.ig  1867,  und  in  der 
Arbeit  „Über  die  Entwickelung  einer  Funktion  nach  Quadraten  und 
Produkten  der  Fourier-Besseischen  t^unktionen^  Berichte  der  sächs. 
Gesellseh.  d.  Wissenseh.  1869*),  einen  speziellen  Fall  schon  behandelt^ 
der  in  allgemeinster  Weise  nicht  lange  nach  Bauers  Arbeit  Ton 
F.  Nenmann  in  seinen  „Beiträgen  zur  Theorie  der  Kugelfunktionen'', 
Leipzig  1878  erledigt  wurde. 

Mit  diesen  Arbeiten  stehen  wieder  in  Zusammenhang  andere  ana- 
lytische Untersuchungen  Bauers,  so  die  fiber  die  r-FuhkÜonm  und 
eine  besondere  Art  unen^Uiier  Prodtdete,  J.  f.  Math.  Bd.  67,  p.  256 
(1860).  Schon  Gauß  hatte  in  seinen  disquisitiones  circa  Seriem  infi- 
nitam  bemerkt,  daß  die  Stirlingsche  Formel  für  log  (1.  2  . . . »)  auch 
für  log  r(a  + 1)  gOltig  sei,  wenn  a  positiv  ist,  und  Lipschitz  hatte 
die  betreffende  Formel  nnter  Beifügung  des  Restes  ToUstandig  abgeleitet.^ 
Diese  Arbeit  gab  nun  Bauer  Veranlassung,  seine  früheren  Studien  über 
die  F- Funktion  wiedw  aufzunehmen.    Er  gewinnt  direkt  aus  dem 

1)  E  T> uTiur. t> I ,  Siudit  n  ühtt  die  l^esBelscUcu  Firnktioneu,  Leipzig  1868. 

2)  au«-b  Math.  Atmulen  Iii,  p.  531. 
8>  J.  f.  Math.  Bd.  66,  1869  p.  18 
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LitegTAlaaBdraek  für  r{a)  eine  konyergento  B«i]ie  fttr  kg  r(a)  und 
erhilt  weiter  neben  einer  Darlegungi  die  überhaupt  die  Grundlagen 
der  Funktion  r{a)  in  eioih  enikiU^  diese  und  Sknliche  Trumendent«! 
in  Form  einer  eigentflnüieben  Art  unendlieker  PixMluktey  deren  kom* 
plizierte  Formen  mit  großem  Sdbarfsinn  bebandelt  und  mit  dem  Lip- 
schitzBchen  Resultat  in  Übereinstimmung  gebracht  werden. 

Im  Jahre  1894  ist  Bauer  noch  einmal  auf  die  Eugelfunktionen 
zurüdcgekommen.  Schon  sehr  frühe  hatte  er  seinem  Freunde  £.  Heine 
mitgeteilt,  daß  die  Ko«£fliKienten  der  naoh  Potenzen  entwiekelten  Funk- 
tion XJx)  SU  Nennern  nur  Potenzen  tou  2  haben;  jetzt  zeigte  er^ 
Mflndi.  Berichte  1894,  daß  X^{x)  bei  ungeradem  ganzen  x  selbst  eine 
ungerade  ganze  Zahl  ist;  der  Beweis  folgt  aus  der  Entwickelung  von 

X^(x)  resp.  -  "  (letzteres  bei  ungeradem  n)  nach  Potenzen  von 
£l~  1 

4 

Und  endlich  darf  die  scharfsinnige  Arbeit  j^Ton  einem  Ketten- 
hruche-finlers  und  einem  Theorem  von  Wallis^,  Abh.  der  K.  Bayer. 
Akademie  1872  hier  nicht  unerwähnt  bleiben. 

Kaeh  einer  von  Wallis  ohne  Beweis  angegebenen  Formel  ist  das 
Produkt  der  Eettenbrflche 

a  —  l-\  j,  und  a  +  1  H  

2(a-l)+—   ,  2(a  +  l;4-— 

2(«-l)-|-^  — 

•  •  •  •  ■  ■ 

gleich  a*  Euler  gelang  es  erst  nach  wiederholten  Tergeblichen  Ver- 
suchen*), die  Formel  auf  einem  ziemlich  umstänrlliduMi  Wege  zu  veri- 
fizieren. Bauer  zeigt  nun,  wie  dies  auf  die  einfachste  Weise  geschehen 
kann,  wenn  man  Zahler  und  Nenner  der  betreffenden  Kettenbrüche 

1)  Euler  hat  sich  wiederholt,  wie  er  selbst  sagt,  irrito  conatu  mit  dieäor 
Frage  beschäftigt,  vergl.  CouuueDt.  acad.  sc.  imp.  Petropolitanae  Tom.  II,  I73i) 
p.  43.  Im  Baad  9,  1787  der  Comment.  p.  41  sagt  er:  <|iio  circa  jam  pridem  multam 
GoUocan  opemn,  ut  tarn  veritatem  iitin*  theorematiB  demonstrarein,  quam  viam 
(let**perpm,  'jua  a  priori  ad  haue  ipsam  fractionem  eontintiaTn  pertingere  liceret, 
quae  iuvestigutio,  quo  diflicilior  mihi  visa  ent,  eo  majorem  utilitatem  ex  oa  or- 
turam  esse  sum  arbitratua.  Quamdiu  autem  omne  Studium  fruätra  in  hoc  negutio 
expendi«  inazime  dolni,  methMliim  a  Bronnckero  UBitatam  naaqiiam  esse  e^oaitain, 
et  forsitan  omuino  perüsiie.  In  den  M<;moires  de  raiuid.  de*  ic  de  St.  Fätersbourg 
Tom.  V.  1815  p.  ii  bedient  er  sich  zu  dipsem  Zwecke  besttmmtor  Intograli'.  Die 
Jfaucrsche  Analyse  ist  nun  freilich  rltint-ntiir;  doch  ^ilt  noch  iniintT  die  Knler- 
äche  üemerkung,  Comment.  11,  p.  42:  Ex  quibua  satis  ciigere  licot,  obviam  dari 
mrtbodnm  ad  ittina  modi  firactiomea  continuai  dedaoenda«,  quantumvia  ea  nnnc 
qoidam  abacon^ta  Tideator. 
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dmch  Ikfeminantm  auBchrfickt  und  diese  geschickt  umformt.  So  ge- 
lingt es  ihm,  den  Wallis  sehen  Sata  noch  zu  erweitmk;  es  hat  diese 
Arbeit  aber  flberhaapt  ein  besonderes  Interesse  dadurch^  dafi  die  Dar> 
stellnng  der  PartutlbrUehe  durch  Determinantenqnotienten  hier  sum 
ersten  Male  zum  Beweise  eines^  wie  es  scheint,  ti«f  Terborgenen  Satzes 
angewandt  wird.') 

Bauers  geometrische  Arheiten  tragen  alle  einen  einheitlichen  Gha> 
rakter.  Es  sind  nioht  neue  weitgrai&nde  Fragen,  die  er  behandelt 
sondern  vorzugsweise  solche  auf  die  er  wohl  bei  seinen  eigenen,  zu- 
nächst an  die  Untersuchungen  anderer  Mathematiker  anknüpfenden 
Vorlesungen  gefQhrt  wurde,  denen  er  nun  interessante  und  höchst 
wertvolle  Verallgemeinerungen  hinzufügt^  wie  sie  sich  ihm  bei  der  ge> 
naueren  Durcharbeitung  darboten. 

So  gelingt  ihm^)  die  Beantwortung  einer  interessanten  Frage, 
welche  die  Reziprozitltsverhaltaisse  der  Pascal  sehen  Konfiguration 
betrifft.  Hesse  hatte  in  seiner  Arbeit  über  dieselbe')  auf  eine  „ideale" 
Reziprozität  nufmork5?am  gemacht,  welche  zwischen  den  HO  Pascalscheu 
üeraden.  den  tU)  K  i  rkmann!?chHu  Punkten;  den  20  Stein  ersehen 
Punkten  und  den  20  (  ayley -Salmonsehen  Oeraden,  den  15  Stoiuer- 
schen  Geraden  und  den  1")  Sal  ni  o^isch^n  Punkten  zu  bestehen  scheine. 
Da  es  ihm  aber  nicht  f^elanjr,  diese  vermutete  Reziprozität  zu  kon.stniieren, 
neigte  er  sich  später  der  Ansicht  zu,  daß  eine  solche  nicht  vorhanden 
sei.*)  Hierin  hatte  Hesse  auch  völlig  Reclit:  es  war  aber  Bauer  vor- 
behalten, durch  eine  tief  eiudringeude  ausi^ezeichnete  Koniliinatorik 
nachzuweisen,  dali  allerdings  eine  Reziprozität  in  bezug  auf  einen  riiisiyen 
Kegelsclmitt  nicht  besteht,  sondern  daß  der  ganze  Komplex  von  Punkten 
und  üeradeu  des  Hexagramms  in  lU  Piu  lialsysteme  zerfällt,  deren  jedes 
in  sich  reziprok  ist  für  einm  gewissen  Kegelschnitt.  Diese  10  Kegel- 
schnitte sind  neuerdings  durchLindemann^)  vXa^i3k\xetw^^ Kegelscimitte 
bezsichnet.  Bauer  hat  es  leider  nieht  mehr  erlebt^  seine  schSne  Theorie, 

1)  Historisdies  Aber  die  Ent»tebnng  der  Kettenbmehdetmnmnenien  siehe 
maii  bei  S.  Qfliiiher,  Lehrbuch  der  Detenninaatenfheorie,  S.  Aufl.  Erleagen  1877, 

Kap.  V. 

1)  ÜberdasPaBo  alBcbe  Tbeurem,  Abb.  d.  k.  b.  Akad.  Bd.  II,  1874^  p.  110— 139. 

3)  J.  f.  Math.  Bd.  t>8,  1HG9,  p.  193. 

4)  YorlesuBgen  Aber  die  malytisehe  Geometrie  der  Geraden  ete.  9.  Aufl. 
187S,  p.  178;  später  fand  er  aach  elnm  Dnws  für  die  Unmöglichkeit  seiner  An* 

nahmp,  vfjl.  HetJscB  B<*ni<*rkuttrr  Werke,  p.  706,  LiTroth'  wie  ilit'  dort  er- 
wäbnteu  Arbeiten  von  Vcrouc^e  und  Cremoua  im  ZuBammcubang  mit  der 
Baueracbuu  Abhandlung. 

6)  Siehe  dessen  neue  Dearbeitang  der  Clebsch  sehen  Yorlesungen  flhet  Geo> 
metrie  Bd.  1,  p.  t9i  H.  1906. 


i^'iyui^uu  Ly  VjOOQle 


Zur  JBIniiDeruiig  an  GoatAv  Bauer. 


71 


zum  AbecliluB  gebraeht  wird,  so 
iillg«meui  in  Verbindmig  mit  den  Arbeiten  Hesses,  Cayleys  nnd 
Salmons  snj^nglioih  gemacht  zu  sehen. 

Vogt  hatte  nachgewiesen^),  daß  das  gleiehseitige  Hyperboloid,  d.  h. 
dasjenige,  wdohes  oo^  Tripel  von  zueinander  senkrechten  Eraeugenden 
derselben  Art  enthält,  die  Eigenschaft  hat,  dafi  jedes  solche  Tripel  mit 
demjenigen,  welches  aus  den  paralleUaufenden  Erzeugenden  der  anderen 
Art  besteht,  ein  Parallelopipod  von  konstantem  Volumen  bildet.  Bauer 
zeigt  mm  durch  affine  Transformation,  daß  für  jedes  Hyperboloid  erster 
Art  der  Satz  gilt:  ,^rgend  drei  Erzeugende  der  einen  Art  bilden  mit 
den  ihnen  parallel  laufenden  der  anderen  Art  ein  Parallelopiped  TOn 
konstantem  Volumen.''  nnd  beweist  den  Satz  auch  analytisch  in  der  ein- 
fachsten Weise  durch  die  ParumeterdarstclUmg  der  Erzeugenden.  Diese 
schone  Bemerkrmg  bot  dann  für  H.  Schrütor  Veranlassung^),  auf 
mehrere  ähnliche  Theoreme  hinzuweisen,  an  die  wiederum  Bauer  in 
einer  Note"')  mit  nrnon  Erweitenmgen  anknüpfte.  Auch  mit  den 
Möbiuüschen  Tetraedern,  die  einander  /Aigleich  ein-  und  umgeschrieben 
sind*),  bat  sich  Bauer  besL-Uäftigt.  Hat  man  zwei  Tetraeder^  so  kann  man 
immer  annehmen,  daß  die  i"  Ebene  des  /.weiten  dur<*h  die  Ecke  des 
ersten  geht.  Nimmt  man  nun  mit  Möbius  an,  daß  auch  die  i"  Ecke 
des  zweiten  in  der  i'"*  Ebene  des  ersten  liegt,  so  ergibt  sich  der  von 
demselben  mittels  des  baryzentrischeu  Kalküls  abgeleitete  Satz,  den 
Bauer  ebenso  einfach  mittels  homogener  Koordinaten  gewinnt,  daß 
es  noch  oo^  Tetraeder  dieser  Art  gibt,  wemi  man  zwei  Ecken  des 
zweiten  in  zwei  Ebenen  des  ersten  fest  annimmt,  weil  die  8  erforder- 
lichen Bedingungen  sich  auf  7  reduzieren.  Bauer  macht  nun  die  Be- 
merkung, daß  dies  nicht  die  einzige  Möglichkeit  isi^  solche  Tetraeder 
za  exhalten,  sondern  daß  die  Yerteilnng  der  Ecken  des  zweiten  Tetraeders 
anf  die  Flächen  des  ersten  noch  nach  drei  anderen  Tgpe»  erfolgen  kann. 
Abgesehen  aber  ron  einem  besonderen  Falle,  in  dem  die  Bedingungen 
«ich  wieder  anf  eine  geringere  Zahl  reduzieren,  ist  dum  das  zweite 
Tetraeder  durch  eine  quadratische  Gleichung  rollkommen  bestimmt,  so 
wie  man  zwei  Ecken  d^elben  in  den  betreffenden  Seitenfliichen  fixiert 

Von  besonderem  Interesse  sind  auch  Bauers  Untersuchungen  Ober 
die  FtöcAen  driUer-  Ordnung,  namentlich  die  Abhandlung  „F<m  der 
Hesseschen  Determinank  der  Hess  eschen  Fläche  wter  Fiädte  driUer 

1)  J.  f.  Math.,  Bd.  86,  1871),  p.  297. 

2)  Müucbener  Sitzb.  18H1,  p.  228. 

8)  über  Tripel  von  Geraden,  weldie  auf  «inem  Hyperboloid  liegen,  Itfinch. 
Sitkb.  1881,  p.  «41. 

4)  F.  A.  Möbius.  J.  f.  Math.  8,  (18S8)  p.  878. 
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Ordnung.^)  Bekanntlich  hat  die  Hessesche  Determinante  H{H)  der 
Hessesellen  Kurve  J7— 0  der  Kurve  dritter  Ordnung  27 «-0  die  Gestalt') 

wo  S  lind  T  die  beiden  Invarianten  von  ü  sind.  Bauer  7,eigt  nun, 
im  wesentlichen  mit  Bernitzung  derselben  Methoden,  welche  Salmon"*) 
zur  Untersuchung  der  Invarianten  und  Kovarianten  der  Fläche  dritter 
Ordnaug  (7=0  angewandt  hatte,  daß  für  dieselbe  die  analoge  Formel 

besteht;  dabei  ist  P  die  Eovariante,  weldhe  die  6  Pentaederebenen  be- 
stimml^  und  Q  eine  andere  EoTariante.  Die  parabolisehe  Kurve  von  H 
besteht  daher  aus  dem  Schnitt  von  H  mit  Ü,  d.  h.  der  parabolischen 
Kurve  von  (7,  und  ans  den  doppelt  aShlenden  Schnitten  der  Pentaeder- 
ebenen mit  sodaß  die  Schnittkurve  von  U  und  JET  die  Gr^ozlinie 
iwischen  dem  elliptisdien  und  hyperbolisch  gekrümmten  Teil  auf  }mdm 
Flachen  iT  und  Z7  bildet«) 

Unmittelbar  daran  schließt  sieh  die  Arbeit  „Ton  den  gestaltUchen 
Verhältnissen  der  parabolischen  Kurve  auf  einer  FlSdie  dritter  Ordnung".*) 

F.  Klein*^  hatte  zuerst  die  von  Plücker  hauptsächlich  eingeführte 
Betraditung,  die  Gestalten  der  allgemeinen  algebraischen  Kurven  aua 
ihren  speziellsten  Formen  durch  die  Auflösung  der  Singularitäten  zu 
erhalten^  auf  die  Theorie  der  Flächen^  insbesondere  die  Fläche  dritter 
Ordnung  angewandt.  Dabei  ergab  sich  für  die  Fläche  mit  27  reellen 
Geraden  der  schone  Satz,  daß  die  parabolische  Kurve  aus  10  reellen 
in  10  Dreiecke  der  Fläche  eingeschriebenen  Ovalen  besteht.  Von 
C.  Kodenberg")  wurden  diese  Betrachtnn£:jen  auf  Flächen  mit  Knoten- 
punkten ausgedehnt  und  durch  eine  umfangreiche  Reihe  von  Modellen 
erläutert.  Dies  bot  Bauer  Veranlassung,  die  Gestalt  der  parabolischen 
Kurve  auf  den  Flächen  mit  singiilären  Punkten  mittels  der  Kl  ein  sehen 
Behandiungsweise  einer  genaueren  Untersuchung  zu  unterwerten,  bei 


1)  Abh,  d.  bayr.  Akademie  Bd.  14,  1883. 

2)  Vgl.  Hesse,  J.  f.  Math  ,  28,  I844i,  p.  B8;  Aronhold,  ebenda  39,  1850« 
p.  140  und  65,  1868  p.  IST;  desgl.  ftttch  Salmon  Geoin.  d.  höheren  ebenen  Eniren, 
2.  Aufl.  bearbeik't  von  W.  Fiedler.    Leipzig  1873,  p.  239  u.  461. 

3)  Analytische  Geometrie,  bearbeitet  von  W.  Fiedler,  1.  Aufl.  Bd.  8.  p. 

(1866) 

4;  Vgl.  die  Erweiternng  des  Satzes  für  Formen  dritter  Ordnung  mit  beliebiger 
Variabelnantabl  bei  A.  Voss  Math.  Ann.  27,  p.  616— 68G. 

6)  Sitzb.  München,  1883  p.  320—343. 

6)  F.  Klein  Math.  Ann   (1,  1373,  p.  »10. 

7)  C.  Kodenberg  Math.  Anm.  14,  1879,  p.  96. 
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der  angegeben  wird,  aiia  wie  yvsü  einxelnen  Teilen  die  parabolischd 
Klirre  der  FÜlehe  dri1>ter  Ordnung  in  jedem  einaelnen  Falle  besteht; 
die  Arbeit  gibt  eine  Ei^^sung  zu  Bodenbergs  Scbrift  |,ModeUe  von 
FlScbeo  dritter  Ordnung"'.') 

Li  seiner  legten  Arlteitf  die  er  als  85^riger  Mann  Terßffentlidite^ 
bescb&ftigte  er  sich  mit  der  Kur?e  sechster  Ordnung,  weLehe  den  Ori 
der  Brennpunkte  eines  Kegelsehnittbfisehels  bildei*}  Die  Gleiehnng 
dieser  Enrre  war  bi^er  durch  Möbius^  in  geometrisdier  Fonn,  durch 
Sylvester  und  Cayley*}  in  wenig  übersiehtlidier  analytischer  Gestalt 
gegeben.  Bauer  eBillt  dieselbe  a.  a.  0.  p.  107  in  einer  außerordentlich 
eleganten  Form,  indem  er  die  Kegelschnitte  auf  ihr  gemeinsames  Polar- 
dreieck bezieht  (was  freilich  nicht  immer  möglich  ist),  welche  zugleich 
die  8  Doppelpunkte  der  Kurve  sofort  erkennen  läßt. 

Einen  ähnlichen  Charakter  tragen  auch  die  algeh-n  ischen  üniersuekunffm 
Bauers.  Die  kubische  Gleielumg,  von  der  das  Hauptachsenproblem  der 
Flächen  zweiten  Grades  abhängt,  hat  bekanntlich  nur  reelle  Wurzeln;  ihre 
Diskriminante  muß  also  beständig  positiv  sein.  Kummer* stellte  sich 
daher  schon  im  2n.  Bande  des  J.  f.  Math.,  1843,  p.  268  die  Aufgabe, 
dieselbe  nach  Analo<ric  der  zu  einem  Kegelschnitte  gehnrif^en  Diskri- 
minante duwh  f'h)e  Summe  von  Quadraten  uus/ndrückou;  er  hat  iTuie?? 
seine  auf  Versuchen  beruhende  Methode,  die  ZertiUlung  in  7  Quadrate 
zu  bewirken,  nicht  in  extenso  mitgeteilt.  Erst  Jacobi  zeigte  im  Uior- 
nale  arcadieo  ftoni.  9H\  J.  f.  Arnth.  30  ('1^46)  p.  46  einen  direkten  Weg 
dazu,  intlt  in  er  lii*^  l\oeffi/ientou  der  betrcü'ouden  orthogonalen  Substi- 
tution einführte.  Zu  derselben  Zeit,  J.  f.  Math.  a.  a.  0.  p.  38,  wies 
C.  W.  Borchardt  auf  einem  ganz  anderen  Wege  nach,  daß  dieselbe 
Eigenschaft  auch  für  die  Diskriminante  der  nacli  demselben  Muster  ge- 
bildeten «-reihigen  Determinante  besteht.  Hesse  delinte  in  seiner  unu 
lytisehen  Geometrie  de.s  Kaumes,  1.  Aull.,  Ibül  Vorlesung  20  die 
Jacobische  Betrachtung  auf  diesen  allgemeinen  Fall  aus.  Es  gelingt 
nun  Bauer')  mit  den  allereinfachst^n  algebraischen  Hilfsmitteln,  speziell 
unter  Yerwendui^  der  Lagrangeschen  IdentitiU^  indem  er  die  Dis- 
kriminante direkt  in  dar  B^zoutschen  Form  als  zweireihige  Determi- 
nante darstellt,  die  fragliehe  Diskriminante  in  eine  Summe  von  13,  10, 
7  Quadraten  zu  zerlegen  und  so  die  Kummersehen  Beeultate  wiedw- 

1)  Erschienen  im  Terkig  m»  J.  Brill,  jetct  M.  Schilling,  Serie  VIL 

2)  Mandl.  Sitzb.  ll^Of),  p.  97. 
8)  J.  f.  Math.  184.i,  p.  26. 

4t)  Phil.  Magazine,  ld76,  p.  380;  vgl.  auch  die  sjDtheiihche  Behandlung  bei 
W.  Fiedler  Analji  Geom.  d  Kegeleehnitte.  6.  AufL  1887,  p.  5S0. 
ft)  J.  f.  Math.  Bd.  71,  1868. 
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A.  Vom: 


znfinden.  Dieselbe  Tendenz  verfolgt  eine  zweite  unmittelbar  darauf- 
folgende Arbeit  „Von  den  Ereisscbnitten  der  Flechen  zweiter  Ordnung.^ 
Die  hier  auftretende  Diskriminante  war  von  Hesse^)  als  Summe  von 
10,  1,  0,  5  Quadraten,  von  Henrici')  als  Summe  von  zwei,  allerdings 
nicht  rationul-ganzen  Quadraten  erhalten.  Bauer  bedient  sich^)  wieder 
der  ganz  direkten  Zerlegangsmethode,  welehe  ihm  die  Daratellnng  durch 
6  Quadrate  liefert. 

Nacli  Cayley  ist  die  Diskriminante  D„  der  binären  Form 
a^x^  4-  a,ar"-'y  -f  •  •  •  in  der  Form  a\V  a^U  darstellbar,  wo  V  die 
Diskriminante  der  Form  fljjr"~^  -f  Oja^'^y  -f-  •  •  •  bedeutet;  derselbe 
hatte  hiernncli  (.T.  f.  Math.  4f5.  p.  124)  den  Gedanken  au8ge.^])rochen, 
die  BerechnuufT  von  i>.  auf  die  von  7>  ,  /.urürkznffihren.  wird 
nun  ^on  Bauer  mit  Hilfe  einer  sinnreichen  Bemerkung  ausgelTihrt, 
welche  es  ermöglicht,  die  Koeffizienten  der  Ti;u'h  Potenzen  vuu  ent- 
wickelten Ausdruckeii  C  zu  bestininien.  Die-selln'  Idee  war  auch  schon 
von  Salmon  in  der  2.  Aufl.  seiner  Algelira  der  linearen  Transformationen 
p.  129  verfolj^t,  aber  als  unübersichtlich  verlassen  worden.  Bauer 
zeigt,  daß  mit  Hilfe  des  Prozesses 


D„  aus  a*D^  j  durch  eine  dem  Taylorscheu  Satze  analoge  Formel 
ermittelt  werden  kauu  und  gibt  hiernach  die  Diskriminanten  bis  zu 
denen  der  Formen  8.  Grades  wirklicli  an.*) 

Wir  haben  so  den  rustlus  tätigen  Mann  von  seinen  ersten  Jugend- 
jahren bi.s  zu  seinen  letzten  Arbeiten  begleitet.  Allen  aber,  die  das 
Glück  hutten,  dem  durch  Reinheit  und  Uaeigennützigkeit  des  Cliaruktei*» 
sowie  durch  vielseitige  Kenntnisse  ausgezeichneten  Gelehrten  näher  zu 
treten,  wird  sein  Andenken  unvergeBlich  bleiben. 

Yeneieluiis  der  vlmensehafkliolieii  Arbeiten  Bauers. 

1.  Von  der  Theorie  der  Wime.  Abbandtnng  ym  C.  6.  Baner,  eingereicht  im 

Juli  1842  l>ei  der  philosophischen  FalmlUlt  der  k.  Friedrich-Aiennden  üm- 

vfrsitat  i/M  Krlangen)  zur  Pvrlantjnnfr  der  Dokturwiirile.    -20  S. 
tJ.  Von  den  Integralen  gewisser  Killerentialgleicbmigea,  weUlie  in  der  Theorie 

der  Anziehung  vorkommeu,  Habilitationsschriil,  München  1867  p.  1 — 47. 
S.  Ton  den  KoefBsdenten  der  Beihen  von  Engelfiinktionen  einer  TatiAbeln. 

J.  f.  Math.  Bd.  66.  1869,  p.  101— ISl. 

1)  J.  f.  M:ith    Hd.  60,  p  305. 

2)  J]benda,  Bd.  C4,  p.  187. 
8}  Ebenda,  Bd.  71,  1868. 

4)  Ifan  Tgl.  fibrigens  die  damit  im  Prinzip  lilH  reinstimmende  Methode  von 
Serret,  siehe  dessen  höhere  Aigebxa,  flhen.  v.  Wertheim  Bd.  1,  p.864. 


Zoi  EziBnemng  an  OnstaT  Bauw, 
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4.  You  deit  QtiimiaiftiilIctilOineiii  und  einer  beiondeien  Ait  uneDdlicher  Produkte, 
J.  f.  HaOu  Bd.  67«  1860,  p.8M-<97S. 

6.  Von  dnigen  Summen  und  Differenzenfoimeln  und  den  Bernonlliedmi  Zalilent 

J  f.  Math.  Bd.  68,  1861,  p.  292-300. 
4.  I  ber  Kegelscluütbe,  die  einer  gewissen  Bedingung  genügen,  J.  f.  Math.  Bd.  68, 
1868,  p.293— BM. 

7.  Über  K«gdaelmitto.  J.  t  Math.  Bd.  69,  1868,  p.  898^818. 

8.  Yon  der  Zerlegung  der  Digkriminante  derkubi>ohen  Gleiclmng,  volldie  die  Haupt- 
achsen piner  Flilche  zweiter  Ordnung  bestinimt,  in  eine  Summe  von  Quadraten. 
J.  f.  Math.  Bd.  71,  1870,  p.  40— 46. 

9.  Yon  den  Kreisschnitten  einer  Fläche  sweitor  Ordnung.   Ebenda  p.  46—^8, 

10.  YoD  einem  Kettmbmehe  Enlera  und  einem  Theorem  von  Wallis.  Abh.  d. 
Mflnehener  Akad.  Bd.  9,  I87i,  20  S. 

11.  Bemerkungen  aber  einige  Determinanten  von  geometriaeher  Bedeutung,  Hflnoh. 
Sitzb.  1872,  p.  346— 354. 

18.  Über  das  i'aecalsche  Theorem,  Abh.  d.  Münch.  Akad.  Bd.  11,  1874,  81  S. 

18.  Benrarkongen  ifber  Reiben  rou  Eugelfonktionen  und  insbesondere  eneb  über 
Reihen,  die  nach  Produkten  und  Quadraten  von  Kugelfunktionen  fortschreiten, 
mit  Anwendung  auf  Zylinderfunktionen.    Möncli.  Sitzb   1H75,  p.  247 — 272. 

14.  übpr  S.vsteme  von  Kurven  (5.  Ordnung,  auf  weli  hn  da^  Normalenproblem  bei 
Kurven  2.  Ordnung  führt    Müuch.  Sitzb.  1h78,  p.  121—135. 

18.  Über  exa»  Bigensehaft  des  geradlinigen  Hyperboloids,  Münch.  Sitsb.  1880, 

p.  6.J5-640. 

16.  Über  Tripel  von  Geraden,  welche  auf  einem  Hyperboloid  liegen.  Mfinch.  Siteb. 

1881,  p.  241-248 

17.  Gedächtnisrede  auf  Otto  Hesse  am  *i8.  M'Xrz  1882.  München,  Akademie.  3ti  8. 

18.  Yon  den  geetaltUehen  YahUbiissen  der  parabolisdien  Kurre  auf  einer  Flftehe 
8.  Ordnung.   Mttneh.  Sit«b.  1888,  p.  820—348. 

19.  Yon  der  Hessoschen  Determinante  der  Hessesehen  FUUshe  einer  FULeha 

8  Ordnung.    Münch.  Abh.  Bd.  14,  im.i,  MS 

20.  Über  die  Berechnung  der  Diskriminante  einer  binären  Form.  Münch.  Sitzb. 
1886,  p.  188—191. 

Sl.  Über  FOdien  4.  Ordnung,  deren  getmetrisehe  Eneugung  sieh  an  swei  Tetraeder 

knüpft.    Münch  Sitzb.  1888,  p.  887— »64. 
SS.  Über  die  Darstellung  binärer  Formen  als  Potenzsummen  und  inebe^^ondere  einer 

Form  vom  Grade  2tt  als  einer  Summe  von  2  h  —  1  Poterzen.   Müuch.  Sitzb. 

1892,  p.S— 80. 

88.  Bemerknngen  8bar  sahlentiieoretiaohe  Eigenschaften  der  Legen  dreschen  Poly- 
nome.  Mflnch.  Sitzb.  1894,  p.  34S— .?59 

84.  Ton  zwei  Tetraerlei  u,  welche  einander  zugleich  eingeschrieben  und  umschrieben 
sind.    Münch.  Sitzb.  I8i»7,  p.  859— 366. 

86.  Yon  der  Kurve  6.  Ordnung,  welche  der  Ort  der  Brennpunkte  der  Eegelsohnitte 
ist,  welche  dnreh  4  Punkte  gehen.  Mflnob.  Siteb.  1908,  p.  97—108. 

S8.  Yorleeungen  über  Algebra,  herausgegeben  vom  ICathematiseben  Yetein  Müneben, 
Leipng  190S,  IV  und  876  S.   

27.  Erinnerungen  ans  meinen  Studietqahren,  insbesondere  mit  Rfleksicht  auf  die 
Entwicklang  der  Mathematik  in  jener  Zeit.  Fe»tvortrag  cum  16.  Stiftungsfisste 
des  Mathematischen  Yerains  su  Mfinchen.  Mflachen  189$,  p.  1^15. 
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Mitteilungen  und  Nachrichten. 

Geeignete  MitteUmgen  wird  der  Herausgeber  stets  mit  größtem  Danke  entgegen- 

uehmen. 

1.  Akademien.   GesellscliafteiL   Vereinigaogen.  Yersammliingen. 

Yeriaderangen  im  Personalbestände  der  Deutschon  Mathematik«!^ 
Vereinigung.    Oktober — Deaember  1906. 

Neu  aufgenommen  als  Mitglieder: 
X.  Jung,  Oberlehrer  in  Schrarnberg  (Schwarza ald\ 
Ph.  C.  Otokar  Maska,  stud.  matb.  in  Prag  II.,  Uerstongasse  10. 
Tb.  Pose  hl,  Ingenieur  in  Graz,  Klosterweg  19. 
Dr.  H.  Schütz,  Professor  in  Frankfürt  a.  M.,  Elsheimerstr.  4. 
Dr.  Cl.  Thaer  in  GOttingen,  Papendieck  2. 
Mathematisches  Seminar  der  Universität  Münster. 

Ausgetreten: 
Baur,  L.,  Direktor  der  Realschule,  Heppenheim. 
Bibliotheque  de  la  Faciilte  des  Sciences,  Marseille. 
Lovett,  E.  0.,  l'rofessor  a.  d.  Universität,  Priuceton  N.  J. 
Baaij,  W.  H.  L.  Jftfi8.^ett  van,  Delffc. 

Berliner  Mathematische  Gesellschaft.  Sikutig  am  Miltiiorli ,  dm 
12.  Dezember  1906.  Tagesoi-dnung:  Beratung  über  die  Eulerfeier.  —  Koppe, 
Zwei  einfache  Aufgaben  über  scheinbare  Schwere  und  relative  Bewegung. 
—  Hessenberg,  Beitrag  zur  zeichnerischen  Behandlung  der  Kegelschnitte. 
Sifziwfj  am  Mitttcoch^  dm  30.  Januar  1907:  Weitere  Beratimg  über  die 
EuiertV'itr.  —  Rothe,  f^er  einen  Satz  aus  der  Yeklon  iir«"  hininn;.  — 
Meißner,  1.  Über  einige  arithmetiscbe  Funktionen.  2.  iiemtiKung  zur 
Mengenlelire. 

MaÜlematiBChe  Sektion  der  Schlesisohen  Gesellachaft  für  Vater- 
liadiatih«  Xultar  su  Breslau.  Sitzung  Dknstofft  «ien  I/.  Deemher  190$. 
1.  Wahl  eines  Delegierten  in  das  Prftsidiiim  für  1907/08.  —  Kosch,  Eon- 
stmktioD  und  Bedeutung  des  Kerns  von  Querschnitten  prismatischer  St&be. 

H atiheiiiatisolie  Geaellwelialt  sa  Güttingen.  4,  SUxutiff  am  20.  Ko- 
venA&r  1906.  D.  Hilbert  teilt  einige  neue  Anwendungen  der  Theorie  der 
Intepmlulpiotmnfrnn  mit.  Er  zeigt  zunilclist.  wie  man  mit  den  in  seiner 
zweiten  Mitteilunir  ülior  «lie  Theorie  dfr  linearen  integralgleichungen  (Gött. 
Nachr.  I9u4,  pag.  2i'6j  entwickelten  Sätzen  das  Kleinsche  Oscitlationslhcorem 
allgemein  ohne  neue  Konvergenzbetrachtung  beweisen  kann.  Es  möge  sich 
um  die  nicht  identisch  veischwiudenden,  gewissen  hamogenen  Bandbedingungm 
genügenden  Lösungen  zweier  Differentialgleichungen  mit  2  Farameteni: 
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(jj,  q'^Oi)  im  gleichen  Intervalle  liRnf^eln.  Bokanntlicb  sind  die  Produkte 
«(dc)  •  t'(y)  dieser  Lösungen  Eigenfunkuouen  einer  gewissen  leicht  anzu- 
gebenden einparametrigeu  partiellen  Differentialgleicbang  von  elliptiscbem 
Typus  flir  «in  Quadni.  Entwiokelt  man  nun  eino  beliebige  zum  Eigenwerte 
gebOrige  Eigenfonktion  A(fl7,  y)  dieser  partiellen  DifferentialgleicbuDg 

nAob  Eigenftinktionen  der  Gleichung  ^  +      4-  f^pM  *       0  — 

wobei     als  Parameter  aufgefgJt  wird  — ,  so  erlEennt  man  leidit,  daß  die 

Koefüzienten jp  (x)  A(x,y)9>,(a;)<Id;Eigenfanktionen  7on^-^+ Jto« — fijp(y)  •  v—O 

fOa  die  gleichen  Werte  sind.  Darans  sdiliefit  man  nnmittellMur,  dafi  die 
TOigelegten  Oleiehungm  unendlich  viele  Lösongspaare  haben,  und  da£  man 

jede  zweimal  differenzierbare  nnd  den  Randbedingungen  genügende  Funktion 
fix,  v)  nach  Produkten  aus  ibnen  entwickeln  kann^  da  sie  nach  den  Eigen- 
funktionen y)  entwickelbar  sind.  —  Durch  Zurückgehen  auf  die  zu- 
gehörigen isoperimetrischen  quadratischen  Yariationqprobleme  kann  man  auch 
die  Oscillations^fenschaften  der  Lilsungea  erhalten. 

Der  ^'ortragende  ffthrt  sodann  ans,  wie  man  die  in  der  genannten  Note  für 
zweimal  sti  tig  differenzierbare  Punktionen  bewiesenen  Etittricklungen  nach  FAgen- 
funkiitmm  auf  mimal  stetig  diffvrcH&mbart  ausdehnen  kann.  Man  luknn  nämlich 
eine  der  dort  entwickelten  Theorie  ganz  analoge  bereits  für  lineare  Differential» 
gleichnngen  1.  Ordnung  aufbauen,  wobei  man  nur  eene  homogene  Baadbedittgnng 
(i.  B.  fia)  -f  f(p)  —  0}  za  yerwenden  hat  und  als  Unstetigkeit  der  Green  sehen 

iiuktton  einen  endlidien  Sprung  —  1  des  Fonktionswerfees  selbst  (s.  B.  ^  ^ 

definiert.  Während  man  aber  so  Integralgleichungen  mit  sehief^rmmetrischen 
Kwnen  erhilt,  kommt  man  wieder  auf  sjmmetrische  Kerne,  wenn  man  von 

oder  Ton  ein«a  solchen  Bysteme  von  2  Differentialgleichungen  1.  Ordnung 
«nsgehti  das  durch  Nnllsetzen  der  ersten  Variation  eines  Litegrales  der  Form 

b 

« 

entsteht.  Dieses  flysCein  kann  man,  wenn  man  die  Unstetigkeit  dos  (ireen- 
sehen  Fiinktionensjstems  geeignet  modifiziert,  genau  so  behandeln,  wie  es 
der  Vortragende  für  Systeme  2.  Ordnnng  in  .seiner  fünften  Mitteilung  zur 
Theorie  der  Integralgleichungen  (Gött.  Nucbr.  1Ü06,  pag.  ausgefülirt 
hat.  Da  die  auftretenden  Integralgleichungen  hier  mit  Differentiidgleichungen 
1,  Ordnung  äquivalent  sind,  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  allgemeinen 
Theorie  die  Entwickelbarkcit  tinninl  stetig  Till'  ;  u  ierbarer  Funktionen  nach 
Eigenfunktionen  des  vorgelegtt'n  Systems.  Endlich  kann  man  leicht  jede 
Differentialgleicliuug  2.  Ordnung  durch  ein  Systen»  1.  üidiiung  dieser  Art 
«netzen  und  eikennt  alsdann,  wie  an  Beispielen  gezeigt  wird,  die  Ent- 
wickelbarkeit  einmal  diiferenzierbarer  Funktionen  nach  trigonometrischen, 
Besseischen,  harnionisrhen  Funktionen  etc.  —  5.  Sitzung  am  i*7.  yor-  mh>^r 
1906.  D.  Hilbert  legt  seine  fünfto  Mitteilung  zur  Theorie  der  Inlcjjral- 
gleichungen  (Gütt.  Nachr.  1906,  pag.  439)  vor  und  bemerkt  inshesondere 
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za  den  dort  neu  auftretenden  Entwicklungen  nach  „polaren  Funktionssystemen", 
d&6  rar  Entwickelbarkeit  nach  «inem  beliebigen  vollständigen  Polarsystem 
nicht  Differauderbarkeits«  and  Bandbedingnngeii  ansreiclien;  dafi  solehe  aw 
rei(Aeu  ist  vielmehr  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft  «olcher  Eigenfbüktacns- 

systonip.  die  ans  polarpn  Integral-  und  Differentialgleichnnp'pn  entsprinp'en. 
Der  Vortragende  netzt  ferner  in  Fortsetzung  seines  vorigen  Yorlragös  eine 
neue  Abkitung  der  ITieorie  der  linearen  Difftrcrdiulykidmnycn  auseinander. 
Biese  beruht  auf  der  Bemerkung^  dafi  die  Eigensehaft  der  6reens<^«n 
Funktion,  der  homogenen  Differentialgleicbung  zu  genügen,  für  die  Zurück- 
ffihrung  auf  die  Integralgleichung  nicht  wcsoiitlich  ist.  Hat  man  viplmehr 
irgeri«!  einf  die  fharakteristiscbe  ünstetigkeit  besitzen und  den  Kand- 
bediu^Hing'-'U   gonü<j:onde   symmetri&cbL'   Funktion  L\x^  |J,  bo   folgt  durch 

Multiplikation  di  r  Ditk-rentiaigleichung  \  ==  fix)  mit  L{x^  5)  und  Produkt- 
integration eine  I utegral gleich uni^'  *2.  Ar(  (mit  unsymmctrischora  Kernel  für 
die  den  Randbedingungen  genügende  Lösung  und  man  kann  dann  auch 
zeigen,  dafi  sie  im  allgemeinen  eindeat^  lösbar  sein  mofi.  Diese  Methode 
svr  Lösung  der  Bandwertaufgabe  Ififlt  sieh  unmittelbar  auch  auf  partielle 
Differentialgleichungen  allgemeinster  Art  anwenden.  Man  bedarf  nur  einer 
Funktion  L,  die  lediorlirh  gewissen  i^tr-tigkeits-  und  Randb^'rliTisrnnp'Pn  — 
nicht  einer  Diüereutiaigieichung  —  genügen  muß,  und  die  sieb  daher  stets 
leicht  konstmimn  l&fit  Der  Vortragende  gibt  als  Beispiel  X  fOr  ein  ebenes 
Gebiet  mit  stetig  gekrümmter  Bandkurve  und  die  Bandbedingung  des  Yer- 
schwindens  auf  dieser  au,  die  also  die  einfachste  Lösung  der  Randwert- 
aufgabe snw'P  der  konformen  Abbildung  für  solche  Gebiete  gestattet.  — 
6.  Sitzung  am  4.  JJesanhfr  1006.  C.  Caratheodory  referiert  über  die  den 
Gesamtverlauf  der  geodätischen  Linien  betreffenden  Arbeiten  von  H.  Poincar» 
und  J.  Hadamurd.  —  7.  SUxung  am  11,  Dexember  1906,  H.  Minkowski 
gibt  einen  eingebenden  Bericht  über  dw  Entwicklungsgang,  welchen  die 
Strablungstheorifi  dnroh  die  Untersuchun^^eTi  von  H.  A,  Lorentz,  \V.  Raylpiffb, 
W.  Wien  und  M.  Planck  genommen  hat.  —  8.  Siizmm  am  IS.  JDcznnbrr 

1906.  M.  Abraham  referiert  über  U.  Witt«:  „Über  die  Möglichkeit  einer 
mechanischeo  ErUftruug  der  elektromagnetischen  Erscheinungen".  —  9.8iteuf^ 
am  8.  Januar  1007.  K.  Sch warzscbild  spricht  über  die  Anwendung  der 
Wahrscbeinlichkeitsrechnuncr  J^^iJ"  Astronomie.  —  10.  SUzung  am  15.  Jauuor 

1907.  F.  Koebe  trägt  über  automorphe  Funktionen  vor. 

Mathematische  Gesellschaft  zu  Charkow.  Am  12  /25.  November  1906 
wnrde  die  .Jabressitzung  abgebalten.  F<  wurrlrn  folgende  Herren  einstimmig 
zu  Ehrenmitgliedern  gewählt:  G  Darboux,  Mittag-Leffler,  F.  Klein, 
D.  Hilbert,  G.  Cantor  und  Adolf  Mayer.  —  Der  neue  Y<mitand  setzt 
sich  folgendermafien  zusammen:  Vorsitzender  —  D.  Sintzow,  Vize- 
präsidenten —  A.  Grusintzew  und  C.  Russjan,  Sokret&r  —  A.  Prze- 
horsky. 

The  Londoii  Hathematioal  Soeie^.   Auf  der  am  H.  November  1906 

abiiehaltenen  Jahrosversamnilurc  wurden  -mm  Vurslnnd  irew.ihlt:  W. Burnside 
als  Präsident.  A,  K.  W.  Love  und  U.  H  (irace  als  behriitiührer,  J.  Larmor 
als  Schatzmeister,  ferner  zwei  Vizeprusidentcn  und  10  Beisitzer.  Der  wissen- 
schaftliche Teil  der  Versammlung  umfafite  folgende  Vortrüge:  Forsyth, 
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Fartul  düfferantial  equations,  some  criticisms  and  some  suggestions.  Dixon, 
Harmonie  pipansions  of  functions  of  two  variables.  Watson,  General  so- 
lutiün  of  Laplace's  equation  in  n  dimensinns.  Hiltoii,  Oii  subgronps  of  a 
finite  aheliau  group.  Campbell,  On  Bücklund»  iraiiüfurmatiou  aud  the 
puüal  differential  eqioation  S FQc,  y,  s).  Bateman,  InverMon  of  a  double 
integral. 

JUnexloan  Mallieiiiatieal  Soelety.   Die  13.  Jalireavenaiiunliiiig  wtirdo 

am  28.-29.  Dezember  1906  in  der  Columbia-UmTewitÄt  zu  New  York 
City  abgehalten.  Das  wissenschaftliche  Procrramni  umfaßte  folgende  Mit- 
teilungen: Slocum,  The  rational  basis  of  mathematieal  pedagogy.  —  Griffin, 
On  the  law  of  gravitation  in  the  binary  Systems.  —  McMahon,  A  diffe- 
rential  property  of  the  lamellar  Toctor  field.  —  Hntcliinsonf  A  metbod 
of  constructing  the  fondamcntal  region  of  a  discontinuous  gronp  of  linear 
tiansfoniiations.  —  Vehlen,  CoUineutions  in  a  finite  jirojt^rtive  geometry.  — 
Lougley.  Some  partirnlar  snhitions  in  the  probleni  ot"  »  boi]i"s  —  blasen, 
The  expanäiuu  oi  an  arbitrary  iunetiou  in  terms  of  uormul  luiictiou».  — 
Garmichael,  On  Enler's  ip-funetion.  —  Bannm,  On  the  group  of  ctasses 
of  contcraent  matrices.  —  Keyaer,  Girele  ränge  trantTeisals  of  circle  ranges 
in  a  plane:  a  problem  of  eonstrnction.  —  Keyser,  Concfminj^''  tlic  analytic 
treatment  of  geomctric  invoiution.  —  Coble,  A  gpnrralizarion  ot  tlie  plane 
Hesse  coniiguration.  —  Coble,  Involutory  Cremomi  transtormations.  — 
Snyder,  Biralional  transformations  of  curves  of  high  genus.  —  McKinney, 
On  the  continued  firaetions  representing  properly  aad  improperly  eqnivalent 
real  numbera  in  a  system  of  continued  fractions  depending  on  a  variable 
parnmetfr.  —  Hawkes,  On  elementary  divisors.  —  Wilson,  Rotations 
in  higher  dimensions.  —  Kasner,  Systems  of  extremals  in  the  calculus  of 
variations.  —  Kasner,  The  motion  of  a  particle  in  a  resisting  medinni.  — 
Story,  Denumerants  of  double  differentiants.  —  Stephens,  Note  on  a  System 
of  curves  of  elass  n  and  order  2(w — l).  —  Gillespie,  On  the  construction 
of  an  integral  of  Lagrange's  equation  in  thr-  calculus  of  variatiuns.  — 
äharpe,  The  generai  circulaüon  of  tlie  atmospbere.  —  Carver,  Sets 
of  quadric  spreads  connected  with  the  eonfigurafion  ^. 

Aiuerican  Mathematieal  Society.  Proposcd  SouÜi iccsierrt  Siifioti.  lu 
Lolumi'Ki,  Missouri,  fand  am  1.  Dezember  190G  eine  vorbereitende  Sitzung 
der  geplanten  Southwestem  Section  statt.  Es  wurden  in  dieser  Sitxang 
folgende  Vorträge  gehalten:  Arnes,  Note  on  the  orientation  of  a  secant.  — 
Börger,  On  tlic  dcterniination  of  thp  snhgronps  of  the  spt't  ial  linoar  tornnry 
homogpnonns  group  in  the  Galois  tieid  jr.  Preliminary  r<  pntt.  —  < 'In-.s.sin, 
On  a  partunilar  case  ot  motion  of  the  polytrop.  —  Dean,  The  equations 
of  motion  of  a  compressible  fiictionless  fluid.  I^liminary  report.  —  Dodd, 
Ineomplete  double  sequences  as  exemplified  by  infinitesimals.  —  Epsteen, 
The  probable  error  of  a  measuremont  a  unit  in  length.  —  Glenn,  On  a 
class  of  Operation  group»?  of  order />'"'"> 7'"'^''.  —  Kellogg,  Harmonie  fnnr- 
fcious  on  the  boundary  of  their  region  of  delinitiou.  —  Miller,  Groups  in 
whidi  erery  subgroup  is  either  abelian  or  dihedral.  —  Moore,  Note  on 
Fourier's  Gonstants.  • —  Newson,  Real  conformal  transformations  in  Space. 
—  Porter,  Change  of  variable  in  a  multiple  integral.  Porter,  Pringsheim's 
criterion  for  ezpansibility  in  Taylors  series.      Schmiedel,  The  polynoraial 
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coefficient  geneialized  and  extended.  —  Wernicke,  On  interlocking  and 
knotted  curves  and  surfacps.  —  Westfall,  Generalization  of  the  fondamental 
theorem  of  Fourier  constants. 


%  Pnisavfjjf^on  nnd  gekrönte  Prelssolirlfteii. 

Freisverteilung  der  Akademie  der  Wissensohaften  sa  Paris.  In 
ilirer  Jahressitzuog  am  17.  Dezember  1906  hat  die  Pariser  Akademie  folgende 
PreiM  im  Gebiete  der  mathematischen  WineaBchaften  verteilt: 

Den  Grand  Prix  d<s  Sciences  meUhemaUques ,  SOOi)  Fr.,  (Perfectionner 
en  quelqup  poiiit  important  rrtudc  do  la  convergence  des  fraetions  rrontinues 
algebriquosl  :ui  H.  Pade,  De  Montessus  v.nd  Anrie.  —  Den  Prix  Franconr. 
1000  Fr.,  an  E.  Lemoine.  —  Don  Prix  Poucdd^  2ÜO0  Fr.,  an  Guichard. 

—  Den  JRr/«  Jfonfyo»,  700  Fr.,  an  6.  Mari^  fttr  seine  Untersachimgen 
über  die  Schwankungen  der  Eisenbahnwagen.  —  Den  Prix  BoihaUp  1300  Pr^ 
an  E.  Mail  h  l  tür  hydraulische  uukrirdischo  Untersuchungen.  —  Den  Prix 
Mnmrfj,  2500  Fr.,  an  Stodola  in  Zürich  für  sein  Wei-k  über  die  Dampf- 
turbinen. —  Den  Prix  Laianüe,  540  Fr.,  je  zui*  Hälfte  an  die  Astronomen 
Aitken  nnd  Hussej  fftr  ihr»  Arbeitoi  Über  Doppel-  mid  mdtrfaehe  Stern». 

—  D«a  Prix  Valgy  460  Fr.,  an  Palisa  für  die  Gesamthät  seiner  astro- 
nomischen Arbeiten.  —  Die  MiduiUc  Janssen  an  A.  Rieco  für  seine  Arbeiten 
zur  physischen  Astronomie.  —  Den  Prix  Wi^de,  4(»<)()  Fr  ,  je  zur  Hälfte 
an  Termier  für  geolugi^cbe  Arbeiten  und  an  Massau  tür  seine  Arbeiten 
jn  angewandter  Mechanik,  insbesondere  «em»  Untnsuohungcn  11b»r  graphische 
Integration.  —  Den  Prw  du  Barm  de  JoBsf,  3000  Fr.,  an  Demoulin  fftr 
4»ine  Untvrsttchnngen  in  der  Differmtialgeometrie. 

Prelawaffcaben  der  Akademie  der  WlBseiiBohaften  na  Parto.  FOr 

die  Jahre  1907  bis  1910  bat  die  Pariser  Akademie  in  ihrer  JaJbreSTerSamnlung 
vom  17.  Dezember  1906  folgende  Preisanfgaben  gestellt: 

1907:  Prix  Francccitr,  1000  Fr.,  für  den  Urh*^ber  von  Arhcit'^n  Hie 
für  den  Fortschritt  der  reinen  oder  angewandten  mathematischen  AViiseu- 
schaften  nütslieh  sind.  —  PH»  BmccleU  2000  Fr.,  für  ein  Werk  über  an- 
gewandte Mathematik.  —  iVi«  Lalmi^,  540  fV.,  für  die  wertToUste 
Beobachtung,  Abhandlung  oder  Arbeit  über  Astronomie.  —  IVia?  Fair,  460  Fr., 
für  die  intLicssaiiteste  astronomisch«  T!t obaohtung  des  Jahrrs. 

190H:  (huisd  Prix  drs  Scirnces  nmthematiqucs,  3000  Fr.,  Keaiisor  un 
progres  important  dans  l'etude  de  la  deformation  de  la  surface  generale  du 
Mcond  degr^.  —  Prix  Foumeyrm,  1000  Fr.,  fttr  das  Thema:  i^tude  thioriqae 
oa  exp^rimentale  des  turbines  a  vapeur.  —  Prisß  Janssen,  goldene  Medaille, 
für  einen  wirlititren  Fortschritt  in  der  physischen  Astronomie.  —  Prix 
Damoisran,  2UOU  Fr.,  für  die  Behandlung  der  Aufgabe:  Theorie  de  la  planete 
Eros  basee  sur  toutes  les  observutions  faite.«?. 

1909:  Prix  Bordin^  3000  Fr.,  filr  folgende  Aufgabe:  L'invariant  absolu 
qni  represente  le  nomin«  des  int^rales  doubles  distinctes  de  second»  espece 
d'nne  snrface  algebrique  depend  d  un  invariant  relatif  p,  qui  joue  un  röle 
important  dnTT?  la  theorie  des  inti'unales  de  difierentielles  totales  dr  troisieme 
espece  et  dans  celics  des  courbes  algebri(^ues  tracees  sur  la  surfacc.  On 
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propose  de  taire  une  etude  approfondie  de  cet  iuvariant,  et  de  chercher 
natäminent  comment  oo  povrrait  trouynr  m  ralenr  exa4jte,  au  moins  pour 
«les  categories  eteadnas  de  surfaces.  —  Prix  Taittant^  4000  Fr.,  für  die 
Anftrabe:  Pt-rfectionnor.  rn  nn  point  iraportant,  rappUcation  des  principe« 
<le  la  dynaiiiique  des  Haides  a  la  theorie  de  Thelice.  —  Prix  Boileau^ 
1300  Fr.,  für  Uatcrsuchungen  über  die  Bewegung  von  Flüssigkeiten.  — 
Prix  Gr.  de  Fant^eotdant,  700  Fr.,  fOr  Uateraiidiiuigen  zur  Humnelsmedbaiiik. 
—  iViaf  Bmowx,  2000  Fr.,  f&r  ArlMitea  Uber  die  Geschichte  der  exakten 
Wissenschaften.  —  Prix  Petit  dVrmoy^  10  000  Fr.,  fttr  ArbeitMl  MB  dem 
<7ebiet  der  roinen  nder  angpwandten  Mathematik. 

1910:  Prix  Pierre  Gusmann,  100  000  Fr.,  fttr  die  Entdeckuncf  eiucs 
Verkehrsmittels  mit  einem  Sterne  außer  Mars.  Eventuell  werden  lülü  die 
Zinsen  von  5  Jahren  verteilt  für  einen  wertvollen  Portsehritt  in  der  Astro- 
nomie. —  Prix  Leeontr,  50  000  Fr.,  für  l)  Urheber  von  neuen  und  wich- 
tippn  Eiitil'  ckuTigcn  anf  dem  Gebiete  der  Mathematik,  Physik,  Chemie  usf., 
2)  tür  Urhfhfr  neuer  AiuvenrlnTippn  dieser  Wissenschaften,  die  bessere 
Resultate  liefern  als  die  bisher  erzielten. 

Die  nAlier«i  Bedbgungen  fttr  die  Vr9iä»ewvr\mag&a  sind  in  den  Com]ite8 
rendns  vom  17.  Dezember  1906  angegeben. 


3.  HoehBolniliiaelirioliteii. 

UniTeraitftt  BeidelbedES.  Don  ao.  Professor  Dr.  Karl  Boehm  wnrde 
•ein  Lehrauftrag  für  ElementannatfaemaAik  erteilt. 

müTanitSt  Wien.   Hofrat  Prof.  Dr.  Edmnnd  Wei0,  Ordinarius  der 

Astronomie  und  Direktor  der  Universitäte-Stemwarte,  wird  im  Laufe  dieses 
Studienjabros  die  akademische  Altersgrenze  erreichen  und  infolgedessen  in 
4en  Buhestand  übertreten. 

4.  PersonalnaclirlolLteiL 

Svaennangen,  Auszeietamuigen  uaw.: 

Professor  Dr.  Baire  wurde  zum  Professor  an  der  UniversitSt  zn  D\ion 

ernannt. 

Dr.  S.  Epsteen  wurde  zum  ao.  Professor  der  Mathematik  au  der  Universität 

von  Colorado  ernannt. 
Pjrofessor  A.  Q.  Greenhill  erhielt  für  seine  üntersuchungen  über  die  An» 

Wendungen   der  elliptischen  Funktionen  von  der  Bojal  Society  eine 

goldene  Medaille. 

Professor  Dr.  £.  Haeut/schel  in  Berlin  wurde  zum  Mitgliede  der  Leopold.- 

Carol.  Akademie  in  Halle  gewlIlilL 
Professor  Dr.  H.  A.  Lorentz  in  Leiden  wnrde  zum  answilrtigen  Mitgliede 

der  Oesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingon  ernannt. 
Professor  Dr.  R.  Müller  an  der  TechuiscluMi  Hochschule  zu  Braunschweig, 
hat  einen  Huf  als  o.  Professor  der  dar>iielienden  (icometrie  an  der  Tech- 
nischen Hochschule  zu  Darmstadt  (als  Nachfolger  von  G.  Sehe f fers) 
znm  1.  April  d.  J.  angenommen. 

JahiwbMrtQht  4.  D«ata«liaa  9lBttam.-V«nliilgnAg.  XVI    Hcfl  l,  6 
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Professor  Dr.  F.  Foske  in  Berlin  wurde  zum  Mitgliede  der  Lcopold.-Carol. 

Akademie  in  Halle  gewfthlt. 
Lord  W.  Rayleigh  in  Witham  wurde  zum  avawlrtigen  Mitgliede  der 

Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingfn  ernannt. 
I>r.  C.  K.  Russjan,  o.  Professor  an  der  technischen  Hochschule  Lemherg, 
wurde   zum   o.  Professor  der  reinen  Mathematik  an  der  Universität 
C?h«Tlrow  ernannt. 

Habiii  tationea ; 

Dr.  E.  Großwauu  habilitierte  sich  als  Privatdoy.ent  der  Astronomie  an  der 

Universit&t  Mftnehen. 
Dr.  F.  Kit  hitz  hat  sich  mit  einer  Antrittsvorlesung  über  ..Die  Elemente 

der  JSlektronenlehre**  an  der  Universität  Berlin  habilitiert 

Gtortorbeai: 

Professor  Dr.  Enno  Jürgens  an  der  Technischen  Hochschule  in  Aachen, 

Mitglied  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  ist  am  5.  Januar  1907 

im  Alter  von  f)6  Jahren  daselbst  gestorben. 
Professor  Dr.  A.  Mannheim,  bis  1901  Professor  der  Geometrie  an  der 

£eole  PolTtechnique  za  Paris,  ist  am  11.  Deaember  1906  im  Alter  von 

75  Jahren  gestorben. 
Dr.  J.  A.  Oudemans,  Professor  der  Astronomie  an  der  UniversitUt  zu  Utrecht, 

ist  daselbst  am  13.  Dezember  1906  im  Alter  von  78  Jahren  gestorben. 


5.  VdriuibclLt6ä. 

Neue  mathematische  Modelle.  Im  Verlage  von  Martin  Schilling 
zu  Halle  a.  S.  i.st  kürzlich  eine  Reihr  neuer  mathematischer  Modelle  und 
Apparate  erschienen,  auf  die  auch  au  dieser  Stelle  aufmerksam  gemacht 
werden  idöge.  Znnftchst  als  No.  5  der  Serie  XSX  des  bekannten  Schillingschen 
Katalogs:  Gipsmodell  des  Ortes  der  Sebnenmittelpunkte  Mner  Banmknnre, 
auf  Veranlassung  der  Professoren  Pinsterwalder  uml  Vdß  in  Mönchen  aus- 
gefübrt  von  K.  Böhmlilndcr.  Ferner  ist  orschienen  Serie  XXXII,  No.  1—5. 
Diese  Serie  umfaßt  folgende  Modelle  und  Apparate:  No.  1:  Ellipsenzirkel, 
von  Karl  Hohn;  No.  2:  Bewegliches  Holzmodcll  zur  Erläuterung  des 
Bandelinsehen  Satzes,  von  Ernst  K5tter;  No.  3:  Modell  rar  Demonstration 
dtr  liiuiiiücheu  Entstehnngsweise  der  Kegelschnitte  unter  Zugrundelegung 
des  Dandelinschen  Satzr-s,  von  0.  Hihlelnundt;  No.  t  und  5:  Dmidimen- 
sionnle  Netz''  zu  vierdiiiionsionaleu  Körpern  von  II.  (J  ;iei  schenbergerj 
ujid  zwar  xSo.  -i  Netz  de»  Füutzells  und  No.  5  Netz  des  Achtzells. 
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Literarisches. 

1.  Notizen  und  Bespreuliungen.. 

Gatiß'  Werke.  WeiterfiihTOng  der  von  der  Kfinigl.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Göttingen  Teranstalteten  Gesamtausgabe  ron  Karl 
fViedrieh  Qavfi'  Werken.  In  10  BKuden.  Band  YH:  Theoria  motns 
nnd  Theoretisch- As tronomiiieliey  Nachlaß.  (Parabolische  Bewegung, 
StSmngen  der  Ceres  und  der  Pallas,  Theorie  des  Mondes.)  650  S.  4*. 
Leipug  1906,  in  Kommission  bei  B.  G.  Teubnor. 

Nachdem  die  ersten  sechs  Bände  bereits  vor  mehr  als  30  Jahren  er- 
schienen sind,  schreitet  jetet  die  Fertigstelliuig  der  Gesauiüiusg^bc  i^uit  1900 
wieder  regelmäßig  fort  und  gebt  dem  ÄhsohhiB  entgegen,  im  genannten 
Jahre  erschien  der  acht»  Band,  im  Jahre  1903  der  nennte  nnd  jctst  wird 
der  siebente  der  Öfffintluhkeit  übergeben,  so  daß  nur  noch  der  zehnte  Band 
zu  erwarten  ist,  welcher  die  Gesamtausgabe  alischließen  wird.  I^ber  den 
Fortgang  des  Unternehmens  in  seinen  einzelnen  Ötadien  vergleiche  man  die 
Berichte  von  Herrn  F.  Klein  in  den  Nachrichten  der  K.  Gesellschaft  der 
Wissenicbaften  (geschiftliehe  MitteUnngen)  von  1898  an. 

Der  vorliegende  von  Herrn  M.  Brendel  in  Göttingen  bearbeitete  Band 
ist  astronomischen  Inhalts  und  schließt  sich  unniittelbur  an  Band  VI  an;  er 
wird  eingeleitet  kiurch  den  Neudruck  der  Theoria  motn$,  welche  zTrar  schon 
von  Schering  im  Verlage  von  F.  A.  Perthes  1871  in  einer  der  Gesamt^iusgubo 
entsprechenden  Ansstattnng  nen  herausgegeben  worden  ist;  jedoch  bat  die 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  immer  an  der  Ansicht  festgehalten,  daß  hiormit 
der  s()iiteren  Aufnahme  der  Theoria  motus  in  die  Gesamtausgabe  nicht  vor- 

gegrift'en  .sein  könne. 

Im  übrigen  eulhtilt  der  Band  die  Bearbeitung  der  astrouomischeu 
Nachlaßstttcke,  nnd  zwar  aoßeir  einigen  BeitrSgen  znr  elliptisehen  nnd  para- 
bolischen Bewegung  die  sehr  umfangreichen  GauBschen  Untersuchungen  über 

die  Störun<?en  der  Ceres  und  der  Pallas,  sowie  dt-n  Entwurf  einer  Mond- 
theorie. i>as  Hauptinteresse  wird  sich  aui  die  Arbeiten  ül«  r  dir-  St<iruiigen 
der  Pallas  konzentrieren,  über  die  man  seit  Jahrzehnten  mit  bpannung 
AufklBmng  erwartete. 

Bncfwocliscl  zwisclicn  C.  G.  J.  Jacobi  und  M.  H.  Jaoobi.  Ileraus- 
gegebeu  von  Dr.  W.  Ahrens  in  Magdeburg.  (A.  u.  d.  T.:  Abhandlungen 
znr  Geschichte  der  mathematischen  WissMischaften  mit  Einsidilnß  ihrer 

Anwendungen.  Begründet  von  Moritz  Cantor.  XXII.  Heft.)  liQt  2  Bildnissen. 
[XX  n.  282  S.]   gr.  8.    Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner, 

Das  Buch  umfaßt  den  Briefwechsel  zwischen  dem  Mathematiker  .Jacobi 
und  seinem  lllt^jren  Bruder,  dem  Erfinder  der  Galyanoplastik.  Soweit  der 
erster«  in  Flage  kommt,  darf'  es  als  ein  er^vünschter  biographischer  Beitrag 
auch  nach  dem  behannten  Koenigsbergerscben  Werk  über  Jacobi  gelten;  fllr 
IT.  H.  Jaoobi,  über  den  m  ein  größeres  Werk  überhaupt  noch  nicht  gibt, 
sondern  nur  kürzere,  zudem  vorwit^Tnd  in  russischer  Sprache  ab).,M'faßte 
Skizzen,  darf  das  Buch  als  Vorarbeit  einer  Biographie  angesehen  werden. 
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Die  Briefe  sind  von  dem  Heraiisfrcber  durch  zahlreiche  Anmerkungen  in 
allen  Punkten  genau  erlltntert;  ein  umfangreiches  und  auspiebig  verwertetes 
Material  von  bisher  uupublizierteu  Gelehrten-  und  Familienbriel'en  stand 
ihm  UOTlMt  zur  Verfligung.  Als  besonders  interessant  verdienen  unter  den 
letzteren  hervorgehoben  zu  werden  die  Briefe  C.  G.  J.  Jacohis  aus  Italien 
{1843''44).  Alle  Briefe  bieten  nirlit  nur  dem  Fachmann,  somlern  auch  dem 
Laien  wegen  ihres  vielseitigen,  geistreichen  und  aligemein  verständlichen 
Inhalts  eine  genußreiche  Lektüre.  • 
Magdeburg.  W.  Abssks. 

0.  G.  J.  Jaoobi  als  Politiker.  Ein  Beitrag  zu  seiner  Biographie  von 
Dr.  W.  Abrens  in  Magdeburg.  (Erweiterter  Sonderabdmck  ans  der  Bibliotbeea 
]fathemati4sa.  3.  Folg».  VII.  Band.)  [45  8.]  gr.  8.  Leip«gl9a7,  RQ.Teaboor. 

Daß  C.  6.  J.  Jacobi  sich  in  der  Revolutionsüra  politisch  betfttigt  bat« 

ist  in  Fachkreisen  vvolil  allgemein  bekannt.  Eine  eingehendere  nnd  an- 
schauliche Schilderung  dieser  kurzen  Lebensperiode,  in  welcher  der  be- 
rühmte Mathematiker  im  Vordergrunde  des  politischen  Lebens  der  preußi- 
aeben  Hauptstadt  stand,  ejdstierte  huih&t  nidit.  Der  Ver£user  dieser  Sebrift 
gibt  eine  solche,  wobei  er  sich  auf  die  einschlägige,  insbesondere  auf  dia 
Tagesliloratur  stützt  und  daneben  vielfachen  riebrauch  von  dem  gleichzeitig 
erschienenen  „Briefwecluiol  zwüicheu  C.  G.  J.  Jacobi  und  M.  H.  Jacobi"  macht. 
Magdeburg.  W.  Ahukns 

O.  Heese,  Vorlesungea  aus  der  analytischen  Geometarie  der  geraden 
Zilnie,  dM  Fonktes  und  des  Sxeisea  in  der  Bbene.  4.  Auflage,  reri- 
dittt  und  ergSnat  von  Dr.  8.  Gnndelfinger,  Professor  an  der  Tecbnisehen 
Hochschule  an  Dannstadi  [VIH  n.  251 8.]  gr.  8.  Leipug  1906,  B.  G.  Tenbner. 

Das  vorliegende  klassische  Lehrbuch  dient  dem  Stndinm  der  Geometrie^ 
sowohl  auf  der  Schule  als  anf  der  Universität. 

Die  behandelten  Gegenstände,  sowie  die  notwendigen  Voraussetzungen 
sind  der  SpbBre  des  Schulunterrichts  entnommen.  Die  einsige  Ausnahme 
hiervon  bildet  die  siebente  Vorlesung.  Sie  durfte  indes  nicht  wegbleiben, 
weil  sie  ein  sprechendes  Zeugnis  ablegt  f&r  den  innigen  Zusammenhang  der 
Geomrtrie  mit  der  Algebra. 

Die  \  orlesungen  sind  wesentlich  akademische.  Darum  beschränken  aie 
sich  nicht  anf  die  in  der  Schule  gezogenen  Grenzen,  sondern  geben  in  er* 
weitertem  Rahmen  ein  Bild  der  Wissensdiafb  in  ihrer  jetaigen  Form. 

Ihre  Aufgabe  ist  gefallig  anzuregen  und  zu  weiteren  Entdeckungen  zu 
ermuntern.  Dabei  können  sie  aber  doch  dem  Zubnrer  oder  Le^er  die  Mühe 
der  Arbeit  und  des  Nachdenkens  nicht  ersparen,  oime  die  man  weder  in  der 
Wissenschaft  noch  in  dem  Leben  Gewinn  und  Befriedigung  hat. 

In  der  4.  Auflage  hat  der  Herausgeber  zahlreiche  Änderungen  und  Zus&tze  im 
Texte  gemacht  und  einige  Ergänzungen  am  Sehlaß  des  Bucherfllr  sich  beigefügt. 

Vraas  Foolia.  Beitrige  aar  Theorie  der  elektriedhen  Sohwin* 
gungen    eines  leitenden  BotationaeUipeoIdea.  Inauguraldissertation. 

München  l*>nr,. 

Die  Eigenschwingungen  eines  gestreckten  Kt»tationspllipsoides  sind  zu- 
erst von  dem  Unterzeichneten  bebandelt  worden.^)    Das  Problem  ist  fttr  die 

1)  M.  Abraham.    .Vnn.  d.  Physik.    IUI.  6ü.  S.  135.  1898. 
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dmhtlose  Telegraphie  von  grofler  Bedeutung,  d«  man  es  anf  die  Eigen- 
8cbw*ngimgeii  des  Sendednlits  anwenden  kann.  Von  einem  sokhen  „Sendei^ 
oder  „Erreger"  werden  elektromagnetische  Wellen  in  den  Raum  hinaus- 

gesandt;  daß  dem  so  ist,  d.  h.  daß  in  ^roQ'^r  Entfernung  die  Wellfn  fort- 
eilen, uud  nicht  etwa  auf  den  Sender  hiuiauten,  ist  eine  sehr  wesentliche 
Bedingung  des  Problems;  dadoroh  imtersclieiden  sich  die  Eigenschwingungen 
des  Hwtzseben  Enregers  von  den  Eigensohwingongen  eines  abgesclilosaenen 
Systems.  Die  eng  mit  dieser  Bedingung  verknüpfte  Strahlungsdämpfimg 
uberwiegt  weitaus  die  Dämpfung,  welche  infolge  '1  r  Jouleschen  Wärme- 
entwicklung statttindet.  Im  Hinblick  hierauf  hat  der  Unterzeichnete  den 
idealen  Grenzfall  eines  vollkommenen  Leiters  der  mathematischen  Behandlung 
zugrunde  gelegt  In  der  Dissertation  von  F.  Fuchs  banddt  es  sich  um 
die  Schwingungen  eines  Ellipsoldes  von  endlidier  LeitßÜugkeit,  weldies  in 
ein  isolierendes  Medium  eingebettet  ist. 

Zunächst  in  engem  Anscbluü  an  meine  Methoden*)  werden  m  die 
Maxwellschen  (jileichuugeu  allgeuieino  orthogonale  Koordinaten  eingeführt, 
imd  SU  Botatiottssjmmetrie  nnd  sn  cAUptisehen  Koordinaten  übergegangen. 
Die  Integration  duzoh  Produkts  führt  auf  die  gewöhnliche  Differentialgleichttng 

Es  ergibt  sich  die  Aufgabe,  Integrale  dieser  Differentialgleichung  zu  finden, 
welche  sowohl  in  der  Umgebung  von  ff  —  -\-  1,  wie  in  der  ünigebnnp  von 
^  ~  —  1  sieb  als  Potenzreihen,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  (y  —  l) 
bezw.  (y -\-  1)  fortschreitend,  dai^tellen.  Sind  die  Konstanten  und  K 
so  gewBhlt,  daß  ein  soldlies  Litegral  JSr(y)  enstieit,  so  muß  es  —  das  hatte 
ich  behauptet,  nnd  wie  ich  meine,  bewiesen  —  entweder  eine  gerade,  oder 
eine  ungerade  Funktion  von  //  sein.  Herr  F.  Fuebs  behauptet  demgegen- 
über, es  gäbe  nur  gerade  Integrale  Er  begründet  diese  Behauptung 
durch  folgende  eigentümliche  funktionentheoretische  Betrachtung  (L  c.  S.  17): 
Es  sei 

^(ji)  das  in  der  Umgebung  von  y     -f  t , 

^(y)  das  in  der  Umgebung  von  jf »  —  1  regulSre  üitegraL 

In  dem  gcmciiiSiDnen  Kouvergeuzgebiet  der  betrefieuden  lieiheu  muli 

gelten: 

j^(y)     d  .  J]|(y).       Indem  er  nun  fttr  y  »  0: 
Ji(0)«  JSi(O) 

findet,  achUeflt  er  auf  <f  b+  1,  und  auf  das  Feblm  ungerader  Integrale. 

Offenbar  versagt  diese  Schlußweise  eben  bei  den  ungeraden  Lösungen, 
für  <]\^  7^:,(()>  =  i;,(0)  —  0  ist.  Hier  hätte  man  =  K,'(0)/Ag(0)  setzen 
iuUsaen,  und  gleich  (~  l)  gefunden.  Schon  das  Beispiel  der  Kugelfunktionon, 
bei  denen  die  Sache  genau  ebenso  Hegt,  hätte  den  Autor  auf  den  richtigen 
Weg  leiten  sollen.^ 

1)  M.  Abraham.    Ann.  d.  Fbjiiik.    Bd.  66.  S.  486.  1898. 

2)  Nachdem  ich  Herrn  Fuchs  brieflieh  auf  seinen  Fehler  aufmerksam  ge- 
macht hatte,  stbrcilit  mir  Herr  F.  Lindemann,  deesen  Rat  für  die  T^is-ertution 
vielfach  maSgebeud  tfewesen  ist,  er  habe  den  Fehler  übersehen,  wegen  der  Uu< 
fibenichtUcbkeit  des  MaDUHkiipts. 
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Alter  wird  der  Verfasser  wenigstens  fttr  die  geraden  Eigenftmletionett 

den  physikalischen  Bedingungen  des  Problems  gerecht? 

Bei  oiullirlier  Leitnihicrlccit  des  EllipsoKdos  verlangen  die  Grenz- 
bnünigungen  der  Maxwell-II urtzsehen  Theorie,  daß  beim  Durchgang'  dnrch 
die  Oberfläche  die  tangentielien  Komponenten  der  elektrischen  und  der 
magnetisohm  Feldstftrke  siidi  stetig  verhaltan.  Sind  sie  erfttUt,  so  folgt 
aus  den  Gnindgleichungen  die  Stetigkeit  der  normalen  Komponente  des 
<3esamtstromes,  der  sich  aus  Leitungsstrom  und  Verschiebungsstrom  zu- 
sammensetzt. Die  auf  di*»  normale  Komponente  der  elektrischen  Vektoren 
bezügliche  Grenzbedingiing  kann  demnach,  als  von  den  andern  nicht  un- 
abhängig, fortgelassen  werden.  Unser  Antor  herlteksichligt  sie  (Gl.  56.  8.  81), 
nnd  zwar  in  fehlexliafler  Wense,  indem  er  die  Stetigkeit  des  normalen 
Yerachiebnngsstromes  aUein  postuliert.  Bo  gefaßt,  entiialten  die  Grena- 
bedinguneren  einen  inneren  WideisjaiK  h,  (ier  den  Weg  zur  richtigen  Lösung 
versperrt  Herr  Fuchs  genügt  nun  den  falsch  augesetzten  Grenzbedingungen, 
indem  er  an  der  Oberfläche  des  Leiters  sowohl  die  tangentieUe,  wie  die 
normale  elektrisohe  Komponente  gleiefa  null  setst  (GL  59,  60).  Hätte 
er  jemals  mit  offenen  Äugen  einen  Hertzschen  Erreger  in  Tiiti>zk(it  ge- 
sehen, so  hatte  er  bemerkt,  daß  sehr  erhebliclit^  Tiadnngen  an  der  Leiter- 
oberüäche  auftreten,  daß  also  in  Wirklichkeit  die  normale  elektrische  Feld- 
komponente dort  keineswegs  null  ist.  Die  tangcntielle  elektrische  Feldstärke 
an  der  Leiteroberflftclie  ^eich  null  zu  setsen,  ist  zwar  ftlr  vollkommene 
Leiter  zulässig,  alter  durchaus  nicht  fUr  Leiter  von  endlichem  Leitvermögen, 
Denn  nach  detu  INiyntingschen  Satze  würde  folgen,  daß  kein  elektro- 
magnetischer Fjuergiestrom  die  OherHüclie  des  Lt'iters  dui'cliset/t ,  d.  h.  kein 
Energieauätauäch  zwischeu  demlmieru  des  Leiters  und  dem  umgebenden  Isolator 
stattfindet.  In  der  Tat  geben  in  die  Gleichung  (62),  welche  die  Freqnenxen  der 
Eigenscliwingungen  bestimmen  soll,  die  Konstanten  des  Isolators  gar  nicht  ein. 
Alles  dieses  zeigt,  daß  die  Ansätze  des  Adtors  ph^vsikali.seh  unViainjar  slud. 

Auch  der  Vorgang  im  Isolator  ergibt  sich  bei  Fuchs  im  Widerspruche  mit 
der  Wirklichkeit.  Die  eingangs  erwähnte  Grundbedingung  des  Problemes  isst 
niobt  erfttUt;  vielmehr  ergeben  sieb  neben  den  fortlaufenden  auch  auf  den  Leiter 
hinlaufende  Wellen  (S.  35).  Und  doch  wird  aufim  weder  eineEnei^equelle,  noch 
etwa  eine  reflektierende  Flileiie  angenommen,  es  ist  daher  ganz  unerfindlich,  wie 
diese  hinlaufendetj  Wi-llen  /.ustaude  kommen.  Der  Autor  w  ürde  sich  ein  großes 
Verdienst  um  die  drahtlose  Telegraphie  erwerben,  wenn  er  ein  Mittel  angäbe, 
die  in  den  Baum  hinaus  entsandte  Strahlung  wieder  dem  Sender  zuzuführen. 

Wir  kommen  demnach  zu  dem  Ergebnis,  daß  die  mathematische  Be- 
handlung des  Erregerproblems  durch  Herrn  F.  Fuchs,  die  übrigens  in 
mancher  Hinsicht  H'^rrn  Tiindemanns  ., Theorie  der  Spektrallinien"*)  nach- 
gebildet ist,  in  keiner  Weise  den  physikalischen  Bedingungen  entspricht. 
Die  Ergebnisse  des  Hezrn  Fuchs  sind  in  prinzipiellem  Widerspruch  sowohl 
mit  dnr  Maxwell  sehen  Theorie,  als  auch  mit  jeder  Er&hrung.  Doch 
darf  man  Tielleicbt  die  größere  Hillfte  seiner  Schuld  den  unglückseligen 
Gestirnen  zuwälzen,  und  sieh  der  Hoffnung  hingeben,  daß  die  Bemühungen 
des  jungen  Mathematikers  künftig  bessere  Erfolge  zeitigen  mögen. 

Göttingen,  Dez.  19ü6.  M.  Abkauam. 

1)  F.  Lindemann.  München.  Ber.  S8.  8.  27«  1008. 
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G.  O.  James.  Elements  of  the  kinematios  of  a  point  and  the 
rational  meöhaaios  of  a  puttele.  XU,  176  p.  New  York  1905, 
Jolm  Wiley  A  Sona. 

mt  dem  vorliegenden  Buche  will  der  Verfasser  eine  Brücke  von  der 

elementaren  Mechanik  zu  den  höheren  Behandhin gsarten  darbieten.  Nach 
einem  kurzen  Kapitel  über  Vektortheorie  wird  di^e  Kinematik  eines  Punkt 
und  die  Mechanik  eines  Massenteilchens  behandelt,  wobei  besonderer  Wert 
auf  die  DanteUung  und  auf  die  Prinzipiell  gelegt  wird.  Anwendungen 
werden  fast  ^bizlicb  bei  Seite  gelassen.  VontttSgesetzt  wird  nur  die  Kenntnis 
der  Difl'erential-  und  Integralrcchminr'  >ind  der  elenifutiuen  Difterential- 
jEfleichnngen;  Probleme,  die  höhere  Keuninisso  erforderu,  sind  entweder  voll- 
stündig  fortgelaäätiii  wurden,  oder  es  sind  nur  Näherungslösungen  angegeben 
worden.  Der  xelativen  Bewegung  und  der  Bewegung  an  der  Brdobexfl&che 
ist  besondere  AnfineAaamkeit  geseliuikt  worden.  0. 

B.Dedekind.  Stetigkeit  und  izxationale  Odilen.  Ihitte  iittvertnderte 
Auflage.    Vn,  24  S.  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.    Braimschweig  1905. 

Die  vorliegende  Schrift,  deren  erste  Auflage  im  Jahre  1^^72  erschienen 
ist,  gehört  unzweifelhaft  zu  den  klassischen  Arbeiten,  so  daß  es  sich  erübrif^t, 
aut  den  zum  Gemeingut  der  Mathematiker  gewordeneu  Inhalt  liier  besonders 
einzugehen.  G. 

Vbeoxle  desSstegralljOgttritlimiis  und  ▼erwandterTvanasendentan. 

Von  Dr.  Niels  Nielsen,  Dozent  der  reinen  Mathematik  an  der  üniversit&t 
Kopenhagen.    [VI  u.  106  S.]   gr.  8.   Leipzig  1906,  B.  G.  Teuhner. 

Die  mathematische  Literatur  des  seit  dem  Erscheinen  der  r!'i  }icr  von 
L.  Maseheroni  (1700)  imd  J.  Öoldner  i  lHOÖ)  verflossenen  Jahrhunderts 
enthält  zahlreiche  Abhandlungen,  die  über  den  Integrallogarithmus  und 
Terwaadte  Funktionen  handeln.  Diese  Arbeiten  geben  zwar  Tersehiedene 
Anwendungen  unserer  Trans /en deuten  und  bringen  auch  hier  und  da 
numerische  'Jatcln  sowie  verschiedene  neue  Eiyenscliaften  derselben;  allein 
die  systematische  Untersuchung  der  oben  genannteu  Funktionen  scheint 
ganz  und  gar  in  diesem  Zeiträume  vernachlässigt  zu  sein,  denn  die  ge- 
ftandenen  neuen  Formeln  und  Lehntfse  ffceben  gans  Tereinxelt  da,  <^ne 
daß  ein  VorsufAi  gemacht  wird,  diese  Eigmsehaften  mit  deu  früher  gekannten 
zu  vergleichen  oder  gar  zu  verknüpfen.  —  Namentlich  scheint  die,  im 
Vorttberirehcn ,  von  Schlömilch  gemachte  Beobachtung,  daß  der  Tntc^al- 
iogarithmus  und  die  Kiampsohe  Transzendente  als  Spezialfälle  in  der  später 
als  F^Tmsdie  Funktion  bezeiehnaten  Traasiend^Dtsn  entbalten  sind,  ganz 
und  gar  unbeachtet  geblieben  sn  sein.  —  Erat  dbarskteristisches  Bdspiel 
in  dieser  Bezwlloiig  bieten  die  interessanten  Kettenbruchentwicklungen ,  die 
in  der  Theorie  unserer  Funktionen  auftreten,  dar;  diese  Entwicklungen, 
die  schöne  L'ntersuchyngen  von  Laguerre  und  Tannerj  lurvorgeruten  haben, 
sind  in  der  Tat,  wie  in  Kapitel  III  meines  Bttchleins  gezeigt  wird,  schon 
ab  SpeziaUUle  im  Kettenbrache  Ton  Legendre  enthalten.  —  Sebon  meine 
Untersuchungen  über  die  Zjlinderfiinktionen  haben  meine  Aufmerksamkeit 
auf  den  Tntegrallogarithmus  und  die  damit  verwandten  Transzendenten 
gelenkt;  diese  Funktionen  treten  in  der  Tat  aueh  als  Spezialfälle  der  dort 
vorkommenden  Transzendenten  auf;  allein  diese  Uutersuchungsmctbode 
scheint  sine  viel  zu  weitschweifige  zu  sein.  SjAter  habe  ich  daher  versucht, 
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ttdt  der  ScUlhiiildisdMm  BeiBtrkug  aU  Ausgaogspunkt,  di«  sdutm  bektanten,. 
sowie  Teiacliiedene  neue  Eigeosebafteii  unserer  Tranaiendenteu  in  sjete- 

matischer  Weise  herzuleiten.  —  Möchte  oun  dieser  Versuch  wttteore  üttter- 
STichim^en  und  vor  allem  prr^ktiselie  Tafellegnngen  der  ebenso  wichtigen 

wie  interessanten  Traoszendtinteu  anregen  1 

Kopenhagen.  .  Niels  Niei-skn. 

Handbuob.  für  Lehrer  höherer  Sobulen.  Bearbeitet  von  A.  Auler, 
0.  Horner,  W.  Oapitaiiie,  K.  Fricke,  E.  Grimsfhl,  K.  Jansen^ 
F.  Kuhlmann,  F.  Lampe,  B.  Land^btirg,  0.  Ljon,  H.  Müllerj  J.  Nel- 
son, A.  Raueeh,  B.  Schmidt,  S.  Stiehler,  H.  Vollmer,  £.  Weede» 
0.  Weissenfeis,  E.  Wernicke,  J.  Ziehen.  Lex.  8^.  [XIV  n.  704  8.] 
Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner. 

Eine  große  Anscahl  im  höheren  Schulwesen  erfahrenpr  und  bekannter 
Männer  haben  sich  hier  vereinigt,  um  em  Handbnch  zu  schaffen,  das  nach 
dem  von  Julius  Ziehen  vertaliteu  Vorworte  nicht  allein  für  die  Leiuer  au 
höheren  Schulen  bestammt  ist,  sondern  auch  seinen  Leserkreis  bei  den  Eltern 
der  Schüler  sucht,  bei  den  nicht  fachmftnmsdi  gebildeten  Mitgliedern  der 
Schul  Verwaltungen ,  bei  den  Hocbschnldozpnton,  als  di-uji-nigou ,  dio  an  das 
Werk  der  höheren  Schule  mit  ihrer  Arbeit  anknüpfen,  und  schlieblich  bei 
den  Vertretern  der  Berufskreise,  die  die  entlasseneu  Zöglinge  der  höheren  Schule 
in  ihre  Dienste  nehmen.  Bei  dem  Interesse,  das  die  Mathematikervereinigung 
den  Fragen  des  höheren  Uutcrrichts  entgegenbringt,  erscheint  eine  clngnbendcre 
Anzeige  eines  .solchen  allgemeinen  Werkes  im  Jahresbericlit  wohl  angeliracht. 

Deu  inneren  Organismus  des  höheren  Hchulwesens  behandelt  auf  30 
Seiten  J.  Ziehen,  der  von  Hause  aus  Altsprachler,  schon  immer  für  die  Gleich- 
berechtigung der  drei  höheren  Schulgattungen  eingetreten  ist  Der  Gnmdsng^ 
seines  sehr  anregend  geschriebenen  Artikels  ist  die  WissenschafUichkeit  des 
Unterrichts  an  den  höheren  Schulen,  deren  ganzer  Lehrplan  auf  mssenschaft- 
licher  Grundlage  aufgebaut  ist.  Ziehen  nimmt  mit  aller  Entschiedenheit 
gegen  jene  Metbodentüftler  Stellung,  die  eine  Zeitlang  hauptsächlich  im 
Anschluß  an  die  Gründung  der  an  sich  so  wichtigen  Gymnasialseminar» 
einen  großen  Einfluß  gehabt  haben.  Am  Sohlnfl  des  ganzen  Werkes  bringt 
Ziehen  eine  „vergleichende  Zusammenstellung  der  Lehrpläne  für  die  höheren 
Schulen  in  den  verschiedenen  deutschen  Rtaaten".  Diese  Zusammenstellung 
ist  sehr  übersichtlich,  aber  nicht  vollständig^  denn  bei  den  sogenannten 
Beformanstalten  ist  nur  der  neuere  Frankfiirter  Lebrplan  berücksichtigt,  der 
dem  natorwissenschaftlichen  Unterricht  in  der  Prima  des  Realgymnanums 
wieder  5  Stunden  zuweist  (3  Physik,  2  Chemie),  wlhrend  ursprünglich  in 
allen  Tfeformrealgymnasien  die  Physik  in  Prima  nnr  zwei  Stunden  hatte^ 
was  jetzt  noch  in  einigen  z.  B.  in  Görlitz  leider  der  Fall  ist,  obwohl  in 
Physik  bei  der  Reifeprüfung  eine  schriftliche  Arbeit  verlangt  wird. 

Die  KuBere  Organisation  des  höheren  Schulwesens  behandelt  auf  33 
Seiten  J.  Nelson,  Provinzialsdiuliat  in  Koblenz.  Der  Artikel  ist  offenbar 
schon  vor  2 — 3  Jahren  abgeschlossen  —  das  Datum  ist  nicht  angegeben; 
andere  Artikel  des  Handbuchs  haben  diese  Abschlußbemerknng.  die  jn  atteh 
bei  der  Enzyklopädie  der  Math.  Wissenschaften  seit  einigen  Jahren  eingeführt 
ist  — ;  jedenfalls  konnte  so  das  wichtige  Buch  Merschs  «Das  höhere  Lehr- 
amt" nicht  mehr  benutst  werden,  in  dem  die  IMenstTorschriften  eingdiend  be- 
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liandelt  werden,  von  denen  Nelson  zu  kurz  und  so  berichtet,  daß  für  Außen- 
Bttthinde  lich  Imcht  «n  fidsoliM  Bild  jener  JnBtrnktionen  «vgibt. 

Xüvtm  LofltnikttOBeo,  die  toil  den  emsdnea  FtovinmischalkoUegieii  in 
den  60-  und  70er  Jahren  wlassen  sind,  erfreuen  sich  in  den  weitesten 

Kreisen  üum  Glück  einer  wohlverdienten  ünbekanntschaft;  denn  nichts  wäre 
geeigneter  die  Freude  an  der  Berufstätigkeit  zu  mindern  als  eine  genauere 
Kenotnis  jener  Instmlctioneiii  von  denen  Morsch  sagt:  Waren  wirklieb  snr 
Zeit  der  deatscboi  Einignngekinipfe  1866 — 70,  da  diese  Instniklionen  ge- 
sehrieben wurden,  die  höheren  Lehrer  in  Preußen  so  schlecht,  so  minderwertig, 
daß  amtliehe  Vorschriften  in  diesen  AusdnioVcn  von  ihnen  spi-echon  konnten?" 

Dazu  kommt,  daß  durch  die  Entwicklung  des  naturwissenschaftlichen 
Unterrichts  die  Verwaltung  der  Sammlungen  eine  ganz  andere  Bedeutung  hat, 
ab  TOT  40  Jahren,  und  daher  die  Befugnisse  der  Verwalter  der  Saaunlungen 
einer  allgemeinen  Eegelung  m.  E.  bedürfen  in  dem  Sinne,  der  in  der 
neuen  roilitän<^chen  Instruktion  durch  das  Wort  Verantwortongifreadigkeit 
ausgedriickt  wird.  — 

Beistimmen  kann  ich  Nelson,  wenn  er  bei  dem  Bericht  über  das  Staats- 
examen Ton  dem  unwissensebaflQiohen  Jagen  nach  Paknltftten  spridit;  es  ist 
das  um  so  erfreulicher,  als  man  sonst  wohl  von  maßgebender  Seite  die 
Verbindung  /  T^.  von  reiner  und  angewandter  Mathematik  etwa  mit  Physik 
für  die  erste  Stufe  als  zuweni^r  Ite/.eichneu  hr>rt  wegen  der  praktischen 
Verwendbarkeit.  Auf  Seite  40  oiuü  es  im  Absatz  Ii  beißen,  nachdem  alle 
t0tS9efweAa/ttteAen  Lehren  .  .  .  Auf  Seite  44  Zeile  8  ▼on  oben  ist  jetst  an 
Stelle  des  Drittels  die  Hälfte  zu  setsen. 

Don  OI)erlt;hrerstan(l ,  seine  geschichtliohL-  Entwicklung  und  heutige 
Lage  behandelt  auf  15  Seiten  auch  für  Außenstehende  recht  orientierend 
Karl  Fricke,  Professor  in  Bremen,  ein  Mitglied  der  Unterrichtskommission 
der  Gesellsohaft  dentseher  Naturforseher  und  Ante.  Br  betont  die  Wichtig- 
keit der  Philosophie  in  der  allgemeinen  Prüfung  und  hiilt  es  für  wünschens- 
wert, daß  die  Kandidaten  sich  mehr  als  bisher  und  nicht  nur  äußerlich 
diesem  Gegenstande  zuwenden.  Ich  glaube,  daü  der  bierin  liegende  \'orvvurf 
fär  die  Mathematiker  im  allgemeinen  nicht  zutrifft.  Jb'ür  die  Kandidaten  der 
spradüieb-bistoriadmi  Bkditong  findert  F.  dne  allgemeine  naturwiseensohaft- 
liche  PrSfung  zum  Ausglei<A  für  die  allgemeine  Prüfung  in  deutscher 
Literatnr.  Ich  kann  darin  F.  nicht  zustimmen.  Es  kann  zwar  nach  der 
jetzigen  Prüfnnt'S'trdnung  soleher  ünfiig  nicht  gut  mehr  vorkommen,  daß 
einem  sehr  vielseitig  gebildeten  und  interessierten  (jetzt  verstorbenen) 
Mathematiker  im  Staatsexamenzengnis  besdieinigt  wird,  daft  er  den  An- 
forderungen ein«  allgemeinen  Baldnng  nur  in  sehr  bescheidenem  HaJe 
genügte,  weil  er  nicht  wuBte,  wo  Lesaing  seinen  Faust  veröffentlicht  hat, 
auch  nicht  genau  den  OedankengaTifr  deg  zweiten  Teiles  des  (ioethischen 
Faust  angeben  könnt«;  trotzdem  aber  .scheint  mir  die  Beibehaltung  dieser 
allgmeinen  Prüfung  recht  überflüssig  und  als  eine  Nichtachtung  des  Beife- 
zeugnisaee.  Einer  fttr  den  Beruf  sdiKdliehen  Emseitigkeit  hilft  sie  m.  E. 
bei  den  Studentoi  nicht  ab,  die  ohne  inneres  Interesse  sich  zuletzt  noch 
Zahlen  und  Namen  einpauken.  Für  die  anderen  aber,  und  ich  glaube  doch, 
daß  das  jet^t  wieder  bald  die  überwiegende  Mehrzahl  ist,  wo  der  Zudrang 
ungeeigneter  Elemente  nachläßt,  ist  diese  Prüfung  etwas  Unwürdiges. 
Außerdem  glaube  ich  nicht,  dafi  die  Mathematiker  an  allgemeinerem,  Hterar- 
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ischsm  Interesse  hinter  den  Vertretem  der  anderen  Fächer  zurückziehen. 
Die  Fortbildung  behandelt  Friche  etwas  knapp;  die  sfiddentsehen  Terhftlt- 
msse  hätten  wohl  auch  herangezogen  werden  können.  Findet  doch  z.  B. 
auf  verschipd*»nen  sfiddentschen  Universitäten  in  den  Kursen  die  Mathematik 
Berücksichtigung,  während  das  In  Preußen  bisher  nur  in  Göttingen  der 
Fall  war.  Jetzt  ist  allerdings  auch  m  König^herg  ein  mathematischer 
Kursus  geplant,  und  in  Berlin  soll  die  darstellende  Geometrie  behandelt 
werden.  Zur  Ergänzung  dieses  Abschnittes  gestatte  ich  mir  auf  meinen 
Vortrag  über  die  Fortbildung  usw.  hinzuweisen.  (Blätter  für  höheres  Schul- 
wesen September  1906). 

Es  folgen  dann  Artikel  über  die  einzehaen  Schulfilcher.  Aus  der  Reihe 
der  sprachlichen  mache  ich  hier  auf  den  lebendiffm  Auftatas  des  Dresdner 
Stadtschulrates  Lyon  über  den  (leuf.-chrn  Unterricht  aufmerksam,  da  ich  es 
für  wUTiscIu  nsv'f'rt  halte,  wonn  häuiii^'er  noch,  als  es  jetzt  der  Fall  ist,  der 
deutsche  Unterricht  wenigstens  in  den  mittleren  Klassen  von  Mathematikem 
gegeben  wird. 

Aus  dem  Artikel  Uber  die  yJ^tilmopJösehe  Riiprädeutä^,  den  dw 
Hallenser  Gymnasialdirektor  Rausch  verfaßt  hat,  erwfthne  ich  sunäehst  die 

interessante  Tatsache,  daß  im  Jahr©  1837  durch  Ministerialverfügung  emp- 
fohlen wurde  den  Unterricht  in  philosophischer  Propr;i<h  utik  den  Mathe- 
matiken! zu  übertragen.  Eine  recht  glückliche  Beschreibung  der  gegen- 
wftrtigen  philosophischen  Bestrebungen  an  den  höherem  Schulen  liefsrt  der 
▼on  Bausdi  benutzte  Begriff  ,^chttlphüo8ophie"  Darunter  Tersteht  er,  da0 
„ein  philosophisch  gebildt^ter  und  interesnerter  Lehrer  in  den  Erfahrungen, 
Anschauungen  und  Kenntnissen  seinen  Schülern  das  philosophisch  BeJeutende 
zu  entdecken  weiß,  da£  er  diese  Ergebnisse  zu  sammeln  und  diese  Gesamt- 
ergebnisse znsammenzusohliefien  rersikeht,  sei  es  im  Fachunterricht,  sei  es 
in  besonderen  philosophischen  Stunden**.  B.  ist  kein  Freund  von  be- 
sonderen Stunden,  und  ich  kann  mich  dem  nur  anschlie0en  trotz  einiger 
ausgezeichneten  Stunden ,  die  ich  vor  eini<rf n  .Tahren  an  einem  höhmischen 
Gynmasium  gelegentlich  einer  Studienreise  mit  anhören  konnte.  Zu  dem 
Literaturrerzeiebnis  auf  Seite  240  sind  bei  den  Zeitschriften  noch  die  j^Ab- 
handlungen  der  Friesschen  Sdanle,  herausgegeben  von  Hessenberg  und 
Nelson**  sn  nennen;  auch  das  Verzeichnis  der  naturwissenschaftlichen  Werke, 
die  geei<rnf>t  sind,  den  philosophischen  Unterricht  zu  vertiefen  und  bereichern, 
bedarf  nach  der  mathematischen  Seite  eine  Ergänzuncr  et%va  durch  Mach,  Boltz- 
mann,  Poincare  usw.j  vielleicht  wären  auch  die  sehr  iuteressautt^u  Erörterungen 
Wellsteins  im  2.  Band  der  Weber» Wellsteinsdien  Ensjldoplidie  hier  xu  nennen. 

Professor  Heinrich  Hflller  in  Charlottenburg,  der  Verfasser  der  in  deSL 
letzten  Jahren  vielfach  einijpführtpn  Anfprabensammhinsjen  nnd  Tiehrbürher, 
bezweifelt  allenliiigs  in  der  Literat uran^^abe  am  Schlüsse  seines  Artikels 
über  Malhemattl,  daß  dieser  Teil  der  Enzyklopädie  der  Schule  nützen  könne. 
Dem  Iteeknm  nnd  der  Matiiematik  sind  58  Seiten  gewidmet  Die  ersten  11 
bringen  one  Ciescfaichte  des  mathematischen  Unteiricbts  von  der  Reformations- 
zrit  an.  Von  Einzelheiten  rnvühne  ich,  daß  nach  der  Reifei)rüfunu'>(irdnung 
■von  18.U  in  der  selirittlicheu  IVüfnnir  an  Stelle  der  vier  raathematischen 
Aut gaben,  eine  nach  bestimmten  vorher  angegebenen  Rücksichten  geordnete 
Übersicht  und  Vergleichung  snsammenfassender  mathematischer  Sfttze  treten 
konnte.   Heute  wird  die  Bearbeitung  von  vier  Aufgaben  aus  varadtiedmen 


Digitized  by  Google 


Idterariidie«. 


91 


Gebieten  der  Mathematik  verlangt-,  es  kann  daher  zu  Mißvcrstfinduis&en 
ftthren,  wenn  Müller  auf  Seite  439  sagt,  da0  heute  je  eme  Aufgabe  ans 
Flammetiie,  Algebra,  Trigonometrie  und  Stereometrie  gestellt  wird,  wobei 

die  planimetrische  Aufgabe  durch  eine  Arbeit  aus  der  analytischen  Geo- 
metrie ersetzt  werden  könne.  Zum  Glück  be.steht  nicht  rine  derartig  enge 
Bestimmung.  £s  werden  vielfach  Aufgaben  gestellt,  die  eine  Verbindung 
der  einseinen  Gebiete  erfordern;  aber  auch  Aufgaben,  die  eine  Rekapitulation 
TertangeUf  wie  s.  B.  Was  Terstdit  man  unter  Logaritbmett?  Welehen  Tor-» 
teil  gewährt  das  Rechnen  mit  ihnen,  und  wie  kann  man  auf  Grund  der 
Dt'fiintionsgk'ichiinrf  der  Lo<rarithmen  eine  Zahl  berechnen?  Für  die 
üasis  2  steile  man  die  Funktion  ;^'=lgx  graphisch  dar. 

Im  Abschnitt  IL  werden  „Umfang  und  Lchmele  des  mathematischen 
Unterrichts  an  den  höheren  Sd^nlen  Deutschlands  nach  den  1904  gdtenden 
Grundzügin"  behandelt.  Ich  erwähne  daraus,  daß  Sachsen  seit  1893  die 
graphische  Darstellung  ausdrücklich  nennt.  Am  geringsten  sind  die  An- 
fordpmnpfpn  in  Bayern.  (Vgl.  hierzu  Pringsbrim  über  den  Wort  nnd  an- 
geblicheu  Unwert  der  Mathematik.  Jahresbericht  d.  ilath.  Ver.  Xili  S.  Üö7j. 
Es  folgen  dann  eine  Reihe  methodischer  Bemerkungen,  bei  den«i  dem 
Rechnen  ein  unverhältsmäßig  großer  Raum  zugewiesen  ist.  Sie  enthalten 
eine  Polemik  gcgpn  M.  Sinion,  iiulcin  Müller  das  Rechnen  mit  ..Dezimal- 
zablen"  vor  dem  mit  IJrücheii  fordert.  Daß  der  Rpcbpniintfn-ifht  durch 
Aufgaben  aus  detu  Leben  der  tiegenwart  sehr  belebt  wird,  betont  M.  mit 
Recht,  und  hierin  ist  sein  mit  Pietiker  suaammen  herausgegebenes  Bedien- 
buch, auf  das  er  wiedeibolt  hinweist,  in  der  Tat  ein  gute.s  Bt  ispieL  Bei 
den  Konstruktionsaufiratien  billigt  er,  und  darin  stiinnie  ich  ohne  weiteres 
bei,  die  Äußerung  M.  Öiinons:  Daß  der  Beweis  vielfach  eine  unnütze  Quälerei 
seL  Unter  den  Verfahren  zur  Lösung  von  Konstruktionsaufgaben  vermisse 
ich  die  Dr^ung,  Spiegelung  und  Farallelversohiebung;  sie  sind  aber  vielleidit 
unter  der  Bezeichnung  geometrische  Analysis  mit  verstanden. 

Aus  der  Algebra  erwähnt  M.  Gleichungen,  die  sich  auf  quadratische 
Gleichungen  zurückfahren  lassen,  insbesondere  auch  kubische  Gleichungen 
mit  einer  ganzzahiigen  Wiu'^el,  weil  „die  Schulprogramme  den  weiten  Um- 
&ng  erkftmen  lassen,  in  dem  mit  Zustimmung  dar  Prorinrialsdiulkollegien 
solche  Au^aben  gestellt  werden.**  Idi  Terfolge  die  Programme  auch  und 
finde  SU  meiner  Freude,  daß  derartige  künstlische  Aufgaben  immer  mehr 
verschwinden  (ich  kann  das  allerdings  statistisch  nicht  belegen).  M.  er- 
wähnt sie  oflFenbar,  um  ein  „seit  lyOO  in  weitereu  Kreisen  bekaimtes  ein- 
faches und  elegantes  Auflösungsverfahren^'  hier  hervorzubringen.  Das  Bei- 
spiel des  Yerfisssers  -f-  1296  »  0  scheint  mir  aber  gerade  mdbt 
für  seine  Methode  zu  sprechen;  ich  meine,  daß  bei  einiger  Übung  im 
funktionalen  Denken  und  in  j^raphischer  Darstellung  der  Schüler  bier  gleich 
erkennen  wird,  daß  eine  Wurzel  zwischen  8  und  10  liegt,  eine  Meinung, 
die  ich  experimentell  bestätigt  habe.  M.  nennt  den  Satz  über  den  Zu- 
sammenhang zwiseben  Eoefißzienten  und  Wurzeln  einer  algebratseben  Gleichung 
„Satz  des  Vieta'",  eine  Bezeichnung,  die  in  der  wisseosebaftlichen  Literatiir 
bisher  wohl  nicht  üblich  war. 

Den  weite^ten  l^aum  nehmen  die  Krinteningen  liher  den  Koordinaten- 
und  Funktionsbegriti'  ein.  Es  wird  ausdrücklieb  betont,  daß  mit  diesen 
Begiiifen  nicht  bis  Prima  zu  warten  ist,  sondern  dafi  sie  schon  von  Quarta 
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und  Untertertia  &n  auftraten  können.  M.  schließt  duui  eine  polemisch  ge- 
haltene Beoprechung  der  Bestrebungen  F.  Kleins  an.  Dteee  Polemik  tritt 
sogar  sweimel  auf,  dadiirrh  daß  M.  nicht  zum  Vorteil  seiner  Darstellung 

Gymnasien  und  Realan stallten  trennt.  Er  bestreitet,  daß  die  von  F.  Klein 
gefordert«  Eiustellung  des  Fuuktionsbegriffes  in  den  Mittelpunkt  des  Unter- 
richte eine  „zeitgemäße  Umgestaltung'^  sei;  auch  vor  dem  Erscheinen  der 
Kleinschen  8dirift  sei  der  Fnnktionsbegriff  schon  vielfaeh  eingeführt  gewesen. 
Ich  kannn  hierin  M.  auf  Grund  meiner  Erfahrung  in  verschiedenen  Provinzen 
nicht  l)Gi.siimmen,  wie  ich  überhaupt  die  wesentlich  ablehnende  Stellung 
Müllers  gegen  die  weiteren  Kleinsciieu  Bestrpbungen  auf  Einfülirung  der 
Differeutiulrecbuuug  nicht  teilen  kann.  Es  iai  hier  nicht  der  Ort  diesen 
GegeosatE  genauer  an  begiünden;  ich  kann  aber  das  Bedenken  nicht  nnter^ 
drücken,  daß  der  Mfillendie  Artikel  mir  nidit  ganz  in  den  Kähmen  des 
Ziehenschen  Programms  zu  passen  scheint.  T!s  wäre  vor  all*  ti  Dingen  m.  E.  besser 
gewesen,  wenn  M.  seine  Polemik  kürzer  gefaßt  und  dadurch  Raum  gewonnen 
hätte  zur  Erörterung  mancher  wichtiger  Fragen,  die  man  jetzt  sehr  vermißt^ 
wie  c.  B.  der  propädeatisehe  ünterrieht  in  der  Geometrie,  das  geometrisdie 
Zeichnen,  (Fritz  Kublmann  bebandelt  nur  den  Unterricht  im  fireien  Zeichnen )  u.  a. 

Voll  beistimmen  kann  ieb  aber  M..  wenn  er  am  Schluß  mit  F.  Klein 
den  Wunsch  ausspricht,  daß  der  individuellen  Betätigung  einiger  freier 
Spielraum  gelassen  wird.  Ob  es  daher  gut  tut,  wenn  man  in  jeder  Schule«  wie 
das  jetzt  mitunter  gefordert  wird,  in  langen  Konferenzen  einen  eingehenden 
Lehiplan  auf  Monate  oder  Tierteljahre  feststellt,  erscheint  mir  sehr  Zweifel* 
haft,  und  wird  wohl  auch  Müller  nicht  gut  heißen.  Von  den  übrigen 
Artikeln  erwähne  ich  noch  die  Biologie,  die  durch  B.  Landsberg  in  Königs- 
berg eine,  soweit  ich  das  beurteilen  kann,  sehr  anregende  ausführliche  Dar> 
steUong  auf  40  Seiten  gefunden.  Chemie,  Mineralogie  und  Geologie  sind 
kdrzer  von  B.  Sidimidt  behandelt  Ich  Mwlhne  insbesondere  die  physika- 
lische Chemie,  die  eingehender  behandelt  wird. 

Die  Physik  hat  Grimsehl  in  Hamburg  auf  20  Seiten  mit  be.sümierer 
Betonung  der  physikalischen  Schülerübungen  behandelt.  In  dem  sehr  reich- 
haltigen Literaturverzeichnis  ist  Bieckes  Lehrbuch  d«r  ^Experimentalphysik 
no4^  mit  der  ersten  Auflage  Ton  1896  angegeb«i,  wKhr«id  jetzt  schon  die 
▼ierte  Auflage  erschienen  isL 

Bei  den  Lebrplänen  auf  Seite  5.') 2  muß  die  Bemerkung  „mit  Chemie'^ 
zur  Untersekunda  nicht  Obersekunda  gübtellt  werden. 

Auf  Seite  540  Z.  13  von  unten  muß  es  wohl  philosophische  Propä- 
deutik (statt  physikalifldie)  beiflen. 

Recht  ausführlich  ist  die  Schulhygiene  durch  E.  Wemicke  in  Posen 
dargestellt.  Schließlich  sei  noch  erwähnt,  daß  der  Gesangsunterricht  von 
einem  Miitliematiker  behandelt  ist,  nämlich  von  K.  Jansen,  jetzt  vortragender 
Hat  im  Miuinterium. 

Gfirlits.  Wii.HEi.li  LoRBT. 

New  Häven  Oolloquitun.  Da.*i  von  der  American  Matliematical  Society 
im  September  1906  zu  I^ew  Häven  veraustaltett'  „CoUoqmum"*  wird  demnächst 
auf  Kobten  der  Tale  Universität  in  Buchform  erscheinen. 
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%  Bfteliflnchaii. 

Bohlin,  K.,  Zur  Theorie  dei  algebraischen  Gleichungen.   6&  S.   Upsala  1906. 

Bourdou,  AjtpUcation  de  Talj^ebre  k  In  gt'omtHrie,  comprenant  la  ^^eometrit«  ana- 

lytiquü  a  deux  et  ä,  trois  dimeusions.    Ü"  üdition,  revue  et  aunotee  par  M.  G. 

Darboux.   XVIII,  650  p.   Paris  1906.    Fr.  9. 
BftrUeily  O.  Th.,  Fonnelswnmlnng  nnd  RepeUtoriimi  der  Mathematik,  eDthalteod 

die  wiciitif^'Hten  Formeln  nnd  Lehrsätze  der  Arithmetik,  Algebra,  algebraischen 

Analysiä,  ebeuen  Geometrie,  Stereometrie,  ebenen  und  sphärischen  Trigononu-trie, 

mathematischen  Ueogi^hie,  analjrtii»cben  Geometrie  der£bene  imd  des  Haames, 

der  Differential-  uDd  utegrürecbnung    Mit  18  Figuren,    t.,  durchgesehene 

A  mlug.'.    2.  Abdruck.    227  S     Leip/ig  3  906.    ^«  0  80. 
UeluiholU.  H.  V.)  Yorlesangeu  über  theoretische  Phjsik.  IV.  Band.  VorleeuDgen 

Hhet  Enektrodynaauk  und  Theorie  des  Magnetiemne.    Heransgegeb«!  tob 

0.  Krigar-Menzel  und  M.  I^aue.    X,  4(m-  >"  m  30  Fig.    Leipzig  1907. 
Jäger^  O.f  Theoretische  i'hy»ik.    I.  Mechanik  vind  Akustik.    3.,  verbesserte 

Auflage     Neudruck.    Mit  19  Figuren.    152  S.    Leiprig  1W6.  .4^0.80 
4ni)ker,  Fr.,  Höhere  Analysis.    1.  Teil.    Ditfereutinirechming.    3,,  verb.  Aufl. 

Mit  167  ü bungsbeispielen  und  67  Figuren  im  Text.  20i  S.  Leipzig  1906.  M  0.80. 
KoiAky  Jtj  GmudproDleme  der  Ausgleichungsrechnung  nach  der  Methode  der 

kleinsten  Quadrate.  1.  Band.  XV,  263  S.  mit  10  Fif,mreu.  Wien  1907.  11.—. 
Leou,  A.,  I'rusemiuar- Aul'gaben  aus  der  Elastizitätdtbeorie.    Mit  12  Figureu. 

65  S.    Wien  1900.    JC  2.70 
— f  Spannungen  und  Formänderungen  einer  um  einen  ihrer  Durchmesser  gleich« 

mILßig  eich  drehenden  Kreisscheibe.  Mit  6  Figuren.  83  S.  Wien  1906.  M  1.25. 
4/b  Locht- Labye  et  Legrand)  Precis  du  cours  de  g^om<'trie  descriptive  professö  k 

rOniveri^it^  de  Liege.  Premiere  partie :  g^ometrie  descriptive  pure.  3.  id.  29ö  p. 

4*    Antographitj     Lifege,  Cluck  et  Cie.,  1908.    Fr.  12.—. 
Xaillet,  K.,  Intnjduction  a  la  tb*'-orie  dßs  uombre.s  transcendants  et  dOi  pvopiMtds 

arithm^tiques  des  fonctious.   V,  280  p.   Paris  1906.   Fr.  10,— 
Hleleeiij  IfluS;  Theorie  des  IntegraHogarithmns  imd  rerwandter  Traiiueiideiiteiu 

\'I .  lOn  S     T,--''!'.-!,^-  in;'»5.    j,'  3  r>0. 
Kejfej  Th,f  l>i«  Geometrie  der  Lage.    Vorträge.   2.  Abteilung.   4.  umgearbeitete 

and  veimelirte  Auflage.  Till,  8S6  8.  m.  8S  Fig.  Stuttgart  1907.  Ji  10.^. 
Bohn,  K.,  und  E.  Papperitz,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geomelrie.  8.,  nm- 

gearbeitete  Autlage  in  8  Bänden.    Leipzig  1906.   JC  28.—. 
Soliarf,  (j.)  Die  geometrisch  konatiuierbaren  regelmäßigen  Polygone.    88  8. 

Wien  1906. 

iSehubert,  H. ^  MatbenjaUscbe  Muße->tunden.  £iue  Sammlung  von  Geduldspieien, 
KunststClokon  und  rnterbaltungsaut'gaben  mathematischer  Natur.  OioBe  Aua- 
gäbe.    3.  Auflape.    1.  Hand.    Zablproblemc     Till,  'JOO  S.    Leipzig'  1907. 

— ,  Arithmetik  und  Algebra.  2.,  durchgt'st'heno  ;\uflage.  2.  Neudruck.  171  S. 
Leipzig  1906.    M  0.80. 

— ,  BeiHpicI-Hainnilung  zu  .Arithmetik  und  Algebra.  8.,  dnrch^eeheue  Auflage. 
Neudruck.    Leipzig  1906.    JC  0.80. 

— ,  Auslese  aus  meiner  Unterrichts-  und  Torleenngapraxii.  8.  Band.  Hit 
18  Figuren.    250  S.    Leipsig  1906.    .IC  4.—. 

Schultz,  E.,  Mathematische  und  technische  Tabellen  fOr  Baugewerkschulen  und 
für  den  Gebrauch  in  d<-r  PMod«.  Anag<itbe  ohno  Logarithmen.  T.  Auflage. 
XXIV,  200  8.   Essen  1907. 

8erret,  J.  A.^  Lehrbuch  der  Differential''  nnd  Integralrechnung:.  Nach  Axel  Hatnadu 
rbtTHet.  iriL:  3.  .Aufla^'e  Neu  bearbeitet  von  G.  SchefterH  T  Band.  Diffe- 
rentialrechnung.  Mit  70  Figuren.   XVI,  624  S.   Leipzig  1906.   JC.  18.—. 

Stephan,  P.y  Uie  teebniedie  Hechaafk.  Elementare«  Lehxbneh  f&r  mittlere 
maschinentecbnische  Fachechulf^n  und  Hilfsburh  für  Studierende  höheror  Ivchr- 
anstalten.  II.  Teil.  Festigkeitslohrti  uud  Mccbuuik  der  Üüssigen  und  gasl'ürmigen 
Körper.    VII,  3S2  S.  mit  200  Figuren.    Leipzig  1906    JC  7.—. 

flterm,  A.,  Geschichte  der  Mathematik.  Mit  7  Figuren.  Nendmok.  158  S. 
Leipzig  190«.    M  0  80. 

Ifalther,  nnd  M.  KöttInger,  Technische  Wärmelehre  (Thermodynamik).  Mit 
64  Figmen.   Neadrook.   144  Ö.  Leipzig  1906.  JC  0.80. 
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Weltbrccht,  TV*)  AuKgleicbnngsrcchnung  nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 
Mit  15  Figuren  u.  2  Tafeln.    180  S.    Leipzig  1906.    .H  0.80. 

Vlnkelmanu.  A.,  Handbuch  der  Hq^k.  2.  Auflage.  I.  Bund.  i.  Hälfte.  All- 
gemeine Pbvi'ik   104  Abbildangen.  Leipzig  1906.  UK17.— .  OL  Band.  Wirme. 

Leipzig  1U06.    JL  36  — . 

WIrth,  J.,  über  die  ESeDentartdler  einer  homogenen  Snbftitntion.  Disiert  81  S. 

Freiburg  i.  Br. 

Kenner,  ti..  Technische  Thermodynamik.  8.  Auflage.  Zugleich  5.  vollaMndig 
neu  boarbeitotf  .\uflai,'e  der  ,.Cuundzüge  der  mechanischen  Wänneiiieorie.*^ 
II.  Band.    Die  Lehre  von  den  Dämpfen.  Leipzig  1906.    .H.  14.40. 

Zttblkej  F.)  Austübrung  elementargeometriscber  Konstruktionen  bei  ungünstigen 
LagererhftltniRMn.  lut  6»  Figozen.  AS  S.  Leipng  1906.  Jl  1.—. 


3.  Zoit8olirift«ii8e]iaa. 

(Ton  dem  Inhalt  der  Zeitschriften  werden  nur  die  Aufsätze  erw3,hnt,  welche  dem 
Gebiete  der  mathematischen  WisseuBchafleu  angehöien.) 

MathematiHche  Annalen.   63.  Band.    1.  Heft. 

Fnrtwüngler,  Allgemeiner  Existeuzbeweis  für  den  Klassenkörper  eines  be- 
liebigen algebraischen  Zaulkörpers.  Hill,  Die  Keihenentwiekinngen  der  Potential« 
theorio.  CipoUa,  Snüa  risolnzionc  apirifiticu  delle  congriienze  biiioraie  secondo  un 
modulo  primo.  Mlodziejowski,  Ober  aufeinander  abwickelbare  P-Flächen. 
Bochnicek,  Znr  Theorie  de«  relatiTbiqnadratiBchen  ZahllcOxpera.  ZempUn, 
Berichtig^unp. 

Matheuiatiscbe  Annaleu.   63.  Hand.   2.  Heft 

Landau,  über  die  Verteilung  der  Frimideale  in  dou  IdealklasBon  eines 
algebraiBohen  ZablkOrpers.  —  Epstein,  Zur  Theorie  allgemeiner  Zetaftmktionen. 

n.  -  Ki'mig^  über  die  Orundlugen  der  Men^'enl ehre  und  das  Kontin  i:  |iroblem. 
—  Lürotb,  Iber  Abbildung  von  Mannigfaltigkeiten.  —  Study,  Einitije  elementare 
Bemerkungen  Aber  den  ProzeA  der  anatytiaenen  Fortsetzung.  —  BoIca,  Ein  Satx 
über  eindenti^'e  Abbildung  und  seine  Anwendung'  i"  der  Varintionsrechnung.  — 
Hahn,  Über  die  Herleitoug  der  Differoutialgleicbungcn  der  Variationsrechnung.  — 
Lüroth,  Berichtigung.  • 

AmUt  der  Mafhematlk  und  Physik.  Dritte  Beibe.  11.  Band.  1.  und  8.  Heft. 

Berkhan,  Zur  projektivi sehen  nolumdbni^  der  Droiecksgeometrie.  Landau, 
Üb«j:  einige  Unjgleidiheitebcziebungen  in  der  Theorie  der  aoalytisdien  ITunktiouen. 
Krause,  Znr  Theorie  des  Intcgrallogarittimi».  Lerch,  Bemerkungen  über  eine 
Foiinel  ans  der  Theorie  der  unvollHtändiLren  nuTnniafunlitlon  und  drs  Tiitr<?ral- 
logarithmua.  Eckhardt,  Analytisch -geomotriecbe  Ableitung  der  Kealit&tsbe- 
dingungen  Ar  die  Wurseln  der  Oleichnngen  vierten  Grades.  Kokott,  Das  Abrollen 
Ton  Kurven  bei  g'eradliniger  Bewegung  eir es  Punktes.  Teixcira,  Sur  dcux  mauit'^res 
de  constioire  les  spirique»  dePersens.  Jolle«,  Eine  einfache  synthetisciie  Ableitun«^ 
der  Gruadeigenechaften  eines  Bfiscfaeb  polarer  Felder  Miller,  Tbe  groujin  in 
which  every  puhproup  of  composite  ordcr  is  invariant  Meyer,  f'ber  i'-ehrl 
kubischer  Kauuikurven.  Petr,  Über  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  Zahl  als 
Summe  von  zehn  und  zwölf  Quadraten.  Steinits,  Über  die  Enlerschen  Fol jeder- 
relationen.    Rezensionen.    Vermischte  Mitteilungen. 

Blhliotheea  Mathematica.   3.  Folge.   7.  Band.  2.  Heft. 

Snier,  über  das  Keobenbucb  des  AU  ben  Ahmed  el-Nasavi.  Hnnrath 
Albxeeht  Dfirers  annlhemde  Dreiteilung  eines  Kreisbogens.    EnestrOm,  Der 

Briefwechsel  zwischen  Leonhard  Enlrr  und  Daniel  Bernoulli.  Ahrens,  Ein 
Beitrag  zur  Biographie  C.  G.  J.  Jacobis.  Kneström,  über  Bearbeitung  von 
Bandregistern  zu  mathematischen  Zeitschriften  oder  Sammelwerken.  EnestrOm, 
Bosmans,  Kleine  Bemerkungen  7nr /weiten  Auflage  von  Cantors  „Vorli  tiunfren  fiber 
Geschichte  der  Mathematik".  —  Antragen  und  Antworten.  Keaensionen. 
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Jrarnal  fOr  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  Band  182.  Heft  1. 

Landsberg,  Übei  Reduktion  von  GJeiohangen  durch  Adjnnktion.  —  Bauer, 
Zur  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  GrOßen.  —  Bauer,  Über  Gleichungen 
ohne  Anckt.  —  Rothe,  rntersuchungeu  über  die  geodiUiö(.'lie  Abbildung  zweier 
Flächen  konstanten  Krümmungwnafiee  aufeinander.  —  Lange,  Die  Verteilui^ 
der  Elektrisiiftt  auf  swei  leitenden  Kugeln  in  einem,  su  ituwr  Zantnllinie 
Bymmetrischeii  Felde.  —  Kokott,  VeruUgcmeinening  einei  Sataea  Ton  Ondennann 
fiber  Bphäriflche,  einander  berührende  Kreise. 


4  Kataloge. 

IlMvr^  Betmery  Verlagebttchhandlong,  Bnlin.  Berieht  Aber  die  TerlagstUtigkeife 
im  Jahre  1906. 

B.  G.  Tenbners  allgemeiner  Katalog.  (6.  G.  Teubner,  Leipzig,  Postetraße  3.)  Mit 
zahlreichen  Abbildungen,  [IV  u.  648  S.]  8.  1906.  Inhalt:  1.  Allgemeines 
(Sammelwerke,  Zeitschriften,  Bildungswesen),  2.  Klassisches  Altertum  (Literatur, 
Sprache,  Mythologie,  Religion,  Kunst,  Ueschichte,  Beoht  und  Wirtschaft). 
8.  Religion,  Philosophie.  4.  Geschichte.  Knltnrgeechiehte.  Kunst  5.  Deutsche 
Sprache  und  Literatur.  6.  Neuere  fremde  LitL-raturen  iiud  Spniuhon.  7.  Länder- 
und Völkerkunde.  8.  Volkswirtschaft.  Handel  und  Gewerbe.  Fortbildung»- 
schnlwesen.  9.  Pädagogik.  10.  Mathematik.  Naturwissenschaften.  Technik.  — 
Der  Katalog  bietet  eine  reich  illutitrierto ,  durch  iiusRihrliche  Inhaltsangaben, 
Proben,  Besprechungen  eingehand  über  jedes  eia^elue  Werk  unterrichtende 
übttncht  aller  deijenigen  Veröffentlichungen  des  Verlages,  die  von  aUgttmeitteiik 
Interesse  fBr  die  weiteren  Kieise  der  Qebildeten  sind. 


5.  Bei  der  Redaktion  eiiigegangeue  Sokriften. 

[Titel,  Preis  usw.  der  eingesandten  Schriften  werden  hier  regelmäßig  veröifentlicht. 
Besprechungen  geeigneter  Bücher  bleiben  vorbehalten.    Eine  Rücksendung  der 
eong^angenen  Sehiüten  kann  nidit  erfiDlgen.] 

W*  AbrenS)  C.  G.  J.  Jacobi  als  Politiker.  Ein  Beitrag  zu  seiner  Biographie.  (Er- 
weiterter Sonderabdnick  an»3  der  Bibliotheoa  Mathematiea.  9.  Folge.  VII.  Band.) 
45  S.    Leipzig'  1907,  B.  G.  Teubner.    M  1  20. 

W.  Felgentrnejrer,  Theorie,  Konstruktion  und  Gebrauch  der  feineren  Hebelwage. 
Mit  1-2Ö  Figuren  im  Text  VI  n.  810  S.  Leipzig  1007,  B.  0.  Tenbner. 
geb.  M  8. — . 

J.  nillard  (Hbbs,  The  scientific  Papers.  Toi  L  Thermodjnamics.  With  portrait, 
XI  u.  4S4  p.  Vol.  II.  Dynamics.  Vector  analjäis  and  multiple  algebra,  Electro- 
magnetie  theory  of  light  etc.  IX  u.  284  p.  New  York  1906,  Longmans  Green 
&  Co.    Vol.  I.  24  8.    Vol.  II.  18  s. 

0.  Heasey  Vorlesungui  ans  der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,  des 
Punktes  und  dee  Kreises  in  der  Ebene.  4.  Anflage,  rendiett  und  ergftnst  von 
8.  Gundelfingcr.    VUI  u.  261  S.    Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner.    JL  6.—. 

€(•  Holzmflller,  Elementare  kosmische  Betrachtungen  über  das  Sonnensystem  und 
Widerlegung  der  von  Kant  nnd  Laplace  aufgesteUten  Hypothesen  fiber  dessen 
Entwickliiti^Mi^'cscbichte.  Hit  6  Figaren  im  Text.  VI  n.  OOS.  Leipsig  1906, 
B.  G.  Teubner.   JC  1.80. 

C»6«  J*JFaeobl  nsd  H«  H.  JaeobL  Briefwechsel.  Herausgegeben  von  Dr.  W.  Ahrens 
in  Magdeburg.  (A.  u.  d.  T.:  Abbandliin;^rn  zur  (Teschichte  der  mathematiHchen 
Wissenschaften  mit  ü^iuschluU  ihrer  Auwondungen.  Begründet  von  MoritK 
Oantor.  XXII.  Heft.)  Hit  «Bildnissen.  XX  n.  2828.  Leipsig  1907,  B.O. Teubner. 
geh.      6.90,  treb.       7  50 

Fr*  Jnnkery  Höhere  Auiilysis  I.  Teil.  DiH'erentialrechnuug.  Mit  167  Übungä- 
beiepielen  und  67  Fi<riiren  im  Text.  0.,  verbesserte  Auflage.  Leipsig  1006, 
6.  J.  QOscfaensche  Verlagshandlnng. 
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Felix  Klein  uud  Alois  Uöner,  Grenzfragen  der  Mathematilc  and  Philosophie. 
Yorbllge,  gehalten  am  14.  Oictober  1906  and  19.  Januar  1906  in  der  Philouplii- 
Bchon  GoRi  lhchaft  an  der  UniTenittit  zn  Wien.    Leipcig  1906.  Johuin 

Ambrosius  Barth. 

T.  Kuhn,  Fragen  mu\  Aufgaben  aus  dem  Anfangskapitel  der  Planimetrie.  Hit 
üi  in  deii  Text  geJnickteu  Abbildungen.    München  1906,  R.  Oldenbourg. 

Die  Kultur  der  Gegenwart^  ihre  Kntwiekh;ng  uud  ihru  Ziele.  Herausgegeben 
von.  Paul  Hin n eher g.  Teil  I,  Abteilung  Iii,  1.  Die  orieDteliechea  IMigionen. 
Leipzig  1006,  &  Q,  Teubner.  geh.  JC  1.—,  geb.  JC  9,-^. 

A.  E.  H.  Love,  Lebrtmeh  der  Elastizität.  Antoriaieite  denteche  Aufgabe  unter 
Mitwirkung  des  VerfaHsersi  besur^'t  von  A.  Timpe.  Mit  76  Abbildongeii  im 
Text.  XVI  u.  664  S.   Leipzig  iau7,  ß.  0.  Teubner.   Ufe  16.— . 

€•  MatsdoiiTy  Biologie.  (Bencht.  Bonderabdraek  ans  den  Jahresberichten  flbor 
dM  höhere  Schulwesen.  II.  Jabrg.  1905.)  Berlin,  Wtnduiannsolie  Buchhandlung. 

Helnr*  Mttller.  Uie  Mathematik  auf  den  Gymnasien  und  Koalschulen.  In  Yer- 
bindnng  noit  dem  Terfasser  f3r  bajCffieche  Lehranstalten  hrsg.  von  M.  Zwerger. 
I.  Teil:  Lphraufpabe  der  6.  und  6.  Gymna^inK,  bcz  der  3.  und  4.  RealRchulklaHse. 
VI  u.  13ö  S.  1  öO.  n.  Teil:  Lehraufgabe  der  7.  und  b.  Gymnasial-,  bez.  der 
5.  und  6.  Realschulklas.^e.  VI  u.  16S  S.    J.t  i[>z!g  1906,  B.  G.  Teubner.    .((  2.—. 

—  und  M.  Kutnewslty,  Sammlung?  von  Aufgaben  aus  der  Arithnatik,  Trigono- 
metrie uud  Stereometrie.  Im  Anschluß  an  die  Teile  A  I  und  A  II  der  Müller 
und  Kutnewskyschen  Aufgabensamnlnng  und  in  Verbindung  mit  den  VerfasBem 
für  bayerische  Lehranstalten  herausgegeben  von  H.  Zwergez.  XIU  a.  876  S. 
Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner        2  00. 

B*  Mttller,  Die  Ausbihlung  ib/r  malerischen  Perspektive  im  Zeitalter  der  italienischen 
Frührenaiaaance.  Rede,  gehalten  bei  der  Übernahme  des  Eekiorats  der  Tech* 
tuschen  Hochscbnle  sn  Brannsehweiff. 

K.  Mttnich;  Über  nichteuklidische  CykTidcn.    Dissertation,  ^fu neben  1906. 

K.  Nielsen«  Theorie  des  IntegraU^;ariihmu8  und  verwandter  Tranazeudenten.  VI 
n.  106  8.   Leipzig  1906,  B.  G.  ^nbner.  8.60. 

W.  F.  Osffood,  L.-hrbuob  der  Funktionentheorie.  In  2  Blinden.  T.  Band.  Mit 
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über  ganze  tranAzendente  Funktionen.*) 


Von  Otto  Blumemthal  iu  Aachen. 

Ich  atolle  mir  in  diesem  Yoitrage  zur  Haaptaofgabe,  die  garum 
FkmkHonm  unmdMduir  Ordnung  zu  behandeln  and  ihre  Thecwie  in  einer 
nenen^  einfiushen  Fonn  dannsteUen.  Dabei  fügen  sidi  nstnrgemifi, 
als  EfgiBEongen  oder  wichtige  Weiterbildungen,  die  Ergebnisse  einiger 
kOidich  erschienenen  Arbeiten  ein,  die  Tielleicht  bisher  noch  weniger 
bekannt  geworden  sind. 

1*  loh  gebe  sonSchst  als  Einldtnng  einen  Überblick  fiber  die 
Theorie  der  Funktionen  eutBiiäier  Ordnung.  Hier  sind  die  arsprOng- 
lichen,  auf  Hadamar d  und  Berel*)  saritekgehenden  Sftise  in  letater 
Zeit  wesentlich  Terschaift  worden.  Ich  wShle  der  YoIlHtandigkeit  halber 
diese  neue  Form  der  Darstellung,  obwohl  die  sfAtere  Verallgemeinerung 
auf  Funktionen  unendlicher  Ordnung  sich  an  die  ursprünglichen  Be- 
gri&bildungen  von  Hadamard  und  Borel  anschließt. 

Sei  f  (z)  eine  fpmse  transzendente  Funktion.  Wir  bezeichnen  mit 
M(r)  das  Maximum  von  \f{M}\  auf  dem  Kreise  mit  Kadius  r  um  den 
Xnllpunkt.  M(r)  ist  alsdann  eine  monoton  ins  ünendliche  wachsende 
Funktion.')  Es  handelt  sich  bei  der  Theorie  um  einen  Zusammenhang 
zwischen  der  Stärke  des  Wachstums  van  3I(r)  und  der  Dichtij:(keit  der 
Stellen,  an  welchen  f{z)  einen  Vteliebigen  Wert  annimmt  (im  folgen- 
den abgekürzt  als  „N'erteilungsdichte  (a)**  bezeichnet.") 

Zur  A\ifstellun$?  dieser  Sätze  hat  man  vor  allen  Dingen  vou  den 
Tjuregeimiitiigkeit4»n  il-  s  Wachstums  von  M{r)  und  der  Verteilungs- 
dichten (a)  zu  abstrahieren.    Diese  Abstraktion  geschieht  im  Gebiete 


1)  Im  weseutlichou  uuveiänderie  WiedergaW  eiue«  auf  der  Stuitgarter  Natur« 
fonoher-Yenammlttug  erstatteten  Refeiates.  Kiue  aasführliohe  DarsteUung  der 
Betnltste  fiber  Funktloiiai  naendlielier  Ordnimg  werde  ieh  in  eineni  dentniebst 

im  Verlage  von  Oanthier-Villan  (Collection  Borel)  erBcbeinenden  Bnche  geben 
Daher  werden  iiuih  in  diesem  Rcferatp  Beweise  ilunh^'iinf,M{;  weggelassen. 

2)  Siehe  die  Darstellung  bei  Borel,  Levona  sur  les  fonctions  entieres 
(Pari»,  1900). 

B)  Bine  genauere  Betrachtung  dieeer  Fnnktion  fo%t  am  Schinne  der  Arbeit. 

JahNiberiebl  S.  Dantaeliw  M athenk-Vcrdatgabg.  XTI.  nefl  f.  7 
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endUdier  Ordnung  allgemem  durch  «ine  MiUdtcer&riltkmg  mU  SUfe  he- 
kanntiter  FwiktUmen  Ton  tjpitchen  WadiatoniBeigenBchafteiL 
Wir  führen  nSmlieh  folgende  Definitionen  ein: 

a)  Die  Fmiktion  wächst  im  Mittel  wie  c'^(*o'''t>fc'-)'^---0»p''>''', 
wenn  einerseits  yon  einem  gewissen  r  ab  ständig 

af(r)<«''''<»«'->'*-  -««i»''> . 

andererseits  für  gewisse  beliebig  große  r 

Wir  nennen  alsdann  fiz)  eine  Funktion  endlicher  Ordnung  und 
V, , . .  . ,  t'^)  dir.  Ordnung  der  Fuii/äion.    Dabei  soll  fi  (positiv  und) 
von  Null  verschieden  sein. 

b)  Die  Mittelwertbildung  für  die  Vertailuiig^dichte  (a)  läßt  sich 
zunächst  in  ganz  analoger  Form  darstellen. 

Seien  a^f..,  die  nach  steigenden  Moduln  geordneten  Werte^ 
für  welche  f  den  Wert  a  «nnimwii  Ibn  abstrahiere  von  Ami  Argu- 
menten und  bemichne  die  Moduln  der  Stellen  a^,  a^,  ...  durdi 
r^,  rg,  ....  Wir  haben  dann  endliche  VerfeeUungsdicthte  (a),  wenn  f&r 
endliches  positiv  9  und  endliche  Zahlen  tf,, . . tf^  einerseits  von  einem 
gewissen  n  ab  stindig: 

(lg ag„*)  " 

andererseits  ftlr  gewisse  beliebig  große  n 

1 

J 


(lg«)*  ...(Ig^n)  * 

Das  Zahlensystem  (p,  tf, , . . ,  tf^)  läßt  sich  aber  noch  in  anderer 
Weise  charakterisieren.  In  der  Tat  ist  imter  den  aufgestellten  Be- 
dingungen für  jede«  poeitire  i?  die  Reihe  ^       i-,   +       (1*?     »  +  + 

konrergent^  die  Reihe  ^  ,  1     ^  ^ » +      *^ig       +      n  divergent  Wir 

1)  Unter  c  ventehen  wir  hier  and  immer  in  der  Folge  eine  pontive  Zahl, 

die  für  genügend  große  Werlo  der  VanAbeln  (hier  r)  beliebig  klein  gewShlt  weiden 
kann  (mit  wachsender  Variabeln  geeigwi  gegen  ^nli  gebt^. 
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neimeii  das  iSystem  {q ,  ,  .  .  . ,  o^)  dcu  Koncrr(jcnzr.rpon€ntni  der  Ver- 
teiluiigsdiMe  (a).  Die  Ableitung  beweist,  daß  auch  die  Einfiiliruug  des 
KonYergenzexponeuten  auf  eine  Mittelwertbildung  mit  Hüfe  bekannter 
Funktionen  hinauBkommt  Wir  werden  im  folgenden  ateta  eine  Ver- 
teilnjigBdiddie  dnreh  ihren  Konreigeiiieaqponeiiteii  diarakterideren. 

Nach  Einftthrang  dieser  Bafimtioneii  hti  eich  die  Theorie  der 
BVmktioiMii  endlicher  Ordnung  in  folgenden  Satz  sneammen: 

Bei  endlicher  Ordnung  sind  die  VetieUungsdichte»  aller  Werte  a  md- 
UtiJt,  und  ihre  Kotwergeiizexpotmien  smd  koMens         der  Ordming,^) 

Es  hxm  Ivathtkm  einen  einzigen  Wert  a  ffdm,  dessen  jmgMriger 
Koneergengexpanent  Meiner  aHs  die  Orämmg  ist.*) 

Der  zweite  Teil  des  Satzes  ist  das  bekauute  Picard  sehe  Theorem« 
in  der  Erweiterung,  die  zuerst  Berel  erkannt  hat. 

2.  Zwei  Klaeaen  Tom  Funktionen  sind  unter  den  soeben  betrach- 
teten nicht  enthalten;  einmal  die  Funktionen  Ton  echwachem  Waehit- 
tom,  fttr  welche  —  0  (,,Funktionea  der  Ordnung  Noll^,  dann  die 
Funktionen  unendlicher  Ordnung.  Da  Über  die  Funktionen  der  Ord- 
nung Null  nur  sehr  geringe  Literatur  exietierty  werden  wir  una  im 
folgmden  anaschließlich  auf  Funktionen  unendlicher  Ordnung  'be- 
schrSnken.  Ich  bemerke  jedoch,  daS  auch  die  Behwidlnngidear  Funktionen 
der  Ordnung  Null  die  unten  besprochenen  Methoden  erfordert. 

3.  Da  die  bei  Funktionen  endlicher  Ordnung  erzielten  Beeultote 
wesentlich  auf  der  Methode  der  Mittelwertbttdung  beruhen,  ao  muß 
diese  zunSchat  auf  den  Fall  unendlicher  Ordnung  fibertragen  werden. 
Dies  gelingt  ohne  weiteres  bei  demjenigen  Funktionen,  die  HeirMaillet 
Funktionen  „nicht  transfiniter  Ordnung''  nennt^  indem  nämUch  diese 
Funktionen  gerade  nach  dem  Gesichtspunkt  ausgewählt  sind,  daß  ihr 
Wachstum  Mittelwertbüdungen  mit  Hilfe  iterierter  Exponentialfunktionen 

zuläßt.'')  Da  diese  Untersuchungen  mir  methodisch  Neues  nicht  zu 
bieten  erscheinen,  gebe  ich  unten*)  nur  einige  Kesnltete  vergleichs- 
weise  an. 


1)  Die  scharte  Faanung  last  gleichzeitig  gegeben  vor  Lindelöf  und  Hou- 
trouz  (E.  LindelSf,  Acta  Soe.  Feim.  «1  (1908);  P.  Boutroux,  Acta  Math.  88. 

2)  Scharfe  KaBsung  von  A.  Wiman,  .\rkiv  for  Mai.  Astr.  och  Fysik  1(1'.)04., 
H;  Hysteiuatisehe  Darstellung  bei  E.  Maillct  'Ann.  Ec,  Nomi.  28  (l^tof,), 

vt»n  ihm  rühren  auch  die  Bezeichnungen  her.  Die  Kesuitate  und  Methoden  gehen 
wesentlich  auf  Boatroux  xnrSok. 
4)  Seite  104. 
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4.  T)ie  Theorie  der  uUg<-mdnm  Funktionen  utdiidJiehet  Oir/ino/tf 
ist  zuerst  von  Berel')  in  ^oßzü^iger  Skizzienmg  gegeben  wordeu. 
Seine  Resultate  wurden  präzisiert  und  iu  wesentlichen  Punkten,  ergänzt 
in  der  unter  meiner  Leitung  angefertigten  Diasertation  von  Kraft. -j 
Hierzu  kamen  dann  wichtige  Ergebnisse  TOn  Boutroux*),  in  dessen 
Arbeit  fibrigens  die  Funktionen  unendlieher  Ordnung  nor  ein^  kleinen 
Raum  einnehmen.  All  dies  MftteriaL  wird  in  dar  folgenden  Darstellung 
benntsfey  außerdem  tritt  Neues  hinsn. 

Borel  hat  zonaohst  darauf  hingewiesen  und  am  Beispiel  gezeigt, 
daß  es  ganze  Funktionen  gibt,  die  stärker  wachsen  als  jede  iterierte 
Exponentialfunktion  €^(r^)*)  Auf  diese  Funktionen  laßt  sich  also  die 
.Mitfeelwertbildung  mittels  bekannter  Funktionen  nicht  anwenden.  An- 
dererseits ist  eine  gewisse  Abstraktion  yon  den  Unregelmäßigkeiten 
des  Wachatames  der  auftretenden  Funktionen  unbedingt  erforderlich, 
wenn  man  zu  Beaultatm  Ton  ähnlicher  Einfachheit  wie  bei  endlicher 
Ordnung  gelangen  will.  Man  wird  also  notwendig  an  der  Aufgabe 
geführt,  die  Mittelwertbildung  zu  verallgemeinem:  man  hat  zu  unter- 
suchen,  welche  Eigenschaften  der  bisher  benutzten  elementaren  Mittel- 
wertfimktionen  für  ihre  Verwendbarkeit  ausschla^ebend  sind,  und  dann 
die  allgemeinsten  Funktionen  von  solchen  Eigenschaften  zur  Mittel- 
wertbüdung  heransnnehen.  So  entsteht  die  Theorie  der  Vergleidts- 
funldionm. 

Ich  fnhro  die  Untersuchung  ganz  allgemein  folgendermaßen  durch. 
X  sei  eine  stetig  variabele.  reelle  Große^);  ir-h  nenne  dann  eine  reelle, 
]Hjsitive,  für  alle  positiven  Werte  von  r  endliehe,  stetige  und  stetig 
diüerenzierbare*)  i-';</?/,y/ow  T(x)  eine  Vergicidisfunktiun,  wenn  sie  für  alle 
Werte  x  folgende  H  KigenscJinßm  hpsiizt: 

I.  T(x)  ist  eine  nienuds  abtiehuiende  FwikUm. 

n.  T(:r  +  ,J^)<T(«)'*'. 

HL  X\x)<I^*'. 

Es  wird  tkh  ergeben,  dafs  diese  drei  Eigenschaften  die  Vencendbarl'eii 
der  FunMion  T(x)  für  unsere  Zwecke  sichern. 

1)  Acta  Math.  21  (1807). 

2)  „Über  ganze  transzendentt  Funktionen  von  nnendlicher  Ordnung'',  Die«. 
GStting«!!  190S. 

5)  Acta  Math.  88  (1908). 

4)  Dip^f»  Funktionen  nennt  Herr  Maillct  ,.vnn  transKnitor  Ordnung  " 
'  '))  Der  Faü  UD8teti>;  variabelen  (z.  B.  gan/.zahligcn)  x  läßt  sich  dem  betrach- 
teten Falle  aagenscheinlich  einfach  einordnen  (siehe  auch  S.  103). 

6)  D.  h.  mit  dn«r  stetigen  Ableitung  T'{x)  versehene. 
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Die  Bedingvmgen  II  und  III  bedfizfen  einer  Erlftaterung. 

Bedingung  II  beruht  auf  «ner  Bemerkung  TOn  Borel  (a.  a.  O.), 
daß  eine  für  alle  endliehen  Werte  x  endliche,  niemals  abnehmende 
Funktion  Wix)  eine  Un^eiehung  der  Form 

bei  festem  a  jedenfalls  nur  in  Intervallen  von  endlicher  Gesumtausdehnong 
befriedigen  kann:  anderenfalls  wurde  nämlich  die  Funktion  W{x)  echon 
für  endliches  x  unendlich,  die  Kurve  y  =  W{x)  hätte  also  eine  verti- 
kale Asymptote.  Andererseits  ist  leicht  zu  sehen,  daß  mehr  als  diese 
(oder  eine  ähnliche)  Aussage  über  das  Verhältnis  der  Werte  einer 
Funktion  W  un  benachbarten  Punkten  sich  nicht  machen  läßt.  Ist 
beispielsweise  d  eine  beliel»i^  kleine,  aber  von  x  unabhängige  positive 
(iröße,  so  gibt  es  t  unktiouen,  für  welche  mit  wachsendem  x  die  (iröJJe 
W  (x S)  größer  als  jede  beliebige  Potenz  von  W  {x)  wird. 

Die  Bedingung  II  int  also  für  alle  Rmktioncn  Wix)  mit  Aus- 
nabme  einer  Intervallmenge  von  endlicher  Gesumtausdehnung  von  «;elbst 
erf'illt  Ihre  Auf'stellnncf  für  tdlc  Werte  ist  für  die  Vemendbarkeit 
einer  i' unktion  als  Vcrgleichsfunktion  lujturndiff,  da  ohne  sie  (oder  eine 
Bedingung  ähnlicher  Form)  l'em  Schtu/i  von  einem  Fmktionswerte  auf 
yacfiharwerte  gemadil  werden  kann. 

Bedingung  III  ist  eine  hinrcichmdc  Bedinguntr  für  die  Verwend- 
barkeit einer  Funktion.  Vielleicht  läßt  sie  sieh  noch  durch  eine  andere, 
weniger  beschränkende  ersetzen.  Sie  rechttertigt  sich  durch  folgende 
Überlegung:  für  jede  beliebige  Funktion  \\\x)  sind  die  Tntei-valle.  in 
weichen  III  nicht  erfüllt  ist,  einzeln  endlich,  und  ihre  Aus(lehnn!)g 
nimmt  mit  wachsendem  x  ab.  Die  Gesamtheit  der  Aosuahmeiutervalle 
zwischen  x  und  einem  beliebigen  Werte  X  ist  kleiner  als  die  Hälfte 
der  Strecke  {x  .  .  .  X). 

Die  Anwendung  der  Vergleicli«fimktionen  ist  folgende:  Sei  Wix) 
eine  beliebige  stetige,  mit  uar-lis  [idein  ./•  ins  Unendliche  wachsende 
Funktion.  Ein©  Vergleichstunktion  l\x)  heißt  alsdann  zu  W(x}  ffe- 
hörig,  wenn  sie,  außer  den  Bedingungen  I — III,  noch  die  folgenden 
beiden  erfüllt: 

IV.  Für  alle  iVerte  x  oberhalb  eines  Wertes  ist 

W(x)<Tix). 

V.  Für  uttendlicfi  viele  wadiscnde  Werte  x  id 

J(a?)<Tr(ar)»  +  ' 
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Man  seigt  (  Kraft,  a.  a.  0.),  daß  jeder  Funktion  W  nnendlieh  viele 
VergleielisfiinUionen  T  zugeordnet  werden  können.  Inabeeondere  sind 
die  oben  betrachteien  elementaren  Mittelwertfonktionen  VergleidiS' 
fnnktionen.  Es  ist  aber  aneh  ereicbtUdi,  daß  die  allgemeinen  Ver- 
gleicfaefonktioneu  ein  viel  intimeres  Eingehen  auf  die  Eigenheiten  der 
yengEohenen  Funktionen  gestatten,  als  diese  speeiellen»  da  die  Be- 
dingungen I — JR  wenig  einsefaiiakend  sind.  Die  Entführung  der  Ver- 
gleU^sßmkHonm  wird  daher  auc7«  in  dm  FiSOenf  wo  MsUekmüiildunff 
mit  SSIfe  demenhrer  IkmkHotum  mS^kh  ist^  genauere  BesuUate  liefern 
als  diese  h  tztere  Methode. 

5.  Der  Gebraucli  der  Yergleichsfunktionen  bei  der  Behandlung 
Ton  Funktionen  unendlicher  Ordnung  besteht  darin,  daß  Ordnung  und 
Eonrergenzexponent  als  Vergleichsfunktionen  angesetzt  werden. 

a)  Arstens  nämlich  setzen  wir  die  Funktion  M{r)  —  im  Ansehlusse 
an  die  von  Hadamard  benntate  Schreibweise  bei  endlicher  Ordnung  — 
in  die  Form 

v{r)  beißt  das  WwSakm  von  f{8).  Wegen  unserer  Annahme  nnend' 
lioher  Ordnung  nimmt  y(r)  mit  wachsendem  r  beliebig  große  Werte  an.') 

1)  Es  sei  jedoch  bemerkt,  daß  txotzdem  v(r)  im  allgemeinflo  nicht  etwa 

eine  st'ludig  wachsende  Funktion  ist.  Beispielsweis-e  kann  für  unendlich  viele 
unpntiürh  zunehmende  Werte  r^.  von  r  die  Beziehung  (1 — tir^  <[  vfr^)  <^  (1 -(- f)r4 
beatehou,  wahrend  für  gewisse  Zwischenwerte  i.'i-i<C'*<C''*)  die  Ungleichung 
i",rjO<i  -j- £  gilt.  Punktioiien  f(jt)  dieio:  Art  lawen  sich  in  Form  von  Potenz- 
TSihen  aoftieUen. 

Alle  von  Borel  und  —  in  schärferer  Fassung  —  Lindelöf'  bei  endlicher 
<>rdnung  als  „fonctious  ü  croissance  irröguH'''re'*  bezeichneten  Funktionen  liabeu 
stellenweise  abnehmendes  vij).  Es  verdient  Beachtung,  daS  analytisch  nehr  ein. 
faeb  definierte  Fnnktianen  „eroiaaaaoe  iir^gnUire**  beiitMiL  Hexr  G.  H.  Hardy 
(London  Math.  Soc,  eerie»  2,  voL  III  (1906):  „On  a  daes  of  eaalytic  fonetioni'') 

zeigt  nämlich,  daß  Reihen  der  Form  — ^     —  bei  irrationalem  X  je  nach  der 

^  sin  Xnn  n  ! 

arithmetischen  Natur  (Kettenbruchentwicklunfr>  des  l  si  lir  verschioilnn'  Kon- 
vergenzeigenschaften zeigen.  Insbesondere  läßt  sich  l  so  wählen,  daU  aie  Reiiie 
eine  gaaie  Funktion  danldlt,  nnd  swar  eine  Funktion  k  ooisnnoe  ifv^guUfere 
im  Sinne  von  landelOf.  Die  Funktion  sehwankt  n&mlich  ewtsehen  den  GxOBen- 

Ordnungen  e'  und  e""  ' .  AttBdrdem  können  Reihen  dieser  Form  nicht  als  künst- 
lich konstruiert  bezeichnet  werden,  denn  tie  tarnten  auf  bei  der  Potenzrethen» 
eutwicklung  des  Stieltjeaschen  Integtab 

0 
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Jede  zu  v(r)  (felm'ige  Verfflekksfiuiktum  ttmncn  wir  eine  Ordnutiy 
von  f(e)  und  heseichnen  sie  durrh  a(r).'^\ 

b)  Die  Verteilungadichte  (a)  charakterisieren  wir  durch  eine  Kon- 
vergenzfunktmi j  entsprechend  dem  bei  endlicher  Ordnung  gebrauchten 
Eonveigenzexponenteo.  Seien  nSmlioh  wieder  r^jr^t  •  >  •  die  abBoluten 
Betrage  der  von  Noll  Terschiedenen  Stellen,  an  weldben  /*  (^)  den  Wert  a 
annimmt,  so  gehen  wir  ans  Ton  einer  Reihe  TOn  Zahlen  <ii,<s^, . . 
so  dafi  1 

I.  » 

konyergiert  HierfUr  ist  notwendig,  dafi  yon  einem  gewisssn  n  ab  sündig 

Zur  Konstruktion  der  Konvergeuzlunktion  verfahren  wir  jetzt  so:  Wir 
tragen  zu  jedem  i\  als  Abzisse  die  zugehörige  Größe        als  Ordinate 

auf  nnd  «haltm  onendlich  Tide  Punkte  P,,  derm  Ordinaten  im  all- 
gemeinen mit  beliebig  wadisen.  Die  geradlinigen  Yerbindungs- 
strecken  (P«Pa+i)  liefern  also  einen  Polygonnig,  der  «ine  stetige^  im 
allgemeinen  waclimnde  Funktion  Ton  r  dantelli 

Jtäe  Vargleidtsfwdiion  Q(r)  zu  diemn  Folygangug  heiß  eine  Kon- 
vei/feMfunMion  der  Vai^un^diekte  (aj. 

6.  Jetzt  lassen  sieh  die  Resultate  für  endlidie  Ordnung  toU- 
kommen  auf  unendliche  Ordnung  fibertragen.  Sie  fassen  ntsk  susantmen 
in  den  Sats: 

Ist  (i(rj  eine  Ordnung  von  f(g)j  ao  ist  |ft  +  •  Kmwrgenefmktiim 
für  jede  Verteilnmfsdidde  (u). 

Für  alle  Werte  a,  mit  Ausnahme  MMms  eum  eimigen,  ist 
Q  {ry  +  •  eine.  Ordnung  von  f(i}t  wem  p{r)  eine  Eomergenirfmkiim  der 

Verteilungsdiride  (a)  ist. 

Die  Worte  ^^t  Ausnahme  höchstens  eines  einz^en"  entiialten  das 

PicardscUe  Theorem. 

7.  Der  Beweis  für  den  ersten  Teil  unseres  Satzes  wird  nach  einer 
Tou  Boutroux  herrührenden  Methode  geflUhrf)   Boutroax  hat  näm* 

1)  Jeder  Funktion  sind  also  onendlich  vide  Qidnnngen  zugewieien.  Die«  i»t 
eine  notwendige  Folge  d«  fiinfilhnmg  der  Tergldehsfliiiktionen,  nicht  etwa  eine 
Beionderheit  der  Fnoktionen  unendlii  lier  Ordnung  g;egenfiber  denjenigen  endlicher 
Ordnung.  Im  Oe«»enteiI  lasaen  sich  alle  jetzt  gegebenen  Definitionen  iinf  emiliche 
Ordnung  unwendeu  und  scheinen  auch  dort  brauchbare  Erweiterungen  der  in  I. 
besprochencu  Ergebnisse  zu  liefern. 

S)  Acta  Math.  S«,  8.  98—94. 
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lieh  geaeigty  daß  sieh  doich  eio  fekr  einfaches  und  ainnieiches  Ver- 
diohtoi^piTia&hreii  die  bei  endlicher  Ordnung  Abliebe  Methode  Ton 
Schon*)  so  TerBcl^rfan  l&ftt^  daß  sie  auch  bei  unendlicher  Ordnung 
geufigend  genaue  Resultate  liefert 

Der  Beweis  des  «weiten  Teils  ist  in  der  Dissertation  tou  Kraft 
gegeben. 

Bontroux  (und  nach  ihm  Maillet)  haben  sieh  hier  auf  Betrach-> 
tung  solcher  Verteilungen  (a)  heschränkt^  welche  eine  Mittelwertbildni^ 
mit  Hilfe  der  Funktionen  Ig^.»  zulassen.  Es  ist  interessant,  unsere 
llesultate  mit  denen  Ton  Boutroux-Ilaillet  hinsichtlich  der  erzielten 
Genauigkeit  zu  vergleichen. 

Betrachten  wir  Yerteiiungsdichten  derart^  daß 

(1)       '..^ag»)K         i-')  '•«ki.te«/ 

Dann  gelten  von  dem  Picardschen  Ausnahmefall  abgesehen ,  na(;h 
den  Abschützimgen  von  Bontroux  (a.  a.  O.,  S.  97 — 102)  för  das  Wachs- 
tum v(r)  die  Ungleidiung^ 

(1)         »-('V  >  (2)  •'UJ>i-«"+'"'. 

Wollen  wir  aber  unsere  oben  angegebenen  Resultate  anwend«!, 
eo  haben  wir  nur  su  berücksichtigen,  daß 

Daher  können     ^.  r' ,     ^c^' ,  welche  ja  Vergleichsfiinktionen  sind,  als 

Konvergenzfonktionen  Q(^r)  gewählt  werden,  und  dies  ergibt  dann  tOr 
das  Wachstum: 

(1)        u{0  <  +  (2)        ^^^,;<  ^.^^.ei^^*>''^ 

Im  ersten  Falle  i*«t  also  das  Resultat  von  Hontroux  etwas  genauer 
als  das  uusrige,  im  /weiten  Falle  verdient  unseres  solion  den  VorzucT- 
Dies  ist  erat  recht  und  m  steigendem  Maße  bei  deu  höhereu  Verteiiungs- 

dichten  (r„>  (lg*  »v)  der  Fall.») 

Sonach  ist  das  Verfahren  der  Vergleichsfunktionen  dem  der  Mittel- 
wertbildung durch  elementare  Funktionen  nicht  nur  hinsichtlich  der 

1)  Borel,  FonctioM  entieres. 

8)  Yergl.  Mftillet  a.  a.  0.,  der  die  aacb  der  Methode  von  Boutronx  er* 
haltenen  Revultatc  explizit  ausspricht.  Er  begnfigi  »ich  allerdings  dabei  mit  eiMr 
geringeren  Genauigkeit  der  Abschätsoogen. 
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AUg^einlieit,  sondern  anch  liineiditiich  der  erzieLiea  Genauigkeit 
fibnrlegen. 

8.  Im  Vorstehenden  hoffe  ich  die  Ergebnisse  der  Untersuchungen 
über  ganze  Fonktionen  genügend  eingehend  angegeben  zu  haben. 

Im  Folgenden  kehre  ich  von  anderem  Gesichtspunkt  aus  zum 
Piairdsclien  Saige  zurück  und  referiere  die  Kesultate  einiger  neuer 
Arbeiten^  die  den  GOltigkeitBbereiclL  des  Satzes  in  bemerkenswerter 
Weise  ansgadeknt  haben.') 

Der  einfacheren  Sprechweise  halber  beschränke  ich  mich  dabei  auf 
Funktionen  endlidier  Ortung.  Der  Ordnungsbegriff  ist  TOn  Borel^) 
auf  meromorpbe  Funktionen  übertragen  worden.  Eine  Anwendung  des 
Mittag-Lefflerschen  Satzes  liefert  femer  die  Verallgemeinerung  auf 
beliebige  Funktionen  mit  isolierter  wesentlich  singnlaier  Stelle,  in  deren 
Umgebung  sie  eindeutig  sind.*)  Dann  läßt  sich  auch  der  Picardsche 
Satz  auf  diese  Funktionen  ttb«rtngen  und  lautet: 

Ist  (n,  v^,. . die  endHieke  Ordnung  der  eindeuiigm  Fun^iim 
an  dem  i&Merten,  leesenüii^i  singulären  Put^,  so  gilt  es  hodutens  ßicei 
Werte  a^ ,  von  so  geringen  VerteUungadiduten  in  der  Umgebung  des 
wesenUieii  singuUiren  Pmkies,  daß  die  sugdwrtgen  Kbnvergeneeagponenten 
kleiner  als  die  Ordnm^  sind, 

Wesentliehttr  aber  erseheint  mir  eine  Ausdehnung  des  Salzes  auf 
eine  Klasse  mehrdeutiger  Funktionen,  die  kürzlich  Ton  Herrn  Georges 
Remonndos  entwickelt  worden  ist>) 

Für  eindeutige  ganze  Funktionen  ist  der  Picardsche  ^ts  mit  einer 
Unm^^ehkeitsaussage  über  die  Addition  Squivalent: 

Sind  (bei  endlicher  Ordnung)  und  H^(2)  Polynome  vom 

Grade  /  .  //,(^),  Tl^i^)  und  (p(z)  von  Null  verschiedene  ganze  Funktionen 
von  geringerer  Ordnung  als  f:^),  so  ist  eine  Identit&t  der  Form 

//^  {z)  e"^  i*J  +  il,  (z)  c«t  W  —  g,  (e) 

unmöglich. 

1)  Ich  verstehe  tlabei  unter  dem  PioiudscliPn  Satz  stHs  ikn  Satz  in  der  — 
mehrfach  formulierten  —  Verallgemeinerung  von  BoreL  Aus  dem  Thrm?.  diesea 
Vürtragä  herautt  fällt  die  fciuc  und  upcrwartete  Yerschäriung  des  i'iuardMchcn 
Saties  aber  die  oMgdimerun  W«rto,  die  Heir  Landau  ntetst  bemerkt  hat,  und 
die  seitdem  mehifkch  weiter  behandelt  worden  ist. 

2)  Le9onB  snr  Ics  functions  merom(n](heB,  chap.  III. 

3)  Mailiet,  Bull.  Soc.  Math,  de  France  Hl  (1908). 
4;  These  Paris  1905. 

5}  Die  genauere  Ordnangabestimmuiig  (fi.   i^^  )  wird  hier  und  im  Folgen- 
den d«r  Küne  halber  weggelaiaen. 
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Dieser  Satz  über  die  Addition  wurde  Ton  Borel  auf  m-gliedngf> 
Sununen  Terallgemeiuert^):  Sind  J9j  {g)  Polynome  Ton  dem  Grade  k,  17,  (;;) 
und  (p{s)  nieht  identisch  Terschwindende  ganae  Funktionen  Ton  ge- 
ringerer Ordnung  als  k,  so  gibt  es  keine  IdentitSt  der  Form: 

Iii  (g)  e"^  W  +  iJ,  ijs)  e"*^^  +  . . ,  +  iZ. (jp)  e"'"^*^  =-  9>  W  • 

lAßt  sich  andi  dieser  Sats  ab  ein  Sats  Qber  Auauahmewerte 
deuten?  Herr  B^moundos  zeigt,  daß  er  die  Ausnahraewerte  Mner  all" 
gttneinen  Gattung  mehrdeutiger  Funktionen  beherrscht. 

Sind  ylj  (/) ,  .  .  , ,  A^^  (je)  ganze  Funktionen  von  der  Ordnung  ^  /«•, 
so  aber,  daß  mindestens  eine  der  Funktionen  tatsachlich  die  Ordnung  k 
besitat,  und  ist  u  definiert  durch  die  Gleichung 

/•(*,«)  s 4.  . . .  +  ^  =  0, 

st)  heißt  eine  m-dmf/ge  (/anze  algchroide  Fitnkfmn  der  (hdnuiui  /,. 
Seien  oc,,  «j,  .  .  .  die  Werte  z,  fiir  welche  u  den  Wert  annimmt so 
wird  die  Verteilungsdicbte  («„i  wie  früher  definiert. 

Hat  (lieHe  Verteilungsdicbte  einen  Ktjiivergenzexponenten,  der  kleiner 
ist  als  die  Ordnung,       sind  zwei  Fälle  möglich: 

Entweder  ist  / 1^,  t/^,)  =  «P^  (2')  eine  Funktion  geringerer  üi  dn\ing 
als  fc;  dies  kann  sicher  höchstens  für  m  —  \  Werte  u  eintreten,  da  sich 
andernfalls  die  Funktionen  A^  linear  ans  den  Funktionen  geringerer 
Ordnung  9  ausammensetien  Vefien  und  daher  adbst  geringerer  Ordnung 
waren; 

oder  es  ist  f{z,u^  =  n^{g)^^%  wo  TIq{z)  von  geringerer  Ordnung, 
ein  Polynom  yom  Grade  h  ist  Dies  kann  höchstens  fQr  m 
Werte  u  eintreten.  Denn  zwischen  f»  + 1  Gleichungen  der  angenommenen 
Fonn  laaeen  sich  die  Koeffizienten  eliminieren,  und  es  resultiert 
eine  Beziehung  der  Gestalt^  die  in  dem  Borelschsn  Satze  als  unmöglich 
nachgewiesen  wurde. 

Daher  der  Satz:  Eine  m-deiUiffef  ffattjut  alg^brotde  FwMon  der 
Ordnung  k  nimmt  aüe  Werte  mü  Ausnahme  mm  jMdtstens  $m  —  1  mit 
einer  VerteUungsdit^  tfom  Kotwergentexpaiiienien  k  an. 

Der  Satz  ül)erträf?t  sieb  natürlich  unmittelbar  auf  gebrocnene 
(meromorpbe )  nl<^ebroide  Funktionen  nnd  solche,  die  sich  in  der  Um- 
gebung eines  isolierten  singolären  Punktei^  algebroid  Terhalten. 

Dies  ist  die  angezeigte  wesentliche  Verallgemeinerung  des  Picard- 
sehen  Satzes. 

1)  Acta  Math.  20  (1897),  S.  88ö. 

S)  Wir  sagen:  u  nimmt  filr  ^ «»  a  den  Wert  %  an,  weno  e«  diesen  Wart  auf 
irgend  einem  Blatt  der  Riemannecfaen  Flllche  aantmmt. 
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9.  Ich  gebe  zum  Schluß  eioige  Betraohtangen  allgemeinereu  In- 
halts fiber  die  Funktion  Jf  (r).  loh  sdinoide  dabei  die  AuMagen  stets 
auf  den  Fall  ganzer  Fnnktionen  au,  bemerke  aber,  da6  sie  sllgemein 
für  Potenareihen  mit  beliebigem  EonTeigenmdius  gültig  sind. 

ZunSchst  ist  bekannt,  daft  M(r)  eine  wachsende  Funktion  ist  Da 
es  femer  außer  den  Potensen  Äi^  k^ine  ganzen  Funktion«!  gibt, 
deren  absoluter  Betrag  längs  mnes  Kreises  konstant  ist^  f&r  alle  flbrigen 
Funktionen  aber  aaf  jedem  Kreise  innerhalb  eines  endlichen  Btreiehes 
nur  eine  beschlinkte  Anzahl  tob  Maximum*  oder  Hinimumpunkten 
dies  absoluten  Betrages  existiert,  so  folgt  leicht,  daß  M(r)  an  jeder 
Stelle  bestimmte  TorwSrts  und  rllokwirts  genommene  Ableitungen  be> 
sitzt.  Die  Anzahl  der  Werte  r;  an  welchen  Tordere  und  hintere  Ab- 
leitung Ton  einander  Tcrschieden  sind;  ist  in  jedem  endlichem  Intervalle 
endUch,  und  an  diesen  Stellen  ist  stets  die  vordere  Ableitung  großer 
«Is  die  hintere. 

Ich  habe  aber  auch  einen  weitei^fehenden  Satz  bewiesen,  der  in 

der  Di'^'^fTtation  von  Kraft  ausg'^sprochen  ist: 

Jn  jedem  emUidien  IntervaU  setzt  sich  die  Kwve  y  =-  M(r)  aus 
£iner  endlicken  Anzahl  analytisdiey  KurvensHkJ^e  zmanimen. 

Im  folgenden  benutze  ich  fibrigens  uur  die  Existenz  der  vorderen 
und  hinteren  Ableitung,  sowie  die  in  gleicher  Weise  sich  ergebende 
Tatsache,  daß  die  Gesamtheit  der  Punkte  größten  abdoloten  Betrages 
«uf  den  Terschiedenen  Kreisen  in  der  Ebene  der  e  eine  Kurve  iMaximum- 
kurve)  bildet,  die  in  einem  endlichen  Bereich  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Sprungstellen  aufweist,  an  allen  Nichtsprungstellen  eine  })estimnite 
einzige,  an  Jen  Sprungstrllrn  aher  wenigsteus  eine  vordere  und  hintere 
Ableitung  besitzt.  Bei  Einiührung  von  Polarkoordinateu  rfg>  und  der 
Schreibweise  6r«'*' 

setzt  sich  diese  Kurve  aus  Stücken  der  Kurve       -»  0  zusammen.  Da 

weiter  diese  Kurve  mit         ^     jedem  endlichen  Gebiete  entweder 

nur  eine  endliche  Anzahl  von  Punkten  oder  aber  einen  ganzen  Kurven- 
sweig  gemein  hat'),  so  folgt:  Die  Haximumkurve  hat  innerhalb  eines 
endlichen  Bereiches  sicher  nur  an  einer  endlichen  Anzahl  von  Stellen 

«ine  unendliche  (vordere,  hintere)  Ableitung  Verschwindet 

Knge  eines  ganzen  Stückes  der  Maximumkurv^  so  ist  lings  dieses  Stückes 

Äueh/?  -0. 


X)  Siehe  s.  B.  metae  Arbeit  Uber  da«  EUminstionsproblem,  Math.  Ado.  57. 
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Za  dieaen  sehr  aUgemeioea  Reeoltaten  Qber  die  Funktion  M{r) 
tritt  dann  noeh  mn  etwas  apesielleresy  daa  hishw  noch  nicht  bekannt 
gewesen  an  sein  sdieint: 

Für  aUe  gamm  FuifMümen  ist  der  Äusdruds 

I  dr 

mne  wa^tamde  FvanHäion  wtn  r.   Dabei  kann  --^f-  den  vorderen  oder 

den  hinteren  Difforentialqnotienten  bezeichnen.'} 

Der  Beweis  folgt  in  ein&dister  Weise  daraus,  daß  1  G  der 
Oleiehung  ^  lg  6^  ->  0  genügt.  In  Polarkooidinaten  hratet  diese 
Gleichung: 

a     Ige  ^. 

er      er         r  oq>* 

An  dem  Schnittpunkte  des  Kreises  r  mit  der  Maximumkunre  ist 
jedenfalls 

''^^!'<0,        daher  ^r^^^^O. 

Wir  bezeichnen  weiter ,  wie  oboi,  mit  —  die  (vordere,  hintere) 
Ableitung  der  Maximumkurve  und  betrachten  zunächst  ein  iiurven- 
stück,  auf  dem  f       also  auch  Ton  Nnll  Terschieden,  also 

endlich  ist.  Dann  ist  für  jeden  Wert  r,  der  diesem  Kurvenstück 
sogehört, 

d  lg  M     d\gG  ,  d lg  ('  d  lg  (i 

dr    ^   dr         dv    dr^  dr 

und  daher  weiter 

(fr      dr    "  dr      dr       vr      er       '  r  r  r  q)  dr  ' 
Nun  iät 

dtp          Brc  fp 

i1r^~d*l^G' 


r  Drosen  Satz  hal  f  ich  im  Aujfust  lUOO  >?elcf?entlit  li  ilcr  \'orbeicitung- 
iueini'>  Stuttgarter  Vortrags  f,'et\inden,  in  Stuttffiirt  aber  nicht  xorgetragen.  Un- 
abhängig von  mir  ist  merkwürdigerweise  kun  nach  der  Stuttgarter  Versammlung 
(Okto1>er  1906)  auf  ganz  anderem  Wege  Herr  Fab  er  auf  dentelben  Sats  gestoßen. 
Sein  Beweis  wird  in  den  Math.  Ann.  G3  veröffentlicht  werden,  —  Ein  Spexialfiftll 
des  Satees  findet  sich  bei  Hartogs,  Math.  Ann.  63,  S.  77. 
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BeraGkriditag^n  wir  also,  dafi  negaitiT  iat^  so  eigibt  nch  das 

zweite  GHied  der  reehtoii  Seite  als  posiUT»  das  erste  haben  wir  sehon 
oben  als  positiv  naehgewieBeii,  daher  isi^  wie  behauptet,  für  alle 

Werte  r  mit  von  Null  verschiedenem  ^  s '  >  Differentialquotient 

Für  die  noch  ausgeschloasenen  Steilen  ^ ^^1'  =  i«ßt  sich  die  Be- 
trachtung ohne  Schwierigkeit  ex^Saaen.  Haben  wir  nämlich  zunächst 
ein  ganzes  Kanrenstflch,  lings  dessen  -^-^  identisch  Terschwindet^  so 

vereinfacht  sich  die  frühere  Schlußweise  noch,  weil  jetzt  =-  0  ist. 

DaB  aber  an  den  isolierten,  in  jedem  endlichen  loterrall  nnr  in  endlicher 

Zahl  Torhandenen  Stellen,  an  denen  ^-^^  —  0,  der  Ausdruck  r  ^^^^ 

nicht  abnimmt,  folgt  daraus,  daß  flberaU  die  vordere  Ableitung  nicht 
kleiner  als  die  hintere  ist 

Damit  ist  also  die  angekOndigte  Tatsache  ToBständ^  bewiesen. 
DaB  fibrigens  die  hier  auljgesttilten  Higenschaften  keineswegs  genügen, 
um  eine  FnnktioQ  Jlf  (r)  als  Maximum  des  abeolntan  Betrages  einer 
gansen  Funktion  zu  dtsn^twisieren,  beweist  das  Beispiel  einer  Funk- 
tion, die  sich  aus  zwei  ansteigenden  Geradenstflöken 

zusuramensetzt.  Sie  ist  sicher  nicht  Murimum  des  absoluten  Betrages 
«iner  ganzen  1;  unktion,  obwohl  sie  ailen  hier  angeführten  Bedingungen 
genügt. 


Über  B«iheii  nach  Legendresebeii  Polynomen. 

Von  G.  Fa6£R  in  Karlsruhe. 

£ine  nadi  Legendreschen  Polynomen  P,(^)  fortsehrritende  un- 
endliche Reihe 

(1)  2;  ^'^W 

konvergiert  innerhalb  einer  Ellipse  mit  den  Brennpunkten  ±  1,  falls 
sie  flberhanpt  auch  für  ni<^i  redls  Werte  Ton  x  konTSr^ert;  damit  die 
letstere  Yocaussetzung  zutrifft,  mu6 


(2)  liml/;a,!<l 
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sein;  d.  h.  die  Potenzreihe 

(3)  a,;.' 

0 

muß  eineu  Konvergenzkreis  besitzen,  dessen  Radius  Ji  >  J  ist,  Ist  die 
Bedingung  (2)  erfilllt,  so  wird  durch  die  Reihe  (1)  eine  analytische 
Funktion  F(.r)  detini*'rt:  zwischen  den  singnlären  Stellen  dersflben,  die 
ich  generell  mit  ß  bezeichnen  will,  und  den  singnlären  Steilen  a  der 
durch  f3)  definierten  Funktion  0{x)  besteht  die  mcrhinirdipe  Beziehimgr 
daß  jeder  sin/jnldrm  Stdle  a  von  C>(x)  eine  smfftdäre  iStdlc  ß  von  lAx) 
durch  die  Gleichuna 

jn^eordnet  ist  und  dafi  man  auf  diese  Weise  simtiiohe  Bingul&re  Stellen 
ß  Ton  F(z)  erhält.  Nur  wenn  die  Funktion  F(x)  melndentig  ist  und 
wtam  man  dureli  analytische  Foitsetsung  um  einen  Verzweigaugs- 
punkt  herum  zu  den  Stellen  0,  +  1;  1  in  einem  andern  Blatt  der 
Kiemannschen  Fläche  für  F{j)  gelangt^  können  sich  diese  Stellen 
anter  Umständen  möglicherweise  als  singulare  erweisen,  ohne  daß  die 
ihnm  entspredienden  Stellen  a  -  ±  i,  +1,  —  1  singulare  für  <P(«) 
wären;  auch  umgekehrt  ist  denkbar,  daß  die  Stellen  ±»  für  einen 
Zweig  von  0(.r)  sins^nläre  sind,  ohne  daß  das  gleiche  von  den  Stellen 
fi  <*  i^älte.  Eine  weitere  niÖ£r]iche  Ausnahme  in  der  gegenseitigen 
Zuurdnung  der  Singularitäten  machen  die  Punkte  a  ^  0,  <x>  und 

Ich  Htütze  den  Beweis  auf  zwei  Hilfssiitze,  \(>n  denen  der  eine  ein. 
spezieller  Fall  des  folgenden  bekannten  Hadamardschen  Satzes  ist: 

Besitzen  die  dureli  die  Baiben  ^3  a,  a;''  und        c^x'  definierten 

Funktionen  nnd  die  singulären  Stellen  a  und  so  hat  die 
dureh  die  fieihe  ^  a,,c^jf  definierte  Funktion  keine  andeven  eingdSren 

0 

Stellen  als  die  Punkte  ay,  die  man  erhält,  wexm  man  irgend  eine 
Zahl  a  mit  irgend  einer  Zahl  y  multipliziert. 

Dieser  Satz  ist  bis  jetat  nur  ilQr  solche  Singularitäten  u,  y  und  «y 
der  drei  Funktionen  bewiesen,  die  jedesmal  im  ersten  Blatt  der  zuge- 
hörigen Kiemannschen  Fläche  liegen;  von  diesen  Singularitäten  denkt 
man  sieh  nämlich  Schnitte  ins  Unendliche  »gezogen,  die  bei  der  weiteren 
Fortsetzune"  ;!i(4it  üb»'rscliritten  werden  dürfen. 

in  einlachen  Fällen  läßt  sich,  wie  ich  an  andrer  Stelle')  zeigen 

1)  In  einem  sptUer  erscheuieiiden  Hefte  dieser  Jahresberichte. 
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werde,  dw  Hadftmardedie  Sats  olme  Scliwierigkeit  auf  das  ganze 
Eziatenzgebiet  der  drei  Fmüctioneii  auedelinen,  wobei  also  jene  Schnitte 
bdiebig  oft  Überaobrittm  werden  dürfen,  und  zagleieh  dabin  prtaineren, 
dafi  die  Stellen  ay  niobt  nur  mdgUeberweiee,  sondern  tatsSchlieb  aingottre 
der  dritten  Fnaktion  aind.  Eine  mögliche  Auaaabme  maehen  nor  die 
INmkte  0  und  oo. 

Zu  jenra  ein&ehen  F&len  gehört  der  folgende,  der  apesdellen 

_  j. 

Annahme  U^(.r)  =  (1  —  x)  *      —  1)  entsprechende. 

/.  MUfsMte:  Bedeutet     den  mit  (—  l)'  multiplizierten  Biuomiai- 

^  TB  ^ 

koeffizienten  ^         so  stimmeu  die  durch  die  Reihen         ata'  und 

^wttrC,^  definierten  Funktionen  in  ibren  singnlaren  SteUen  llbmn 

mit  eTentueller  Aoinabme  der  Funkte  0  und  oe>. 

Der  Bweite  HUfiisatK  gebört  aur  {^eicbea  Kategorie  Ton  Sitaen 
wie  dieeer  «rate  und  wie  scbliefilicb  aucb  der  den  eigenüieben  Zweck 
dieeer  Mitteilung  bildende  Sata  fiber  Reihen  nach  Legen  dreacben 
Polynomen. 

IL  Süftsaiz:  Oeetattet  die  analytiBcbe  Funktion  A{x)  in  dem 
Ringgebiete  r<(2r[<iZ  die  Lanrenteebe  Entwickelung  A{x)'' 

%ix)  +  ^1  {^^^j  so  hat  die  durdi         detinierte  .analytische  Funktion  ).{x) 

in  ihrem  ganzen  Existenz^ebiete  keine  andern  singnlaren  Stellen  ala 
höchstens  diejenigen  von  A{-v  ). 

lat  k{pt)  eindeutig,  so  ist  der  Sata  erident,  denn  da  fOr 

\X^>r  regniir  ist,  aind  A{x)  und  in  dieeem  Gebiete  gleicb- 
^ingnl&r. 

Beafiglieb  der  Auedebnuog  dea  Satzea  auf  die  andern  BUitter  der 
eTentnell  unendlidi  Tieldeutigen  Funktion  A(jp)  ecgebm  aicb  abnlicbe 
Scbwierigkeiten  wie  beim  allgemeinen  Beweiae  des  Hadamardachen 
Sataea.  Um  hier  nidit  zu  weit  ausauholen,  Terweiee  ick  wegen 
einee  ToUatand^en  Beweiaee  dee  U.  HilÜMataes  auf  die  ,angefilbrte 
SteUe. 

Benutzt  man  die  beiden  Hil&satae  nur,  soweit  sie  hier  vorliegen, 
obne  Ton  den  angekündigten  Erweiterungen  Gebraucb  au  machen, 
so  ergibt  sich  die  Beziebung  zwiscben  dra  Singularitiiten  der  dureb 
die  Reiben  (1)  und  (8)  definierten  Funktionen  F(x)  und  ^{x)  zu- 
nächst nur  lör  die  eivten  Blitter  der  zugebÖrigen  Riemannscben 
Flfieben. 


112  G.  Fabkr: 

Um  nun  zum  Beweis  jener  BeKiebong  za  gelangen,  mnliiplxuere 

man  die  Reihe  (3)  mit  ^1  -f  ' '-  tl;i<lurcli  erhält  uum  eine  innerhalb 
des  Kreisiinges  1  <,\x^<iM  gültige  Eutwickelung: 

(4)  *  (l  +  i)'  ^         -  +  (.;); 

die  durch  ^(x)  definierte  Funktion  f(x)  hat  nach  dem  II.  Hilfssatz 
keine  anderen  Singularitäten  als  die  Stellen  u  (wegen  des  Faktors 

^  arSC^  der  linken  Seite),  ±  •  ^wegen  des  Faktors  ^1  +  ^) und  oo 

(wegen  des  Faktoxs  a?). 

Setzt  man  zur  Abkfirznng  ^1  +  -I  (^^  —  1),  lo  er< 

gibt  sich 

aa 
0 

Die  redite  Seite  ist  hier  zwar  nicht  nach  Potenzen  Ton  x  geordnet, 
konTergi^  aber  auch  in  der  Torliegenden  Anordnung  fOr  |«j  <  i?  wie 
eine  Potenzreihe.    Ist  nämlich  \x\^r  und  1  <  r  <  2?,  so  wird,  da 

und  lim  ( (»,(^flf+*  +       -!-•■•  +  d^x  -f-  d^+i)  l"^  :^  -1<  1,  woraus  die 
Konvergenz  you  der  Art  einer  geometiischen  rrogr^sion  sich  ergibt. 
Daxm  gilt  auch  im  Gebiete  ^<,\x  <Rt 

Die  singnlären  Stellen  dieser  Funktion  sind  zu  suchen  unter  den- 
jenigen der  Funktionen  f{ss)  und  f{^^  sowie  unter  den  NuUstellen  des 
Nennars,  d.  h.  unter  folgenden  Punkten: 

0,  \,   ±»»   -Hl,  -1. 

Setzt  man  nun 

so  wird  der  Koeffizient  von  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  eine  ganze 
Funktion  v*"  Grades  in  | :  /7|.(|);  jeder  der  Brflclie  ^^-^  *Li  i**  "»fi"*" 
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lick  ein  Fi^Tiiom  (fi  —  1)^  Grades  in  |;  die  Koeffizienten  in  den  letatefoi 
Polynomen  sind  die  gleichen  wie  di^enigen  in  den  bekannten  Polynomen, 

doTch  welehe  ""^  "/^  als  ganae  Funktion  Ton  eoe  ^  ansgedifickt  mtd, 

wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man  |  =  cos  d-  setzt. 

Vermöge  der  Transformation  (7)  wird  der  Kreisring      <  1 2? 

konfonn  anf  das  Innere  einer  KUipse  der  |-Ebette  mit  den  Brenn- 
punkten ±  1  abgebildet  Im  Innern  dieaer  Ellipie  konyeigiert  daher 
die  Reihe 

(8)  jfo^/Jr«)-«!) 

0 

und  liBt  aieh  in  einer  gewiesen  Umgebung  des  Xullpunktea  in  eine 
Polennleihe  umordnen: 

(8)  Ki)  =  J?  ■i'i'- 

Die  aingnlSren  Stellen  der  Funktion  sind  unter  deqenigen  Punkten 
der  I-Ellche  an  snehen,  die  aus  den  Punkten  x^Of  00,  a,  ^,  +f\ 

—  i,  -j-  1 ,  —  1  der  a:-Fläche  hervorgehen  d.  L  unter  den  Punkten 

Betrachtet  man  endlich  die  nach  Legendreicfaen  Polynomen  fbrt- 

qp 

schreitende  lieihe  =       dt  JPr  (S);  »o  konvergiert  dieselbe,  wie 

• 

schon  bemerkt^  ebenfalls  innerhalb  einer  Ellipse  mit  den  Brennpunkten 
±  1  (und  awar,  wie  leicht  zu  sehen,  innerhalb  der  nSmlichen  Ellipse 
wie  (8))  und  gestattet  daher  auch  die  Daratellung 

(10)  *  F(s)  -  2; 

Yeigleicht  man  dia  bei^  Reihen  (9)  und  (10),  so  ergibt  sich,  wie 
sofort  naher  ausgeltthrt  werden  soll, 

(11)  C.  -  ^,(-  -ä)  (-  1)'. 

Daraus  folgt  nach  dem  L  Hüftaatae,  daB  die  Funktion  ^(|)  die  gleichen 

Siugularitäteu  besitzt  wie  h.  keine  andern  als  J  4" 

Dio  Relation  (11)  beweise  ich,  indem  ich  zeige,  daß  die  SHintlichen 
Tolynome  (»'  =  0,  1,  2,...)  in  die  Polynome  Ilr{i)  übergehen, 

Jabreaberlclit  d.  Deutacbcu  MKthem.-Tereisigang.  XVI.  Ueft  I.  8 
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wenn  ich  in  ihnen  die  Potenzen       (ji  =  0,  1,  2  . . .)  ersetze  durcM 

.        .  .. 

leh  'schreibe  die  erzeugende  Funktion  der  Kagelfbnktioiiea  in 
folgender  Form: 

(12)  '^l{7'v^-M»'*^(  »  i/i+x** 

Kreetze  ich  hier  |'  durch  (—  |)'  :  ^~       so  geht  (12)  über  in: 

1  -j-  -i* 

Ks  bkibt  zu  zeigen,  daß  man  als  Koeffizient  von  bei  der  £Sntr 
Wicklung  dieses  Ausdrucks  nach  Potenzen  von  £  gerade  das  Polynom 

i7v(|)  erhält  oder,  venn  man  i  durch  i    +  ^)  eraetzi^  den  Ausdruck: 

wo  die  dr  wieder,  wie  in  (5)  die  Koeffizieuteu  der  Entwicklung  von 

Yi  +     nach  Potensen  von  g  sind:  yi-\-0*^  ^  c^r'**;  diM  sieht  man 

folgendermaßen  ein:  * 
Es  ist 

^       L         ^_!_/  1  !_\ 


» 

also 

Der  vorli^eude  Beweis  für  die  Beziehung  zwischen  den  Singularitäten 

der  Funktionen         *->       arPt  (|)  und  <P(|)  ^  ^  erscheint 

0  0 
vielleicht  etwas  gekünstelt;  ich  gelangte  zu  dem  Satze  in  systematischer 
Weise  gelegentlich  allgemeinerer  Untersuchungen  über  polynomische 
Entwicklungen^),  hielt  es  aber  für  nicht  unzweckmäßig,  das  vorliegende 
b^pezielle  Resultat,  da  es  sich  auf  vielfach  untersuchte  Reihen  bezieht^ 
direkt  herzuleiten. 


1)  Vgl.  dne  deamftehit  in  den  Math.  Ann.  erscheinende  Arbeii 
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Ein«!!  andern  Beweis  gab  Herr  Pincherle^),  dem  ich  den  Satz 
gtUgenilich  mitgeteilt  hatte,  für  den  Fall,  daß  <2>(:r)  eindeutig  und 
die  tc  in  endlicher  Anzahl  Torhanden  sind;  auch  bei  Herrn  Pincberle 
triU  dar  Satz  als  spezieller  Fall  aUgemeinerer  Entwioklimgea  anfl 

Zum  SchliUK  will  ich  noch  zeigen,  dafi,  wenn  man  von  den 
Ponldeii  ß^^O,  oo,  und  demcmtspreeheiid  toh  den.  Punkten  (k  —  ± 

0,  oo,  abiiehiy  die  flbrigen  Stellen  ß^\^a-^  ^  nicht  nur  mö^eher- 

weise,  sondern  wirklich  singulare  von  F{1)  sind.  Ich  bezeichne  die 
wiridich  Tcnrhandenen  Singularitäten  Ton  JP($)  mit  /)'  nnd  bringe  sie 
auf  die  Form: 

(")  ß'  -  5  («•  +  j  j, 

(was  abgesehen^Ton  dar  VertauBehung  der  beiden  Smnmanden  a'  und 

unter  einander  immer  auf  eine  Weise  inüglich  ist  ).   Die  ß'  sind  jedenfalls 
unter  den  ß  enthalten;  es  ist  zu  zeigen,  daß  sie  damit  identisch  aind. 
Die  Funktion  hüt  nach  dem  I.  Hilfssatze  genau  die  gleichen 

aingnlaren  «Stellen  wie  F(ji).   Ersetzt  man  wieder  i  durch  |  ^«  + 

■o  ergeben  sieh  als  mögliclie  Singularititen  der  dann  ans  ^(|) 

entstehenden  Funktion  (6)  die  Zahlen  x^tt*  und       auch  besitzen 

dann  die  Funktion  t\x)  —  t  (^r  und  nach  dem  aweiten  UiUssatze  die 
Funktion  fix),  ferner  (da  ja  von  x^O^  oo,  ±i  abgesehen  wird)  die 

Funktion   t\x)  •  ~  (l  +  j,)    *  *  ^        -f  (vgl  (4)),  also 

0 

ondlick  wieder  auf  Grund  des  11.  Hilftsataes  die  Funktion  Cf{x)  »  ^»  OfOf 

keine  anderen  Singdaritaten  als  die  soeben  erwEhnten  a'  und  X. 

Nun  hat  die  letaete  dieser  Funktionen  nach  Voraussetaung  die 

singuiäreu  Steilen  a,  die  sich  somit  unter  den  u   oder  A  finden  j  dem- 

nach  sind  aneh  unter  den  Zahlen  ß'  ~i     +      dieZablen/}«»!^«  + 

enthalten,  und  da,  wie  bemerkt,  sich  auch  die  ß'  vaiier  den  ß  Toiündeo, 
fallen  die  ß  und  ß*  zusammen. 

1)  Beodioonti  della  R.  Aocad.  dei  Lincei  190«  p.  ßlO. 


Paul  Kons: 


Über  konlome  Abbildmig  aelirfiiclk  zosammenlilngfaider 

ebener  Bereiche. 

Von  Paul  Koebe  in  Gottugen. 

Bcseichnet  man  einen  die  ^-£beuo  0ohlioht  überdeckenden  Bereich, 
welcber  von  endlich  yielen  sich  gegenseitig  nicht  achneidenden  und 

auch  nicht  berührenden  Kreisen  begrenzt  wird,  als  einen  Srtiäbereieh, 
80  besteht,  wie  ich  dargetan  habe%  folgender  Satz: 

I.  Zwei  Kreishereich'  können  stets  dann  und  nur  dann  lonfonn, 
d.  h.  susanimenhänyenä  und  in  dm  kleinsten  Teilen  äJwlich  auf  einatuier 
abgebildet  werdeti,  (so,  daß  jedem  Punldr  defi  einen  Bereiches  ein  und 
nur  ein  Punkt  des  (UMiem  Bereiches  enispridU  mui  umgekeltrij,  U!enn  sie 
durch  eitw  lineare  Tra/nsformaiion 

in  einander  übergefüJirt  icfrden  könneti;  und  zwar  ist  jede  nnnhffische 
Vnnliion  f'is),  durch  tceldtc  eine  solche  Innfoime  AhhiJdumi  .:tvcier  Kreis- 
bereiche (Uif  einander  r ermittelt  wird ,  eine  lineetre  Fnuhtion  retn  z. 

Die  AtiffTube,  einen  boliebi^on  {g  —  IVfach  zusammenhängenden,  die 
Ebene  sclilicht  überdeckenden  Bereich  in  eindeutig  umkehrbarer  Weise 
konform  auf  ein^n  fo  4- 1  i-t'ach  zusammenliängenden  Kreisbereich  ab- 
zubilden, i'wnbei  dti  N  t/t'  t*'  Bereich  als  unbekannt  anzusehen  ist), 
hat  bisher  keine  allgemeine  Lösung  gefunden,  wenn  man  von  der 
Anwendung  einer  von  den  Herren  Klein  und  Poincare  gleichzeitig 
enttleckten  in  der  Idee  zwar  weitreichenden,  aber  meines  Wissens 
noch  nicht  völlig  begründeten*)  Methode  absieht,  welche  von  den  ge- 
nannten Forschern  als  Kontinuitätsntefhode  (nirihode  de  coutinuite]  be- 
zeichnet worden  ist.  Die  bezeichnete  Aufgabe  kann  nach  I  im  wesent- 
lickeiL  nnr  eine  Lösung  haben.    Die  Existenz  dieser  Lösung  wirU  in 

1  ^-  '1-  Axb.  d.  V»  rf  :  Über  konforme  At>1iiMiuig  mehrfach  ztUMmmen- 
hilngender  ol  ener  Bereiche,  insbesondere  solcher  Bereiche,  deren  Begreaiuiig  vttn 
Kieisen  gebildet  wird.    Jahresbericht«  der  D.  M.-V.  Rrl.  XV,  p.  142 — 168. 

2)  S.  die  bezüglichen  Üemerkungen  von  Fricke  in  seinem  Heidelberger  Vor- 
trmge:  Neue  Entwicklungen  fiber  den  Ezutenibeweis  der  polymorphen  Fonktioaen. 
Verhendliuigen  des  dritten  internationalen  Hathematiker-Kongresses  in  Heidelberg. 
Eine  voUstilndigf  Rogründung  der  KoutinuitStsmethodf  in  dem  Umfange,  in  welchem 
die  Anwendbarkeit  deri»fllien  von  Klein  uud  Poincax^  postuliert  worden  ist, 
dürfte  mit  großen  Schwierigkeiten  verbunden  sein. 
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Abschnitt  2  für  alle  dreifach  zusainmenhÜDgenden  Bereirhe  dargetnii 
sowie  für  alle  diejenigen  f  o  -t-  l)-fach  >  2)  zusanunt^Tih; engenden  Be- 
reiche, deren  sämtliche  Begrenz ungslinien  die  Achse  dey  llen  sdmeidea 
und  in  bezog  auf  dieselbe  zu  sich  selbst  sjmmetriäch  smd. 

L  Ein  Sftts  Hbtr  BiratMi  BittUiuMii]iiiigai4e  BeraldM. 

In  den  Fallen  p  =  0  und  g  =  1  bietet  die  LSsimg  der  Abbil- 
dungsaufgabe keine  Schwierigkeiten  dar.  Als  Kreisbereich  kann  im 
iaUe  Q  ^  1  ein  von  zwei  konzentrischen  Kreisen  begrenzter  Kreisring 
gewählt  werden^  für  welchen  das  Badienverhaltnis  (Radius  des  inneren 
Begrenzungskreises  durch  Radios  dee  ftufieran  BegrensnngpkreiBes)  einen 
dunli  den  gegetwaen  Bir«fiMifa  SHMinvMiihSngeiicIsii  Bereidi  ToUsttBdig 
bestimmten  Weit  hat. 

An  dieser  SteUe  möge  ein  meines  Wissens  bisher  aieht  bdcannter, 
wichtiger  Anwendungen  f&higer  Sats  mitgeteilt  werden: 

II.  Ist  S  ein  ziveifach  zusuminenhängendcr  die  Ehviw  scfilicht  über- 
deckender Btr civil  ^  welcher  ganz  imierhalh  eines  anderen  die  Ebme 
schlicht  überdeckenden  ziceifacii  zusammenfegenden  Bereiches  T  Uofi 
iierart,  daß  der  Berekh  T  dm^  dw  Begrmmmgüinim  wm  8  und 
alhjemei»  M  rede»,  in  drti  äweifadi  Mmmmenhänffende  Gdn^  geriegt 
wird,  darni  Icusen  sk^  dk  mu  8  und  T  gMrmidm  Mrmsnnge  Ks  and 
Kt  in  etUfpreeftende  Lage  bringen,  wenn  man  den  Badim  des  äußeren 
BegreneungsSsrems  wn  Kg  ein  wenig  Meiner  wakU  als  den  Sadins  des 
äußeren  Begreneungskreises  von  Kr* 

Beweis:  Es  mögen  snnSchst  zwei  sweiiach  zusammenhängende 
Bereiche  S  und  f  betrachtet  wei-den,  von  welchen  der  erstere  vollständig 
innerhalb  des  letzteren  liegt,  so  zwar,  daß  beide  Bereiche  eine  Be- 
grenzuDgslinie  Sq  gemeiusani  ha))en.  Die  zweit*;  Begrenzun<r9liine  von  S 
möge  mit  Sy  die  von  T  mit  t  bezeichnet  werden.  Jeder  der  beiden  Bereiche  S 
nad  T  kann  konform  auf  einen  von  zwei  konzentrischen  Kreisen  begrenzten 
Kreisring,  Ks  bezw.  Kf,  abgebildet  werden,  des>^en  äußerer  Begrenzungs'- 
kreis  mit  dem  Einheitskreise  in  der  i^- Ebene  identiscli  ist.  Wird  mit 
Us  diejenige  in  S  eindeutige  und  reguläre  Potentialfunktion  bezeichnet^ 
welche  längs  s^  den  Wert  null,  längs  s  den  Wert  eins  hat,  femer  mit 

Ableitung  dieser  Funktion  an  einem  Punkte  auf  Sq,  genommen 
in  der  Riehtnng  der  umeren  Normalen,  mit  ds^  die  positiv  zu  nehmende 

Mafizahl  der  L&nge  dfls  LlnienelamentB  Ton  s^  und  haben  Uf  and  - . 
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die  entijprecheudfü  Bedeutungen  für  den  Bereich  T,  {Uf  verschwindet 
also  wie  üs  längs  s^^  so  geben  die  Ausdrücke 


die  Maftsahleu  der  Uadien.  der  inneren  Begrenzungskreise  der  Kreis- 
ringe  Kg  und  Kf  an.   Die  DifierentiBlqnotiaiten         und  sind 


letzten  UngleieUieit  das  GleiehheitBKeicken  eintritt,  ist  notwendig  und 


besteht  Die  Potentialfnnktionen  Us  und  Ur  stimmen  dann  längs  Sq  nicht 
nur  in  ihren  Werten,  sondern  auch  in  den  Werten  ihrer  Ableitnnp^en  in 
der  Richtung  der  Normalen  auf  Sq  ilberein,  sind  also  identisch.  Hieraus 
aber  kann  geschlossen  werden,  daß  die  Bereiche  S  und  T  identisch  sind. 

Der  Beweis  des  Satzes  II  ergibt  sich  nnn  sofort,  wenn  mau,  anstott 
S  und  T  bezw.  die  zugehörenden  Kreisringe  Ks  und  Kr  direkt  zu  ver- 
gleichen, einen  Hilfsbereich  einschaltet,  welcher  sowohl  zu  S  als  auch  zu 
Tin  derjenigen  Beziehung  steht,  in  welcher  die  chen  betrachteten  Bereiche^ 
und  T  zu  einander  standen.  Einen  solchen  Bereich  erhält  man,  wenn 
man  S  fibor  eine  5?eincr  Bep'enzungslinien  hinaus  erweitert,  bis  man  zu 
einer  Begrenzungslinie  von  T  gelangt.  Zu  dem  Hilfsbereich  gehört  ein 
Kreisring  mit  ))esti7inTitpm  Iladien  Verhältnis.  Dieses  Kadienverhältnis 
liegt  seinem  Werte  nach  zwischei?  den  Radieiiverh'altnissen ,  welche  zu 
den  Kreif?ringen  Ks  und  Kr  gehüreu;  es  ist  größer  als  ersteres,  aber 
kleiner  als  letzteres. 

Die  Methode  der  Herleitung  des  Satzes  II  läßt  erkennen,  daß.  auch 
wenn  Teile  der  Begrenzung  von  8  mit  Teilen  der  Begrenzung  von  T 
koinzidieren ,  Ks  vollständig  in  das  Innere  von  Kr  gebracht  werden 
kaiiu.  üliiu  tlaü  ein  Begrenzungspunkt  von  Ks  mit  einem  Begrenzuugs- 
p unkte  von  Kr  zusammenfällt. 

Übrigens  ist  die  Geltung  des  Satzes  in  keiner  Weise  an  irgend 
welche  Voraussetzungen  über  die  Natur  der  Begrenzuugslinien  der 
Bereiche  S  und  7  gebunden.  In  der  Tat  kann  man,  wie  Säte  IX 
(s.  pag.  I2G)  lehrt,  jeden  beliebigen,  die  Ebene  ecUiclit  Überdeckenden 
Kwei&ch  zaawnmenhängenden  Bereich  konform  auf  einen  Kreisring  ab* 


hmreicheud,  daß  längs  der  ganzen  Linie  .s,j  die  Gieiclumg 


dn„  dn^ 
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'bilden.  Von  den  Begrenznngskreiaen  dieees  Ringes  kuin  eich  <ter  eine 
oder  der  andere  oder  auch  jeder  eüuehi  auf  einen  Punkt  reduzieren; 
dies  tnük  aber  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  von  den  Begr6n2ungB- 
linien  des  gegebeuMi  Bereichs  das  Entsprechende  gUi 

%  Lösung  der  AbUldmigMiifgabe  für  belieblgü  dnlfiMdi  snsammen- 
Mngaule  BmloliiB  und  solehe  (p+l)<ftfi)L  Bnsajnmoüiliigvnden  Beralehe, 
deren  simtliohe  BegnosmigiUnieii  die  AobM  des  Reellen  sdmeiden  und 
in  besag  anf  diesolbe  sn  sidh  selbst  symmetriseli  sind. 

Es  seien  L^,  L^j  die  drei  Begrenzungslinien  eines  als  gegeben  be- 
traehteten  dreiiaeh  zasaaunenhftng«nden|  die  Ebene  sehlieht  überdeckenden 
Bereiches  T.  Man  bestinune  zwei  in  T  eindeutige  und  reguläre  Potmtialr 
fünktionen  und  yon  welchen  die  erste  lEugs  und  Tersdiwindety 
längs  den  Wert  «ms  annimmt^  die  zweite  längs  und  rersehwindet^ 
längs  X|  den  Wert  ems  annimmt  Sind  und  die  zugeordneten 
Potontialfiinktionen,  so  ist  der  Quotient 

du,  A-  idv. 

eine  Funktion,  welche  längs :  der  ganzen  B^renzung  von  T,  reelle 
Werte  annimmt. 

Der  Bereich  T  kann  aufgefaBt  werden  als  die  eine  Hälfte  einer 
ajmmetrisch  gestaltetem  geschlossenen  Flache  JZ,  welche  man  erhält, 
wenn  man  zu  dem  Bereiche  T  seine  ßttckseite  hinzugenommen  und  die 
Verbindung  zwischen  Vorderseite  und  Rftdcseite  längs  den  Linien  X,, 
hergestellt  denkt.  Ohne  den  Grad  der  Allgemeinheit  der  Untersuchung 
zu  beschränken,  darf  man  nnnplimen,  daß  die  Linien  2^,  X^,  go- 
schlossener^pdäre  analytische  Linien  sind  mit  durchweg  stetiger  Änderung 
der  Richtung  der  Tangente.  (S.  Satz  IX  pag.  126.)  Die  Fläche  J2  hat 
das  Geschlecht  p  =  2  und  kann  daher,  wie  aus  den  Untersnchungen  von 
Schwarz  folgt konform  auf  eine  geschlossene  Riemannsohe  Fläche 
vom  rirsrhlecht  zwei  abgebildet  werden.  Die  Funktion  w  läßt  sich  nach 
dem  Spiegelungsprinzip  über  die  ganze  Fläche  B,  hin  analytisch  fortsetzen, 
und  zwar  ist  sie  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  dieser  Flache^ 
die  als  Quotient  zweier  linear  unabhängiger  Differentiale  erster  Art 
<iarifof-- teilt  ist.  Da  ein  Diöerential  erster  Art,  welches  zu  einer 
Oieichung  vom  Geschlecht  ^7  »  2  gehört,  genau  m.2p  --2  -^2  Punkten 

1)  GsMiDiiieUs  Abhamdlniigeik  Bd.  O.  8.  ISS-^US,  8.  IM^lTl,  8. 175— SlO; 
«.  ferner  Sehottky:  Über  die  konforme  AbbÜdimg  mshrflMih  wusanmonhtogendar 
ebener  Bereiche,  CrelleB  Joamal  Bd.  8H,  S.  300—351,  sowie  Klein:  Neue  Beiträge 
m  Riemannmhen  Fonktionentheorie,  Math.  Annalen  Bd.  21,  S.  Ul — 218. 
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Terscli windet,  so  ist  die  Funktion  w  vom  Grade  £wei\  sie  vermittelt 
ulso  eine  koufonue  Abbilduug  der  Häclie  11  auf  eine  hyperelliptische 
UiemaHQSche  Fläche  mit  sechs  Wiudungspunkten.  Bei  dieser  kuü 
formell  Abbildung  gehen  die  Linien  L^,  in  drei  »uf  der  byper- 
elliptischeii  FKche  TöQig  getrennt  Twhmhside  geachlossene  reguläre 
mljtiadie  I4lM«n  My  über,  deren  »ilmtliclie  Ponktey  wie  oben 
bemerkt,  auf  der  Achse  des  Reellen  liegen.  Wegen  der  konformen 
Besiehung  der  Flicfae  B  «nf  die  hjp^  ivlliptische  FlScbe  iet  klnr,  dnß 
beim  Dnichlaiifen  iz|pend  einer  der  Linien  M  die  Fortwshreitangsrichtang 
solange  ungeändert  bleib«i  wird,  bis  man  auf  einen  Yerzweigangspnnkt 
der  byperelliptischett  FlSobe  stfiBt;  an  einem  solefaeo  Punkte  wird  sich 
die  Riebtnng  der  Fortschreitung  stets  umkehren.  Ans  den  genannten 
Eigenschaften  der  Linien  M^,  Jf|  fblgl^  daß  alle  sechs  Veraweigongs^ 
pnnkte  der  hyperdliptisehen  F%ehe  auf  der  Achse  des  Reellen  liegen 
*m1IS8eh;  anderen&lls  wfire  es  nämlich  nicht  mdglich,  auf  der  hyper^ 
elliptischen  Flftche  drei  Linien  zu  ziehen,  welche  allen  Bedingnngen 
gmUgen,  denen  das  System  der  drei  Linien  Jf^,  3/^,  zu  genügen 
hat.  Jede  der  länien  M  stellt  sich  als  Verbindungslinie  zweier  benach- 
barter Yerzweigungspunkte  dar,  und  zwar  hat  man  sich  vorzustellen, 
daß  die  Verbindungsstrecke  sowohl  im  oberen  als  auch  im  unteren 
Blatt  gezo<^en  ist.    Es  ergibt  sich  also  der  Satz: 

III.  Jeder  dreifach  zusammenhängende  die  Ebene  schlicht  überdecketuie 
Btreich  kann  konform  auf  rintm  von  drei  auf  der  Achse  des  Iteellen  f/c- 
irtrmt  licffpfidm  f/ermiiiniffeii  Sfrchni  hcßrenzten  schlichten,  also  in  firgtuj 
auf  die  Aciise  des  BeeUen  lu  sicii  selbst  ^fmtnetrisehen  Bereich  abgebildet 
ucrdett.  .  

E.s  sei  nunmehr  in  der  Ebene  eiu  {g  +  Ij  lack  zusaiumeuliüngeuder 
in  bezug  auf  die  Achse  des  Reellen  zu  sich  selbst  symmetrischer  Bereich 
T  gegeben,  dessen  sämtliche  B^renzungalinien  durch  die  Achse  des 
Reellen  hindurchgehe.  Die  Achse  des  ReeUen  teilt  den  Bweich  T 
in  zw«  dn&eh  zusammenh&igende  an  dnander  symmetrische  HUfian^ 
eine  obere  H8lfte')  und  eine  untere  Hälfte.  Die  Aufgabe,  den  Bereich  T 
konform  auf  einen  Kreisbereich  abaubilden,  kann  daher  reduaiert  werden 
auf  die  Aufgabe,  die  obere  Hälfte  des  Bereiches  T  auf  die  obere 
Hälfte  JEW  eines  gewissen  su  sich  sdbst  symmetrischen  Kreisbereiches, 
dessen  sämtliche  Begrenzungslinien  die  Achse  des  Reellen  orthogonal 

1)  Ala  obere  Uiilfte  fincH  in  bezui?  auf  rlir  Arhsr  (i.'s  Keelleu  su  sich  sellmt  ^jmtw- 
triiscben  Bereiches  wird  derjtiuige  Teil  deä  l>erelclle!^  bezeichnet,  welcher  dem  durch  die 

üngleichheitflbediiigiug  91    )  >  0  erkläxtan  Gebiete  (der  aiwre»  HiM^ene)  angehart. 
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schneiden,  in  der  Weise  abzubilden,  daß  den  Schnittpunkten  drr  Be- 
grenzung von  T  mit  der  Achse  dei  Reellen  die  Eckpunkte  von  iT^^^ 
entsprechen.  T-^et/iere  lietjen  sämtlich  auf  der  Achse  des  Reellen  und 
die  an  denselben  ^n  bildetf  ii  Winkel  betragen  je  einen  Rechten. 

Die  Schnittpunkte  der  (»  +  1  Begrenzungslinien  von  T  mit  der 
Achse  des  Keellen  mögen  mit  Ä^^  B^,  A^,  B^,  •  •  •  ,  A,^  ^  , ,  ^  ,  be- 
zeichnet werden.  Die  obere  Hälfte  des  BereieheB  7  kann  nian 
zunächst,  da  sie  einfach  zusammenhüngend  ist,  koufurm  nuf  die  obere 
Halbebene  H^^^  abbilden.    Bei  dieser  Abbildung  mögen  die  Punkte 

7^1,  A^,  B^,  •  •  •  ,  +  1,  +  1  der  Reihe  nach  in  -4j,  i/,',  A^,  JK, 
*  *  *  >  +  1»  +  i  übergehen.  Es  handelt  sich  dann  darum,  die  Halb- 
ebene M'^^^  konform  auf  einen  Bereich  jr<">  der  angegt  l)enen  Art  in  der 
Weiae  ftbrobUden,  dafi  d^a  Streckeit  Ä^B^,  Ä^B^  ,  A'^^^B^^^  die 
Halbkreiie  entsprechen. 

£8  sei  f(js)  die  Analytische  Fooktioa,  durch  deren  Vermtttehing  die 
Helhebene  in  der  angegebenen  Weise  konform  auf  den  Bereich  K^^ 
abgebildet  wird.  Spiegdt  man  den  Bereich  an  den  p  +  1  Halb« 
kreisen,  welche  zn  seiner  Begrensung  gehören,  und  setat  dieses 
Spiegelungsverfahren  ins  Unendliche  fort»  so  wird  von  K^^  und  seinen 
Bildern  nach  und  nach  die  ganse  obere  Haibebeue  ausgefOllt.  Bei 
dem  entsprechenden  mit  H^^  voigenommenen  Spiegelnngsproseß  ent- 
steht eine  aus  unendlich  vielen  Halbebeneu  zusammengesebie  nn- 
endlich-Tielblattrig»  ein&ch  susammenhSogende  Riemannsche  FlSdie 
welche  durch  Yermittelung  der  analytischen  Funktion  f(e)  konform  auf 
eine  einzige  Halbebene  abgebildet  erscheint.  Der  Beweis  für  die  Existenz 
dieser  Abbildungsfunktion  reduziert  sich  also  auf  den  Nachweis  der  Exi- 
stena  der  zur  Flache  ^gehörenden  Greenschen  Funktion,  d.  i.  deijenigen 
auf  der  ilSche  H  eindeutigen  Potentialfunktion,  welche  bei  der  gedachten 
konformen  Abbildung  dw  Fläche  H  auf  das  Innere  des  Einheitskreises 
einer  ^(-=  |  +  iij)-Ebene  in  die  Funktion  —  log  ]/|'  -f-  übergeht. 

Die  Existenz  der  zu  der  einfach  znsiimnienhängenden  Fläche  H 
gehörenden  Greenschen  Funktion  kunn  nun  mit  Hilfe  eines  Verfahrens 
bewiesen  werden,  welches  in  seinem  Ursprung  auf  Harnack\)  zurückgeht 

1)  S.  Harn»ck:  Die  Grundlagen  der  Theorie  <}.m  logarithmischen  Poientiales 

and  der  eindeutigen  Pc^tentiiilfmiktionen  in  der  Kbeiip.  Leipzig  1887.  8.  fcrriPr 
Poincar^:  S^ur  un  theoreme  de  la  Theorie  gem-rale  den  fonctionn.  HnUotin  de 
la  societe  maihtmatique  de  Frauce  t.  11,  (188S);  Osgood:  Üu  the  exist^^nce  of  Ihe 
Greem  fnaktim  for  th«  most  general  rimplj  emmeoted  plane  region;  Am.  TrsDS.« 
t,  I,  (1900).  Johansson:  Über  die  Uniform isiening  RiemannBcher  Flächen  mit 
endlicher  Anzahl  Windungspunktp,  \>  ta  hoc.  F«^iin.  XXXTTI.  Xr.  7.  tUna  ;  derHcllit: 
Jsin  Satz  über  die  konforme  .\bliil<]img  einfach  zusaramenhiingender  Riemann scher 
Flächen  auf  den  KinheitskreiB,  -Miith.  Ann.,  Bd.  62  (1906), 
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Die  imendlicb  vielen  Halbeheueu ,  aua  \velrhen  die  Hache  H  zu- 
hÄLumengeBetzt  ist,  mögen  unter  leicht  verständlicher  Be/-u^nahnie  auf 
ihre  Entstehung  aus  derHalhebene  H^**'  durch  den  vorhin  charakterisierten 
Spiegeiungsprozeß  folgeiideriiiaßen  bezeichnet  werden: 

■Sil,  -Hi»,  ^  +  1,        B^tf        -Hj  +  i,  ff 


Es  treten  alle  diejenigen  aus  den  Elenientuu  1,  2,  •  •  •.  p  -f  1  gebildeten 
Variationen  mit  Wiederholung  auf,  bei  welchen  uiemalä  zwei  gleiche 
Elemente  unmittelbar  auf  einander  folgen.  Mit  werde  der  aus  den 
«eraton  Halbebenen  der  Reih«  gebildete  einCuli  zuaamineiihängende 
'  Teabemch  von  H  beseichnet;  ferner  werde  mii  ein  im  Innern  von 
befindlicher  Pniikt,  mit  u\,  die  zum  Bereiche  JS*,  gehörende 
Green  Bche  Funktion  mit  der  logarithmischen  Vnendlichkeitsstelle 
bezeidinet  Da  der  Bneich  B^^\  den  Bereich  in  seinem  Linem 
enäiilt,  ergibt  sich  die  Ungleichheit; 

Man  bemerke  nun,  daß  die  Fläche  also  auch  die  Bereiche 
die  Achse  des  Reellen  längs  den  Strecken  B'A',  BIA'^,  ^J+i  oo  A[ 
nicht  durchsetzen.  Als  eine  obere  Scliranke  liir  die  nnendlicli  vielen 
Greenschen  Funktionen  a^^,  deren  Konvergenz  gf  <^en  eine  bestimmte  Grenz- 
funktion beweisen  ist,  bietet  sich  daher  diejenige  Potentialfunktion  V 
dar,  welche  in  der  gauzen  i:-Ebeüe  eindeutig  ist,  längs  den  geradlinigen 
tStreckeji  ]i[A'^.  B'^A'^,  •  •  J9'  ^  j  oo  A[  verschwindet  und  nur  an  einem 
Punkte,  nämlich  dem  Unstetigkeitspunkte  der  genannten  Greenschen 
I'unktionen  logarithmisch  unendlich  Avird.  Die  Funktion  U  stallt  Jiäni- 
licli,  \^enn  irian  sie  als  Funkiiun  auf  der  Fläche  H  betrachtet,  ein  auf 
dieser  Fläche  eindeutiges  positives  Potential  dar,  welches  zwar  auf  der 
ganzen  Fläche  unendlich  viele  logarithmiscbe  Unstetigkeiten  aufweist^ 
in  jedem  Bereiche       aber  nur  endlieh  Tide.    Es  ist  also  in  der  Tat 

£  r/. 

Indem  man  die  aus  lauter  positiven  Gliedern  gebildete  Reihe 

«1  +  (w»  -«i)  +  K  -«,)  +  •  •  •  +  («.  +  1  -  »J  +  •  •  • 

in  Betracht  sieh^  kann  man  jetzt  mit  Hilfe  eines  Satzes  Ton  Harnack  (L  c.) 
über  positive  Potentialfunktionen  (s.  auch  Picard,  trait^  d'aniiljBe,  i  II, 
pag.  57,  (1893))  acUieBen,  daß  die  Funktionen  u^,      v^, . . .  gl^dmäßig 
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gegen  eine  Potentialfunktion  u  konvergieren.  Die  KonTMlgeuz  findet 
«icher  gleichmäßig  statt  in  jedem  Gebiete  G,  welches  ganz  innerhiilb 
eines  Bereiches  liegt  und  dessen  Begrenzung  mit  der  Begrensmig 
von  keinen  Punkt  gemein  hat.  Ist  v  die  der  Funktion  die 
der  Funktion  zugeordnete  Potentialfunktion,  so  gilt  die  Behaup- 
tung der  ^'leiclimäßigen  Konvergenz  in  G  auch  für  die  Funktionen 
,,-(««  +  '>„ )^  welche  bei  passender  Bestimmung  der  in  den  Funktionen  t'^ 
verfügbaren  additiven  Konstanten  gegen  die  Funktion  e-^"*^'^  kon- 
vergieren. 

Das  Gebiet  G  wird  durch  Vermittehing  jeder  der  Funktionen  t'"'^''« 
konform  auf  ein  gewisses  ganz  im  Innern  des  Eiuheitskreises  liegendes 
schlichtes  Gebiet  abgebildet,  welches  sieh  selbstverstäudlicli  mit  der 
Wahl  des  Index  n  ändern  wird.  Wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz 
der  Funktionen  +  iv„  wird  folglich  ai!c!i  die  Funktion  ^>-<"  +  '')  eine 
konforme  Abbildung  des  Gebiets  G  auf  em  schlichtes  ganz  im  Inneru 
des  Einheitskreises  enthalteues  Gebiet  vermitteln.  Iusbe;?ondere  wird 
auch  der  Halbebene  die  ja  als  Teilbereich  in  der  unendlich -viel- 

blättrigen  Flüche  H  enthalten  ist,  bei  der  Abbildung  ein  derartiges 
Gebiet  cnispicchen.  Das  Verhalten  der  Grenzfunktion  it  bei  der  An- 
näherung an  eine  der  Sti-ecken  JJ^A^,  ...,ß',,^^  c*^  ist  noch  besonders 
zu  prüfen.  Es  ist     ^  U,  also  auch  lim  u^  =  u  <.  U.  Hieraus  folgt,  daß 

das  Potential  u  stetig  in  den  Wert  null  fibergeht,  wenn  man  sich  in 
irgend  einem  Blatte  von  H  einer  der  genannten  Strecken  nShert.  Die 
Funktion  u  +  iv  besitzt  also  an  jedem  Punkte  a,  welcher  auf  einer  der 

genannten  Strecken  liegt  fausgenommen  die  Endpunkte),  den  (^harakter 
einer  ganzen  Funktion  von  (ß  —  a),  an  einem  Endpunkte  2>  den  Charakter 

einer  ganzen  Funktion  von  Yz  —  h.  Die  üalbebene  wird  demnach 
durch  Vermittelung  der  Funktion  r~  <"  +  kontorm  auf  ein  schlichtes  einfach 
zusammenhängendes  Gebiet  (//^®')  abgebildet,  desi^en  sämtliche  Punkte 
der  Fläche  des  Einheitskreises  angehören  und  dessen  Begrenzung  ans 
2(>-t-  2  fiTialytischen  Kurvenstücken  gebildet  wird,  von  welchen  je  zwei 
auf  eiitan  l er  folgende  einen  Winkel  von  90®  mit  einander  bilden.  Hei 
der  koni  I  nspu  Abbildung  werden  die  Punkte  der  Begrenzung  von 
den  Piniktfu  der  Begrenzung  von  (77^"'  >  iu  Ix^stinimter  Weise  zugeordnet. 
Den  Strecken  li[A[,  . B'^  _^^oo  A[  entsprechen  Bögen  auf  der  Peripherie 
des  Einheitskreises,  den  übrigen  Teilen  der  Begrenzung  von  ent- 
sprechen Kurven,  welche  durch  das  Innere  des  Eiuheitskreises  führen. 
Es  ist  nun  der  Nachweis  zu  führen,  d.iß  iliese  Kurven  ebenfalls  Kreis- 
bögen sind.    Man  bemerke  tlazu  folgendes:  iSind  nt^  <  in.,  <  nf^  <C.  '  • ' 

lauter  positive  ganze  Zahlen  und  wird  der  Bereich  li^  erklärt  als  ein 
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beliebiger  aus  Halbebeuen  der  oben  angegebenen  R^ihe  gebil«leter 
einibch  zusammenhängender  Bereich,  wobei  nur  darauf  zu  achten  ist, 

daß  jeder  der  Bereiche  2)„  («  =  1 ,  2,  . . .)  alle  vorhergehenden  ent- 
hält und  daß  jede  Halbehene  der  Reihe  wirklich  zur  Verwendung 
gelaugt,  80  wird  die  Greu/tnnktion  der  bei  Zngmndelegung  der  Be- 
reiche an  IStelle  von  2J„  sich  ergebenden  <ireen sehen  Funk- 
tionen offenbar  dieselbe  Funktion  n  .sein,  welche  sich  vorhin  ergab. 
Ferner:   Wird   an   Stelle   des  vorhin   betrachteten  Punktes  ein 

beliebiger  anderer  l'niikt  1'^  innerhalb  der  unendlich -vielblättrigen 
Flache  //  als  Unst*  tiiikeitsstelle  gewählt,  so  geht  die  alsdann  sich 
ergebende  Abbil(]uu<,r^tiiiiktion  ^ -("  +  '••)  aus  (■-'■"  +  '••)  durch  eine  lineare 
Substitution  hervor,  weiche  das  Innere  des  Einheitskreises  in  sich  selbst 
tiberführt.  Die  Richtigkeit  der  letzten  Behauptung  erkennt  man, 
wenn  raan  sich  bei  der  Konstruktion  der  Funktionen  c""*"'*  und 
derselben  Bereiche  B  bedient:  dann  hängen  nämlich  die  Funktionen 
«"t"»*'*«)  und  e"^**"'''*»^  für  jeden  Wert  des  Index  n  durch  eine  derai'tige 
Substitution  zusammen,  weil  jede  derselben  eine  konforme  Abbildung 
des  M-tea  Bereiches  B  auf  das  ganze  Innere  des  Einheitskreises  Tennittelt. 
Um  mm  za  fxHmmen,  daß  Iwi  dw  Abbildung  der  Hslbebaie  auf 
defn  Bereich  {H^^'>)  der  Strecke  BIA'^  z.  B.  ein  Kreisbogen  entspricht, 

wähle  man  auf  der  genannten  Strecke  und  heötiuiuie  die  Bereiche  Ii 
so,  daß  jeder  derselben  durch  die  Strecke  B^A^  in  zwei  symmetrische 
Hälften  zerlegt  wird.  Die  dabei  sich  «rgebende  Funktion  e^^** Ter* 
inittelt  eine  konforme  Abbildung,  bei  welebw  aus  GrOnden  der  Symmetrie 
der  Strecke  B'^A'^  ein  Dnrohmesser  des  EiBheitdneiees  entsprechen  muß. 

Damit  ist^  wenn  man  noch  das  Spiegelungsprinzip  anwendet,  die 
konforme  Abbildung  des  gegebenen  (q  -f  l)-&ch  zusammenhäugenden  zu 
sich  selbst  symmetrischen  Bereiohee  T  auf  einen  Ereisberetch  geleistet. 

Der  erlmltene  Kreisberüch  hat  den  EinheitdEreis  als  Orthogonal* 
kreiü.  Dozeh  lineare  Transformation  kann  man  zu  einem  Kreisbereich 
flbeigehen,  welcher  die  Achse  des  Keellen  als  Orthogonalkreis  hat»  also 
in  hezttg  auf  dieselbe  zu  sich  selbst  symmetrisch  ist.  Es  ergibt  sich 
also  der  Satz: 

'IV.  Jeder  die  Ebene  sehlidU  überdeekendej  -f  i)-fach  gusammen- 
hängende  (p  ^  2),  in  beetig  auf  die  Adtse  iles  Bedien  gu  si4^  selbst  syrn- 
nuiriatke  Bereut,  dessen  sändlü^e  Begreneunffdinien  dm<h  die  Adue  des 
Bedien  hnidurehgeJwny  läß  stdk  honfwfu  auf  einen  KrHsbemdi.  nitlbtliämf. 
dessen  sämtUebe  Begrensung&kreise  die  A/dise  des  Bedien  ortluyMäl  sckneidenr 
und  b^  der  Ahbildung  gdten  sifmmetHsd^  gdegene  Pwnkie  des  gegebenen 
JBereiehes  in  symmetrisdt  gdegene  Punlie  jdes  Krddtereiehes  iäfer.  Die 
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lettte  Bemerkung  giU,  leeim  es  meAr  ob  eine  Abbildung  des  gegebenen 
Bmekei  m/f  dm  SfekberM  gtU,  für  yedis  eSmai^tm  diuer  ÄUbSämigm* 
Am  III  und  lY  folgt 

y.  Jeder  hdii^ge  die  Ebene  sMdd  uherded'ende  dre^aiA  meanmenr 
hängende  Bemdi  kann  hmform  emf  emm  Krwiberm«h  obgMdH  Vierden. 

Anmerhmg:  Offmbar  iat  jeder  drei&eli  xii8amiiieiih8xigende  Ereis- 
benieh  zu  eich  eelbek  eymmetrisch,  nSmlich  in  bezug  auf  demjenigen 
Kreiiy  weLoher  die  drei  begrenzenden  EreiM  ortbogoniü  schneidet. 

Wir  erwähnen  noch  folgende^  die  konforme  Abbildung  ijmmetriBeher 
Beveiche  betreifende  Sitze: 

TI  Jeder  m  hemig  auf  die  Aiiiae  des  Bedien  sn  ncft  selbst  sgm' 
meinst  siMiädiflättrige  Bereieht  dessen  s&mßi^  Begrenmmgdinien  dmrek 
dk  Ädise  des  Bedien  hindardigdienf  läß  Mcft  k^Mf&rm  und  sumr  in  sgm- 
meMsdier  Weise  auf  eüien  von  lauter  auf  der  Aäm  des  Bedien  getremd 
Hegenden  geroMinigm  Strecken  begreneten  sddidden  Bereid^  Müden}) 

VII.  Sind  zwei  (fi  +  l)'fach  (q  >  2)  zusammenhangende  sddichte 
Bereidie.  deren  jeder  von  ^  +  1  nuf  der  Achse  des  Beeilen  getrennt  Ii  ff/enden 
geradiiniffen  Strecken  begrenzt  tvird,  konform  auf  einander  abgebildet,  so 
id  die  anaiyHsdie  Funktion,  ivelche  die  konforme  Abbildung  vermittdtf  eine 
lineare  Funktion  mit  reellen  Koeffizienten. 

VIII.  Sind  zwei  sddidite,  (q  -f  l)-fach  zusammenhängende  Bereiche, 
t'on  welchen  jeder  m  bezug  auf  die  Aclise  des  liedlen  zu  sich  selbst  stjfn- 
metrisch  ist,  konform  auf  einander  ahgehildet,  so  rjchcn  hei  dieser  Ah- 
hilduiui  sj/tumr'trisch  f/elcf/cyn'  Punkte  des  einen  BereidiCS  in  sgntnteirisch 
yeUgew'  Funkie  des  andi;rn  Bereiches  über. 

Die  in  VI  als  möglich  behauptete  konforme  Ahhiidung  wird  er- 
halten, wenn  man  die  obere  Hüllte  de«  fjegebenen  Bereichs  konform 
auf  die  obere  Halbebene  abbildet  und  darauf  das  Spiegeiungsprinzip 
anweDdet. 

Sntz  VII  kann  tVrigendenuaiHMi  i if\\  u  .se^n  w  erden:  Die  analytische 
Funktion,  welche  die  betrachtet«  konforme  Abbildung  vermittelt,  leistet  auf 
Urimd  des  Spiegelungsprinzij)8  die  konforme  Abbildung  »weier  hyperellip- 
Üscben  Ria  mann  sehen  Flächen  auf  einander.  Die  beiden  bjperelliptificheü 

1)  Über  die  konfoinie  Abbüdnng  eines  beliebigen  ■eUiebien     +  l)-taeh  su- 

«MDUenbängeDden  Bereichs  auf  t-iuen  von  9  1  parallelen  geradlinigen  Strecken 
begrenzten  Bereich  8chottky  I.e.)  pfif».  330,  r.  aucli  Schottky:  ÜTier  die  Wcrt- 
ächwanknngen  der  bannonischon  Funktiuiien  zweier  reellen  Ver!lndi?rli(  heu  und 
der  Funktionen  eine«  komplexen  Arguments.  Jouinal  f.  Matbematik  Ud.  117,  §  6 
und  7;  Benelbe:  Über  die  cbaxakteriititelien  Oleichnngen  ejinmetriBcber  ebener 
Fl&chen  und  die  ngeb^^nden  Abelseben  Fankttonen.  Jonmal  für  Hatiiematilt 
Bd.  106,  §  1—8. 
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Flächen  werden  erhalten,  wenn  man  die  Endpunkte  der  Begrenzuiigs- 
ßtrecken  des  einen  bezw.  anderen  Bereichs  als  Windungspunkte  wählt. 
Nun  ist  jede  analytische  Faukiutn,  welche  eine  konforme  Abbildung 
zweier  hyperelliptischen  Flächen  auf  einander  vermittelt,  eine  lineare 
Fanktton.  Die  Koeffizienten  dieser  linearen  Funktion  mflssen  im  toiv 
liegenden  Falle  offenbar  reell  sein. 

Sfttz  VIII  eigibt  sich  ohne  Hfllie  ans  VI  und  VII. 

3.  Hehrblättrige  und  nichtanalytiseh  begrenste  Bereiche. 

Die  Boreiche,  für  welche  die  Abbildungsaufgabe  gelöst  werden 
soll,  brauchen  nicht  von  analytischen  Linien  begrenzt  zu  sein.  £» 
läßt  sich  folgender  batz  dartun: 

IX.  Jeder  (q  +  \)-fach  ZHSnmmeniMnyemic  die  Ehenc  sthlicht  über- 
deckende Bereich,  von  dessmh  Ikgrpmung  nur  bekannt  ?.s/,  daß  sie  /.nnen 
isolierten  Punkt  rufhält^  lann  l-onf'^nn  auf  cimn  ebenfalls  Hchllchfeii  von 
p  -|-  1  <it.Si'lilo66eneit  regulären  analyltschen  Linien  begrenzten  Bereidi  lU/- 
gehildet  u  erden  in  detn  Sinne,  düß  jedem  inneren  ('nicht  mir  Begrenzung 
geJiörenden)  Funkte  de^s  einen  Bereichs  ein  und  nur  ein  innerer  Funkt 
des  andtrn  Bereichs  entspricht  und  umgekehrt. 

Der  Beweis  ergibt  sich  durch  Auwendunf?  eines  O.sgoodschen  Satzes,, 
nach  welchem  jeder  einfach  zusainiiienliängende  die  Ebene  schltclit  iiiit  i- 
deckeude  Bereich,  dessen  vollständige  Begrenzung  nicht  nur  aus  einem 
einzigen  Punkte  besteht,  in  dem  soeben  bezeichneten  Sinne  konform 
auf  das  Innere  eines  Kreises  abgebildet  werden  kann.^) 

Unter  doi  p  +  1  Begr^zungslioien  des  gegebeM  Bereidu  wÜH» 
man  eine  aua,  wdiche  niebt  regulär  analytiich  vA,  und  bilde  den  Ton 
dieser  Linie  begrenzten,  den  gegebenem  Bereioh  m  seinem  Innern  ent« 
haltenden  ein&eh  zusammenbängenden  Teil  der  Ebene  konform  anf  das 
Innere  eines  Kreises  ab.  Der  gegebene  Bereich  geht  dabei  in  einen 
Bereich  tlbery  Ton  dessen  Begrenzwiglimeii  mindestens  eine  regulär 
analytisdi  ist.  Mit  letzterem  Bweich  Ter&hre  man  ebenso,  wie  mit 
dem  gegebnen.  Nach  ^  4- 1  Schritten  ist  man  dann  sicher  zu  einem 
Bttrdehe  gelangt^  welcher  von  9  + 1  geschlossenen  regulären  analytischea 
Linien  begrenzt  ist. 

Die  zu  Awfimg  gemachte  Bemerkung,  daß  zu  einem  gegebenen  (p  -f  ly 
fach  zusammenhängenden  Bereich  nicht  mehr  als  ein  den  Bedingungen 
der  Abbildnngsau%abe  genügender  Kreisbereich  gehören  kann,  behält 

1)  Osgood,  1.  c.  Ikötfelit  die  Begren/.ung  des  einfach  zuaammenböngeudea 
fieteiohes  am  einem  einzigen  Punkte,  so  ist  Hä  offenbar  nicht  möglich,  den  Bereich 
in  dem  angegebenen  Sinne  konfom  anf  das  Innere  eine«  Ibeises  abxubflden. . 
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uaek  fttr  die  hier  betncht«4en  Bereiche  mit  allgemeinster  Begremogs- 
art  seine  Geltung.  Der  zu  Anfang  erwähute  Sats  Aber  konfoime 
Abbildung  zweier  £reisbereicbr>  auf  einander  bleibt  nämlich  unver' 
ändert  bestdien^  wenn  die  Abbildungsbe/iehung  nur  für  die  inneren, 
(nicht  zur  Begrenzung  gehörraden)  Pankte  der  Kreisbereiche  erklärt 
gedacht  wird. 

In  der  Tat,  es  seien  Kj^  und  die  beiden  Kreisbereiche.  Man 
kann  die  Annahme  machen,  daß  beide  Bereiche  ganz  im  Endlichen 
liecren  und  den  Eiiiheitskrois  zum  äußeren  Begrenzungskreis  haben. 
Durch  Vermitteluug  der  konformen  .\bbildung  werden  dit^  Begrenzungs- 
kreise  des  einen  Bereiches  denen  «les  andern  in  bestimmter  Weise  zu- 
geordnet. B*»i  dieser  Zuordnung  möge  der  Einheit^kreis  sifh  selbst 
entsprechen.  Wird  mit  Kj^  ,  derjonipe  Kreisbereich  bezelcbn«  t,  \\  <dc}ier 
aus  Kl  entsteht,  wenn  man  den  Einlieuskrew  durch  einen  konzen irischen 
Kreis  mit  einem  um  die  Größe  t  kleineren  Radius,  die  iunereu  Be- 
grenzungskreise  durch  konzentrische  Kreise  mit  um  f  vergrößerten  Radien 
ersetzt,  und  wird  mit  A'^  ,  ein  aut  analoge  Wei5?e  :ius  entstehender 
Kreisbereich  bezeichnet,  so  gilt  t\)lgende  Bemerkung;  Wenn  Vj  beh'ebig 
klein  gegeben  wird,  so  kann  i  so  klein  gewählt  wyrden,  daÜ  lür  alle 
£,  ^  f  der  BUdbereich  von  JST,^ , ,  welcher  K^^ ,  vermöge  der  konformen 
Abbildung  innerhalb  entspricht,  den  Bereich  JT,^  ^  vollständig  in  seinem 
lunero  enthSli  Eine  solche  Grdfie  s  erhfilt  man,  wenn  man  den  kOrzesten 
Abstand  der  Begrenzung  des  in  enthaltenen  Bildbernehes  von  K^^  ^  und 
der  Begrenzung  von  JT^  anfeueht.  Ist  nun  <p  {z)  die  analytische  Funk- 
tion, welche  die  betrachtete  konfonne  Abbildung  des  Bereicfaa  auf 
den  Bereich  JT,  Temiitelt,  so  ist  die  Funktion  log  \<p{z)  \  eine  inner- 
halb  eindeutig  er  klarte,  der  partiellen  Differentialgleichung  0 
genügende  Funktion,  weldie  gleiclimifiig  stetig  in  den  Wert  mM  ftbergehi^ 
wenn  man  eich  dem  EinheitakieiBe  nähert  Dsraus  folgl^  daß  log  j  9  (5)  | 
sich  Uber  den  Binheitakreis  hinaus  analytisch  fortsetzen  läßt;  mitiiin  be- 
sifst  die  Funktion  ^{g)  auf  der  ganzen  Per^erie  des  Einheitakreises 
den  Charakter  einer  ganzen  Funktion.  Daß  die  Funktion  ^(i)  auch  an 
den  .übrigen  Begrenzungskreisen  von  Ki  den  Charakter  einer  ganzen 
Funktion  besitzt,  ergibt  sich  auf  analoge  Weise>  da  man  jeden  Begrenzungs- 
krets  von  durch  lineare  Transformation  in  den  umschließenden  Be- 
grenzungskreis Terwandeln  und  diesen  so  wählen  kann,  daß  er  mit  dem 
Einheitskreise  zusammmfällt. 

Die  Aufgabe,  einen  gegebenen  ebenw  Bereich  konform  auf  einen 
schlichten  Kreisbereich  abzubilden,  kann  auch  für  mehrblättrige  ebene 
Bereiche  gestellt  werden,  sofern  fflr  letztere  die  Ordnungszahl  des 
Zusammenhanges  mit  der  Anzahl  der  Beigrenzungslinieii  Ubereinstimmt. 
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Der  Verfasser  hat  in  seiner  oben  erwühiiten  Arbelt  unter  sehr  all- 
gemeinen Voraussetzungen  über  die  Natur  der  BegreiizuiigsUiiien  u.  a. 
folgenden  Satz  bewiesen:  • 

X.  Wenn  F  ein  endUeh'-vidMätir^es  Riemnnnsehes  FJäcJiensiück 
ist,  wddics  in  seinetn  Intiem  nur  dm  endlicfie  Änzcüd  von  Windungs- 
punktm  enthält  und  für  welcJies  die  OrdnungszM  des  Zusawnunhmufes 

endlich  loid  gleich  der  Anzahl  der  Begretizuruislinien  ist,  so  lann  man 
den  Bereich  F  in  dem  v//rhin  angesehenen  Sinne  lumform  auf  einen 
scldichlen  ebenen  Bereich  G  abbilden  (desaen  Begrenjsungdinicn  sämtlich 
geschlossene  reguläre  analytische  Linien  sind).^) 

Das  genaue  Maß  Ton  Voraussetzungen,  welclies  tler  Verfasser  bei 
meinem  Beweise  des  Satzes  S  nhvr  die  Natur  (!er  Begrenzung  von 
F  machen  muß,  wird  durch  die  i^üiderung  bestimmt,  daß  es  möglich 

sein  soll,  den  Bereich  7^  als  Teilbereich  eines  Bereiches  F  aufzufassen, 

welcher  folgende  Eigensohaften  hat:  F  ist  wie  F  endlicb-ndiblattrig 
und  in  seinem  Innern  mit  nur  endlich  Tielen  Windongspunkten  versehen, 
F  hat  dieselbe  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  und  dieselbe  Anaahl 
BegrensimgBlinien  wie  F,  außerdem  wird  jede  dieser  Begrenzungslinien 
von  einer  endlichen  Anzahl  geradliniger  Strecken  gebildet.  Der  hohe 
AUgemeinheitsgrad  dieser  Voraussetzungen  erhellt  aus  folgender .  Be- 
merkung über  achlichte  Bereiche. 

Änmerhing:  Es  läßt  siek  dartun,  daß  z.  B.  jeder  die  Sbene  scklielit 
überdeckende  Bereich,  der  eine  endliche  Ordnung  des  Zusammenhangs 
hat  und  dessen  Begfrenzung  keinen  isolierten  Punkt  enthält,  die  dem 
Bereiche  F  auferlegten  Bedingungen  erfüllt.  Der  Beweis  erfordert  einige 

Überlegungen. 

Ist  für  den  Bereich  F  die  ' 'r  Jnnniisznhl  des  Zusammenhanges 
(jroßer  als  die  Anzalil  der  Begrenzimgsimieu,  so  ist  es  offenbar  nicht 
mögiu'h.  den  Bereich  F  in  dem  angegebenen  Sinne  konform  auf  einen 
vschlichteu  Bereich  abzubilden.  Es  gilt  dann,  falls  die  soel)en  angegebenen 
Voraussetzungen  über  die  Natur  der  Begrenzung  beibehalten  werden, 
folgender  Satz: 

XI.  Jeder  endlidi-nelhiättnge  Bereich  F  mit  endlich  vielen  Windungs- 
jmrtlien  im  Innern  und  von  endlidier  Ordnung  (/'  ZnsammenJuxngcs 
kann  (in  d'm  oben  (ingegehenen  Sinne)  leonform  n"/'  riinti  ebenso  be- 
scftaff  etien  Ih  reich  G  abgebildei  ivcrden ,  tcclcher  noch  der  n  eiUren  Be- 
dingung g''ni(gt,  lauier  geschlossene  reguläre  analytische  Linien  als 
Begrenzungslin'wn  zu  halten. 


1)  Wegen  cies  iu  Klammern  gesetzten  Zusatzes  s.  Satz  IX. 


Koafotm»  JihbSLdmng  melirfiMili  saflainmaiihSiigtttdar  B«reidM.  12^ 

Beweis:  Es  sei  n  die  Anzahl  der  BegrenzmigBlimeiiy  n  +  2m  die 

Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  von  F;  dann  lassen  sich  im  Innern 
von  Fm  die  Fläche  nicht  zerstückende  Rflckkehrschnitte  ziehen.  Die 
Flache  F  geht  dadurch  in  eine  Fläche  F^  Ober,  fflr  welche  die  Ordnungs- 
zahl   des    Zusammenhangs    mit    der    Anzahl    d^r  Begrenzungslinien 
übereinstimmt.    Die  Fläche        kann  daher  nacii  Hätz  X  konform  auf 
einen  schlichten  ebfnt^n  Bereich  F^  abgebiid*  t  werden,  von  dessen  Be- 
grenzungslinien n  d  u  Begronzungslinien  von  l  entspreclien,  die  il)»rigen 
2m   den  m  Rück  kehrschnitten,   deren  jeder  zwei  Betrreuzungbliuieu 
von  Fl  liefert.  Letztere  2m  Begrenzungslinien  zerfallen  also  in  m  Paaie; 
die  Linien  je  eines  Paares  erscheinen  durch  eine  gewisse  analytische 
Substitution  auf  einander  bezogen,  welche  dem  Übergange  von  dem 
einen  Ufer  eines  Rückkehrsehnitts  auf  das  ande  re  entspricht.  Dia  u  erst- 
genannten Linien  begrenzen  einen  bestimmten  «-fach  zusiunmenhaugenden 
schlichten  Bereich,  welcher  den  Bereich  F^  vollstöndig  in  seinem  Innern 
enthält.   Nach  Satz  IX.  kann  man  diesen  »-fach  susammenhäugenden 
Bereich  konfonn  «if  «nen  ebenftlls  aeUiehtfinii-Adi  BOflamniittihängenden 
Bereich  al>bilden,  welcher  toxi  n  tegMrm  ona^fMsiiim  JAmen  begrenst 
frird.  Bei  dieser  konfomen  Abbildung  geht      in  einen  Bereich  J^^ 
über,  der,  wie  F^,  n  +  2m  Begrensongslinien  hat  Die  letzten  2m  Be- 
grenzmigaiiiuen  encfaeinen  wiederum  zu  Paaren  doreh  analjtische  Sub- 
stitutionen verknüpft.   Diese  2m  Idnien  bilden  die  Begraiznng  eines 
schlichten  2m-fteh  susammenhiagenden  Bereichs  B,  welcher  den 
Bereich        ToUstSndig  in  seinem  Innern  «ntfaili   Mit  Hilfe  des 
alternierenden  Tedahiens  kann  man  nun  eine  im  Innern  imd  auf  der 
Begrenzung  toh  B  eindeutige  analytische  Funktion  mit  dem  Charakter 
einer  rationalen  Funktion  kcmstruieren,  welche  bei  den  erwähnten  m  ana- 
lytischen Substitutionen  ungeändert  bleibt.  Durch  Yermittelung  dieser 
Funktion  wird  der  Bereidi  F^  auf  einen  endUoh-Tielblattrigen  Bereich  F^ 
abgebildet,  welche  aus  einem  von  ii  gewhlossenen  regulären  analytischen 
Linien  begrenzten  (n  -f-  2m) -fach  zusammenhängenden  Bereich  Q  dadurch 
entstanden  gedacht  werden  kann,  daß  im  Innern  des  letzteren  gewisse  w 
den  Bereich  nicht  zerstfickende  Rückkehrschnitte  gezogen  sind.  Mit  der 
Abbildung  von  F^  auf  F^  ist  eine  Abbildung  von  F  auf  G  unmittelbar 
gegeben.    Daß  diese  Abbildung  auch  auf  den  Rückkehrschnitten  kon- 
form ist,  ist  leicht  einzusehen.    Hiermit  ist  Satz  XI  bewiesen. 

Es  sei  jetzt  Gj  ein  zweiter  Bereicli,  weit  her  allen  für  den  Bereich  ({ 
in  XI  gestellten  Bedingungen  genügt.  Daun  erscheint  der  Bereich  (i 
auf  den  Bereicii  (r^  in  dem  Sinne  konform  abgei)ildet,  daß  jedem  iim.  rra, 
nicht  zur  Begrenzung  gehömulcn  Punkte  von  G  ein  und  nur  cm  innerer, 
nicht  zur  Begienzung  gehörender  Punkt  von  G^  entspricht,  und  es  ent- 

^■]in«l>«rielit  d.  DeutMhta  MAthMn  -Vortiluigaug.  XVI.  lieft  S.  9 
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steht  die  Frage,  ob  die  so  erhaltene  Abbildungsbeziehung  der  beiden 
analytisch  begrenzten  Bereiche  G  und  auch  für  die  Punkte  der  Be- 
grenzungeiL  beider  Bereiche  eine  bestimmte  Bedeutung  bdiält.  'Auf 
diieäe  Frage  gibt  folgender  Satz  die  Antwort: 

XII.  zwei  analytisch  h^reuzte  endlich  mdbiätiriffe  Bereidt€f  jeder 
mif  nur  emUirh  viden  Windm^^iüdm  im  Innern  und  vm  endlicluT 
Ordnung  des  Zusammenhanges,  in  dein  Sinne  konform  auf  einander  ab- 
(fMdct,  daß  jedem  innerm  {nkkt  zur  Begrenzung  gehörenden)  Punkte 
des  einen  Bereiches  ein  und  mar  ein  innerer  Punkt  des  (indem  Bereidte$ 
mtspricht  und  umgekehrt,  so  vermittelt  die  anuhßischc  Funktion,  wehhe 
die  AhhUdungsheziehung  darstellt,  auch  zunschen  den  Randpunkten  der 
beiden  Bereiche  eine  umkehrbar  eindetäige  awidytisehe  Besiehung. 

Zum  Beweise  des  Satzes  XII.  denke  man  sich  von  den  beiden  Be> 

r  <  it  hon  je  einen  zweifach  zusammenhängenden  analytisch  begrenzten 
Fläoheustreifen  ab|j^trennt.  Diese  Fläeheostreifen  seien  so  gewählt^  dai^ 
.  sie  vermöge  der  vorausgesetzten  konformen  Ab})iMung  der  beiden  Bereiche 
auf  einander  sich  entsprechen  und  daß  jeder  von  ihnen  eine  Begrenzungs- 
Hnie  mit  dem  Bereiche  gemein  hat,  dem  er  als  Teilbereich  angehört 
.Jeder  der  beiden  Flächenstreifen  läßt  sich  konfonn  auf  einen  Kreis- 
ring  abbilden  in  der  Weise,  daß  auch  die  Kiindpimkte  in  bestimmter 
Weise  einander  zugeordnet  werden.  Nunmehi'  hat  man  es  mit  einer 
kont'oruieTi  ^M^hildung  /.weier  Kreisringe  auf  einander  zu  tun.  Jede 
.•«olehe  Afilüldung  aber  erstreckt  sich,  avu-h  wenn  sie  zunächst  nur  für 
<lie  inrn  ren,  nicht  zur  Bf  lt  *  iizung  geiiörendou  Punkte  erklärt  gedacht 
wirii,  einem  pag.  127  gegebenen  Beweise  zufolge  von  selbst  auch  auf  die 
Begrenzung. 


Potenzen  tranBfiniter  Ordnungszahlen. 
Von  Gerhard  Hbssenbkrg  in  Berlin. 

I.  Sind  S  zwei  Mengen,  r,  ö  ihre  MSchiigkeiten  und,  iaUs  sie 
einfach  geordnet  sind,  9,  <r  ihre  Ordnungstypen,  so  lassra  uch  t  +  d 

und  p  +  y  1^  *  Ö  und  (>  •  (7  je  als  Mächtigkeit  und  Ordnungstvpns  der- 
selben Menge^  nämlich  der  Vereinigungsmenge  i{  +  'S^  und  der  Yer« 
bindnngsmenge  B  •  S  definieren.  Die  Belegungsmenge  dagegen  gestattet 
nur  die  Definition  der  Potenz  r^,  läßt  sich  aber  im  allgemeinen  nicht 
einfach,  und  wenn  B,  S  wohlgeordnet,  sind,  zwar  einfach,  aber  nicht 
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Potenzen  tranfüoitei;  Orduuugazahlen« 

'  Wfte  wiihlgedrdiule  Typen  «  hat  Herr  Cantor  die  PotaiB'  durch 
die  drei  Vorsdirifteii  definiert; 

(1)  Q^'^Q,     9^^*  — lim^^  — 

Es  hat  aber  im  allgemtnneu  9"  nicht  die  Mächtigkeit  r*. 

Zu  einer  einfachen  und  direkten  Definition  der  Potenz  q"  gelangt 
•man  durch  einen  von  Horrn  Cantor  für  den  Rpeziellen  Fall  q  ^-^  co 
zuerst  ausgesprochenen,  aber  ebenso  leicht  allgemein  zn  beweisenden 
Satz:  Jsi  0  <,i<.Q",  80  gilt  folgende  eindeutig  defmietie  Zerlegung: 

*  •  * 

(2)  l-p^'-pi-f  + 

ö  >     >tf,  >  tf,  >  • . .  >  tf^  ^  0, 

p  >  Pf  >  0  . . ,  »f  n  endlich). 

Jeder  Zahl  ^  unter  (i"  mit  Ansnahnie  der  Null  1  ntsju-icht  daher  eine 
f-ndliche  Teihuenge  o^,  6^  bis  t„  \  on  Zahlen  unier  o,  und  eine  Be- 
legung dii  s.  r  Teilmenge  mit  Zahlen  (>i,  bis  q^^  mit  f  r  o.  dit'  Null 
i^USgeschlüssen.  Da  die  Menge  aller  Zahlen  unterhalb  einer  gegel  •  nen,  0. 
den  Typus  q  hat,  gelangen  wir  tou  hier  aus  leicht  zu  den  uachi'olgendea 
allgemeinen  Betrachtungen. 

II.  Aus  zwei  Mengen  U,  S  bilden  wir  eine  dritte,  C-^i'^  nach 
folgender  Vorschrift: 

Es  seien  9,,  s.^  bis  5,,  (u  endlich)  die  Elemente  einer  endlichen 
Teilmenge  {s,}  von  .S,  also  alle  voneiuHnfbn-  verschieden  zu  denken. 
Wir  belegen  {s,}  mit  Elementen  t\,  ins  r ^  von  7»',  die  nicht  dur*  u 
weg  voneinander  verschieden  zu  sein  brauchen,  und  nennen  diese  Be- 
legung kura  eine  „endlichr  Bdcijang  von  S  mit  H".  Die  Menge  aller 
dieser  endlichen  Belegungen  einschließlich  einer  fiktiven  NaUbelegung  0 
derjenigen  Teilmenge  von  S,  die  keine  Elemente  enthält,  soll  unsere 
Menge  [Jl  1  .S*)  sein.  Sie  be.sitzt,  wie  leicht  zu.  zeigen  ist,  die  charakteristi- 
schen Potenzeigenschaften: 

Die  Menge  (ß .  S)  enthalt^  wenn  &  nur  ans  einem  Element  beatehl» 
gman  ein  Element  wie  JR.  Es  ist  daher,  wenn  (r  |  ft)  die  IfSchtig- 
heit  TOn  (i{ IS)  bedeutet, 

(r  1)  =  1  r  c ,    (V  m)  =  (,1  -1-  r)"  («  endlich), 
wobei  für  tranafiniteB  t  bekanntiicfa: 

9* 
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132  Qbkbakd  Hessmbkm»; 

Bezeichnet  man  die  Bel^jung  von  {4^}  mit  den  Elementen  dorch 
dae  Symbol 

[r„  r„  •  •  •  r.J 

fo  aoUen  die  Belegongen  f,  -  j'"'        '       z  ^  |  ^Kom^ 

poneuten"  von  x  heißen.  Daß  jc  sich  in  die  Komponenten  y,  z  zerlegen 
läßt,  wollen  wir  durch  das  Symbol  x  ^[y,z]  ansdrÜdcen.  Belegungen 
Ton  Teilmengen,  die  nur  em  Slement  enthalten,  mögen  ,^anf<Mh**  heiftflo; 
att4sh  die  Nnllbelegung  soll  als  eiafselie  gelten.    Zn  den  einfocken 

Komponenten  d;^ |  ^'  j  7on  x  ^  {xi,  se^f , , .  x^]  kann  dann  ndtigenfidle 

aus  Zwc'ckmüßigkeitsgrüudeu  noch  0  als  (n  +  l)ste  Komponente  hinzu- 
gezahlt werden: 

{a-i,  arj,.  ..«„Oj  -  {x,0\. 

Anniprkini^'  Helegt  man  alle  Teilraonc?*-!)  von  ,s\  df>rpn  Mächtigkeit  kleiner 
ist  als  ein  gegebenes  Alef  x^^,  ho  erhält  mau  eine  \  erallf^^eTui  ineruog (/i  .S)^  unseier, 
dem  Spezialfall  k^^^q  entsprechenden  Menge,  die  wiederum  die  Potenz- 
eigenschaften  (8)  besitzt.  Ist  st„  größer  als  die  Milcbtigkeil  von  S,  so  erhält  man 
die  zur  DeftniÜon  der  HlcbtigkeiUpotens  dienende  allgemeine  Belegungsmenge. 

III.  Weuu  J{,  S  einfacli  geordnet  sind,  so  läßt  sich  auch  (-Rj^') 
einfach  ordnen.  Das  Verfahren,  welches  wir  hier  anwenden,  ist  ein 
Spezialfall  des  allgemeinen,  von  Herrn  Uausdorff  angegebenen.  (Be- 
richte der  Math.-Phyg.  Klasse  der  KgL  Sieks«  Gesellsdiaft  der  Wissen- 
schaften an  Leipzig.  Bd.  XTUI,  2.  IT.  06.  Untarsachnngen  fiberOrdnanga- 
typen,  I.  Die  Pot^sen  von  Ordnimgs typen.)  Ich  kenn  daker  zahlreicke 
Beweise  fibergeben  und  wflrde  flbeikanpt  auf  tane  Yeröffentlickung 
dieser  Betracktung  yerzicktet  kaben,  wenn  mir  nickt  die  Anwendungen 
in  V  nnd  VII  eines  Hinweises  wert  erschienen. 

Wir  setaen'Vaiiokst  fest,  daß  die  Indices  1  bis  »  so  an  die  Ele- 
mente Sf  verteilt  werdra  sollen,  daB 

«i  >    >    >  •  •  •  >     (in  fif). , 

Sodann  ordnen  wir  die  einfachen  Belegaugen  dnrck  die  Vorschrift: 
Ea  ist 


und 


«<i;i 

s' \      \s\  (entweder  s' <  s  in  6', 

wenn 


(oder  5'  —     r'  <  r  in  JL 
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DimAch  ist  in  X«-  {x^,  stets 

Zwei  beliebige  Belegungen 

«'  *»  {X^,  X^,xi,'*'3l^  0),      X  —  {Xif  Xf,  Xff  "*X^,  0} 

ordnen  wir  uunmehr  nach  den  „ersten  Differenzen"  (Hausdorff,  1.  c, 
S.  109),  d.  L.  jiach   dem   ersten  Paar   einfacher  Kompuueuten  von 
gleichem  Iudex,  welches  zwei  Toueiaander  verschiedene  einfache  Be- 
legungen enthält.  Autsiiihrlicher: 
£s  gilt 

wenn  x[  <     oder  x[  —  «i,  x^<     u.  s.  f. 

Daß  durch  diese  Vorschrift  (M  \  S)  wirklich  einfach  geordnet  ist^ 
eigibt  sieh  leicht,  ebenso  die  Qfiltigkeit  der  Potenzretationen: 

(4)  '     (B\S-^T)^{M\S)(R\T),  (R\ar)i^({R\S)\r}. 

(Ii\S)  ist,  wenn  S  mir  ein  Element  enthält,  ähnlich  zu  einer  Menge, 
die  durch  Voransetzen  eines  Jilementes  vor  U  entsteht.  In  Ordnungs- 
tjpen  schreiben  wir: 

(ö)  +  +  (^i<r»)-((<» 

Zerfinungen  in  Komponenten  wollen  wir  nnr  noeh  so  ausfuhren,  da8 
in  {a^,ap„...a?,)-{i/,ir):  y={j:j,...a-J,  ^  =  +  •  •  • -^J  wird 
Es  ist  also  M  niederer  sls  die  letste  Komponente  Ton  y.  Ist  ämm  x'  <  x, 
io  itt  entweder  x'<ff,  oder  x*  —  {y,  t'\  und  »'  <  je  nachdem  der 
Indn  der  ersten  Tersebiedenen  Kompcmenten  in  x'  und  x  kleiner  resp. 
{^cb  h  oder  größer  als  h  ansfilli  Daron  wird  sogleich  eine  An* 
Wendung  gemacht  werden. 

IV.  Wir  betrachten  jetat  die  Qrdnongstypen  der  Abschnitte  Ton 
\R !  und  bedienen  uns  dazu  folgender  Beseichnung: Jst  m  ein  Element 
der  ein&eh  geordneten  Menge  Jf,  so  sei  der  aus  allen,  m  Toran- 
gebenden  Elementen  bestdiende  Abechnitt,  m  selbst  ausgemdilossen. 
Der  Oxdnungstypns  von  J.(m)  werde  mit  dem  m  entspredlieDden  griechi- 
sehen  Buebstalmi  beancbne^  hier  also  mit  fi.  Eine  Angabe  der  Menge, 
der  m  und         angebdren,  ist  fttr  unsere  Zwecke  ttberflflssig. 

Sodsan  beweisen  wir  den  Hillnats: 

(6)    .  M  x^\y,B\  ein  Element  von  {B\S),  so  ist         +  ^ 

Ist  nämlich  x'  <  .c,  so  ist  entweder  x'  <  //  oder  a;'  —  ( y/, j ,  z'  Ks. 
im  ersten  Falle  ist  x  Element  Ton  ^(y),  und  die  Menge  dieser  £ie- 
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iiiente  hat  den  Typus  Im  zweiten  Falle  sind  die  Elemente  {//,  s'\ 
den  Eiementea  ß'  <iz  eindeutig  zugeordnet  und  nach  ihnen  geordnet. 
Sie  bilden  daher  eine  zu  A{z)  ähnliche  Menge  vom  Typus  Endlich 
sind  sie  hiuter  die  Elemente  von  Ä(ii)  geordnet,  womit  unsere  Be- 
hauptung (6)  erwiesen  ist.    Aus  ihr  folgt  solbrt  weiter: 

(7)   Sind  Xi,     bis  Xj,  die  emfOfChen  KompweiUe»  von  x,  so  ist: 
.         .  •        4    Ii  +  Ij  4*  •  •  •  t,* 

Wir  bestimmen  daher  den  Ordnuugstypus  von  A{x)  unter  der  ver- 
emfachenden  Annahme,  daß  ^  ^  |   j        mufiMshe  Belegung  sei*  Ist 

V  l}Tora;geordnet, 80i8t«j^fii,al8O9^, ...«M<aj. 

Die  Teilmenge  { )  von  S  besteht  daher  aue  Elementen  rön  A.{s^  und 
enthält  möglidienreiBe  auch  selbst  Wir  kSunen  sagen,  sie  besteht  ans 
einer  endliehen  Teilmenge  Mi  Ton  Aiß^  nnd  einer  (ebenfigJls  endlichen)  - 
Teilmenge  der  nnr  aus  S|  bestdienden  Menge  8^}  diese  enthilt 
nimlidi  zwei  Teilmengen,  ron  denen  die  eine  kein  Element,  die  andere 
nur  das  eine  S|  selbst  entiialt. 

Die  XSlemente  yon  Jf^  kdnnen  mit  allen  Elementen  yon  B  belegt 
werden,  dagegen  die  Elemente  Ton  Jf,  nnr  mit  soldien  Ton  ^(r,); 
denn  wenn  Si*^.^,  so  ist  rj<r,.  Die  Bdegung  hest^  daJier  aus 
mei  Biegungen  y' ,  z',  von  denen  y'  zu  m  (lt\A{8i)}. 

geJwti.  Umgekehrt  gibt  die  Kombination  zweier  solcher  Belegungen 
ein  Element  x'  -  {y,  e'\  von  A(x).  Ist  w'  =  {jr',  jr'},  x"  «  {y",  #"), 
so  gilt  offenbar  das  Ordnungsprinzip:  x'  steht  TOr  x",  wenn  entweder 
y'<y"  oder  y'  =  y"^  »'  <.ß"  ist.  Die  Menge  A{x)  der  Elemente  x' 
ist  also  die  Verbindungsmenge  (i2'^(^|))(^(rj)  <S\).  Da  <S'j  nur  aus 
einem  Element  besteht,  ist  ihr  Ordnungstypus  gleich  1,  somit  der  Typus 
TOn  A{^  gleich     |     (d  |  !)•   Damit  erhalten  wir  ans  (7)  den  Satz: 

V.  Ans  der  JFormel  (8)  folgt  sogleich: 
(9)  SM  ^  wnd    OftdmMgwädm^  so  \A  mwA    j «)  «tu«  Ordmngs$oid, 

Gäbe  niiinlich  Ordnungszahlen  6  ,  iiir  die  (p ;  tf')  nicht  wohl- 
geordnet wiire,  60  gäbe  es  eine  erste,  ff,  unter  ihnen.  Es  wäre 
((>  i  6^  füj-  jedes  (J^  <  ö  eine  Ordnungszahl,  (()  1 6)  selbst  aber  nicht.  Da 
femer  (p|  1)  1  +  ^>  eine  Ordnungszahl  ist,  würde  aus  (  H)  {'olgen,  daü 
jedegr  Abschnitt  des  Typus     1 6)  der  ein  unmittelbar  foigeude.s  Element 
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besitzt,  wohlgeordnet  w'arc.  Dies  wäre  aber  nur  möglich,  wenn  (() '  ff) 
seDtst  wohlgeordnet  wäre,  und  das  widerspricht  unserer  Annahme. 
Den  mach  ist  (ff\a)  stets  ein  wohlgeordneter  Tjpus,  wenn  q  und  0 

es  Bind.  — 

(10)  Der  Tffpw  (i^\6)  ist  mü  dm  Cantorsdm  (1  +  iärntM, 
.per  Oantorsche  Typus  w"*  ist  durch  die  drei  Eigenschaften 

«, .       +  '  =  lim 

■  it 

eindouticj  definiert.  Die  zwei  ersten  besitzt  (p  6)  auf  Grund  der 
Gleichungen  (5),  es  bleibt  also  nachzuweisen,  daß 

(11)  (p|lim«)  — lini(piT) 

ist.  Ohuf  diesen  Nachweis  folgt  aber  bereiU  durch  Schluß  von  n  auf 
w  +  1.  daß  Satz  (10)  für  jedes  endliche  ff  zutrifft.  Daraus  folgern  wir 
nebenbei:  Ist  p>  0,  n  endlich,  so  gibt  es  eine  endliche  Zahl  m  der- 
art, daü 

»I  <  (p  t  Wl). 

Ist  nämlich  p  transfinit,  so  ist  m  =  1  liinreichend.  Ist  p  endlich,  so 
ist  1  T  Q^'^f  {Q  .  »  )  ^  2"  >  n,  also  genügt  siclier  m  =  n. 

Die  Fälle  p  =  0,  ff  ==  0  führen,  du  nur  die  Nullbelegung  existiert, 
zn  (0  ff")  (p  Ol  —  1 .  Sehen  wir  im  folgenden  davon  ab,  so  ist  sicher 
(p  i  >  1 ,  daher  nach  MultipUkation  mit(p  |  r):  1  «.-f  A)>  j  i^)»  d.h.: 
Ist  ff  >  T,  so  ist  auch  (p  j  ff)  >  (p  1  f). 

finetaen  wir  dimach  in  (8)  6^  durch  das  iiir  &  >1  größere  tf^, 

«o  wird  I  ^  (p  I  ff)^(9i  \  !)•   Seteen  wir  weiter  ftr  (f^  das  grOfiere  q, 

1 

so  folgt  I  <  (p  I  er,)  (p  1 1)  •  n,  und  da  ea  eine  endliehe  Zahl  m  gibt, 
für  die  (p|«M)>f»| 

.  l<l^|<'i  +  »*+  1).. 

<  Ist  min  —  lim t,  so  iit  mit  tfi  auch  0i-^m  +  .1  kleiner  als  die 
Limeesalü     daher  gibt  es  ein  t.>  ffj  +  w  +  1,  und  ea  wird 

l<((>|r). 

Anderseits  ist  mit  r  <  ff  auch  (p  j  t)  <  (p  j  ff),  d.  h.  (p  ff)  ist  gnißer 
als  jedes  (p  r),  aber  jeder  Abschnitt  von  (p  ff)  ist  kleiner  als  ein  (p  [  r). 
Dies  ht  die  AiiBsage  der  Gieiohnng  (11),  und  damit  iat  der  jBeweis 
far  (10)  zu  Ende  geführt. 

•Set /'  II  vrW  nnnmehr  p  fCir  1  1  n  {ßüt  transÜnites  p  ist  1  +  p  ^  p)» 
80  erhalten  wir  aus  (8)  den  iSatz  (2). 
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VI.  Die  folgenden  Sätze  (12)  bis  (15)  folgen  in  so  einfacher  und 
durchsiehtigier  Weise  aus  den  Cantoi-ischeii  Gleichungen  (1),  daß  ich 
die  Beweise  flbergehen  kann,  zumal  ich  keine  Möglichkeit  sehe,  sie 
von  der  Hausdor  ff  sehen  Definition'  ans  bequemer  absnleiten. 

(12)  Wem  a>\,  ß>\y  90  ist:  ß<n-^  ß<U'  ß<w\ 

(13)  Wmu  für  eimn  speziellen  Wert  tt{<iß)  die  Ihzichmuf  besteht: 
a)  «  +  — A  «>0,  «oisi/l-ci  +  p,  p50,  d,h,ß  it^  tra$ufmit 
h)  «  '  ß  ~ßf  ti>X,  aoistß^t»'^  ^  j>l,  d.h.  ßütZdmesgahL 

(14)  Wenn  nmgt^ehri  ß 

a)  transfinit  ist,  d  //.  /3     w  +  p,  (>  >  0,  so  ist  1  +  /3  =  /S. 

b)  lAmesgahl  ist,  d.h.  ß    t»  -  q,   9^1,  so  ist  2  -  ß  ß. 

(15)  Wen»  ßr  jede  ZaU  a<ß  die  Betidmng  hestdd: 
a)  €t-^  ß='ß,  so  ist  /3  ==  Mf,   ^  >  0,  und  umgekeJirt. 
h)u'ß'-'ß,  soistß-^  >  0,  und  umgekehrt 

(16)  Weim  fär  eine  spesielle  Zahl  «(l<a</S)  die  Aivteftw^  9^~ß 
hesUht,  so  ist  ßr  jede  Zahl  y{i<r<fi)  ^  ^  ^  ßt  ß  ««W  dann 
eine  „Epsilonaakl**  genannt.  Hieif&r  mSge  der  Beweit  dnichgel&liri 
werden. 

Nach  (12)  ist  auch  a  -  ß  ^  ß,  alflo  hat  ^  ab  Limenahl  (13b) 
keinen  endlichen  Rest.  Nach  y<  ß  ist:  (17)  y  d  =  ß,  d  ala  Best 
von  ß  transfinit^  1  +  d  =  d  (l"^*)?  woraus  durch  Multiplikation  mit  y 
folgt:  (18)  y  +  yd  =  yÖ.  Nunmehr  wird  ß^a^-^a'+^-^ttr.a^^y,^ 
5y-hd=-/3,  also:  (19)  /8  =  y  •  d.  In  (18)  eingesetzt  eigibt  dies 
y  4-  -  /J,  also  nach  (17):  d  =  und  dies  nach  (19):  ß^y.ß.  Jetzt 
endlich  folgt  ß  ^  uf^  '~  u^i'  ^{»ry^  y?^  alBo  ^«^  - für  jedet 
y<ß  <und  >  1),  was  wir  beweisen  wollten. 

VU.  Von  hervorragender  Wichtigkeit  in  allen  Mächtigkeitsfragen 
eind  die  sogeoaiinten  j^Anfangszahlen",  transfinite  Zahlen,  denen  keine 
gleich  mächtigen  mehr  vorangehen.  Zu  jeder  transfinitiven  Mächtigkeit 
gibt  es  eine  nnd  nnr  eine  solche.  Von  ihnen' gilt  der  Sats: 

{20)  Jede  Anfangsgald  ist  eine  ^peHongdkL^) 


1}  Daß  hiernach  auch  e»  eine  Epsilonzahl  ist,  gebt  aus>  linearer  Definition  (16) 
der  fipsOoBsalileii  her?or,  die  aUgemeiner  ist  (2^  «  «},  als -die  Cantorscbe,  welche 
«»  ttod  nur  «  aowchlieftt  («"  —  a).  Ich  halte  «s  fdr  dnrchaa«  aweokiiAftig,  die 
Oantorsche  Definition  dnrch  die  allgemeinere  m  ersetzen.  Vgl.  hiena  aneh  die 
Schlnftbemerkung  dieses  Aofsatxes. 
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Diesen  Satz  aus  den  Cantor sehen  Gleiehungen  (1)  absuleiten, 
sobeint  mit  prinzipiellen  Sekwierigkeitctt  verlcnfipft  zu  sein.  Es  gelingt 
nar  Temuttels  der  Fonnel 

(21) 

(oder  eines  gleichwertigen  Satzee),  deren  Beweis  aber  auf  jedem  andern 
Wege  ein  dem  sehr  kurzen  über  Satz  (20)  recht  umständlich  ist.  Aus 
(20)  ergibt  sicli  uäiulich  folgendes:  Ist  die  Mächtigkeit  von  ß  geringer 
als  S^,  und  ist     die  Anfangszalil  von  ist  ß  <  fi,  daher  w'^  <  af* 

Ist  auch  a  <  jii,  so  ist  nach  (20)  » /t,  also  <  f«  und  a  fortiori 
nach  (12)  a  •  ^  <     a  +  ß  <  i^-   Hierin  ist  (21)  enthalten. 

Aus  der  Hnusdorff sehen  Definition  der  Potens  'geht  aber  ohne 
weHerss  hervor,  daB  die  Ißchtigkeit  von  dnreh  die  Mftditigkeiten 
Ton  «  und  ß  besÜmmt  isi  JMS«i*^Uff  ß'^^ß^  folgt  also  €ti^^'^al^^(22). 
Ofthe  es  nnn  Anfengsathlen,  die  nicht  Epsiloaishlen  wiren,  so  ^She  es 
eine  erste  unter  ihnen,  A<2^.  Naoh  (2)  würde  dfursus  folgen: 

X  ^.  2  ".  +  2"»  H  2*-  <  2"»  +  \ 

Da  hiemach  i  +  l  nicht  endlich  sein  kann,  ist  tf^  transfinit  und  einer 
Anfangszakl  |»  unter  X  äqulTalent.  Da  eine  endliche  Zahl  eine  transfinite 

Mächtigkeit  nicht  ändert,  wird  auch  (fj  +  1  =  ~  fi,  also  nadi  (22) 
2"  ~  2".  Nun  ist  2"=«/*,  da  ja  A  die  erste  Anfan^zahl,  die  nicht 
A-Zahl  ist,  sein  soll;  also  2"  ~  a.  Aus  X  <  2"  würde  sich  nun  der 
Widerspruch  ergeben,  daß  X  vor  einer  Znlil  läge,  die  geringere  Mächtig- 
keit als  X  hätte.    Somit  ist  (2(>)  bewiesen. 

Zum  Schlüsse  ist  vielleicht  üui  Ii  der  Hinweis  augebrarht,  daÖ  uns 
nichts  hindert,  in  (2)  fÖr  q  eine  endlulic  ZaIiI  m  setzen  uml  damit 
etwa  ikis  dyadisdie  oder  deJMdische  Zahlsystem  für  die  Bezeichuuny  tram- 
finiter  ZftJdm  zu  ertveitern.  Bei  diesen  Erweiterungen  verlangt  aber 
jede  f-Zahl  die  Einführung  eines  neuen  Zahlzeichens,  da  sie  niederen 
Zahlen  und  den  Operationen  des  Addierens,  Multiplizierens  mid  Po- 
tenzierens  gegenüber  „irrcduktibel"  ist.  Die  erste  Zahl,  bei  der  mau 
ein  solches  Zeichen  eingeführt  hat,  war  natürlich  selbst,  als  erste 
Epsilonzahl.  Erst  durcli  dius  \'crßagen  dieses  Zeichen.^  w  bei  der  zweiten 
f-Zahl  ist  Georg  Cantar  auf  die  Reihe  dieser  merkwürdigen  2^hlen 
aufmerksam  geworden,  zu  der  er      selbst  gar  nicht  mitrechnete. 

Grunewald,  November  1^00. 
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über  di0  Analogie 

zwischen  der  Geometrie  der  Punktprojektivitäten  einer 
Geraden  und  der  Geometrie  der  Kreise  einer  Ebene. 

Von  EoGEV  Hbter  in  Clutrlotteiibarg. 

•  1.  In  einer  b^eutendeo,  aber  aaecheinend  wenig  bekannt  gewordenen 
Arbeit  „sDlle  geometrie  metridie  dei  eompleni  lineari  e  delle  sfere  e  salle 
loro  mutae  .analogie^^)  hat  Herr  Oorrado  Segre  geieigt,  daß^  wenn 
man  die  Geometrie,  welche  den  linearen  Komplex  nnd  diejwige;  welche 
die  Kugel  als  Element  betrachtet;  lediglich  als  Cbometrieen  von  Zahlen-. 
Mannigfaltigkeiten  ansieht,  die  letztere  als  besonderer  Fall  der  ersteren 
erscheint.  Den  Grund  InVrfür  findet  H.  Segre  darin,  daß  beide  Greo- 
iiietrieeu  lineare  Mannigfaltigkeiten  Ton  5  bez.  4  Dimensionen  (li-^  und 
BtJ  behandein  unter  Auszeichnung  von  je  zwei  m  ümm  nithnJtmm 
f/uadra fischen  Mannig f alt igleifen  von  4  be/.  3  Diinonsionen  (jil£|,  m\  im 
i?5;  9)i|,  m*  im  Es  ist  nämlich  Ji-,  der  Inbegriff  der  speziellen 

Komplexe  (d.  i.  der  Geraden),  der  Inbegriff  derjenigen,  deren  Achsen 
<He  Minimalgpradon  sind;  50?'  enthält  ab  einzige  Element-e  die  Pnnkt- 
kugeln  (^Punktet.  m'\  die  El)eneii.  M-^  und  9J?:  yind  allgeineinp  Mannig- 
faltigkeiten von  niclit  vt'rsclnvindendt^r  Determinante  Ein  Unterschied 
br'jt^bt  aber  dann,  daß,  während  für  nr^  diese  Determinante  nebst 
sämtlichen  Uiiteril.  trrminanteu  der  fi.  und  4.  Ordnung  verschwindet"';, 
für  nt*  die  Detenuiiiante  nebst  ihren  siimtlichen  Unterdeterniinanten 
der  4.,  'V  und  'J.  Ordnung  gleich  Null  wird;  d.h.  ist  eine  doppelt 
gezählte  Kbenc.  Die  Doppelelemente  von  gehören  der  3f;  an,  die 
Ebene  m|  berührt  die  ^Ij.  Durch  diese  Angaben  aber  .sind  die  beiden 
Geometrieen,  wenn  man  reelle  und  imaginäre  Elemente  als  völlig  gleich- 
wertig behandelt,  vollständig  charakterisiert. 

2.  Im  Folgenden  wiU  ich  nun  zeigen,  daß  zu  diesen  beiden  Geu- 
nitiirieen  als  dritte  die  Geometrie  der  Projektivitäten  in  einem  einstufigen 
Elementargebilde,  also  etwa  in  einer  geraden  Punktreihe,  hinzutritt. 
Auch  sie  behandelt  eine  lineare  .Manuiglaltigkeit  unter  Auszeichnung 

1)  Akti  della  R.  Acc.  di  Torino.    Bd.  Iii.  Ö.  löt». 
3)  In  Plflckerscben  Koordinaten  ist 

pl  -^Pl  +Pl- 
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TOD  iwei  in  jfair  enthaltenen  Mannigfaltigkeiten  von  einer  um  1  niedrigeren 
Dimensioii,  und  zwar  stellt  sich  diese  Geometrie  in  bezug  auf  den  Grad 
ihrer  Allgemeinheit  zwischen  die  beiden  oben  genannten,  sodaß  fie, 
wenn  man  von  der  Zahl  der  Dimensionen  absieht,  als  ein  besonderer 
Fall  der  Geometrie  des  lin;  areii  Komplexes  aufgefaßt  werden  kann, 
•wahroiid  sio  selbst  anderseits  die  Kugelgeometrie  als  besouderen  Fall 
unter  befaßt.  —  Daß  eine  Verwandtsehaft  zwischen  der  MMuntne 

der  Punktprojektivitäten  und  der  Geometrie  der  Kugeln  besteht,  hat  in 
einer  neueren  Arbeit^)  Herr  E.  Müller  gezeigt,  indem  er  die  Möglich- 
keit nachwies,  den  Projektiv ilaten  einer  und  dersellieu  Geraden  homo- 
gene „Vier -Pnnktepaar- Koordinaten"  ^i,  3,  u'j  derart  ein-eindeulig 
zuzuordnen,  daß  für  die  speziellen  Projektivitäten,  also  die  Punktpaare 
dieser  Geraden,  die  llelation  x\  -\-  j|  -f  a?^  -|-  j  ^  •=  0  erftlllt  wirtl.  Diese 
Koordinatenbestimmoug  i.st  von  der  im  folgenden  benutzten  ein  be- 
sonderer  Fall.  • 
3,  Allgemeine  tetiiu'*  klische  Koordinaten  für  die  Kreise  einer  Ebene 
kann  man  bekanntlich  in  folgender  Weise  einführen.*)  Sind  x  und  y 
kartesische  Koordinaten, 

A',  =  (a;  -      -i-    -  ßt)'  -    =  0 

Gkidiongen  von  4  in  allgemeiner  Lage  befindliehen  Kreisen,  so 
ISBt  sieh  die  Oleiehnng  eines  jeden  anderen  Kreises  der  Ebene  auf  die 
Form 

bringm,  und  x^,  x^,  x^,  x^  sind  dann  die  tetrasyklisetien  Koordinat«n 
Ton  Xr.   Das  Quadrat  des  Radius  r  TOn  k  ist: 

wenn 

gesetzt  wird.  Der  Krim  (x^)  ist  em  Punkt,  wem  R^^  —  0  iä;  er  isi 
eine  Qeradef  wenn        0  tsf. 

1)  über  da«  Aualogon  iüt  Lieschen  Kugelgeomeirie  im  Gebiete  der  geraden 
lAtä»,  Jalunsber.  der  DeatMhea  Matti.-ygg.  Bd.  11«  S.12S.  1908. 

S)  Vgl.  fflr  dad  Folgende:  Loria,  Ricerche  intono  aUa  geometria  della  ifen. 
llemoiie  dt  Torino,  Bd.  «6.  S.a06.  1885. 
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Ferner  ist  wenn  man  mit  ( r^,  den  Winkel  der  beiden  Kreise 
mit  den  Koordinaten  Jc^  und  ^^  bezeichnet, 

(8)  *"^-'»)-,d^r- 

Zwei  Krem  (ps^  und  (yi)  9md  ctf^iogonal,  wetm  B^^    0  t«f . 

4.  Gaus  analog  kann  man  mit  den  Projektinütea  einer  und  der- 
sdben  €l«xad«ii  (btnircn  bilineftroii  Formen)  Ter&hran.  Sind  i  mid 
homogene  Koordinaten  dieser  Omden, 

vier  Projcftüyittteii  waS  ihr»  und  swar  ]  a^j^  |  H*  0,  ao  ISßt  aieh  jede  andere 
Fhgdi^tiTitSt 

•tif  die  Form 

P  «  a?!  A  +  ^Pt  +  flW^  +  «4P4 

bringen,  sodaß  ailao 

ist.   Setzt  man  A^A^  -  -42^45,  die  Determinante  von  p,  gleich  R^^,  so 
ist  die  Determinante  der  in  den  x  quadratischen  Form  R^^  gleichfall» 
nicht  identisch  Null,  w(>nn  die  Determinante  von  p  von  0  Teraohieden 
ist,  wie  man  erkennt,  wenn  mau  Of^^^O^i^k)  setzt 
Ferner  sei  gesetzt: 

'     ^  ^,  -  -4, s (oi,  — 11,,)+ x,(fla.  -  ««»)+a^(a„— <^,)+«4(a4,— «4,), 

Man  erkennt  dauu: 

Die  FrojtkÜvitüt  (.r/)  ist  eine  spezielle^  umn  H^^  —  0  ist;  6ic  ist  «»- 
volitforisrh,  tcenn  «  ,  0 

Es  seien  f-  rncr  zwei  nicht  spezielle  rrojektiTitSten  und  p^^  ge- 
geben mit  den  Koordinaten  (r^)  bezw.  (y^j.  Der  Einfachlieit  halber 
können  wir  hier,  ohne  tler  AUgenieini?nltigkeit  Eintrag  zu  tun, 
«<i  ■=  ißti  =^  0  tilr  *  4-  d^-,  1),  also  ii,,  =  a?^^-^  —  x^x'^  setaMU. 
Dann  ist: 

Die  ProjektiTitftt  j),  -  i^^/'^'  —  0  bat  dann  die  Koordinaten: 
l)  Loria,  a.a.O.  S. äix;  Hegte  a.a.O.  S.löü. 
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DttHMU  folgt:  5  J^y.  Ist  »  0,  so  ui  also  ^PJPf^  eine  la- 
Tolttti<m,  die  ProjeklaTifftten  nnd  |>,  hsa^m  dann  kcngugieii  oder 
ImnioiiiBdi.^) 

nieftl  speMuUe  PrqfdiimUlie»  (d?,)  ufM?  (y,)  «mic?  AarmoftiA^, 

5.  Ans  der  ginanen  Analogie  swiachea  dieaen  fllr  die  Geometrie 
der  FtojektiTiltten  nnd  der  Kreiu  fnndamentalen  Begiifien  folgt  eine 
weitgelieiide  Analogie  awisehen  den  Sfttnn  der  beiden  Geometrieen,  wie 
eine  Darchaieht  der  einseiilSc^eBn  Arbeiten,  insbeaondere  deijenigen 
Ton  H.  Segre  im  Jonmal  f.  Mathem.  Bd.  100  zeigt  So  gibt  es  s.B., 
da  in  einem  eine  J£|  oo*  Poltefaraeder  besitzt,  in  einer  Ebene  oo' 
i^adrupel  T<m  Ereiaen,  die  paarweise  an  einander  orthogonal  liegen,  und 
analog  in  einer  geraden  Punktreihe  Quadrupel  T<m  Punktprojek- 
tivitaten,  die  paarweise  harmonisch  sind.  Wie  es  femer  zu  jedem  Kreis- 
bttachel  dn  eimdgeB  zweites  gibt,  dessen  sämtliche  Kreise  zu  denen 
dea  ersten  orthogonal  sind,  so  gibt  ea  zu  jedem  Büschel  von  Projek- 
tiritäten  ein  einaigee  zweites,  dessen  samtliche  Projektiyitäten  harmoniach 
sind  zu  siimtlichen  Projektivitateu  des  ersten.') 

6.  Diese  Analogie  ist  aber  nicht  durehgeheuds  vorhanden;  sie  läfit 
insbesondere  bei  Sätzen  im  Stich,  die  sieh,  auf  involutorische  Projek* 
tivitaten  beziehen.  Während  es  z.  B.  zu  zwei  beliebig  gegebenen  Invo- 
lutionen in  einer  Punktreihe  8t«ts  eine  dritte  faußer  der  identischen) 
li^ibt,  die  zu  beiden  harmonisch  ist^),  pibt  es  nicht  7.u  zwei  beliebi<reii 
Geraden  stets  eine  dritte  (auß«:  der  .uuendiick  fernen;,  die  zu  beiden 
senkrecht  ist. 

Der  Grund  hierfür  ist  fugender.  In  der  Geometrie  der  Kreise 
wii^  7?^^  0  von  0  berührt.  Denn  es  ist  die  mit  0,  1,  1,  1,  1 
geränderte  Determinante  i?.^  (i,  k  ==  1,  2,  3,  4)  gleich  Null.  Es  ist 
dies  die  KeUtion  zwischen  den  Radien  von  vier  Kreisen  und  den  simul- 
tanen Invarianten  je  zweier  tlieser  Kreise.*)  In  der  Geometrie  der 
Projektivitäten  ist  aber  die  mit  den  geränderte  Determinante  7^,^ 
nicht  gleich  Null,  wovon  man  sich  am  einfachsten  wieder  überzeugt, 
wenn  man  wie  vorher  B^^^  äc^u^^  — x^x^  setzt. 


1)  Stephauoü,  Math.  Auu.  ÜU.  22.  S.  3-iO.  8egre,  Journal  f.  Mathem. 
Bd.  100.  S.ai8.  H.  Wiener,  Berichte  der  Kgl.  Sftchi.  Oes.  d.  W.  »90  S.261. 
Keye,  Geouettie  der  Läge,  8.  A.II,  IM. 

2)  Segre,  a.  zuletzt  a.  0.  S.  825. 
8  ,  Ebenda  F«.  820,  dritter  Absatz. 

4)  Loria,  a.  a.  ü.  S.  212,  Gleichnog  (11);  äegre,  Atti  di  Tohao  Bd.  19  S.  Iti4. 
IN»  Venchwisdmi  dieser  Innriante  iii  nohrendig  und  hinniidiMd  dafür,  daA  die 
Mdea  Kceiae  oxUiogonal  aiiid. 
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Fassen  wir  zusammen ^  BO  kSimea  wir  die  beiden  Geometrie 
folgendermaßen  oharakterit^ieren: 

Die  Geometrie  der  Kreise  G,.  und  die  Geometrie  der  Pmäß^^^ro^-' 
Uvüäten  G^  behandeln  beide  einen  linearm  Baum  It^  von  3  Dimenwmen 
linier  Auszeiehnuny  je  zweier  in  ihm  enthaltenen  Mannigfaltigkeiten  vmi 
S  Dimensionen  als  fumktniental<r  Gebüäe.  Sowohl  in  der  G^  wie  in 
dar  ist  die  eine  dieser  beiden  eine  quadratische  ManaMgf  'alügkeU 
von  nicht  verscJnvindender  Determinante  und  die  andere  linear.  Wäh'end 
aher  in  der  G^  die  lineare  die  quadraU^he  berührt,  haben  sie  in  der 
6f^  allgemeine  Ln/je  zu  einander. 

Während  jühü  wegen  dieser  Verschiedenheit  die  Analogie  zwischen 
der  Geometrie  der  Kreifse  inul  der  Produktivitäten  unvollkommen  bleiben 
maß,  hat  man  in  der  von  H.  Mephanos  durchgefühi-ten  Abbildung 
der  Projektivitäten  auf  die  Punkte  des  Raiimos  deshall)  ein  getpeue» 
Abbild,  weil  hier  die  Bilder  des  quadratischen  und  des  linearen  fun- 
damentalen Gebildes  (bei  H,  Stephanoff  die  Fläche  2.  O.  S'  und  die 
Ebene  :r),  wie  es  sein  muß,  in  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  sich 
befinden. 

Ebenso  erhält  mau  ein  vollkommenes  Abbild  der  Geometrie  der 
.  Kreise  einer  Ebene,  indeui  mau  die  letztere  Htereograpliiseli  auf  eine 
eie  berührende  Kugel  projiziert.  Den  Kreisen  der  Ebene  werden  da- 
dur(!h  die  Ehcnm  des  Haumes  ein-eindeutig  zugeordnet,  nämlich  jedem 
Kreis  die  Ebene,  in  welcher  der  Bildkreis  liegt;  die  l'undumeutalen  Ge- 
bilde der  Punkte  und  der  Geraden  gehen  dabei  in  die  Projektionskugel 
und  das  Projektionszentrum  über,  wenn  die  letzten  beiden  als  Ebenen- 
gebflde  aufgefaßt  werden. 

Charlottenburg,  Oktober  lyoö. 


Was  sind  und  sollen  die  iiTaUonaieii  Zahlen?^) 

Von  Oskar  Pbkron  in  München. 

Die  l'cvi'^ion  der  (irvindlagcii  der  (ieometrie  begann  schon  im 
Anfang  des  vorigen  Jahrhunderts,  während  die  Grundlagen  der  Aritli- 
metik  erst  in  neuerer  Zeit  genauer  nntersucht  wurden.  Es  ist  tliese 
Tutsache  eigeutlich  recht  merkwüniig,  du  es  in  irähereu  Zeiten  doch 
gciade  die  Ergebnisse  der  Geometrie  waren,  die  ftir  ungleich  sicherer 
galten  wie  die  der  Arithmetik.    Das  Miütraucu,  das  mau  der  Arith- 

1)  HalnlitAtioiiarede,  gehBlien  an  cler  üniTetarittt  Hflncheiif  80.  Jnni  1906. 
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metill;,  der  Lehre'  von  den  Zlablen,  ehtgegenbnehte,  oiÜHitriai.  Bibh  schon 
denl&cli  genug  m  der  Wortprägung  „Irrationalzalil'V  d.  Ii.  unvemlbiflage 
Zahl;  »nch  die  Beseiehnnngen  ,,nnmeras  inidus^  und  „nameräe  fietos" 
entetunmoi  gleichen  GefBhl.  Man  wnfite  eben  nidit  redit,  ob  man 
die  Irfationahahlen  als  Tollbereehtigt  neben  den  rationalen  anerkennen 
.  sollte;  man  rechnete  mih  ihnen  mit  innerem  Unbehagen  und  dnidete  sie 
iinr'  ale  notwendiges  Obel,  weil  man  eben  er&lirungBgandiß  bei  der 
redmeritcfaen  Beachmbnng  geometriieher  Wahiheiten  nieht  ohne  sie 
anskam.  Noch  weniger  wagte  man  fibrigens  den  imaginären  Zahlen 
das  Blirgenechfe  anzniaumen,  da  diese  nicht  einmal  lllr  die  Geometrie 
von  Nutzen  so  sein  schienen. 

Doch  ich  will  hier  keine  historisdie  Darlegung  geben  und  über« 
gehe  den  Stand  der  Dinge  im  Altertum  nnd  Mittelalter,  nm  Zeit  zu 
gewinnen,  mich  länger  bei  modernen  und  modernsten  Theorien  aufzu- 
halten. Nur  eine  Parallele  sei  mir  gestattet,  die  den  früher  gemachten 
Fehler  illustrieren  und  zeigen  soll,  worauf  es  bei  einer  strengen  Be- 
gründung ankommt.  Mit  den  irrationalen  Zahlen  erging  es  nämlich 
ähnlich,  wie  mit  den  unendUohen  Reihen.  Die  bekannte  Streitfrage, 
-ob  auch  divergenten  Reihen  eine  Summe  zukomme,  insbesondere  ob 
man  1  —  1  +  1  —  1-j —  -  .  »»ä  setzen  darf,  war  nur  dadurch  möglich, 
daß  man  bei  Einführung  der  unendlichen  Reihen  in  die  Analysis  es 
versäumt  hatte,  Idar  zu  dcfinirmi,  ?rr?,s  /(ufrr  der  Si(»inu'  einer  Keitie 
rersiandm  ivcrdeu  soll.  »Sobald  aber  diese  Definition  nachgeholt  ist, 
erledigt  sich  die  Frage  von  selbsh  Dabei  ist  es  p'nn:^  nnserer  V\  lilkttr 
überlassen,  wie  wir  definieren  wollen.  Wenn  man  /.  B.  die  Summe 
als  lim  8^  definiert,  so  hat  die  Reihe  1  —  1  -f  1  —  1  ■  •  •  eben  keine 

*j  "i"  *s  ~|~  •  •  "I"  * 

Summe;  definiert  man  sie  aber  nach  Cesäro  als  lim  

80  hat  unsere  Reihe  den  Wert  \i  ja  bei  andrer  geeignet  gewählter 
•Definition  kdnnte  man  sogar  einen  beliebig  vorgegebenen  Wert .  als 
Svmme  dieser  Reihe  erhalten. 

Analog  verhält  sich  nun  die  Sache  bei  den  iiTationalen  Zahlen. 
An<sfa  hier  kommt  es  einzig  und  allein  auf  eine  klare  Definition  au. 

'Sobald  diese  eiiblgt  ist  —  und  zwar  steht  es  nns  gans  frei,  wie  wir 
definieren  wollen  —  und  sobald  die  Redienregeln,  ebenftUs  ganz  wiU- 
küilich,  festgesetzt  sind,  dann  braucht  man  sich  nicht  mehr  an  fürchten. 
In  wieweit  dann  fUr  diese  Zahlen  die  gleichen  formalen  Gesetze  gelten 
wie  für  die  rationalen,  z.  B.  a  +  b^b  -^-a,  das  hSngt  freilieh  sehr 

'Von  nnsem  Definitionen  ab  und  muß  jedesmsl  genau  untemucht  werden. 
'  /  Die  Revision  der  Gmiidlagen  der  Arithmetik  kann  nun  an  ver- 

'  sehietoen  Stellen  einsetKen:  Man  kann  erstens  die  rationalen  Zahlen 
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•Ig  f<rt  gegeben  ansehen,  und  nur  die  iirationaleii  und  imagmüten 
einer  eiganeii  Betnehtung  unterwerfiNi.  Man  kann  zweitens  aacli  nur 
die  ganzen  pontirea,  die  eogenvinten  natürlichen  Zahlen  als  a  priori 
g^ben  ansehen,,  daraus  dann  erst  die  negativen  und  gebrocheneiif 
endlich  die  inratioualen  und  imaginären  Zahlen  herleiten.  Man  kann 
aber  drittens  sogar  das  Gebäudo  der  imtarlichen  Zahlen  als  einer 
ttrengen  Begründung  bedürftig  erachieu.  Die  Schwierigkeiten,  die  bei 
dieser  letzteren  Auffassung  sich  darbieten,  sind  aber  mehr  philo- 
sophischer Natur  und  liegen  außerhalb  des  Rahmens  meiner  heutigen 
Aufgabe.  loh  unterlasse  es  daher,  dazu  Stellung  zu  nehmen;  für  den 
jetzigen  Zweck  gcnüijt  jf'dcnfalls,  sich  auf  den  Standpunkt  Kru- 
nerker?5  zu  stellen  und  den.  Begriff  der  natürlichen  Zahl  als  etwas 
a  pnori  Gegebenes  auzuseheUi  um  dessen  B^pründung  wir  uns  nicht 
weiter  zu  sorgen  l)rauchen. 

Wenn  aber  Kroneeker  weit^!  sagt,  die  ganze  Zahl  ist  das 
einzige,  was  wir  m  der  Mathematik  brauchen,  die  gebrochene  und 
irrationale  Zahl  sind  entbehrlich,  so  scheint  mir  das  doch  zu  weit  zu 
gehen.  Denn  gerade  die  Irrationalzahl  und  der  mit  ihr  so  eng  ver- 
bundene BegrÜf'  der  Stetigkeit  scheinen  mir  doch  durch  ihre  em  tiente 
Fruchtbarkeit  in  der  gesamten  Mathematik  ihre  Existenzberechtigung 
Hingst  hinreichend  bewiesen  zu  haben  und  tüglich  von  neuem  zu 
beweisen. 

Gehen  wir  also  aus  Ton  den  natürlichen  Zielen  als  gegeben.  Ich 
will  kurz  andeuten,  wie  auaa.  darani  sm^Ushat  m  den  rationalen  Zahlen 
gelangt  Wir  kenneu  gewisse  Yerknttiifmigen  oder  Operationen,  dureh 
die  man  ans  zwei  gegebenen  Zahlen  h  dne  dritte  herleitet,  i.  B.  die 
Snmme  a  +  &  —  das  Pkodnkt  ah  »  tf.  Boreli  diese  Operationen  Ter- 
laesen  wir  den  Beieieh  der  nattirlichen  Zahlen  nicht.  Sind  nnu  aber 
umgekehrt  etwa  a  und  e  gegeben,  so  fragt  lioh,  ob  danuis  aoeh  h 
gefunden  werden  kann.  Diee  ist  bekanntlich  nidit  immer  möglich, 
nimlich  dann  nidit,  wenn  a>e  ieb  Um  nnn  die  Addition  in  jedem 
Fall  umkehren  an  können,  enchaffim  wir  suniBefast  die  Zshl  0,  d.  h.  ein 
2kikUeü^mtf  welchea  fttr  jede  Zahl  a  die  Gleichnng  a  +  O^O  +  a—a 
befriedigen  eoU,  und  dann  su  jeder  Zahl  b  ein  neues  ZaUdMeuAm  —  h, 
welches  als  Losong  der  Gleiehuiig  h  +  oder  x-^h^O  angesehen 
wird.  Analog  fthrt  die  ümkehnmg  der  Multiplikation  za,  den  ge> 
broehenen  Zahlen.  Für  diese  durdi  «neu  WillkQrakt  neu  geechaffenen 
Zahlzeiehen  müssen  nun  Tor  allem  gewisse  Rechenregeln  definiert 
werden,  d.  h.  es  muß  angegeben  werden,  was  die  Summe  genannt 
werden  soll,  was  das  Produkt  usw.  Auch  alle  diese  Definitionen  sind 
aun&chst  unserer  Willkür  überlassen;  aber  irir  werden  bestrebt  sein. 
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ne  80  eimmriehten,  daB  die  fbrmaleii  Gesetse  wie  a  +  &  ^  6  +  a  new. 
foitbeatehen.  Daß  die«  •  fiberhaiipi  mSgÜdi  ist,  ist  durehaua  nicht 
selbeiTentaiidlielL  Erst  dnreh  dm  nadiitriglicli  sd  fBbnndeii  Naeh- 
weisy  daB  diee  md^oh  ist  und  elran  gerade  dmcili  die  landliniigeii 
Defittitjenep  dea  Reehnena  gdaistet  irird,  ezgilit  sich  dann  die  Zweck- 
mlBigkeit  und  Fruehtbai^nt  unserer  neuen  Scihdpliiiigen. 

Wie  steht  es  nun  mit  den  Inrattonahahlen?  Auch  auf  aie  werden 
wir  sun&chst  geftthrt  durch  den  Versuch,  gewisse  algebraisehe  Ope- 
rationen umzukehren,  z.  B.  die  Potenz.*)  Die  Gleichung  a'  =  wo  a 
rational  iat^  laßt  sich  im  aUgemeineo  durch  eine  rationale  Zahl  x  nidit 
befriedigen,  und  wir  sind  gezwungra,  wieder  neue  Zahlzeichen  zu  «t^ 
schaffen,  die  uns  die  Lösung  au  Termitteln  berufen  sind.  Nun  können 
aber  weitere  Aufgaben  an  nns  herantreten,  die  auch  mittels  dieser 
neuen  Zahlen  noch  nicht  gelöst  werden  können,  und  wir  werden  ge^ 
notigt,  wieder  neue  zu  erschaffen.  Die  Mannigfaltigkeit  der  hier  denk- 
baren Aufgaben  ist  aber  eine  so  enorme,  daß  schließlich  immer  wieder 
die  Notwendigkeit  eintritt,  neue  Zahlen  zu  erschaffen,  wie  weit  wir 
aucli  in  unserm  Schüpfungswerk  schon  vorgeschritten  sind.  Es  ist  ja 
sofort  zu  sehen,  daß  auf  diesem  Weg  nie  über  eine  abzählbare  Monge 
von  Zahlen  hinauszukommen  wäre.  Man  iviii  le  also  nipmals  fertig 
werden,  und  zudem  würde  sich  der  Nachweis,  daß  die  formalen  Rechen- 
gesetze aucli  iKi  "lin  neuen  Zahlen  erhalten  bleiben,  wohl  boi  jedem 
Schritt  schwieriger  gestalten.  Wir  sind  daher  gezwungen,  neue  Me- 
thoden zu  ersinnen,  die  geeignet  sind,  uns  aus  dieser  Bedrängnis  zu 
retten. 

Solcher  Theorien  gibt  es  nun  mehrere  verschiedene.  Die  eine  hat 
Dedekind  gegeben,  die  andern  sind  mehr  oder  weniger  miteinander 
verwandt,  aber  un.ihhüngig  voneinander  von  Meray,  G.  Caiitor, 
Weierstraß  entwickelt  worden.*)  Ich  will  zunächst  die  Dedekindsche 
Theorie  skizzieren.  Die  ordnet  zuerst  die  rationalen  Zahlen  der  Gfröße 
nadi;  diese  Anordnung  oder  Aufeinanderfo^e  (Succession)  hat  folgende 
drei  Eigenschaften: 

I.  Wenn  a<(,  so  ist  nieniala  «o^ 
n.  wenn  a<5  und  &<c  isl^  so  ist  auch  a<,c, 

m.  wenn  a<r  ist,  so  gibt  es  eine  Zahl  h  derart^  daß  o<&<ü  ist. 

Hieraus  ergibt  sich  die  MSglichkeit^  die  Gesamtheit  der  rationalen 
Zahlen  in  zwei  Klassen  Ay  B  einsniteilen  tou  der  folgenden  Besduiflfen- 

1)  Im  Grunde  ^jcnommen,  Aufgabnn  fler  Geometrie. 

8)  W«geu  der  Literatur  vergleiche  man  den  Artikel  von  Herrn  Pxingsheim 
nlnationakaUflia  und  Konvaigeas  uneadliclier  Ftosewe*^  ia  dm  Eiu^kl.  der  math. 
WiMt.  Bd.  I;  bMoaders  aodi  die  ftaasOtucbe  Ausgabe. 

^ataiMbHlebt  d.  DtatMhm  Mkflwn..T«nliitgaa9.  XVI.  H«fl  t.  10 
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heit:  Wenn  die  Zahl  a  znr  Klasse  Ä  gehört,  so  gehört  auch  jede 
kleinere  zu  A,  und  wenn  die  Zahl  b  zur  Klasse  B  gehört,  so  gehört 
auch  jede  größere  zu  7>.  Solcher  Einteilungen  oder  Schuitf€f  wie 
Dedekind  sagt,  gibt  es  nuii  drei  verschiedeue  ^Vrten;  nämlich: 

1.  Die  Klasse  A  hat  eine  größte  Zahl;  dann  hat  wegen  III  die 
Klasse  Ii  keine  kleinste  Zahl  (Beispiel:  A  enthilt  die  Zahl  2  und  alle 
kleineren,  B  alle  andern  Zahlen). 

2.  Die  Klasse  B  hat  eine  kleinste  Zahl;  dann  hat  A  keine  größte 
(Beispiel:  /i  enthält  die  Zahl  2  und  alle  größeren,  ^-1  die  andern  Zahlen). 

Die  Klasse  .1  hat  keine  größte,  B  keine  kleinste  Zahl  (Bei- 
spiel: A  enthält  alle  Zahiftn,  deren  Quadrate  kleiner  als  2  sind,  B  die 
Qbrigen). 

Die  Schnitte  der  beiden  ersten  Arten  hetrachten  wir  (nach  will- 
kürlicher Übereinkunft)  als  nicht  verschieden  und  lassen  einem  solchen 
Schnitt  eine  rationale  Zahl,  in  den  ol)igen  Beispielen  die  Zahl  2,  ent- 
sprechen. Im  dritten  Fall  nun  definieren  wir  den  Schnitt  als  eine 
Irrationalzahl  y  und  setzen  für  sie  die  Größenbeziehung  fest:  a<y<h^ 
wo  a,  h  beliebige  Zahlen  der  Klassen  .1.  B  sind.  Dadnrf^li  ist  der 
Zahl  PITT  iran/  bestimmter  Platx  in  dor  Folge  der  ratioualeu  Zahlen 
zugewiesi'U.  Dedekind  drückt  sich  so  Huy;  der  Schnitt  bringt  die 
Irrationalzahl  y  hervor;  man  kann  aber  auch  direkt  mit  H.  Weber 
sagen;  Der  Schnitt  ist  die  Irrationalzahl^  die  damit  vollkommen  de- 
finiert ist. 

Aber  die  hierdurch  erschaffenen  Zahlen  nützen  uns  an  ^mh.  noch 
gar  nichts;  wir  müssen  aucli  mit  ihnen  rechnen  können.  Was  soll 
man  z.  B.  unter  der  Summe  von  zwei  Zahleu  y  und  y'  verstehen ? 
Nun,  y  und  y'  sind  Schnitte";  die  Klassen,  durch  die  sie  erzeugt  werden, 
.seien* 

A,B  f^T  die  Zahl 

A\  B'  für  die  Zahl  y'. 

Dann  bildi    man  eine  KJasse  von  Zahlen,  die  ich  A  +  A'  nenne 

in  welche  alle  die  Zahlen  aufgenommen  werden  s(dlen,  welche  als 
Summe  von  einer  Zahl  der  Klasse  A  und  einer  Zahl  der  Klasse  A' 
dargestellt  werden  können,  und  nur  diese.  In  eine  zweite  KUsee^ 
die  ich  B-\-ß'  nenne,  sollen  alle  andern  Zahlen  aufgenommen 
werden.  Dann  laßt  sich  leicht  zeigen,  daß  die  zwei  Klassen  A-{- Ä' 
und  B  -f  7/  einen  Schnitt  erzeugen,  und  man  wird  eben  diesen  Schnitt 
als  die  Summe  y  -\-  y'  definieren.  Es  ist  rlann  -f  ;•'  ^ 
7  "^  iy'      /'")  —  (/'  +  ?'')  "f-  Analog  lassen  .sich  auch  die  ainlern 

iiechenoperationen  sowie  die  hegiili'e  ,,größer,  kleiner"  dctiuiereu,  und 
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die  Erhaltung  der  formalen  Gesetze  nachweisen.^)  Doch  sei  daza 
gleich  hier  noch  folgendes  bemerkt.   Die  Möglichkeit,  die  Rechenregeln 

in  80  einfacher  Weise  zu  definieren,  bemht  wesentlich  darauf,  daß  die 
rationalen  Zahlen  in  ihrer  natürlichen  Anordnung  außer  den  jEIigen- 
sohaften  I,  II,  Iii  auch  noch  die  weitere  haben: 

IV.  Wenn  a<hijA,  90  ist  aneh  aH-<:<&  +  c. 

Aus  I,  11,  III  alleiu  kümite  z.  Ii.  mciit  gefolgert  werden,  dfiB  die 
jcbeii  mit  Ä  -f  -^l'  und  B  -\-  B'  bezeichneten  Klassen  einen  Schnitt  er- 
zeugen; hierzu  ist  eben  IV  erforderlich. 

Dunit  verlasM  ich  die  Theorie  Ton  Dedekind.  Von  den  übrigen 
Theorien  elnd  die  yon  Heray  nnd  Cantor  weaentüch  identisch.  Die 
Irrationalzahl  wird  hier  gewonnen  dnreh  eine  imbegrenate  Folge  Ton 
rationalen  Zahlen      rf^,  o^,---,  denen  die  Eigensdiaft  snkommt,  daß 

wild,  sowie  nur  im  hinreichend  groß  sind  („Tariante^'  hei  M^ray, 
,,Fnttdani«italreihe"  hei  Gantor).  Die  Methode  Ton  Weieretraß 
ordnet  8i<^  dieser  allgemeinen  Betraehtungsweise  als  Spezialfall  unter. 
Von  den  mancherlei  Modifikationen ,  in  denen  diese  Theorien  noch 
wnter  dargeetellt  wurden,  möchte  ich  die  von  Heine  besonders  er- 
wähnen, wonach  die  Zahl  definiert  erscheiTit  ils  ein  greifharcs  Zeichen. 
Als  ein  solchee  Zahlzeichen  oder  Zahlhgur  kann  irgend  eine  Dar- 
st<>llun5!:sform  gewählt  werden;  am  zweckmäßigsten  wohl  ein  unend- 
licher Dezimalbruch.  Bei  Formulierung  der  Rechenregeln  verursachen 
allerdings  die  Dezimalbrüche  eine  eigentümliche  Schwierigkeit,  die 
/..  B.  Stolz  veranlaßt  hat-\  auf  die  M oraT-Cantorsc  hcn  Fundamental- 
reilien  zurflckzugreifen,  die  aber  gleichwohl,  wenn  auch  etwas  umständ- 
lich, sich  auf  direktem  Weg  überwinden  läßt. 

In  die  Details  der  Rechenregeln  will  irh  indes  niciil  näher  ein- 
gehen, sondern  nur  feststellen,  daß  naeh  ireeitrTieter  Definition  derselben 
die  fonnaleM  Gesetze  wieder  alle  erhalten  bleiben.  Wichtiger  erscheint 
mir  die  folgende  Bemerkung.  Wie  wir  sahen,  lassen  sieh  die  Irrational 
zahlen  in  mannigfacher  Weise  in  die  Analysi.s  einführen;  wir  können 
nun  also  mehrere  ganz  verschiedene  Svsteme  oder  „Körper"  von  Irrational- 
zahlen konstruieren  und  es  bleibt  die  Frage  nach  der  gegeiiseitigen  Be- 
ziehung dieser  System^.    Man  wird  gewiß  nicht  sagen  können,  daß 

1)  nir  die  Dnzchfillmuig  im  einselnen  dürfte  lich  beeonders  die  Methode  von 
«K.  Bsire  empftUeni  Thtoie  d«s  nombras  izmtioiiael»,  des  Uuiim  et  de  la 

«ontiiiait^  (Paris  1905). 

2)  Stolz  nnd  Omeinor:  TbcorvUsclie  Arithmetik  pag,  139. 

10* 
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ein  greifbares  Zeichen,  etwa  ein  mit  Kreide  an  eine  Tafel  geschriebener 
Dezimalbruch  mit  einem  Schnitt  identisch  ist,  oder  daß  ein  Schnitt 
etwa  eine  Fnudamentalrejhe  ist  Darnach  erscheint  es  doch  selir 
zweifelhaft,  ob  all  diese  auf  verschiedene  Art  konstruierten  Ziihlkörper 
dasselbe  leisten,  ob  sie  sich  überall  f^etjenseitiir  ersetzen  können.  Dies 
ist  aber  in  der  Tat  der  Fall.  Es  lassen  sich  nämlich  die  Zahlen  des 
einen  Körpers  denjenigen  des  andern  eindeutig  zuordnen,  oder,  wie  ich 
mich  ausdrücken  will,  die  lerschiedenen  Körper  lassen  sich  aufeinamln- 
ahhiidm,  und  zwar  in  folgendem  Sinne:  Bezeichnet  man  die  Zahlen  des 
einen  Körpers  (/..  R.  des  Dedekindschen)  mit  lateinischen,  die  des 
andern  i  z.  B.  des  Cantorschen)  mit  griechischen  Buchstaben,  und  sind 
etwa  Wj,  «j,  «j,,  .  . ,  die  Bilder  von  bez.  «j,  a^j  «j,  . . so  bestehen  die 
drei  Beziehungen: 

\.  a^-\-  a^f  a^  —  a^f      -  o^,      sind  die  Bilder  Ton  bez.     +  a^, 

2.  W6IID     <  a,,  so  nt  aucli  < 

3.  wenn  der  Grenzwert  lim  a,,  —  a  existiert,  so  existiert  auch  der 
Grenzwert  lim«,    a  und  a  ist  das  Bild  tob  vS) 

Diese  Sätze  müssen  bewiesen  werden  und  lassen  sfcli  auch  be- 
weisen.*) II.  der  Literatur  tritt  aber  dieses  Ji^üdungsprhtzip  nirgends 
in  seiner  vollen  Allgemeinliait  hervor.  Als  ein  Teil  dessdhen  ist  es 
ansnsehen,  wenn  StoU  beweist,  daß  jede  im  Meray-Gan torschen  Sinn 
definierte  Zahl  sieh  in  einen  systematischen  Broch  entwickeln  ladt;  als 
ein  Teil  des  Prinzips  ist  w  auch  anzusehen,  wenn  in  allen  Theorien 
gezeigt  wird,  daß  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fQr  die 
Grenzwertezistenz  die  ist:  [a,^,  — (i^[<c.  Das  allgemeine  Prinzip 
aber  dürfte  hier  zum  ersten  Hai  formuliert  sein,  und  ich  muß  ihm  um 
so  größere  Wichtigkeit  beilegen,  als  seit  kurzem  Irrattonalzahlkörper 
bekannt  sind,  die  nichts  weniger  als  „Bilder"  von  einem  der  obigen 
Körper  sind. 

Die  Frage,  was  die  Irrationalzahlen  sind,  ist  nach  den  bisherigen 
Erörterungen  dahin  zu  beantworten,  daß  sie  sehr  Terschiedenes  sein 
können,  und  dies  ganz  yon  unserer  Willkür  abhängt.   Ob  man  sie  als 

„Sclinitt'  oder  „Zeichen"  oder  sonst  etwas  definieren  will,  ist  schließlich 
Sache  des  persönlichen  Geschmacks.  Wesentlich  ist  aber,  daß  sie  in 
jedem  Fall  unsere  eigenen  Schöpfungen  sind  und  durchaus  nichts 

1)  Dabei  iit  bewmcleis  im  Ange  m  bebaltea,  daß  die  Zeichen  <=<-|-  usw. 
in  dem  einon  (Dedekindtchen)  Körper  aatGriieh  in  gans  anderer  Weite  deflnieit 

tmd  als  im  anderpn   C  antnr-^rhfn). 

2)  übrigeoB  ist  8.  schoo  eine  Folge  von  1.  und  2. 
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HystiBehei  tta  sich  haben.  Aber  erst  dtureh  diese  Erkenntnis  gewinnt 
die  weitere  Frege^  wm  aoßen  die  InationelzaUen,  flberbaupt  einen  Sinn. 
Denn  wSrw  lie  nieht  Tom  nns  eelbat  ereohafEen,  wären  ne  etwas  Aprio- 
ristisohee,  toh  anJlea  an  nna  Herangekommene^^  so  würde  mu  ein  Urteil, 
was  sie  sollen,  obne  metaphysische  Spekulationen  in  keiner  Weise  m6g- 
lieh  sein.  Naehdein  wir  aber  diese  Zahlen  sdbst  erschaffen,  mflssen 
wir  mm  wohl  auch  Beohenschaft  darfiber  ablegen  kOnnen,  wanim  wir 
sie  geiade  so  erschaffen  und  nicht  anders;  mit  andern  Worten:  Was 
wollten  wir  damit  anfügen?  was  soUten  sie  uns  leisten?  Ans  meinen 
bisherigen  Dsrlegnngen  geht  dies  noch  keineswegs  hervor;  im  Gegra- 
teil,  der  eigentlidie  Zweck  wird  sogar  rerschleieri  Bei  Cantor  and 
Dedekiud  tritt  er  wohl  deutlicher  zu  Tag;  aber  ich  habe  mit  Absicht 
die  Darstellung  möglicbet  abstrakt  gewählt,  um  nicht  den  Irrtum  an 
erwecken,  als  wären  solche  Vurstellungen,  wie  ich  sie  gleich  näher  an- 
geben wül,  etwa  notwendig  fSr  das  Wesen  der  Zahl.  Die  Zahl  ist 
nach  nnsrer  Entwicklung  vollkommen  nna))bängig  vom  Begriff  einer 
meßbaren  Größe,  aber  wir  können  sie  dem  Givßenbegriff  dienstbar  maeJien, 
und  dies  ist  auch  der  eigentliche  Zweck.  Cantor  und  Dedekind  be- 
weisen beide,  daß  ihre  Zahlen  den  Punkten  einer  ßeraden  eindeutig  zuge- 
ordnet werden  können,  oder,  bessfr  gesagt,  den  von  einem  fet>ten  Anfangs- 
punkt auslanfendeu  Strecken  der  Ueraden;  die  Aufgabe,  die  sie  si<'h 
stellten,  war  gerade  die,  die  Zahlen  so  zu  erfinden,  daß  eine  solche  Zu- 
ordnung niöglicli  ist.')  Lediglich  aus  deui  Bedürfnis  heraus,  Größen- 
z.  B.  Streckenverhältnisse  durch  Zahlen  ausdrücken  zu  können,  sind 
diese  Theorien  entstanden.  Das  läßt  sich  nicht  wegleugnen.  Es  gibt 
auch  andere  Irrati onalzaiilen,  wie  wir  gleich  sehen  n-erden,  die  aus 
einem  andern  Bedürfiiis  heraus  entstanden  sind,  die  einen  andern  Z^ve^^k 
haben.  Also  nur  aus  Gr&nden  der  Anschauung  und  Praxis  sind  wir 
so  verfahren,  nicht  aus  irj^end  einer  inneren  Notwendigkeit  heraus. 
Poiueare  würde  etwa  sagen:  Wir  haben  es  ao  gemacht,  nicht  weil 
wir  es  so  machen  mußten,  sondern  weil  es  so  bequem  ist,  und  zwar 
wohlgemerkt,  bequem  für  unsere  ganz  bestimmten  Zwecke. 

Anf  die  imaginären  Zahkn,  detea.  Theorie  sieh  hier  anschließen 
liefie^  gehe  ich  nicht  ein,  sondern  wende  mich  weiter  den  Inationalen 
m.  Ich  knüpfe  wieder  an  den  Begriff  des  Schnittes  an.  Dieser  verdankt 
seine  Existenz,  wie  wir  sahen,  dem  ümstand,  da6  die  natürliche  Reihen- 
folge der  rationalen  Zahlen  den  Forderungen  I — ^UI  Genüge  leistet. 
Aber  die  rationalett  Zahlen  lassen  sich  noch  auf  unendlich  fiele  andere 
Arten  in  eine  Reihenfolge  bringen,  die  diese  drei  Forderungen  erfüllt 


1}  FmiUeh  bedaif  «•  dam  aaeh  aoeh  eiaes  Axiom«  basfilgUch  der  Qetaden. 


Digitized  by  Google 


150 


Oskar  ?t;BKOi(: 


(wo  dann  das  Zeichen  <  netfirlieh  keino  «irkliehe  Gröftenbesiehiiiig 
mehr  «udrflekty  sondern  lediglieh  eine  Ordnungehedehaag)^  Eh  gibt 
dann  auch  wieder  die  drei  Arten  von  Schnitten,  und  man  kann  wie 
ohetk  die  dritte  Art  nh  Irrationalzalil  einführen.  Ja  man  braucht  zu 
diesem  Zweck  nicht  einmal  alle  Bationakahlen;  man  kommt  mit  den 
natfirlichen  Zahlen  allein  schon  ana.  So  haben  wir  unendlich  viele 
Möglichkeiten,  Iirattonakahlen  zu  erzengen:  wie  aber  steht  es  mit  den 
Rechenr^eln?  Wir  sahen  schon  oben,  daß  für  eine  praktikable  Defi- 
nition der  Recheoiegeln  aneh  noch  die  Forderung  lY  erlOUt  eein  mufi. 
Es  läßt  sich  aber  nachweisen:  Wenn  eine.  Sukzession  von  rationtüm 
Zahlen  den  Forderungen  I,  II,  IV  Genüge  leistet,  so  ist  diese  Sukßessian 
leine  andere  ah  die  nach  der  Größe  (^deigcnd  oder  faUcndX  Daher  kann 
in  den  soeben  betrachteten  Fallen  nienmls  IV  erfüllt  sein,  und  damit 
fällt  die  Möglichkeit,  geeignete  Rechenregeln  anzoirebeu.  Dies  ist  ein 
wesentlicher  Mangel  der  Schuittmethode.  Von  einer  rationellen  Methode 
zur  Ersebaffiing  von  Zahlen  muB  mau  verlangen,  daß  dieselbeu 
Mittel,  welche  zu  den  Zahlen  führen,  auch  sogleich  die  Handhabe 
für  Aufstellung  der  Hechenregeln  bieten.  Das  ist  hier  aber  nicht 
der  Fall. 

Zu  günstigeren  Resultaten  gelangt  man  bei  andern  Methoden,  ins- 
besondere bei  A  irtassung  der  Zahl  als  ..Zahlzeichen".  Als  ein  Beispiel 
dieser  Art  von  Zahlbildungen  lernten  wir  hoi-eits  die  Dezimalbrüche 
kennen.  Weiter  gehört  aber  in  diese  Kategorie  auch  die  von  Heu  sei 
in  den  letzten  Jahren  entwickelte  Theorie  der  ^-/-adiscben  Zahlen'),  auf 
die  ich  von  diesem  Gesichtspunkt  aus  jetzt  näher  eingehen  will.  Ich 
betonte  schon  oben,  daß  man  bei  Einführung  der  irrationalen  Zahlen, 
aber  auch  sehen  der  zationalen  (gebrochenen  und  negativen),  mit  einer 
gewissen  Willkflr  yerffthrt.  Für  die  irrationalen  ist  ja  diese  Behauptung 
gewiß  s<dion  dadurch  erhärtet,  daß  ich  mehrere  ganz  verschiedene 
Methoden  angab,  wie  man  zu  Werk  gehen  kann.  Wae  die  rationalen 
betrifit,  so  ist  abor  erst  noch  zn  zeigen,  daß  es  wirididi  auch  andere 
praktikable  Wege  gibt 

Ich  gehe  dabei  wieder  ans  von  den  natflrliehen  Zahlen,  die  ich  als 
Dezimalzahlen  sehreibe 

«  -  a„  •  10"  +  a^^i .  10"- '  -i-  ■  •  •  -f-  «1 . 10  +     «  tt,a„^4  •  •  •  a^u^. 

Ken  sei  fährt  nun  die  negativen  Zahlen  in  der  Weise  ein,  daß  er  den 
formalen  Subtraktionsprozeß  auch  in  dem  Fall  anwendet,  wenn  der 


1}  Crolles  Joniaal  127,  p«g>61;  188^  pag.  1.  —  Jahmbericht  der  DeutidieB 
lbtli«iiuatiker*Tefaiiiigiuig  14,  pg.  646. 
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Subtraliend  größer  ist  als  der  Minuend,  indem  er  sieh  links  nocb  be- 
liebig viele  NoUziffem  angereiht  denkt,  z.  B. 

875 
536 

...99839. 

Das  Resultat  ist  ein  Zahlreichen,  das  mit  lauter  Neuuem  nach  h'nks 
in  iufinitnm  läuft. ^)  Bei  der  Division  von  Dezimai^ifiahlen  pflegt  mau  im 
gewöhnliohen  Leben  toq  links  uaeh  rechts  fortzuschreiten,  ganz  im 
Gegensatz  zu  den  andern  Elementaroperationen.  Man  kann  aber  auch 
hier  von  rechts  nach  liuks  gehen,  ein  Verfahren,  das  wieder  am  besten 
durch  ein  Beispiel  klar  werden  dürfte'-'): 

132341  -.583 -227 

4(JH1 

1282(7 
1166 

1166 
1166 
000 " 

Geht  die  Divieioii  bei  diesem  Verfahren  nicht  auf,  so  führt  Hensel  den 
Proseß  einfiiek  wieder  ganz  formal  naoh  links  ins  Unbegrenzle  weiter. 
Eine  kleine  Modifikation  mttßte  das  DiTisioosrei&liren  erleid«i,  wenn 
der  Dirisor  durch  einen  Faktor  von  10  teilbar  ist  Man  wihlt  daher 
praktisch  nicht  die  dekadische  Schreibweise,  sondem  etwa  die  |»-adiBche|, 
wo  p  eine  PrinudlA  ist  Die  Dirisioii  daaxok  die  Basis  p  sdbst  wird 
dann  am  einfachstan  durch  ein  Komma  aagedentei 

Man  erhilt  so  ein  System  Ton  Zahlseiehen,  die  aus  unendlich  vielen 
nadi  links  laufenden  ZiflPem  bestduin;  und  Ewar  zeigt  sich,  dafi  diese 
Ziffenifolgen  stets  periodisch  sind.  Was  Hegt  nun  aber  nahw,  ab  dafi 
man  als  Irrationalzahlen  alle  die  Zahlzeichen  einführt,  die  in  gleicher 
Weise,  aber  unter  Verzicht  auf  die  Periodizität,  gebildet  sind?  Die 
Rechenregeln  werden  dann  durch  dieselben  formiilon  Prozesse  erkläi-t^ 
wie  bei  den  speziellen  Zeichen,  welche  rationale  Zahlen  sind.  Durch 
diese  Schreibweise  wird  nun,  ebenso  wie  bei  den  Dezimalbrachm,  sor 
gleich  eine  Ordnungsbeziehjong  inTolviert  Man  wird  nämlich  Ton  zwei 
Zahlen 

.  . .  a^a^a^  ^  u,    ...  h^b^lQ  ^  ß 

1)  Bei  Heii«el  nach  redhti,  da  er  die  Ziffani  in  «mgekduterBeilieafolge  achx«ibt. 

2)  Dies  Verfahren  ist  in  der  Fraxis  dem  gewöhnUchen  lOgar  vorsDtieheti, 
lalli  im  ▼<aaQt  bekannt  ist,  d«6  die  Dinsion  aufgeht. 
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sagen;  es  ist  a  >  wenn  —  von  rechts  nuch  linkn  «gehend  —  die  erste 
Ziffer  von  die  mit  der  gleichstelligeü  Zifier  von  ß  uicht  üboroinstinirnt, 
größer  ist  iils  diese.  Unter  einer  beliebig  kleinen  Zahl  winl  man  ent- 
sprechend eine  solche  verstehen,  die  mit  beliebig  vidpu  Xullen  endigt. 
Man  bemerke,  daß  dadurch  die  nntiirlichen  Zahlen  fechon  so  geordnet 
erscheinen,  daß  die  Forderungen  T  III  bctriedigt  werden,  und  man 
könnte  also  die  andern  Zahlen  ;in 'Ii  <luich  Schnitte  definieren.*)  Aber 
ZQ  Rechenregeln  konnte  man  auf  diesem  Wege  nie  gelangen,  weil  eben 
IV  nicht  erfüllt  ist.  Die  obige  Methode  aber  liefert  mit  den  Zahlen 
zagleich  die  Rechenregeln;  auch  die  Metbode  der  Fondamentalreihen 
wttrde  wohl  znm  Ziel  führen. 

Der  jetzt  konstn;ierte  Körper  der  p-adisdun  Zahlen  unterscheidet 
sich  von  unserem  gewöhnlichen  reellen  Korper  einmal  dadurch,  daß  die 
Stetigkeit  gewisse  Unterbrechungen  erleidet,  indem  alle  natürlichen 
Zahlen  eine  unmittelbar  vorhergehende  haben,  /..  B.  der  Zahl  1  geht 

vorher.  Weiter  aW  weisen  die  p-adisclieii  Zahlen  gegenüber  den 
leellen  eine  Reihe  toh  Vorfeeikn  auf.  So  gestaUet  sich  das  nttmeriselie 
.  Reehnen  viel  einfiusher.  Bei  der  Ifultiplikation  s.  B.  von  DeaimaUirllclien 
mn0  man,  am  eine  gewisse  Genauigkeit  siclier  sn  enreiehen,  immer 
einige  Stellen  mehr  berechnen.  Bei  den  jMidisehen  Zahlen  dagegen  ist 
diese  Mühe  nicht  nötig;  jede  berechnete  Zifibr  ist  genau  und  kann  durch 
spfttere  BerttclEsichtigang  weiterer  Stellen  nidit  mehr  geSndert  worden. 
Von  besonderer  Einfachheit  ist  anch  die  Analysis  der  jy-adischen  Zahlen; 
so  besteht  die  ganze  Ldire  von  der  Reihenkonyergens  in  dem  einsigen 
Satz:  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  ftlr  die  EonTci^ienz 
der  Reihe  S±     ist  lima,  »>  0. 

Diese  YorsQge  legen  die  Frage  nahe,  ob  es  nicht  zweckmäßig  ist> 
die  ii-adischen  Zahlen  auch  in  die  Praxis  des  tag^chen  Lebens  einzu* 
flihren.  Dies  ist  aber  unmöglich  deshalb,  mtl  die  p-adisdien  Zahlek 
nidd  xur  Beadtreibm^  wm  GrofiKnkeMi^un^  dienen  können,  wie  wir 
es  in  der  Praxis  doch  immer  Terlangen.  Der  Körper  der  |>-adischen 
Zahlen  ist  eben  kein  Bild  unseres  gewöhnlichen  (etwa  0  an  torschen) 
reellen  Körpers,  wie  ich  unten  noch  des  näheren  auseinandersetzen 
werde.  Damit  kommen  wir  zur  Frage:  Was  sollrn  nun  eigentlich  die 
l»-adischen  Zahlen?   Zu  welchem  Zweck  sind  sie  erfunden? 


1)  Dabei  dürfen  aber  jetit  die  Schnitte  dei  enten  und  zweiten  Axt  nicht 
uU  identisch  an^re^obcTi  werden;  nm  die  gleidi  in  erw&baenden  Unteibreohiuigen 
der  Stetigkeit  zu  erzielen. 
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Einige  nicht  zu  imterscliätzende  Vorzüge,  um  derentwillen  sie  wohl 
erachaffen  sein  könnten,  habe  idli  bereits  henrorgehoben.  Doch  sind 
in  Wirkb'chkeit  nur  eine  willkommene  Gratisbeigabe;  der  eigent- 
liehe  Zweck  ist  vielmehr  folgender:  Es  sollen  die  Zahlm  so  beschaffen 
seht,  daß  die  Metkodm  der  Zahlenfheork,  die  sich  bisher  für  die,  Unter- 
suchung der  rationaUn  und  alg^aisdiem  Zahlen  so  frutMbwr  geneiglt 
haben,  auch  auf  transzendente  ZaJden  ausgedehnt  werden  können.  Hierzu 
müssen  aber  die  Zahlen  Teilbarkeitseigenschaften  haben;  and  dies  ist  jetzt 
in  der  Tat  der  Fall  Wir  werden  sagen,  eine  Zahl  ist  durch  p  teilbar, 
wenn  ihre  letzte  Ziffer  <>  ist,  durch  p^,  wenn  ihre  beiden  letzten  ZifTern  0 
sind;  allgemeiner  werden  wir  von  einer  Zahl  «  —  •  •  •  G^%a,  festsetzen, 
es  ist: 

«  ^  «0  iP) 

Dabei  iet  leieht  in  sehen,  venn  tt  rational  ist,  so  bestehen  in  der  Tat 
diese  Kongruenzen  im  gewöhnlichen  Sinn,  sodaß  hier  wirkUoli  eine 
iiatorgemSfie  VeraUgemeinerung  dieses  Begriffes  TOrliegt.  Wenn  «  al- 
gebraisch ist,  80  bestehen  die  obigen  Kongruenzen  im  gewöhnlichen 
Sinn  zwar  nicht  nach  den  Potenzen  von  p,  wohl  aber  nach  den  ent- 
sprechenden Potenzen  eines  in  p  etithaÜemn  idealen  Faktors.  Es  ist 
also  nicht  a  —  a^,  wohl  aber  die  Norm  von  (i  —  im  gewöhnlichen 
Sinn  durch  p  teilbar.  Es  steht  aber  natürlich  frei,  diese  Bezieliunireu 
der  Gleichförmigkeit  halber  auch  durch  obige  Schreibweise  auszudrücken. 

Als  Anwendung  der  Theorie  der  i  ndischen  Zahlen  liefert  Hensel 
einen  neuen  Beweis  für  die  Transzendenz  der  Zahlen  e  und  x.  Dabei 
bleibt  aber  noch  eine  wesentliche  Lücke  auszufüllen.  Hensel  betrachtet 
nämlich  die  Zahl 

<^-i-p  +  "^  +  i',  +  --- 

im  jhadischen  Körper  und  findet,  sie  ist  durch  p  teilbar;  ebenso  ist  die 
entsprechende  Zahl  —  1  im  g-adischen  Körper  dutcli  q  teilbar.  Woher 
aber  nimmt  man  das  Beehl^  diese  Terschiedenen  Zahlm     deren  erste 

don  |)-adi sehen,  deren  zweite  dem  (/-adischen  Körper  angehört,  hinter' 
her  zu  identifizieren?  Wir  werden  doch  gewiß  nicht  sagen  können, 
die  zwei  Zahlen  sind  identisch;  sie  sind  aV)er  Bilder  voneinander,  und 
damit  kommen  wir  auf  die  fundamentale  Frage  der  Abbildung  zu 
q>rechen. 

Da  das  Zeichen  „<"  und  offenbar  auch  das  Zeichen  „lim"  im 
j>-adisch€ai  Körper  eine  ganz  andere  Bedeutung  hat  als  im  reeUen,  so 
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werden  wir  jedenfalls  von  den  drei  Anforderungen,  die  wir  früher  (S.  148) 
«n  eine  Abbildung  stellten,  die  beiden  letzten  fallen  lassen  mttssen  und 
HOT  die  erste  beibehalten:  Wenn  a,  h  Bilder  sind  von     ß,  so  sollen 

auch  a  +     ä  —  b,  a6,  ^  bes.  Bilder  sein  von  »  +     n  —  ß,  nß,  ^  ■ 

Aber  auch  in  diesem  engeren  Sinne  laßt  der  jp-adiscbe  Körper  keine 
Abbildong  aof  den  reellen  zu;  ja  sogar,  wenn  fUr  p  alle  m^jliehai 
Primsablen  gewählt  werden,  so  entstehen  kuter  Terscbiedene  Körper, 
von  denen  keiner  sieh  auf  den  anderen  abbilden  l&fit.  Man  erkennt 
dies  angenblieldich  daraus,  daß  im  p^adischen  Körper  offenbar  nur  die 
Zahlen  eine  Quadratwurzel  haben,  deren  letzte  Ziffer  quadratischer  Rest 
(mod|})  ist. 

Diese  Sachlage  «^eßt  nun  nicht  aas,  daß  der  p-adische  Körper 
wenigstens  gewisse  Unterkörper  entibalt,  die  eine  Abbildung  auf  einen 
Unterkörper  des  reellen  Körpers  zulassen  oder  auch  auf  dnen  Unter- 
körper des  f^adischen.  Es  ist  dies  'in  der  Tat  der  Fall,  wie  schon  das 
Beispiel  der  rationalen  Unterkörper  zeigt  DarQber  hinaus  aber  seheint 
z.  B.  auch  gerade  derjenige  p-adische  Unterkörper,  der  aus  den  rationalen 
Fonktionen  der  obigen  p-atUsdte»  ZuU  ^  besteht^  eine  Abbildung  des- 
jenigen redien  Körpers  zu  sein,  d«  aus  den  rationalen  Funktionen  der 
reellen  Zahl  &  besteht.  Ohne  diesen  Nachweis  ist  der  Henselsche 
Beweis  fOr  die  Transzendenz  Ton  e  hinfällig. 

Da  es  nun  bei  allen  ähnlichen  Untersuchungen  immer  nötig  sein 
wird,  Ton  einem  Körper  zum  anderen  Uberzi^pehen,  so  ist  es  TOn 
größter  Wichtigkeit,  ein  allgemeines  Prinzip  zu  besitzen,  das  diesen 
Übevgang  vennittelt^  das  gewisse  Zahlen  des  einm  Körpers  als  Büder 
Ton  gewissen  Zahlen  des  anderen  Körpers  zu  erkennm  gestattet. 
Yon  einem  derartigen  Prinzip  scheinen  wir  aber  zur  Zeit  noch  weit 
entfernt  zu  sein.  Was  der  Theorie  noch  fehlt,  das  ist  mit  anderen 
Worten  das  Prinzip  der  analytischen*  Fortseteung«  Die  Analere 
zwischen  unserer  Zahlentheorie  und  der  Funktionentheorie  ist  ja  augen- 
fällig: die  Primzahlen  sind  dabei  das  Analogon  zu  den  Punkten  der 
komplexen  Zahlebene.  Während  wir  aber  in  der  Funktionentheorie 
von  einer  Poteuzreihe  %  {x  —  a)  zn  einer  anderen  %  {x  —  /3)  durch  ana* 
ly tische  P'ortsetzung  übeigehen  können,  fehlt  uns  hier  noch  das  Ana^ 
logon.  Während  wir  sagen  können,  daß  (x  —  a)  und  ^  (x  —  ß)  dann 
und  nur  dann  Elemente  der  nämlichen  analytischen  Funktion  sind,  wenn 
sie  durch  analytische  Fortsetzung  auseinander  hervorgehen,  haben  wir 
kein  ähnliches  Prinzip,  das  ein  Kriterium  für  die  Identität  Ton  zwei 


Zahlen 


. . .  Ota^ÜQ  (f)-adisch) 
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liefert,  oder,  besser  ani^edxückt,  das  erkennea  IS&t,  ob  zwei  solche 
Zablen  Biider  Tonemaiider  sind.  Eist  wenn  ein  solches  Prinzip  ge- 
funden ist,  dfixfte  die  Ho&nng  begrflndet  sein,  daß  die  Entwicklung 
der  Zahlentheorie  im  allgemeinstm  Sinn  mit  der  Fnnktionentheorie 
gleiehen  Schritt  halten  kann. 


Kede  zur  finthnllnngsfeier  des  Hanck-Denkmals. 

Jn  der  Halle  des  Hauptgebäudes  der  Technischen  Iloehschnle  in  Berlin  am 

14.  November  1906  gehalten 

von  E.  Lampe  in  Berli«. 

Hochgeehrte  Anwesende  I 

Unter  deu  verschiedenen  Aussprüclieu  des  AltmoisteiH  üoethe  zur 
Kunst  linden  sich  folgende  bemerkenswerte  Äußerungen  über  Denkmale: 

„Das  beste  Monument  des  Menschen  ist  der  Mensch.  Kiue  gute 
Büste  in  Mai  im  r  ist  mehr  wert  als  alli  s  Architoktonische,  was  mau 
jemand  zu  Ehitii  und  Andenken  aulstellen  kann;  ferner  ist  eine 
Medaille,  von  einem  gründlichen  Künstler  nach  einer  Büste  oder  nach 
dem  Leben  gearbeitel^  ein  schönes  Denkmal,  das  mehrere  Freunde  be- 
aitzen  können,  und  das  auf  die  späteste  Nachwelt  ttbei^gehi" 

„Bloß  wo.  heidw  Art  M<»iumenten  kann  idi  memo  Stimme  geben, 
wobei  denn  eher  Ikeilich  tüchtige  Kflnstler  rorausgemtst  werden.  Was 
hat  una  nicht  das  fttn&ehnte,  seehzehnte  und  siebzehnte  Jahrhundert  ftr 
^stliehe  Denkmale  dieser  Art  Überliefert,  und  wie  manchea  schätuns- 
werte  noch  das  achtzehnte!  Ln  neunsehnten  werden  sieh  gewiß  die 
KünaÜer  Termehren,  welche  etwas  Yonfigliches  leisten,  wenn  die  Lieb- 
haber das  Geld,  das  ohnehin  ausgegeben  wird,  wflrdig  anzuwenden 
wissen.'' 

„Leider  tritt  noch  ein  anderer  Fall  ein.  Man  denkt  an  ein  Denkmal 
gewöhnlich  erst  nach  dem  Tode  einer  geliebten  Person,  dann  erst,  wenn 
ihre  Clestalt  Torahergegpngen,  und  ihr  Schatten  nicht  mehr  zu  haschen  isf 

„Nicht  weniger  haben  selbst  wohlhabende,  ja  reiche  Personen 
Bedenken,  hundert  bis  zweihundert  Dukatoi  an  eine  Marmorbüste  zu 
wenden,  dn  es  doch  das  Unschätzbarste  ist,  was  sie  ihrer  Nachkommen^ 
eehaft  flberliefem  können*" 
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Diese  Gedaukeu  des  kunstverständigen  Weisen  von  Weimar  Bind 
nur  zum  Teil  verwirklicht  worden.  An  einer  anderen  Stelle  sagt  er, 
in  einer  Hauptstadt  würde  dadurch  nach  und  nach  eine  unschätzbar» 
Sammlung  entstehen,  indem,  wenn  man  sich  nur  einen  Zeitraum  von 
zehn  Jahren  denkt,  die  bedeutenden  Per-on^n  der  In-  und  Außenwelt 
aufgestellt  sein  würden.  Eine  solche  Sammlung  befindet  sich  in  der 
Aula  der  Friedrich-Wühelnis-UniverBität  zu  Berlin.  In  langer  Keihe 
rings  herum  an  den  Wänden  blicken  auf  den  Beschauer  die  Büsten  der 
großen  Gelehrten  hernieder,  die  seit  der  Stiftung  dieser  Hochschule 
ihren  Iluhm  begründet  und  b»n\iilirt  haben.  Eine  ehrfurelitsvolle 
Stimmung  zieht  in  die  Seele  de-  Betrachtenden  ein  angesichts  der  Bild- 
nisse dieser  (xroßen,  die  mit  den  ilinen  verlieheneu  hohen  Gaben  im 
Dienste  der  Wissenschaft  ihr  Leben  hindurch  gearbeitet  haben.  An 
die  Stelle  des  leeren  Schalles  klangvoller  I^amen  tritt  die  irdische  i^ir- 
scheinungsform  der  Fürsten  der  Wissenschaft,  und  der  Besucher  denkt 
nicht  mehr,  wie  Hanck  in  seiner  letzten  Bektonterede  so  treffend 
ausfiQbrte,  in  abstralden  Begrifibi  von  diesen  fllhreDdai  Getetaii,  eondem 
in  lebendigen  AnBcbannngsbüdern. 

Wer  in  Padua  die  Anla  Magna  der  dortigen  Uniyeieität  betritt^ 
jfxrd  Ton  einem  aeltsamaa  Anblick  fiberraedil  Die  Wände  des  pracbt» 
Toll  geschmflelcten  boben  und  weiten  Ranmes  sind  behSngt  mit  den 
modellierten  Wappen  der  Professoren,  die  bier  geldhrt  baben,  nnter 
ihn«!  das  des  unsterblicben  Galilei ,  dessen  BOste  außerdem  auch  noch 
anfgestellt  ist.  Aber  obsdion  die  fiberwiltigende  Menge  dieser  eigen- 
tamlichen  Erinnerungen  an  die  ebemaligen  Ptofessoren  eine  Vorstellmig 
▼on  dem  AUer  und  der  boben  Bedentmig  d«r  ebrwflrdigen  Alma  Mater 
gibt^  80  wirkt  doeh  viel  eindraoksToHer  die  Piaesa  delle  Statae,  ebedem 
Rrato  della  Yaüe,  derselben  Stadt 

„Ein  ungeheures  Oval  ist  ringsum  mit  Statnen  besetzt,  alle  be-' 
rühmte  Männer  YorsteUend,  welche  hier  gelehrt  und  gelernt  haben. 
Um  das  Oval  herum  geht  ein  Wassergraben.  Auf  den  rier  Brucken,, 
die  hinauffuhren,  stehen  Päpste  und  Dogen  kolossal;  die  übrigen,  kleiner, 
sind  von  Zünften,  Pai-ticuliers  und  Fremden  gesetst.  Der  König  von 
Schweden  ließ  Gustav  Adolf  hinstellen,  weil  man  sagt,  derselbe 
habe  einmal  in  Padua  eine  Lektion  angehört.  Der  Erzherzog  Leopold 
erneuerte  das  Andenken  Petrarchs  und  Galileis.  Die  Statuen  sind 
in  einer  braven  modernen  Manier  gemacht,  wenige  übermanieriert,, 
einige  recht  natürhch.  sämtlich  im  Kostüm  ihrer  Zeit  und  Würden. 
Die  Inscliriften  sind  avn  h  zu  IoIhmi.  Ks  tindet  sich  nichts  Ab- 
geschniacktes  oder  Kleinliches  darunter.  Anf  jidrr  Tnivergitat  wäre 
der  Gedanke  sehr  glücklich  gewesen^  auf  dieser  ist  er  am  glücklichsten. 
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weil  es  sehr  wobl  tut,  eine  TöUige  Vergangenlieit  wieder  benroi^erufen 
zu  aehen/'  —  So  berichtet  Goethe,  obgleich  der  Kunstwert  dieser 
Jiannorbilder  nicht  gerade  hochsteht,  über  den  Plate,  der  jetzt  den 
Namen  Piazza  Vittoxio  Bmanuele  fahrt. 

Wie  anders  wirkt  nun  erst  das  Moseum  das  Kapitols  in  Rom, 
wo  die  antiken  Marmorbüsten  aller  der  großen  Römer  vereint  sind, 
deren  Taten  uns  im  Geschichtsunterrichte  er7-ahlt  wurden!  Mit  heiligem 
Scbaurr  nimmt  der  Besucher  in  seine  Auychauuu^  die  Züge  jener 
Männer  auf,  die  auf  Jahrhunderte  das  Schicksal  der  Welt  bestimmt 
haben.  Trotz  der  höheren  Schönheit  der  vielen  nnderen  im  kapito- 
linischen Museum  autu^f  teilten  Bildwerke  zog  es  mich  umn«  r  wieder  zu 
diesen  der  Wirklichkeit  i);u  hi;f formten  Gestalten  der  Großeu  jener  Welt 
vor  zwei  Jiihrtausendeu:  die  leiren  Schatten  ihrer  Namen  wurden  ver- 
drängt durch  dif  le))endige  Anschauung  der  körperlichen  Erscheinungt-n, 
von  denen  die  Manuorbilder  des  Charlottenburger  Schloßparks  einige 
auch  hier  ims  zeigen. 

Erwägungen  solcher  Art,  wie  Goethe  sie  in  den  zuerst  angeführten 
Stellen  macht .  haben  auch  an  unserer  Hochschule  zu  wiederholten 
Malen  deu  xVnlaß  gegehen,  die  Gestalten  einzelner  verdienter  Lehrer 
innerhalb  unseres  schonen  Hauses  aufzustellen.  Zwar  liegt  der  Ursprung 
unserer  Hochschule  zeitlich  vor  dem  der  Universität;  aber  als  Organis- 
mus grSfiereu  Stiles,  dessen  treibende  Kräfte,  wie  bei  den  Uniyersi- 
t&ten,  in  6m  Innere  selbst  gelegt  sind,  ist  sie  Tiel  jünger,  und  darum 
ist  nnsere  Sammlung  vom  Bildwerken  «Itw  Lehrer  der  Hoebsobule 
noch  klein.  Besonders  bat  sich  noeh  nicht,  wie  an  der  üniTsrsitäty 
die  Gewohnhat  herausgebildet,  daß  derartige  Bfisten  der  Hochsebule  als 
Oesebenke  Ton  den  Familien  oder  den  Frennden  flberwiesoi  werden. 
Unsere  schdne  Licbthalle  bietet  in  den  oberan  Stockwerken  noch  Tiel 
Baum  snr  Anfttellong  solcher  Btlstai,  und  wir  kSnnen  sie  im  Geiste 
als  dne  leicht  zogfingUche,  gesehütate  und  schSne  Bnbmeshalle  der 
Besten  denken,  die  hier  ihr  Lebenswerk  vollendet  haben. 

Als  im  Januar  1905  der  Yon  allen  ohne  Unterschied  gleich  hoch 
Teiehrte  Ph>fesBor  den  darstellenden  Geometrie  Guido  Hanck  durch 
«inen  Torzeitigen  Tod  seiner  geebneten  Wirksamkeit  entrissen  wurde, 
entstand  sogleich  der  Wunsch,  auch  seine  Gestslt  in  einem  Marmor- 
denkmal fQr  alle  Zeiten  aufsubewahren.  Der  aus  der  Abteilung  fflr 
Allgemeine  Wissenschaften  anger^te  Plan  wurde  mit  Lebhaftigkeit 
von  Rektor  und  Senat  ergriffen,  und  es  wurde  ein  Ausschuß  gebildet, 
dem  die  Maßnahmen  zur  Verwirklichung  des  Gedankens  anbei uiirestellt 
wurden.  In  diesen  Ausschuß  traten  nicht  nur  Professoren  der  Hoch- 
schule ans  allen  Abteilungen  ein,  sowie  die  Vertreter  mehrerer  der  großen 
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studentischeii  Vereine,  sondern  aaeh  «ne  grofie  Amahl  hochangeaelieiier 
Männer  ans  dem  Arbeitsministerinm ,  sowie  aus  dem  Freundes-  uid 
Schülerkreise  des  Verstorbenen.  Der  Aufruf  zur  Leistung  von  Beiträgen 
fand  einen  freudigen  Wiederhall,  und  in  kur''('r  Zeit  waren  die  Mittel 
beiBainmen,  sodaß  zur  AusfCÜiruiig  des  Denkmals  geschritten  werden 
konnte. 

Was  (iof^flip  in  der  eingangs  angeführten  Stelle  beklagt,  daß  mau 
oft  erst  nach  dem  lüde  einer  geliebten  Person,  deren  (iestalt  vorüber- 
i^egangen  ist,  an  ein  Abbild  denkt,  traf  auch  in  uuscrem  Falle  zu. 
Die  Schatten  der  (iestalt  des  Verewigten,  welche  in  den  Photographien 
von  ihm  vorhanden  waren,  erwiesen  sich  als  unzulänglich,  um  danach 
die  wirkliche  Gestalt  des  Entschwundenen  erhaschen  zu  lassen.  Da 
war  es  ein  Glück,  daß  «nne  Künstlerin,  die  dem  Verstorbenen  sehr 
nahe  gestanden,  ihn  bis  /u  seinem  Tode  zu  beobachten  (ilelegeulieit  i?e- 
habt  hatte,  ein  treues  P^rinnerungsbild  von  ihm  m  ihrem  Geiste  bewaliite 
und  dasselbe  in  einem  künstlerisch  vollendeten  Werke  wiedergeben 
konnte.  Die  von  Fraulein  Margarete  Hoenerbach  gefertigte  Büste^ 
an  der  schon  hei  der  Gedächtnirfeiflr  im  Mai  1905  KrSnu  niedargelegt 
waieD,  wurde  Ton  dem  engeren  ArbeitBanischnsse  als  dnreliAae  awedc- 
entaprechend  anerkannt,  nnd  nach  ihr  ist  das  Mamordenkmal  ans» 
geflllirt  worden.  Allen^  die  aar  Vollendung  beigetragen  haben,  sei  hier- 
mit herzlidier  Dank  ansgesproehen. 

Ehe  die  HflUe  fallt,  die  jetat  das  Kunstwerk  dem  Auge  entaieht, 
wollen  wir  noch  einmal  die  Blicke  anf  die  PeraSnlieiikeit  zurQckwenden,. 
die  in  dem  Bilde  von  uns  geehrt  wird.  Wir  wollen  nicht,  wie  bei  der 
Gedachtuisfeier,  eine  Wfbrdigung  dee  Yesewigten  wiederholen,  sondern 
in  großen  Zflgen  uns  seine  Bedeutui^  in  die  Erinnerung  anrflckrujEien 
nnd  die  heutige  Feier  rechtfertigen. 

Als  Tor  einigen  Monaten  der  pienftische  Generalmajor  Meckel 
gestorben  war,  veranstaltete  der  japanische  Generalstab  zu  Tokio  in 
dankbarer  Anerkennung  der  Leistnngen  des  Verstorbenen  für  da» 
Militiirwesen  Japans  eine  prunkroUe  Gedächtnisfeier.  Obwohl  di» 
Formen  dieser  Feier  nns  ungewohnt  vorkamen,  so  leuchtete  aus  allen 
Berichten  der  heilige  Emst  hervor,  mit  dem  die  Teilnehmer  an  der 
Feier  den  Manen  des  Verblichenen  huldigten.  Die  Verehrung  der  ab- 
geschiedenen Ahnen  ist  den  Völkern  des  östlichen  Asiens  eigentümlich« 
ist  bei  ihnen  ein  religiöser  Kultus,  ein  AuHtiuß  der  Hochschätzong  des 
einsichtigen  reifen  Alters.  Fassen  wir  den  Vorgang  von  dieser  Seito 
auf,  so  kann  er  uns  als  Muster  zur  Nncbahmnnü:  dienen,  crefrenfiber  dem 
Drange  nach  freier  Selb.stbestimuiung,  dem  sich  unsere  .Iujj:end  zufolg»' 
der  Lehren  der  Neuzeit  ohne  liücksicht  auf  ältere  Personen  hinzugehen 
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.geneigt  ist  Wir  aber  wollen  die  löbliche  Sitte  der  Ansten  nieht  blofi 
büligeii  und  bewundern  wie  die  Athener,  welche  der  spartanisdien 
Geeandteohaft  Bei&U  Uatschien,  die  den.  nthemecfaen  Greisen  im  Theater 
Plate  maehte,  wihroid  sie  selbst  nicht  daran  dachten,  dieses  Beispid 
an  befolgen;  'sondern  wir  wollen  in  unserer  Feier  nach  unserer  Art 
dieselbe  dankbare  Yerehrong  für  unseren  abgeschiedenen  alten  BVennd 
bekunden,  welche  die  Japaner  in  ihrem  Ahnenknltas  an  den  Tag  legen. 

Daher  fQrchten  wir  auch  nicht  den  Vorwurf  der  Denkmalswut,  der 
jetat  so  leicht  erhoben  wird.  Öoethe  hat  misere  Terteidigung  über- 
nommen, und  wir  treten  ja  auch  nicht  mit  dem  Denkmal  auf  die 
Straße  oder  in  einen  öffenÜichen  Park,  sondern  sehmflcken  unser  Hans 
mit  dem  Bildwerke  unseres  teuren  Entschlafenen. 

Das  bange  Wehgefühl,  das  der  laiige  Todeskampf  des  Verew^^n 
in  uns  herrorgerufeu  hatte,  ist  jetzt  durch  die  inswisdien  vergangene 
Zeit  abgeschwächt;  aber  der  heutige  Tag  weckt  es  von  neuem.  Wir  hören 
wieder  den  ehernen  Schritt  des  Todes,  den  das  alte  Volkslied  ergreifend 
schildert: 

Es  ut  ein  Sehnitter,  heifit  der  Tod, 
Hat  Gewalt  vom  hdchttm  Gott; 

Heut  wetzt  er  das  Messer, 
Es  acbneid't  schon  riel  besser, 
Bald  wird  er  drein  Hchneideo, 
Wir  mfltieii'«  mat  leiden. 
Hflte  dich,  schan^s  BlfluMleinl 

Wm  heut*  noch  ipcün  and  fiiach  dasteht. 
Wird  motgen  lehon  liinwsg  geraftht: 

Rote  Rosen,  weifie  Lilien, 
Eucli  v,'irfl  er  iuijitil^ifen ; 
Auch  euch,  Kaiserkronen, 
Wird  er  nicht  verschonen. 
Hüte  dich,  schto's  BlBanolein! 

Und  in  der  Eriiineninür  an  dnf  ,  was  wir  von  den  hohen  Gaben 
des  Dahingegangenen  zu  erholinn  utih  berechtigt  glaubten,  klagen  wir 
niit  dem  Chor  in  der  Braut  von  AUssina: 

Wenn  die  BlUtter  fallen  in  des  Jalires  Kreiae, 

Wenn  zum  Grnbe  ^vallen  entnervte  Greise, 

Du,  gehorcht  die  Natur  rahig  nur 

Ibiem  alten  Geaetm, 

Duma  «wigen  Biauch, 

Da  ist  nichts,  was  den  Menschen  entsetie. 

Abfr  das?  T'nfTPliPiire  auch 

Lerne  erwatuiu  im  irdischen  Leben! 

In  tein  stygischea  Boot  mflS»t  der  Tod 

Anoh  der.  Jugend  blühendes  Leben. 
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Aber  in  dem  größer  gewordenen  Abstände  Ton  dem  Ereignis,  das 
uns  in  Trauer  vorsetzto,  übersehen  wir  iu  Ruhe  das  ganze  Leben  des 
Abgeschiedenen  und  erheben  uns  durch  die  Uberschau  eines  reich 
gesegneten  Daseins  zu  dem  frohen  (jt  iiih le .  daß  dns  Wirken  jedes 
tüchtigen  Menschen,  auch  wenn  er  dem  unabwendbaren  Tode  verfallen 
ist,  mit  diesem  Tode  nicht  zu  Ende  ist,  sondern  anhält  weit  über  den 
Markstein  des  letzten  Pulsschlaires  hinaus;  daß  seine  Arbeit  nicht  ver- 
loren geht,  sondern  nach  dem  Iresets^e  von  der  Erhaltung  der  Kraft 
immerfort  neuen  Nutzen  schafft,  daß  hierin  die  Unsterblichkeit  auf 
Erden  gesichert  ist. 

,,Nach  bestiiuiiiten  Gesetzen  treten  wir  ins  Leben  ein;  die  Tage 
sind  gezählt,  die  uns  zuiii  Anblicke  des  Lichtas  reif  machen;  aber  für 
die  Lebensdauer  ist  kein  Gesetz.  Der  schwächste  Lebensfaden  zieht 
sich  in  unerwartete  Länge,  und  den  stärksten  zerschneidet  gewaltsam 
die  Schere  einer  Parze,  die  sich  in  Widersprflcli^  zu  gefallen  scheint." 

Nach  einer  frisoh,  froh,  fromm  und  frei  Tevlehten  Jugendzeit,  iu 
der  es  Hanek  vergdnnt  war,  sieh  ganz  nach  seinen  Neigungen  am* 
znbflden,  erUlt  er  in  seiner  geliehten  Heimal^  dem  herrlichai  S(^waben- 
lande,  eine  Lehrstelle  an  dar  Realanstalt  und  an  dw  Unirerailftt  an 
Tllbijigen.  In  ToUem  Bewoßteein  seiner  Flhiglceiten  nnd  seiner  Pflichten 
richtet  er  seine  wissenschaftliche  Arbeit  anf  das  Ton  ihm  Tertreteoe 
Fach  md  wird  ein  Ldirer,  der  in  treuer  Pfliichterfllllang  bis  ans  Ende 
seiner  Tage  sich  bewihri  Nachdem  er  in  jungen  Jahren  schon  auf 
den  Lehrstuhl  flir  darstellende  Geometrie  an  unsere  Berliner  Hoch- 
sdinle  berufen  ist,  «wirbt  er  sidi  auch  an  dieser  neuen  Statte  die 
Liebe  seiner  Schfller  und  semer  Kollegen;  in  seiner  Sorgsamkeit  und 
Klariieii,  in  seiner  Opferwilligkeit  und  Freundlichkeit .  beim  Lehren 
und  bmm  Frfifen  gUt  er  als  das  Muster  eines  akademischen  Lehrers, 
dessen  Bild  in  den  Bensen  seiner  Schüler  lebt,  so  lange  diese  sdilagen. 

Gleichzeitig  ent&ltet  er  neue  Talente  in  der  Selbstverwaltung  der 
durch  die  Vereinigung  der  Bauakademie  und  der  Gewerbeakademie  ent* 
standenen  Technischen  Hochschule.  Mit  kühlem  Geschäftssinn  ver- 
bindet er  eine  verständige  Einsiebt  in  die  Bedürfiusse  der  großen 
Lehranstalt  und  erfreut  sich  des  Vertrauens  des  vorgesetzten  Mini- 
steriums, des  Lehrkörpers,  der  Studentenschaft.  Unter  den  schwierigsten 
Verhältnissen  weiß  er  als  dreimaliger  Rektor  olle  Angelegenheiten  der 
Hochschule  zur  allseitigen  Zufriedenheit  aufn  beste  zu  ordnen. 

Als  Mathematiker  pflegt  er  die  geometrische  Forschung,  die  ihm 
zufolge  «meiner  Vorlesung  nahe  liegt.  Er  bildf't  die  Methoden  der 
darstellenden  Geometrie  weiter  aus,  faßt  sie  unter  idltremeineron  Ge- 
sichtspunkten zusammen,  bringt  sie  in  neuen  Zusammenhang  mit  den 
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MetbodeB  der  modemen  synibetisclieii  Geometrie  nmd  vollendet  nin 
Haaptweilc  kuxs  tot  MiiieiB  Tode.  Die  höolute  Anerkeiuiuiig  wird 
dieaen  eelnen  Leistongeii  erst  nach  sdneiii  Abscheidtti  atugeapvoolieii: 
die  Königlich  Pkeußieolie  Akademie  der  Wiasensohafien  krSnt  die  genannte 
Arbeit  in  der  LeibniE-Sitsongaeines  Todesjahree  mit  dem  Steinerpreiee. 

Sflddeutaoher  tobl  Qebort  iteht  er  1866  im  letitai  Kampfe  Ton 
Deuieohen  gegen  Deutwshe  in  WafEen  gegen  Preofien;  187(^71  tot  er 
Ton  neuem  Kriegadiowte  in  der  Beaatsong  rem  Ulm,  tritt  dann  aber 
1877  in  den  Verband  dea  praußiachen  Staatea  ein.  Ala  Sekwabe 
hängt  er  an  aeiner  Heimat  mit  der  ganien  Liebe  diesea  dentaehen 
Stanunea  und  rerkehrt  in  Berlin  gern  mit  dem  tigeren  Sjeiae  dm  hier 
anaaaaigen  Wfirttonbergerf  in  dem  er  am  Geburtstage  dea  Kdniga  Ton 
Wllrttemberg  wiederholt  als  Redner  auftritt.  Aber  er  ist  auch  mit 
ganzem  Hensen  dentach  and  erledigt  sich  als  bewußter  Preuße  der 
Pflicht  der  BegrQßung  des  großen  Kaisers  Wilhelm  I  in  der  Te<jh- 
niachen  liochschule  an  dieser  Stelle  mit  den  begeisterten  Worten: 

„An  der  Schwelle  dieaer  Halle  halten  zwei  Sphinxe  ernste  Wacht. 
Wir  deuten  sie  im  Sinne  Ton  Goethes  Faust.  Wenn  die  Laaaigkeit 
nnd  SelbatgefiUligkeit  eich  zwischen  aie  lagert  and  aprioht: 

Wie  leicht  und  gern  ich  mich  hierher  gew0hn6| 
Denn  ich  venMie  Mann  ttüt  Mann,  — 

ao  antworten  aie: 

Wir  hauchen  uiiürt)  Geitttürtdue, 
ünd  ihr  verkörpert  sie  sodann. 

Ja!  leuht  und  gern  werden  wir  uns  hierher  gewöhnen.  Aber  die 
belbßtgf'f;i!li^keit  und  Bequemlichkeit  findet  hier  keine  behaf^licho  Hast. 
Nur  dt  ri  'uiLC'*  wird  sich  hier  wahrhaft  wohl  fühlen,  der  s^-in  Her/,  den 
geheimuwvoileu  üeistertönen  erschließt,  die  durch  diesen  renipel  Italien, 
—  den  Geistertönen,  die  den  straff  gespannten  .Saiten  der  Arbeitslust 
entlockt  werden  durch  dan  iuaehtige  Wehen  der  Begeisterung  für  alles 
Wahre,  Schöne  und  Erhabene,  harmonisch  /.ubauiuieaklingend  mit  dem 
einmütigen  llor/schhige  der  elirfurchtsvolleu  Liebe  und  hingebenden 
Treue  zu  Eurer  Kaiserlichen  Majestät,  —  der  hingebenden  Treue,  die 
keinen  größeren  Stolz  und  kein  höheres  Glüek  kennt,  als  mit  Au> 
Spannung  aller  Kräfte  zu  arbeiten  fOr  die  Erreiohnng  der  erhabenen 
Ziele,  die  Enre  Kaiaerliche  Ifajeatat  ftr  das  Wohl  dee  Vaterlandea 
einem  jeden  von  nna  gesiedet  haben.  Li  dieeem  Sinne  emenem  wir 
heute  in  dieaem  feierlichen  Angenblick  dae  GelObnia  der  Treae  an 
Bore  Kaiserliche  Majeatftt.'' 

ITna  rerkÖrp«m  diese  Worte,  derm  Blang  ror  iwetandswaniig 
Jahren  dieae  Halle  dniehtönte,  das  Bild  deasen,  den  wir  heute  hier 
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feiern;  sie  zeigen  adnen  Geist  erfüllt  von  sittlicben  nnd  künstlenscben 
Idealen.  Die  Kunst,  mit  der  er  dnrch  die  Natur  seiner  Vorträge  sieh 
verbunden  ftlhlte,  nahm  neben  der  Mathematik  in  seinem  Denken  einen 
breiten  Kaum  ein.  Zeugen  davon  sind  die  Vorträge^  welche  er  über 
Gegmaiände  der  Kunst  gehalten  und  in  denen  er  feinsinnige  Be- 
merkungen riedergel^  bat.  In  ihnen  zeigte  er  auch  dnrch  einea 
SQWMlea  dithTrambischen  Schwung  der  Sprache,  daß  er  neben  dem 
sinnenden  mathematischen  Verstände  eine  lebhaft  pulsierende  poetische 
Ader  besaß,  daß  er  —  um  mit  seinen  Ausdrückfin  zu  reden  -  -  rin  Meister 
nicht  nur  im  begrifflichen,  sondern  ims^h  im  anschaulichen  Denken 
war.  Daß  er  in  der  Philosophie  kein  fremder  war,  daß  er  vielmehr 
den  letzten  fragen  der  MenHchheit  im  stillen  Sinnen  In  lynkonmiHn 
verbuchte,  das  wis^eu  die,  denen  es  vergönnt  war,  in  sein  tieles  (iemüt 
einen  Einblick  z.u  tun. 

Früh  mit  einer  gj-hcldt  n  irattiu  vereinigt,  genießt  er  das  Glück 
eines  stillen  und  trauten  Familienlebens,  in  dem  er  Wissenschaft  und 
Kunst  pHegt,  wo  ihm  drei  liebe  Kinder  emporblühen.  Die  Lust  zur 
Musik,  zum  Gesänge,  die  ihn  in  der  Jugend  beseelt  hat,  lebt  wieder 
auf,  und  wie  Luther  im  Kreise  der  Seinen  die  edle  xilusiku  geübt  hat» 
so  mischt  sich  seine  Stimme  im  barmoniBcheu  Gesänge  mit  denen 
seiner  Kinder.  Liebe  und  Verehrung  umgeben  ihn  im  Kreise  seiner 
KoUegeu,  seiner  Schüler,  seiner  Freunde,  Tor  allem  in  seiner  Familie. 
Enn  TOT  seinem  Tode  adireibt  er:  „loh  b^nde  mieh  redit  eloid  nnd 
lebe  nur  von  der  HoAmng  and  dem  QlUek,  mich  Ton  nnendlieh  viel 
Liebe  umgeben  an  sehen." 

Beim  RflekUiok  anf  ein  so  rdeh  gesegnetes  liehen  kdnmen  wir 
mit  dem  Volksliede,  dessen  AnfinagaBtrophen  wir  aitierten,  nnn  sagen: 

Trotz,  Tod,  konuu  her,  ich  fiirobi'  dich  nit, 
Eil  daher  in  Einem  Schtitt 
0nd  werd'  ioh  vwletiet, 

So  werd'  ich  versetzet 

lu  den  liimmliscben  Qarten, 
A\if  diMi  wir  alle  warten. 
Freue  dich,  Hchun'B  Blümelein! 

Wenn  wir  aber  dennoch  die  Tr»ner  über  die  von  nna  als  Tor^ 
zeitig  empfondene  Trennung  nicht  meinen  T^rwinden  zu  können,  so 
trdstet  ans  unser  abgeschiedener  Freund,  der  ja  seinen  Goethe  so  gut 
kannte,  mit  den  Worten  Egmonts:  „Da  verlierst  mich  nicht.  War 
Dil-  mein  Leben  ein  Spiegel,  so  sei  es  auch  mein  Tod.  Die  Menschen 
sind  nicht  nur  zusammen,  wenn  sie  beisammen  sind;  auch  der  Ent- 
fernte, der  Abgeschiedene  lebt  ans.   Ich  höre  auf  zu  leben;  aber  ich 
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habe  «gelobt.  So  leb'  auch  Du,  mem  Ireund,  p^ern  und  mit  Lust,  und 
schtiu  den  Tod  nicht."  da  er  wird  uns  mit  Proinetheus  zurufen;  „Wenn 
auH  dem  iDnerst  tietRToti  (xunule  Du  ganz  erschüttert  alles  füblst,  was 
Freud'  und  Schiueizeii  jemals  Dir  ergossen,  im  Sturm  Dein  Her/,  er- 
achwillt,  in  Tränen  sich  erleichtern  will,  und  seine  Glut  vermehrt,  und 
alles  klingt  an  Dir  und  beht  und  zittert,  und  all  die  Sinne  Di)  ver 
gehen,  and  Du  Dir  zu  vergehen  scheinst  und  sinket,  und  alles  um 
Dich,  her  versinkt  in  Nacht,  und  Du,  in  immer  eigenstem  Geftlhl,  um- 
fassest eine  Welt:  dann  stirbt  der  Mensch":  '  • 

Bis  der  Gott,  des  Irdischen  entkleidet, 
Flammend  aich  vom  Menschen  scheidet 
Und  des  Xtheis  leichte  Liilte  trinkt, 
Vxoh  des  neuen  ongewohnten  Sdiwehens 
llieBl  er  aufwllits,  und  des  Erdenlebens 
Seliwerea  T^taambild  sinkt  und  sinkt  und  sinki 

Solohe  GedKulcaii  eriieben  uns  Ober  du  Schicksal,  wenn  es  uns 
MrnMlmt:  sie  tngaiL  üxib  auf  eine  eolfdie  Hdbe,  daB  wir,  Müt  weioUich' 
zu  klagen,  ein  JabeUied  aiutimmen  im  Tollgefübl  dos  nnaierblioben , 
Teib  nneeies  Tßh,  mit  dem  wir  Aber  die  Gewalt  dee  Tedee  trinrnphieren. 
Solch  einen  Triunphgesang  stimmt  BeethoTon  an  in  seiner  Schlvßmnaik 
zum  Egmoni;  so  jubelt  er  aueh  im  Sehlufleatae  der  C-moUrSymphoDie 
über  das  Scfaiekealf  dessen  ehemes  Anpoohen  der  erste  Sats  dieser  Sym- 
phonie ergreifend  Torfllhrt.  Darum  ist  es  sicher  im  Sinne  des  Yer^ 
storbenen,  wenn  swmr  nicht  Meistor  der  Kunsi^  aber  begeisterte  JOnglmge 
der  Abieflung  fttr  Musik  der  Wildensohaft  unserer  Hochschule  es  tst- 
sucdien,  nach  ihrem  WSnami  diesen  Jubelhymnus  des  triumphierenden 
Menschengeistes  am  Schlüsse  der  Feier  uns  Torsuftthren.  Auf  das 
Leben  unseres  dahingegangenen  Frenndes  wenden  wir  aber  die  Worte 
der  Qoetheschen  Muse  an: 

Sieh  diesen  Jfisgling,  wie  er  gl^t. 

Da  er  auf  deine  Tafel  bieht! 

In  BP'nrm  Auge  glnii-t  da«  herzliche  Verlangen, 

Von  deuiejn  Geint  lieu  Eintiiiß  zu  empfangen» 

So  wirkt  mit  Maubt  der  edle  Mann 

Jabrhiinderte  aof  seines  Oleicben: 

Denn  was  ein  guter  Hann  erreichen  kann, 

Ist  nicht  im  engen  Raum  des  Lebens  zu  erreiebett. 

Thum  lebt  er  auch  nach  seinem  Tode  fort, 

Uiid  ist  80  wirksam,  als  er  lebte; 

Die  gute  Tat,  das  eekOne  Wort, 

Es  strebt  onsterblicb,  wie  er  stwblieh  stiebte. 

So  lebst  auch  du  durch  uugemeftne  Zeit: 

Genieße  der  Unsterblichkeit!  (IM«  Hau«  am.) 

11* 


Digitized  by  Google 


164         BS.  Lampb:  B^de  >iir  läBth1iUmi|tifBi«r  des  Haook-DenkmahL 

So  ist  die  ilülii»  geliilleu,  die  uns  das  Bild  bis  jetzt  verborgen  hat! 

Es  hat  seinen  Platz  neben  der  Bttste  des  erniten  Rektors  unserer 
Technischen  Hochschule.  Wiehe  war  187*J  als  Erster  mit  dieser  neu 
geschaftenen  Würde  bekleidet;  Hauck  hat  ia  diesem  Hause  als  erster 
Rektor  gewaltet.  Möge  es  unserer  Hochschule  nie  üu  Männern  fehlen, 
die  wie  Hnuck  von  uneigennützigem  GemeinHiim  beseelt  sind,  die 
wie  er  mit  hohem  Gedankenduge  alle  Höhen  und  Tiefen  dea  inensch- 
licheu  Daseins  durchmessen.  Möge  das  Bildwerk  die  Züge  unseres 
dahingegaugeuea  Freundes  den  kommenden  G«schlechtem  vertraut 
niMsheoii,  das  Andenken  eines  guten  und  edlMi  Menedien^  dem  sie  nach- 
Bueifbm  liaben,  ftr  alle  Zeilen  bewahren. 

loh  scblieBe  mit  dem  Goetkeedben  Worte:  i^Hier  in  Mannor  ruht 
das  BUd;  ancb  in  euren  Hansen  lebt  ee,  wirkt  ee  fort  Schreitet^ 
edireitet  ins  Lehm  znrflek!  Nebmet  den  heiligen  Emst  mit  binans; 
denn  der  ISnist,  der  heilige,  maobt  aUein  ^ai  Leben  snr  Ewigkeif 

Im  Auflzage  des  Ausscbusses  zur  Erridhtimg  dnes  Hauck-Denkmals 
llbevgebe  ieb  dieses  ICarmorbild  der  K8niglich«i  Tedinisch«!  Hoduwhule 
als  Eigentum  sur  getreuen  Obbui 


AnspradM  das  Bektor  nAgnttm,  Horm  Oekeimaii  Bogtenugirat 
Profeiaor  Gnmts,  bei  der  übenutlm»  de«  Denkmals. 

Beredte  Worte  aus  berufenem  Munde  haben  uns  das  Bild  des 
Entscklatenen  in  voller  Schaffenskraft  wieder  vor  Augen  gestellt,  wie 
er,  begeistert  für  alles  Wahre,  Schöne  und  Erhabene  lebte  und  lehi-te, 
getreu  den  Forderungen,  die  er  als  l{«ktor  an  dieser  stelle  für  jedes 
Lehren  und  Lernen  in  den  Räumen  unserer  Hochschule  bei  deren 
Einweihung  stellte:  daß  jeder  ernsten  Arbeit  zugrunde  liegen  müsse 
das  Streben  nach  höherer  sittlicher  yer?ollkommnung. 

Mit  tief  empfundenem  Danke  flberaehme  ich  nunmehr  im  Namen 
der  Hochschule  das  Denkmal,  das  Anerkennung,  Dankbarkeit  und 
Liebe  gestiftet  und  geschaffen  haben. 

Bs  sei  uns  ein  Wabraeich^  der  Tieue  in  emster  Arbeit  und  un- 
ermadliebem  Stieben.  —  Es  stehe  als  Wegweiier,  daß  in  diesen 
Baumen  bei  dem  Drangen  und  Hasten  der  tiglidien  Arbeit  der  Weg 
%a  den  höchsten  Zielen  der  Menschheit  nie  Tcrloren  gehe. 
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Zur  Statistik  des  mathematisclieii  StndiimM. 

Das  statistische  Material  soll  im  Lanfe  dieses  .Tahras  einer  umfassenderen 
Erörterung  unterworfen  werden;  deshalb  beschränkt  sich  die  statistische  Kom- 
miflaion  heut«  auf  kurze  Angabe  der  1iavplileh1i«ben  Zahlen.  . 

Die  Zahl  der  Studierenden  der  Mathematik  betrug  an  den  preti6it<äien 
Universit&ten  in  runder  Zahl  in  den  Sommersemestern '): 

1902         1903         1904         1905  1906 
1200         1420         1440         1510  1620; 

übrigens  weiat  das  Wintersemester  1906/07  schon  einen  Rückgang  auf 
1530  auf. 

Die  weiteren  Zahlen  sind'): 


1908 

1904 

1906 

1906 

Seminarmi1;g]jeder 

82; 

17 

107; 

29 

141; 

23 

161;  30 

Probanden 

42; 

4 

78; 

26 

112; 

2.". 

144;  14 

Angtellting5?fahigo  Kandidaten 

12; 

a 

16; 

ö 

23} 

6 

27;  7. 

Dagegen  betrugen  die 

Neuanstellungen 

61; 

16 

49; 

14 

21 

123; 18 

Ausscheidungen  aus  dem  Amt 

26; 

13 

43; 

9 

39; 

7 

37;  13. 

Endlich  geben  wir  heute  noch  tür  die  gleichen  Jahre  die  Gesamtzahl 
der  LehraaatalteB  nad  der  SteUen,  hei  daBwn  sieh  fiwilich  dne  Aussonderung 
maihematiseher  Stellen  nicht  vornehmen  üefi; 

Anstalten  596      612      635  6&1 

Direktoren  und  Oberlehrer  7615  7895  8165  8471 
Davon  neue  Stellen  .  338      280     270  306 


Mitteilimgeii  und  Nachrichten. 

Geeignete  Mitteilungen  wird  der  Herausgeber  stets  mit  grOfitem  Danke  entgegeu- 

nehmeo. 

1.  Akademiön.    Gesellschaften.    Veröimguugen.  Versammlungen. 

Yeirlllidemiigen  im  Fereonalbeetaude  der  Deutschen  Mathematiker- 

Vereinigung.    Januar  1907. 

Neu  aufgeuomxuen  als  .Mitglied: 
Joset  äcbniidt,  k.  k.  Professor  au  der  Ötaatsrealschule  in  Wien,  Grüne 
Torgassc  11. 
Gestorben: 

Am  5.  Januar  starb  E.  Jfirgens,  ordenüieher  Professor  der  Mathematik  an  der 
Teohnisohen  Hochschule  in  Aachen. 

1)  Die  Zählung  eratreckt  sich  nur  auf  diejenigeu,  die  die  dtutMche  JStaats- 
angehörigkeit  besitzen;  aie  kann  immcrliiu  um  einige  Prozent«  ungenaa  aein. 

2)  Die  zweite  Zahl  besieht  sich  auf  diejenigen,  fOc  die  di«  Mathematik  nur 
Nebenfach  ihrer  LekrbeiUhigung  ist. 
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AdreBsenftnd«rungen: 

Qeys,  A.  F.,  wisMudlL  Lehrer  a.  d.  Deutidieii  Sehnle,  Porto  (Portugal), 

Boa  da  Beetenia^ao  410.' 
Hort,  W.,  Dr.,  Dipl.  Ing.,  Mitarbeiter  am     MateiuJprflftuigeHDt,  Oro0« 

Lichterfelde  West,  Qoflleratr.  11.. 

X7.  &LtaonulioiiaIm  MatiiemAtiker-XoiignBk  B(»ii«.100B. 

Born,  SaaxuK  190T. 

Hoe^iffeeMer  Herr.' 

Das  Organieationskomitee  hat  die  Ehre,  Sie  zur  TeUnahme  an  dem 
Tierten  internatioiialeii  Mathematiker  Eongren  einzaladen,  der 

IB  Bam  van  6.  bis  imm  11*  April  1906 

stattfinden  soU.  Wie  Ihnen  bekannt,  &nden  die  frflheren  Kongresse  in  Zflrioh 
(1897),  in  Paris  (1900),  und  in  Heidelberg  (1904)  statt;  bei  dieser  loteten 

Versanjrolnng  wurde  Itom  7Mm  Sitze  des  nächsten  Kongr<'^^sfs  gowfihlt. 

ün.ser  Komitee  liat  den  Konpress  nntfr  die  Leirun^  einer  /ahlreichen 
internatioualeu  Vertretung  der  „ß.  Aceadeniiti  dei  Liucei"  und  des  „Circolo 
Hatematico  di  Palermo**  gestellt^)  und  wird  sein  MSgliehstes  ton,  damit 
der  Kongress  der  her>'orragenden  Gelehrten,  die  an  ihm  teilnehmen,  würdig 
ausfalle  und  der  Wissenschaft  gute  Dienste  leistf. 

Indem  ps  sieh  von  den  Zwecken  leiten  läßt,  für  weiche  diese  inter- 
nationalen Kongresse  gerade  gegründet  wuiden,  glaubt  das  Organisations- 
komitee,  daß,  bei  dem  gegenwartigen  Stande  der  mathematisoben  Wissen- 
sohaften,  nach  einem  Jahrhundert  unermüdlicher  Forschung,  es  nütssliob  und 
willkommen  sein  winl,  einen  Überblick  über  die  hauptsächlichsten  bis  jetzt 
erreichten  Resultate  zu  geben  und  zugleich  die  wichtigsten  Fragen  zu 
beleuchten,  die  beute  im  Vordergrunde  stehen. 

Wir  haben  uns  daher  bemfifat,  eine  Beihe  von  Vortrlgen  ansnregen, 
die  eine  Ansehauung  des  gegenwärtigen  Standes  der  matbematischsen  Wissen» 
Schäften,  und  deren  Anwendungen  zu  geben  bestimmt  sind.  Zu  unserer 
Frptide  können  wir  Thnen  n;'**'''Ten,  daü,  diesen  Ansichten  frenndlich  ent- 
gegenkommend, die  Hüireu  G.  iJarboux.  A.  R.  Forsyth,  D.  Hilbert, 
F.  Klein,  H.  A.  Lorentz,  G.  Mittag-Leffler,  S.  Kewcomb,  £.  Picard, 
H.  Poinoar^  svistimmen,  in  den  Yollsitsungen  Vortrage  über  Themata  m 
halten,  die  später  angekündigt  werden  sollen. 

In  einem  weiteren  7 irktilnr  w  erden  wir  d;is  gonnue  Proj^ramm  des  Kongresses 
und  alles  auf  den  Empfang  der  Teilnehmer  Bezügliche  zm*  Kenntnis  bringen. 

1)  Zur  Toiluahme  am  internationalen  Komitee  eiiid,  vom  Präsidenten  der 
„R.  Accademia  dci  Lincei"  alle  italienischen  und  auHwiirtiireii  ^^itgliede^  der 
mathematischen  und  mochauischen  Sektion  der  genannten  Akademie  eingela<len 
worden,  außerdem  der  Prtlaident  und  die  Mitglieder  des  „ConKi>^lio  Direttivo"  des 
„CircoloMatematico  di  Palermo";  ea  besteht  aus  folgenden  Herren:  Albeggiaoi, 
Appel,  Arzelü,  Bazin,  Bcrtini,  Betoccbi,  Bianchi,  Blaserna,  Capelli,  CastelnuOFO, 
Ccrruti.  Cnlnnih,,,  Ihirl-nux,  I>i  l  Pe/zo,  Del  lle.  Dini,  D'Ovidio,  Enriques,  Uebbia, 
Gordan,  ürronbill,  Guccia,  Hilbert,  Jordan,  Klein,  Leaut^j  Levi-Ci?ita,  Lorentz, 
Loria,  Ma;,'gi,  Mittag-Leffler,  Morera,  Noethpr,  OvazKa,  PainlerÄ,  Paee&l,  Peano, 
Picard,  Pincherle,  Pizzotti,  Poincure.  lu-ve".  Kicci,  Se^rc,  Siaeei.  Soiiii^diana.  Strutt, 
Tonelli,  Torelli,  Vonturi,  Veronese,  Voigt,  Volterra,  van  der  Waal»,  Weher,  Wcin- 
gacteu,  Zeuthen. 
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Wir  beschrftnkem  nm  heute  darauf,  Ihre  Aufmerioamkeit  auf  den 
Kongreß,  der  im  Apvil  1908  gehalten  werden  soll,  sn  lenken. 

Das  OrgamMÜDnekoinitee:  P.  Blaaerna,  PriMdmt  Q,  Castelnniovo, 

Grnerah'ht'tä'r.  V.  Reina,  Kamerer.  V,  Cerruti.  A.  Di  Legge. 
G.  Pittareiii.    A.  Bella.    A.  Tonelli.    V.  Volterra 


Der  Kongreß  wird  aus  vier  Sektionen  bestehen:  L  Arithmetik,  Algebra, 
Analyus.  II.  Geometrie.  IH.  Mechanik,  Ibtihematiaehe  Physik,  Augewaodie 
Mafhwnatik.   IV.  ndkaophiedie,  hiatoriselie  und  didaktische  Fragen. 

Jeder,  der  die  25  Frankon  betragende  Einschreibegebfihr  benhlt,  darf 

ara  Kon^ß  tcihiehmen  und  erhiUt  den  Band  der  Verhandlungen.  Fftr  die 
Familienmitglieder  der  Teilnehmor  am  Kongresse  (^liand  der  Verhandlungen 
ausgeschlossen)  beträgt  die  Einschreibegebühr  15  Franken. 

Kassierer  des  Kongresses  ist  Fto£yineettco  Heina,  5,  Fiasia  8.  Pletro 

in  Vincoli,  Rom  (Italien).  Für  alle  auf  diesen  Kongreß  bezüglichen  Aus* 
kiinft"  \vt  n<1u  man  sich  an  den  Generalsekretär  des  Organisationskomitees: 
Prof.  'i.  Castelnnovo.  5,  Piazm  S.  Piotro  in  Vincoli.  Rom  (Italien). 

Euler-Peier  der  Berliner  MathematiRcheTi  Geaellscliaft.  Am  200. 
Geburtstage  Eulera,  Montag  den  15.  April  1!»<'7,  an  6  (Thr  Abends  veran- 
staltet die  Berliner  Mathematische  Gesellschait  unter  dem  Vorsitz,  von  Pro» 
feasor  Dr.  P.  Sehafheitlin  im  grofien  HOrsaal  des  Phjnkalisdien  Institots 

eine  l'^uler -  Feier.    Die  Herren  Valentin,  Kneser  und  F.  Kötter  werden 

Vortrüge  halten  über  Eulers  Aufenthalt  in  Berlin  und  seine  Leistungen  in 
der  reinen  und  angewandten  Mathematik.  "Die  Berliner  Mathematische  (resell- 
«chaft  hofft  auch  auswärtipe  Farhgenosüen  hei  dieser  Feier  begrüssen  zu  können. 

Berliner  Mathematische  Gesellschaft.  N/7- am  MtHamh^  den 
27 .  Februar  1907.  Tagesordnung:  Wallenberg,  Zur  Theorie  der  linearen 
Differenzengleichnngen  xweiter  Cfrdnnng.  Gflntsche,  Rationale  Tefaraeder 
yon  koi^pramten  Seiten. 

lUXbmuMMtSh»  Qo«ellnebnfb  in  Qdttiiigen.  ll,8U»taig  am  22.Jaiiimr 

'1907.  L.  Prandtl  gibt  einen  Beriebt  über  die  Beobaohtiingon  und  Theorien 
tiher  den  Einfluß  des  T;nft Widerstandes.  —  1;^  s^huin,  am  ,29.  Januar  1907. 
E.  Wiechert  horichteT  üi»er  neupr«  Untersuchungen  über  Erdbehenwelkn, 
welche  demniicLst  in  den  Göttiuger  Nachrichten  publiziert  wtirden  »ollen  — . 
13.  Sitguntf  am  5.  Februar  1907.  0.  Toeplits  spricht  Aber  die  Bedeutung 
der  Theorie  der  IntegralgleiLhnngen  vom  Standpunkte  der  Algebra.  Er  be- 
richtet insbesondere  über  Ilillierts  vierte  Mitteilnn)?  (Gott.  Nachr.  1000),  so- 
weit sie  die  orthogonale  Transfonuation  einer  reellen  quadratischen  Form 
von  unendlich  vielen  Variablen  betrifft,  sowie  tlber  einige  eigene  Unter- 
snchungen,  die  die  Übertragung  der  Blementarteilertbeorie  auf  eine  speaelle 
Klasse  bilinenrer  Formen  von  unendlich  vielen  Yariabeln  bezwecken  und  die 
er  demnächst  veröffentlichen  will.  —  Ii.  Sifzum/  am  12.  Februar  1907. 
C.  Garath eodory  trägt  vor  über  eine  neue,  nnrb  nieht  publizierte  Fiiter- 
sochung  von  £.  ächmidt  über  die  Auflösung  von  imendlicb  vielen  linearen 
Oleichungen  mit  nnendlioh  Tiden  Variablen.  Es,  werden  zunächst  die  Sätze 
Uber  die  AnflOsungen  endlidi  vieler  Gleichungen  mit  endlich  viel  Variabein 
Auf  einem  neuen  Wege  hergeleitet    Es  aeigt  sich  hinterher,  daß  die  gerade 
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bei  dieser  Methode  sufüretendcn  Bildungen  bei  Übergang  zu  nnendlieh  viel 
Vfinabpln  iminpr  konvergieren  unter  der  alleinigen  Voraussetzung,  daß  die 
Quadratäumme  der  Koeffizienten  jeder  einzelnen  Gleichung  endlich  ist.  Hie- 
durch  sind  dann  unmittelbar  die  KriterMa  lAmt  Existenz  und  Anzahl  der 
LAsuagen  liiiearer  Gleidiaiigen  audi  fSr  den  Fall  unendlicfa  vieler  Gleidiiuigea 
lud  Ujibelnimter  voUstin^  gewonnen. 

GesellBohaft  DeutsOliBr  Katnrforsoher  und  Ärste.  Die  diesjährige 
NaturforsduT-Versamnilnng  wird  vom  15.  Lis  22.  Soptembor  1907  in  Dresden 
abgehalten  werden.  irrster  Geschäftsführer  ist  Geheimer  Hofrat  Professor 
Dr.  von  Meyer  in  Dresden;  erster  Einfilhrender  der  Abteilxmg  I  (Matiie- 
natik)  ist  Gdieüner  Hofntt  Professor  Dr.  M.  Krause  in  Dresden.  Ifit  der 
Versanunlang  wird  eine  Ansstdlong  wisBenscbsAlicber  Instnuuente  tmd  Ap- 
parat« verbunden  sein. 

49.  Vorsammlung  deutscher  Philologen  und  SchulmfinDer  Dir» 
Philologen- Versanmiluug  wird  in  diesem  Jühre  vom  23.  bis  27.  Scpttiiiber 
1907  in  Basel  tagen.  Den  Vorsitz  führen:  Prof.  Dr.  Münz  er  und  Rektor 
Dr.  Schinblin  in  Basel;  zn  Obminnem  dar  mathematiseh-wissenMliaftr 
liehen  Sektion  sind  Prof.  Dr.  Kud.  Burckhardt  in  Basel,  Elisabethenstr.  30, 
und  Prof.  Dr.  Veillon  in  Ra.snl,  Eulerstr.  27,  gewählt.  Das  Programm  mit 
den  Namen  der  Kedner  und  dem  Thema  ihres  Vortrags  wird  Anfang  Juli 
d.  J.  zur  Verwendung  kommen. 

Britiah  Aaaooiation  for  the  Advauoement  of  Soieuce.  Die  dies- 
jifarige  Yersammlnng  wird  in  Leicesteir  'stattfinden.  Zum  Prilsidenten  von 
Sektion  A  (Mathematik  und  Fhyslk)  irarde  Professor  A.  E.  H.  Love  an 
der  UniversitHt  zu  Oxford  gewählt. 

Assooiations  of  teaohers  of  mathematica  and  tbe  natural  soienoee. 

Die  VersammluncT  von  Vertretern  (irr  penunnten  Asweiationen .  die  am 
27.  Dezember  1906  in  der  Columbia- Universität  tagte,  bat  den  Besthluli 
gefaßt,  eine  „Ameriean  Federation"  solcher  Vereinigungen  sn  begrfinden. 
Es  wurde  ein  Organisationskoinitee  eingesetzt  zur  Vorbereitung  der  weiteren 
Schritte;  den  Vorsitz  führt  Professor  P.  S.  Fiske,  als  Scbriftrabrer  fungiert 
Professor  C.  R.  Mann.   


%  PniBUilis*baL  und  gvMnta  PirtlMclalftaii. 

8oo{4t4  Hollnditoa  des  BoieDOen  i  Barlem.  Die  Gesellschaft  hat 
für  den  1.  Januar  1908  folgende  FreisaufgHTi«^  s^^estellt:  Gomment  doit  on 
placer  X  spberes  de  rayou  J?j  et  p^N  spheres  de  rayon  7/j  {N  etant 
im  uombre  iiidetemiine)  potir  qu'en.semble  elles  occupent  uu  espace  :iu>si 
restreint  que  possible?  Quelles  sont,  si  elles  existent,  Pi  et  etant  donnes, 
les  rapports  critiques  entre  J2|  et  Ji^  pour  lesquels  nne  Mg^re  Variation  de 
ce  rapport  exige  nne  disposition  tout  a  fsdt  düT&rente  des  spheres  pour 
arriver  an  plus  petit  espace?  —  Des  solations  partielles,  des  determinations 
de  limite  pour  l'espace  cherche,  le  traitement  de  <'as  particulier.s  on  des 
Solutions  du  probleme  correspondant  dans  1  espace  ä  deux  dimensions  pour- 
ront  aussi  ^ire  juges  dignes  d'etre  couronn^s,  s'ils  temoignent  d'une  origi- 
nalit^  et  d'nne  iug^osit^  süffisantes. 

Der  Preis  besteht  naeh  Wahl  des  Pr&miierten  in  flnw  guIdt^R-n  Medaille 
oder  in  ein«r  Summe  von  600  Gulden.    Die  Abbandlungen  können  hollän- 
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difloh,  firftnxÖfliBcli,  kttemiscb,  emgliach,  italienitcli  oder  deutwii  abgefoftt  und 

müssen  mit  vtrschlosseuer  Adresse  des  Verfassers  an  den  Sekretfir  der  Qe* 
Seilschaft,  Dr.  J.  Bosscha  in  Uariem,  «ingeflehickt  w«rdeii. 

3.  HodimliiiliueliridkA«!!. 

UniTeanffeftt  Brlancen.  Am  37.  April  d.  J.  begeht  Herr  Gdieiiner 
Eofrftt  IVofdssor  Dr.  P.  Gordan  die  Feier  seines  aieb^gsten  Geburtstage!. 

Universität  Jena.  Dran  Mathematischen  Seminar  wird  vom  nächsten 
Semester  ab  ein  Proseminar  anpregliedert  werden.  Ferner  ist  eine  Assistenten- 
stelle am  Mathematisclieii  Heminar  geschaffen  worden,  in  die  am  1.  April 

d.  J.  Dr.  C.  Thaer  tiiiuill. 

University  ot  Manchester.  Professor  Öchuster  hat  der  Universität 
Yon  Maacbeeter  für  die  nfttduAen  3  oder  4  Jahre  jährlieh  350  Pfund  Sterling 
als  Stipendiom  fllr  einen  Doc«Dten  der  mathematischen  Physik  zur  Yer- 
lllgnng  gestdit. 

VarartOhnis  der  für  das  SommerBemester  1907  «ngokflüdigltii 

Yorlesttogen  über  die  mathematischen  Wissenschaften. 

Aachen*  Blumen thal,  IntegraLrechoung  und  analytische  Ueonietrie  des 
Ramnes.  N.  N.,  Höhere  Mathematik  III;  Elemente  der  Differential-  nnd  lutegral- 
xechnung  mit  Übungen;  Seminar.  Kütter,  Darstellende  Geometrie.  Reißner, 
MecbaDik  T;  Dynamik  und  Hydraulik.  Wftllner,  Physik  in  mathematischer  und 
experimeuteller  Behandlungsweise. 

Berllo.  Schwarz,  Integralrechnung;  Übungen  dazu;  Theorie  der  elliptisehen 
Funktionen;  Auegewllhlte  Kapitel  der  Theorie  der  analvtisclien  Punktionen; 
Mathematische  Kolloquien;  Seinirnr  Frobenius,  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen:  Seminar.  Schottky,  l'otentialtheorie;  Spezielle  Funktioneatheorie; 
Seminar.  Hettner,  über  Fonriersche  Reihen  nnd  Int^nde.  Knoblaneh,  Ober 
Leonhard  Enlers  Werke  und  ihre  Bedeutung  ffir  die  neuere  Mathematik;  Theorie 
der  krummen  Flllcbon  IT;  Theorie  der  Rauniknrven  IT  Lehmann-Filhes.  Diffe- 
rentialrechnung; Cbu Ilgen  dazu.  Schur,  Theorie  der  Detenuinanteu.  Landau, 
Tadationsreohnnng;  Wabfscheinltehkeitsrsdmung.  Foerster,  Geschichte  der 
neueren  Astronomie;  Fundamentale  Aus<;li  iohuu^'  von  Zeit-  und  Raumrcchnnnp. 
Struve,  Praktische  Astrunomio;  Seminar.  Üauüchinger,  Theorie  der  Störungen; 
Interpolationarechuung  und  mechanische  Integration.  Seheiner,  Reduktion  photo- 
gxsphiseher  Stemanfhahmeu ;  Astropbysikalisrhes  K(>llo<|uiiiiii  Marcuee,  Ein- 
fllhmng  in  die  aBtronomiridic  'ioo^najihiL'  nvu]  Hrdpliynik ;  Theorie  und  Anwcnflung 
astnmomischer  Instruiuente.  lÜBteupart,  Uemeinverstündliche  Himmelskuude; 
Der  Herkorsdnrchgang  1907  nnd  verwandte  Eneheinnngen.  Helmert,  Fignr  der 
Erde;  Geodätische  Dreiecke.  Kubens,  Mathematische  Ergänzungen  zur  E.\peri- 
mentalphy^ik.  Planck,  Mechanik  (Icformierbnror  KörptT;  Übungen.  WohneU, 
Theoretische  und  experimentelle  Ergüu^uugeu  zum  pbjüikaliüchen  Praktikum  11. 
Warburg,  Ansgewfthlte  Kapitel  ans  d«r  theoietiscfaen  Physik.  Grttneisen« 
Absolute  MesBUugen  K'ngar-Menzel,  Theoreti.Hchf  Physik  VI.  Awchkinaß, 
Die  Radioaktivität.  Kiebitz,  Atmosphäriuche  Elektrizität.  Weinstein,  Die 
elektrische  Leitung  in  Metallen  und  Elektrolyten.  Laue,  Kinetische  Gastheorie. 
Yalentiner,  Über  die  theoretischen  und  experimentellen  Untersuchungen 
auf  dem  Gebiet»'  der  Wilnuc.Htrahluiiii:  Nuespn,  (tPomr>tiisihe  Optik  i^lahy, 
Elektromechauik  11 ;  Funkentelugraphie.  Gehrcke,  Theorie  der  VVecbselströme. 
V.  Ihering,  Maechinenknnde.  Meyer,  Teehnisohe  Physik  der  Verbraurongs- 
txaftmMcfainen.  Bt^rnstein,  Übungen  im  Gebranch  physikalischer  Apparate. 
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Ben*  Study,  Differentialgeometrie;  Ausgewählte  Kapitel  der  Mechanik; 
Seminar.  Kowaiewski,  Das  Problem  der  Kreisteilung;  Allgemeine  Theorie  der 
DifferentiAlgleichuntfen;  Übungen  dazu.  London,  Elemente  der  Differential-  und 
btegimlittcbiMiiig;  Übungen  disii;  Axonometrie  und  PenpektiTe  mit  Zelcben- 
Übungen.  Schmidt,  Bestimmte  Integrale;  GrundUgttt  der  Meugt-nlohre  und  der 
Theorie  der  reellen  Kmiktionen.  Mouiii chtneyer,  Moolianik  des  Himmels; 
Fraktiache  Übungen.  Küstner,  Theorie  der  bahiibestimmung  der  Planeten  und 
Kometen  H;  Attomonoabhei  KoUoquinm.  Kftyaer,  PhyBifcaliidMs  Kolloquium. 
Kaufmann,  Elektromagnetische  Lichttheorio;  Physikalische  Einheiten  und  Kon- 
stanten, Pflflger,  Klektroraag^netischf  Wellon.  Eversheim.  Die  Inferferen?.- 
Phänomene,  ihre  lieoutzuug  siur  Läugt^muctibuug.  Bucberer  und  Eversheim, 
Fkftktisdie  Aaleituag  bot  Auftthmiig  einfoeher  Experimente  flr  Lehmmtelnuididafteii. 

BrannBchweig.  Fricke,  Diffenontül-  und  Integralrechnung  I  mit  Übungen; 
'IVigonometrische  R^ih»^ii  und  harmoniticbe  Analyse;  Vektoreotheorie.  N.  N., 
Geometrie  der  Bewegung;  Ausgewählte  Kapitel  ans  der  Theorie  der  Kurven  und 
FUchen.    Wem  icke  ^  Statik  starrer  und  elaetiaoher  K6rper.  Wieghardt« 

Technische  Mechanik  I;  Ausgewählte  Kapitel  aus  der  analytischen  Mechanik; 
Ansgewftblte  Kapitel  ans  der  Festigkeitslehre  und  Statik  der  Baukon.Htruktiouen. 
Koppe,  Geodäsie  Ii;  Ausgleichungsrechnung;  Grundzüge  der  sphärischeu  Astronomie; 
Vermeflaniigifllraiigeii.   SehOttler,  Kinematik.  Zenneck,  Theorie  des  elektio- 

magnetischen   Fddea  II;  Mechanische  WarmetheonV     Weber,  Potentialtheorie 

mit  Anwi'ntlungcn  auf  Klektrostatik     I'eukert,  Klektrotechuik. 

Breslau«  Kosanea,  Differentialrechnung  und  Elemente  der  Integralrechnung; 
SradBar.  Sturm,  Geometrische  Terwandtsehaften  I;  Qeometrische  Abschnitko  der 

Mechanik;  Seminar.  Kneser,  Die  allgemeinen  Prinzipien  der  Dynamik,  Theorie 
der  Fourifrschen  Reihen  und  Inte^'ralo;  Seminar.  Franz,  GoodSfic,  niedere  nnd 
Elemente  der  höheren;  Goodätiäch-ustrouomischeü  Praktikum;  Übungen  über  die 
Theorie  der  Astronomie.  Lvmmer,  Pringsbeim  und  Sohaefer,  Physikalisohes 
Kolloquium.  Pringsheim,  Theoretische  Physik  IV;  Seminar.  Sohaefer,  Theo- 
retisclu-  ^leclianik. 

Uauxig.  , Lorenz,  Einführung  in  die  Mechanik  mit  Übungen.  Ausgewühlte 
Kapitel  am  der  Meehaaik.  v.  Mangoldt,  Böhere  Mathematik  I.  Schilling, 

Darstellende  Geometrie  mit  Übungen;  Graphische  Statik  mit  Übungen.  Sommer, 
Höhere  Mathematik  II  mit  (*l>ungen:  Einführung  in  die  höhere  Mathoinutik.  Wien, 
tlektrische  Schwingungen.    Kuliihne,  Einführung  in  das  pbysikul  Praktikum. 

Darmstadi.  Dingeldey,  Elemente  der  höheren  Algebra;  Höhere  Mathe- 
matik. N.  N.,  Ausgewtihltc  Kapitel  aus  der  Matln  inutik;  Höhere  Mathematik  I. 
Oracfe,  IlDbere  Mfitbematik  II.  Wiener,  Darstellende  Geometrie  I:  SyntlietiHcbe 
Geometrie;  Arbeiten  im  mathematischen  Institut.  Henneberg,  Mechanik  I; 
R^e  Kinematik.  Sohlink,  Ansgewfthlte  Absehnitte  der  Statik;  Die  Hanptsfttse 
der  Mechanik.  Pfarr,  Hydraulik.  Schering,  Elektrische  Schwingungen  und 
W«'l!on;  Tlieoretir'clir  Klektrizitätnlehro.  Fenner,  Geodäsie;  Ausgleichung  nach 
der  Methode  der  kleinsten  Quailrate. 

Erlangen.  Gordan,  Algebra;  Raumgeometrie;  Saninar.  N oeth er,  Differential- 
nnd  Integralrechnung  II;  Analytische  Mechanik.  Hilb,  Einleitond-mathematisoha 
sowie  synthetisch-  nnd  darstellend-geomettiacbe  Voitrige  nnd  Übungen.  Reiger, 

Elektromagnetische  Lichttheorie. 

Frelbnrg  i.  Br.  Liiroth,  Elliptische  Funktionen;  Theoretische  .Aiitronomie. 
Stickfl berger, Integralrechnung;  Übungen  dazu:  Intinitesimalgeometrie.  Loewy, 
Al^'t-braine^n  Gleichungen;  Kinfiihrung  in  <lie  liTilicr.'  Matliptnatik  mit  Anwcndiiugm 
auf  Prägen  der  Natuxwisseniichaften :  Seminar.  Weingarten,  Über  die  Deforma- 
tion der  Flftehen.  Seith,  Die  Kegelschnitte  in  elementaigeometrischer  Behand- 
lung. Himstedt,  Übnngen  auB  der  theoretisehen  Physik;  PhyBikalisehes  KoUo> 
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quium.  Koenigitberger,  Mechanik  der  festen,  flüsaigen  und  gasförmigen  Körper; 
Öeophjuk;  Bctpiechung  von  Themata  zu  selbständigen  theoretischen  Arbeiten. 
Reingan  um,  Wetterkunde;  Lehre  von  den  Dämpfen  und  technieoh«  Anwendimg 

AOf  die  Warmemaschinen.    Tolle,  Mechanische  Tecbnolnc^ln  I, 

tiSUingen.  Klein,  Kunen  und  Fl&chen;  Seminar.  Hilbert,  Theorie  der 
IMfferential^eiehtingeii  mit  einer  miftbh&ngigen  VarUbeln;  Seminar.  Minkowski, 

VariatioiiHreclinung;  Wärmestrahlung;  Seminar.  Runge,  Xutueri.schc  .^uflödung 
von  Gleichungen  mit  Übungen;  Photogrammetrie  mit  Übungen;  Seminar.  Brendel, 
Versicherungsrecbuuug;  Yersicherungsseminar;  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der 
StSrtmgsiheorie.  Prandtl,  Einführung  in  die  Thermodynamik;  Maschinenlehre; 
Seminar.  Tierglotz,  Lineare  Differentialgleichungen  im  komplexen  Gebiete. 
Caratheodory  t  Differential-  und  Integralrechnung  I.  N.  24.,  Analytische  Qeometrie. 
Wiaebert«  H8here  Elektrodynamik;  VonnemuigiwMen  I mit  l^bungen;  Erdbelienf 
Seminar.  Voigt,  Optik;  Seminar.  Blocke,  Seminar.  Abraham,  Hydrodynamik, 
Simon,  Allgemeine  Elektrotechnik;  Da«  Resonanzprinzip  in  Physik  und  Technik; 
Elektrotechnisches  Praktikum;  Elektrotechnisches  Kolloquium.  Krüger,  Die 
phynkalischcn  Grundlagen  der  Hoeik.  Beetelmeyer,  Praktikmn  der  Elektro- 
technik und  Badioaktivität  Bchwarzschild,  Popnläre  Astronomie;  Rotation 
der  Himmelskörper;  Asttnph yt'knüschefl  Praktikum;  Seminar.  Ambronn,  Geo- 
graphische Urt.sl^estaumuugL'u ;  Liiwinbestimmungen  vun  Ijoppclstemen. 

Greifswald.  Thume,  Mechanik  I;  Ebene  algebraische  Kurven;  Seminar. 
Engel,  Differential-  und  Int^talrechnung  II;  Übungen  dazu;  Theorie  der  Trans- 

formation-LTTipjien  (Fortsetzung);  Seminar.  Vah  1  e n ,  Projektive  Geometrie;  Übungen 
dazu;  Theorie  und  Anwendung  der  geodiltischen  Instrumente.  Mie,  EUementar- 
Datheinatisehe  Ergänzungen  zur  Experimentalpliysik;  Besprechung  neuerer  physi- 
kaUscber  Arbeiten  (mit  Starke).    Starke,  Theorie  der  Wärme;  Übungen  dazu. 

Schreber,  t^bnngen  im  Demonstrieren  pl).v:4ikali8cher  Apparate. 

Halle  a.  S.  Cantor,  Differential-  und  Integralrechnung  II;  Analytische 
Mechanik;  Seminar.  Wanger  in,  Sj^nthetische  Geometrie;  Dilfereutialrechnung; 
Seminar.  Ontcmer,  Analytisebe  Geometrie  der  Ebene;  Binf&hrang  in  die  Theorie 
der  linearen  Differentialgleichungen;  Seminar.  Eberhard,  Zahlentheorie;  Übungen 
dazu.  Bernstein,  Algebra;  Übungen  dazu;  Einfiilirutig  in  dio  Versieherungs- 
matbematik;  Übungen  dazu.  Walter,  Grapiiische  Statik  mit  Übungen;  Feldmesaen 
und  Nivellieren;  Eisenbabnbau  und  -Betrieb  mit  Exkursionen  II.  BuobholSf 
WahiffchcinlicbkeitB-  und  Ausglcicluingsrechnung  rtrt  Anwendung  auf  Triangulation; 
Praktische  Übungen  in  geographischer  Ortsbestimmung.  Dorn,  Linsentheorie. 
Schmidt,  Theode  der  El^^imlftt  und  dae  Hagnetifluiu;  Übungen  anf  .dem  Ge- 
biete der  elektriflchen  Bchwingnngen. 

Hannorer.  Kiepert,  Differential-  und  Integralrechnung  IT;  Analytische 
<^^eometrir  der  Ebene  tmd  des  Raumes.  Stäckel,  Differentia!-  und  Integral- 
rechnung I  und  Ii;  Auwendungen  der  höheren  Mathematik.  Rudenberg,  Dar- 
stellende Geometiie.  N.  N.,  Grundzüge  der  höheren  Mathematik  fllr  Arohitektea 
und  ("'hemiker  Hotopp,  Mechanik.  Weber,  Mechanik;  Ausgewählte  Kapitel 
der  teehuischeu  Mechanik.  N.  N.,  Geodäsie^  Praktische  Geometrie.  Kohlrausch, 
Theoretische  Elektroteefanik.  Stark,  Gnudaflge  der  Sp^tralanalyse.  Preeht, 
Mechanische  Wi'umetheorie.  Barkbausen,  Ausgowilblte  Kapitel  der  Statik. 
Fetzold,  Geodätisches  Rechnen;  Übungen  in  der  Auflgleichungsrechnung. 

Heidelberg.  Kflnigsberger,  Differential-  tmd  Integralrechnung;  Funktionen- 
tbeorie;  Seminar.  Cantor,  Anwendung  der  Aualysis  auf  höhere  ebene  Kurven; 
Arithmetik  tmd  Algebra.  Köhler,  Analytisdie  Geometrie  der  Ebene;  Ani^fewtblte 
Kapitel  der  synthetischen  Geometrie  des  Raume^'  Hoehm,  Die  Gnnidl;ii,'en  der 
Arithmetik,  Algebra  und  Analyais;  Übungen  zur  höheren  Mathematik.  Bopp, 
Geschichte  der  bifinitesimalrechnung  von  Leibnia  bis  Lagrange.  Taleatiner, 
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Bahnverbeeseruti^;  Kapitel  aus  <lcr  Stelltirabiroiiomie;  Entwicklnng  der  Astronomie 
geit  Newton.  Wolf,  Eletuente  der  Meteorologie.  Pockels,  Theorie  der  Wärme; 
Übungen  zur  theoretischen  Physik;  Elektronentheorie.  Weber,  Theorie  der 
Kapillaritftt;  WisBenschafllich  -  photogiapliiMlie  Übungen.  Ebler,  BmfBhrang  in 
da«  Sttidium  der  Radioaktivität. 

Jena.  Thoiuae,  Anal.yti8che  Geometrie  der  Et>eue;  Kartographie.  Uaußner. 
Diflerentialreciioung  mit  Übiingeu;  Ausgewählte  Kapitel  aus  der  CSeometrie 
DüFenntialgeonietrie;  8«minar.  Frege,  Theorie  der  naeh  d«m  Newtouehen  Qe- 
setze  wirkenden  Kr!\fte  Knopf,  Zeit-  und  Ortsbestimmung  mit  praktischen 
Übungen;  Geodäsie  mit  praktischen  Übungen;  Berechnung  des  ücheinbarun  Lauft 
d«r  Planetmi  und  Komtten.  Auerbach,  Thermodynamik;  Kinetische  Gaatbeecie. 
Will kclrnftnn,  Stjiraubel  und  Bädeker,  Leitung  physikaHücher  Spezial- 
uutLi  H  iihungen.  Ran,  TechniBche  Elaetizitfits-  und  Fet^tigkeitslehre;  Graphische 
Übungen;  Übungen  zur  technischen  Thermodynamik  ^mit  Keich).  Beiob,  Elektro- 
todimk  I;  Die  ElektriiitiU  in  Tedmik  vnd  Verkebr;  Die  Gnmdlageik  der  neneren 
Elektriritätslehre;  ESektrotecbniseheB  Praktiknin.  Bädoker,  Absolutes  Maßsystem. 

Karlsruhe.  Krarer,  Höhere  Mathematik  I.  Wedekind,  Oruiullehren  der 
höheren  Mathematik;  Höhere  Mathematik  IL  Ludwig,  Elementare  und  analytische 
Oeometrie  dee  Renines;  Projektionslehre.  Faber,  Algcbraisohe  Analysis;  Bepe- 
titorinm  der  höheren  Mathematik;  Übungen.  Schur,  Darstellende  Geometrie  II; 
Konstruktive  Übnngcn  der  Perspektire.  Henn,  Mechanik  II;  Seminar,  firftner, 
Hyürauiiü;  Festigkeitslehre. 

Kiel*  Poehbaumer,  Analytisobe  Geometrie  des  Raumes;  Binleitnng  ia  die 
Theorie  der  elliptischen  Funktionen;  Seminar.  Heffter,  Analytische  Mechaaik; 
Ornndlagen  der  Analysis  fTrrationalzahl,  Grenzwert,  Kotnergens,  Stetigkeit' ;  Seminar. 
Laudsberg,  Ditfereutialreuhuung ;  Übungen  dazu;  \  anationsiechnung,  Weinnoldt, 
Bynthetiidie  CkMMnetrie.  Kobold,  H{(beie  GeodSeie;  Geotttteeke  ÜboBffen. 
Harzer,  Geographische  Ortsbestimmungen;  übungrr,  dazu;  Theorie  der  Präzessiun 
nnd  Nutation.  Kreutz,  Berechnung  der  Doppelstembabnen;  Parallaxe  und  Aber- 
ration. Str  Omgren,  Numerische  Behandlung  spezieller  Fälle  des  Dreikörperproblems ; 
Ifathematiscbe  Geographie.  Lenard  und  liecker,  Besprechung  physikalischer 
FriinTr  Weber,  Potentialtheorie  und  Klekfroatatik;  Theorie  ]  '  yHikulincher 
Me»sungsapparate  mit  Übungen;  Physikalische  Technologie;  Physikaii^ches  Kollo> 
qttiwn.  Beeker,  Elekiriecbe  HeSinstnunente  tind  Mefimethoden. 

Königsberg  l.  Pr.  Meyer,  Analytische  Geometrie  der  Ebene;  Übungen 
dazu;  Differentialgeometrie;  Seminar.  Sehoenflies,  T")ilTtsrentialrechnnng;  Übungen 
dazu;  Über  den  Kurvenbegritf.  Saalschütz,  Determiuanteniehxe;  Uber  Gauß' 
hypergometrische  ond  aodeze  interessante  Reiben;  Algebraische  Übungen  und 
Vortrag.  Battermann,  Theorie  der  astronomischen  Instramente;  Übungen  an 
Instrumenten  der  Sternwarte.  Cohn,  Einführung  in  die  theoretische  .\stronomie; 
Ausgewählte  Kapitel  der  Uimmclsmechanik.  Volkmann,  Elektrodynamik,  eiu- 
scblLBfllich  der  Theorien  von  Maxwell  nnd  H.  A.  Lorentx;  Seminar;  Fhysikalisch- 
praktisehe  Übungen.    Sehmidt,  Die  großen  Physiker  und  ihre  Leistungen. 

Leipzig.  Neumann,  Ausgewilhlte  Kapitel  d<  r  Mathematik  oder  der  matbe- 
matiacheu  Physik.  Mayer,  Analytische  Dynamik;  Übungen  dazu.  Uölder, 
Allgemeine  Theorie  der  Funktionen  einer  komplraen  Verftnderlieben;  Besttnunte 
Integrah';  S'eminar.  Hohn,  TVojektive  Geometrie;  Analytische  Geometrie  der 
Ebene;  Seminar,  v.  Oettiugen,  Geometrisch-perspektivisches  Zeichnen.  FT  aus - 
dorff,  Algebraische  Gleichungen.  Liubmann,  Gewöhnliche  Diirerentialgleichuugeu; 
Tbungen  dazu.  Brnns,  Piraktisehe  Analysis;  Geometrische  Optik;  Praktische 
lungi'ii  in  der  Sternwarte.  Peter,  Astronoraische  und  ferbnische  Chronolugle : 
Praktische  Übungen.  l>'isohei,  Einführung  in  die  mathematische  Behandlung  der 
NatoTwissenscbaften.  Strecker,  Praktiecbe  Geometrie.  Zimmers,  Über  die 
Astronomie  der  Babylonier.  Des  Coudres,  Einleitong  in  die  theoretisehe  Physik: 
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Übungen  dazu;  Fourienche  Reihen  und  harmoniRche  Analysatoren.  Marz,  Badio- 
aktivit&t}  Elektriache  Schwingungen  and  drahtlose  Telegrftphio;  KiueÜBche.Qastheorie. 
Wiener  und  Descoudres,  PhyrikaliMiheB  KbUioquinm. 

Wuhmrg*    Henael,  Anelytiaclie  Geomelrie  der  Ebene  und  dee  BmmeB; 

Funktioneniheorie;  Seminar.  Neumann,  Algebra;  Analytische  Mechanik;  Seminar. 
V.  Dalwigk,  Differentialrechnung;  Übungen  dazu;  Darstellcnrle  Geometrie  I  mit 
Übungen.  Fueter,  Ober  bestimmte  Integrale  und  iilr  die  pbysikaliscbe  An- 
Wendung  wiehtige  Funktionen  in  elementurer  DueMlnngt  PopoUbre  ABtoononde. 
Jung,  Differentialgleichungen.  Richarz  und  Feußner,  Physikali^r  hrs  KVllo- 
qnium;  Theoretiscb-physikaiische«  Seminar.  Feußner  und  t.  Dalwigk,  Aniuitnng 
zu  Zeit-  und  Ortabestimmungeu.  Schulze,  BlastizitätBtheorie;  Anleitung  zux 
Berechnung  ein&cher  phyriknÜBcher  Aufgaben.  Scbevm,  Pbotognpbie  und 
Spektroskopie. 

MUiiehen.  Lindemann,  Theorie  der  elliptischen  Funktionen:  Theorie  der 
algebraischen  Formen;  Seminar.  Voss,  Partielle  Differenti^leichuugen ;  Algebra 
II;  Seninnr.  Fringsheim,  Integralreebnmig,'  Übungen  dasn;  Oeomebiedie  Er* 

p- ': II '.ungen  zur  Differcntialrfchnung.  Doehlemann,  Darstellende  €^metrie  U; 
Übungen  dazu;  Graphische  Statik;  Übungen  dazu.  v.  Weber,  Analytische 
Geometrie  des  Raumes;  Übungen  dazu;  Differentialrechnung;  Übungen  dazu. 
Brünn,  Elemente  der  heberen  Hnthematik.  Hartogs,  Elementare  Geometrie 
der  Ebene  und  de-  ITaomes.  Perron.  A in  1  vtis'-Tir  Zahlentbcorie.  v.  Sceliger, 
Die  neueren  Methoden  in  der  Theorie  der  Bewegung  der  Planeten;  Übungen. 
Groasmann,  BinHlbning  in  die  Aationoniie.  Böntgen,  Physikaliacbes  Kblloqmom. 
Sommerfeld,  Theorie  der  Strahlung;  Grundzflge  der  Thermodynamik;  Seminar. 
Graetz,  Einleitung  in  die  theoretische  Physik;  Analytische  Mechanik  IL  Donle, 
Doppelbrechnng  und  damit  zusammeuhängende  Erscheinungen. 

Eostock.  Staude,  Analytische  Geometrie  der  Ebene;  Algebra;  Seminar. 
Dieterici,  Fbyukaliaebee  Seminsr. 

Stmftbwrg*  R«7».  AugewShlte  bpitel  der  bVberen  ^rntbetieehen  Geo- 
metrie; Theorie  der  Kräfte,  die  nach  Newtunn  (reao!/  wirken  (Potentialtheorie) ; 
Seminar.  Wober,  Bestimmte  integrale  und  Einleitung  in  die  Funktionentheorie; 
Algebra;  Seminar.  Simon,  Methodik  und  Didaktik  des  Rechnens  und  derHitbe- 
matik  auf  den  höheren  Schulen.  Well  stein,  Einleitung  in  die  Theorie  der 
algebraiHciien  Funktionen;  Riemannerhe  Flüchen;  Seminar.  Timerding,  Ana- 
lytische Geometrie  des  Raumes;  DaniteileuUe  Geometrie  U  mit  Übungen;  Die  Ent- 
wicklnng  der  meohanischen  Prinzipien;  Seminar.  Epstein,  Analytieobe  Zablen- 
theorie;  Seminar.  Beckerf  Sphärische  Astrmomie;  Geodüsie  mit  Übungen  und 
Demonstrationen;  Aftronomiache  Beobachtungen  an  Instrumenten  der  Sternwarte; 
Astronomisches  Kolloquium.  Wirtz,  Spektralanalyse  der  Gestirne;  Über  Steru- 
kntnloge.  Brenn,  Phyaikellscbe«  KoUoqninm  (gemeinschafllieb  mit  Gehn).  Cohn, 
'!'!  I  rie  der  Wärme;  Wissenschaftliche  physikalische  Arbeiten  Horgesell, 
Meteorolo^'isi.hoH  und   pfp()]diTfiknlisrhes  Kolloquium;   MeteorologiHi  lie  ('l/un>;eu. 

Stuttgart.  Reuscble,  AnalytiBche  Geometrie  der  Ebene,  mit  Übungen; 
Differential*  und  Integralrechnung,  mit  Übungen;  Seminar.  Mehmke,  Darstellende 
Geometrie  mit  Übungen;  Projektive  Geometrie  mit  Übungen;  Seminar.  Bret* 
Hchneider,  Hepetitionen  in  niederer  Mathematik.  Wölffing,  Kriimnmngstheorie; 
Partielle  Üiffereutialgieichuugeu.  Roth,  Perspektive,  v.  Weyrauch,  Einleitung 
in  die  mnthemstiacbe  Theorie  der  Blastisität.  N.  N.,  Technische  Mechanik. 
Hammer,  Fraktischi-  Geometrie  mit  Übungen;  Ausgleichungsrechnung.  Ilohenner, 
Trigonometrische  (  hmif^en;  Praktische  Geometrie  mit  rinin^'en;  Astronomische 
Zeit-  und  direkte  geographische  Ortsbestimmung  tnit  Übungen;  Katastennossungeu. 
Sfeftbler,  Hadiematische  Geographie.  Koch,  Theoietis^e  Physik,  Lang,  Die 
IHflermltalgleicbungen  der  nmthematiechen  Physik. 
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Ttaaraadt.  Weinmeister,  Infinitesimalxedmung  1.  Teil  mit  übuugea; 
MMhaaik  ($).  Koaie,  Yenneeioiigflkiuide  (4);  VMbwngUk, 

TfMmgn»    ▼.  Brill,  AnalytiMib«  OMBielirie  de«  BsumM;  Theorie  der 

B^rümmung  der  Flächen;  Seminar«  v.  Stahl,  Nicdt-re  AnalyaiB;  Höhere  Aualyeipl; 
Variatiousrechnuug;  Seminar.  Maurer,  Synthetiscbe  Geometrie;  Übungen  daxu; 
Darstellende  Geometrie  mit  Übungen.  Waitz,  Theoi<e4»K>he  Phyaik  I;  Übnugm 
dasn;  Populäre  Astronomie.    Gans,  Einführung  in  die  Yektoranaljria  mit  iüi- 

wenflim^ren  ;nif' die  mathematische  l'hy»»ik;  Di^  Kigenschaften  dw Ätheii.  Happal» 

Kinetiäche  l'hforie  der  Gase,  Flüssigkeiten  uud  Metalle. 

ÜVfinbnrg.  Frjm,  Theorie  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen;  Pro- 
■MoiiiVfl  Seuki&ar.  Boit,  Dftntelleiiide  Geometrie  II;  Übnngen  damt  lualytiaehe 
Hedtauik  der  Systeme  starrer  Körper;  Proseminar;  Seminar.   Wien,  Anleitung 

7,u  selhständifffn  Arheit<>n.  Cantor,  Einlcihins?  in  die  tbporetische  PhTsik. 
Harms,  AuBgewahite  Kapitel  der  theoretischeu  Thysik;  Übungen  dazu. 


4.  Pdrson&liLaolkiioliteiL 

SxMmiiiiunn«  Aniiftlnlumiitnii  vcw.s 

Baudirekför  E.  v.  Autenrieth,  o.  Professor  für  technische  Mechanik  au 

der  Technischen  H>jr>hschule  zu  Stuttgart,  ist  auf  sein  Ansuchen  in  den 

Ruhestand  versetzt  worden. 
Professor  Henri  Becquerel  in  Paris  erhielt  die  Helmboltz -Medaille  der 

Akademie  der  WiMensehallen  zu  Berlin. 
Dr.  P.  Boutroux  wurde  Jnun  Dozenten  an  dem  College  de  France  ernannt. 
Professor  E.  W.  Brown  am  Haverford  College  in  Pensylvania  erhielt  für 

seine  Untersuchungen  zur  Moadtheorie  die  goldene  Medaille  der  Royal 

Astronomical  Society. 
LandesHdiiilinspektor  V.  Jarolinek  wurde  xum  o.  Profeasor  der  dar- 

atollenden  Geoonetrie  an  der  bOhm.  tedmiadien  Hodiadiiile  in  Prag 

ernannt. 

Professor  Dr.   Cl.  W.  Jonns,    Professor  der  Mathematik  an  der  Cornell- 

Universität,  tritt  nach  3Ujähriger  Wirksamkeit  daselbst  am  Schlatt  dieses 

Jahres  in  den  Sohestand. 
Prof(tösor  Dr  Koppe,  Dozent  der  Geodftsie  an  der  Technischen  Hochschule 

in  Braunschweig,  tritt  in  den  Ruhestand  über. 
Professor  Dr.  H.  A.  Lorentz  in  Leiden  wurde-  zum  aujiwärtigen  Mitglisde 

der  Gesellschaft  der  Wissenschatten  zu  Oottingen  ernannt. 
Dr.  A.  HarcQse,  Privatdoient  an  der  Univ^raitSt  tn  Berlin,  wurde  snm 

FrofiMSor  ernannt. 

Dr.  N.  Nielsen  wurde  zum  ao.  Professor  der  Mathematik  an  der  (TniTeiaitat 

Kop(»nhageu  ernannt. 
Dr.  H.  de  Ö.  Pittard  wurde  zum  Dozenten  an  King's  College  in  London 
ernannt. 

Lord  Bayleigh  in  London  wurde  zum  auswärtigen  Miigliede  der  GeflsU- 

schaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen  ernannt. 
Professor  Dr.  P.  Striekel  In  Hannn\«r  hn*-  einen  Ruf  als  Nachfolger  von 

Prof.  Dr,     undeltiüger  au  der  Techiuschen  Hochschule  in  Darmstadt 

erhalten;  er  wird  der  Berufung  nicht  Folge  leisten. 
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PirodfoiMMr  Dr.  B.  Waehsmuth  an  der  Bergakadesmie  zu  Berlin  wurde  zum 
Dozenten  und  Leiter  der  physikaKselieB  Abtefluiig  des  Fl^aikaliseliMi 
VoreinB  in  Frankfurt  a.  M.  ernannt. 

Habilitationen: 

Dr.  F.  Adler  Lat  sich  ffir  experimentelle  und  theoretiMilie  Physik  an  der 

Universität  Zürich  habilitiert. 

Qortorben; 

Miss  Agnes  M.  Clerke,  Verfasserin  astronomischer  Werke,  ist  am  30.  Ja- 
nuar 1907  im  Alter  von  64  Jahren  gestorben. 

Dr.  Thomas  Harrison,  Profeasoar  der  Mathematik,  später  Kanzler  der 
UniTersitit  New  Brunswiekf  ist  am  18.  September  1906  im  Alter  Ton 

68  Jahren  gestorben. 

Dr.  J.  Lyon,  Privat<lü/cril  der  Mathematik  an  der  üniversitÄt  Genf,  ist  am 
26.  Januar  1907  infolge  eines  Unfalls  im  Alter  von  49  .Fahren  gestorben. 

iJr.  A.  VV.  Fautou,  Dozent  der  Mathematik  am  Triuity  College  zu  Dublin^ 
ist  am  18.  Deiember  1906  im  Alter  too  60  Jahren  geetrahen. 

Professor  J.  Pöschl,  Professor  der  Physik  an  der  Teefanosdien  Hoehschnle 
in  Graz,  ist  im  Alter  von  79  .Jahren  gestorben. 

Dr.  A.  Sucharda,  emeritierter  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  tsche- 
chischen Technischen  Hochschule  in  Brünn,  ist  am  20.  Februar  d.  J.  im 
Alter  Ton  53  Jahren  gestorben. 


6.  V«r]iiiB«lite6. 

IiOomis-QedeixktafeL    In  der  Gedächtnishalle  der  Yale-üniTersität 

i'it  eine  Gedenktafel  für  Elias  Loomis  angebracht  worden,  der  von  1860 
bis  1889  als  Profe<!sor  der  theoretischen  Physik  und  Astronomie  an  der  ge- 
nannten Universitiit  wirkte. 


Lltttrarisehes. 

1.  Nottm  lud  Beepreeliiingeiu 

J.  Sommer,  Prolüsäoi  an  der  Technischen  Hochschule  in  Danzig, 
Vorlesnngen  über  2Sahlentheorie.  Einfühi-ung  in  die  Theorie  der  algebra- 
iaehen  ZahlkOrper.  Mit  4  Figuren  im  Text  [VI  u.  860  S.J  gr.  8* 
Leipug  1907,  B.  0.  Teubner. 

Wie  es  schon  der  Titel  des  kleinen  Buches  zum  Ausdruck  bsingt,  be> 
schäftigt  sich  dasselbe  nnr  mit  einem  Zweige  der  Zahlentheorie.  —  Seitdem 

Gauß  die  Arithmetik  dun  h  Aufnahme  der  komplexen  Zahlen  a  +  bY —  1 
erweitert  hat,  ist  eine  großzügige  Theurm  d^r  allgemeinen  algebraischen 
Zahlen  entatandeui  deren  Entwicklung  vor  allem  an  die  Namen  Eiunmer, 
Dixichlet,  Dedekind,  Kronecker  und  einiger  rflhmlichst  bekannten  neueren 
Mathematiker  m<Ai  knflpft.   Mehrfadi  hat  die  Theorie  ihr  Anssehen  stark 
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TerSodert,  und  wir  bentzoo  Yon  den  berufensten  Seiten:  Dedekind,  Hilberfe 

tind  Kroni'cker  Honsel .  sowie  reueHings  von  Herrn  Bachmann,  rusammen- 
fasseude  Dareteliungtni  nntw  verschiedenen  Gesichtspunkten.  —  Nafh  diesen, 
den  allgemeinsten  Fall  umiasseudeu  Darstellungen  schien  es  mir  nuiziicli,  eine 
mSglichrt  elementar  gehaltene  EinfOhrung  in  die  Problem«  und  Tatsachen 
der  allgememen  ZahlenÜieOTie  zu  schaffen,  dmrh  mm  spezielle  Behandlung 
der  elementaren,  ({uadratischen  und  kubischen  Zahlkörpei.  DIosps  Vorgehen 
ist  ja  auch  wissenschaftlich  um  so  mehr  berechtigt,  als  die  Theorie  des 
quadratischen  Zahlkörpers  die  quadratischen  Formen  umfaßt,  welche  in  den 
ElenMutfio  der  ZaUentiieoria  stets  bebandeli  werden.  Indem  mb  bestrebt 
war,  dem  Leser  dieses  Büches  einen  Einblick  au  Terschaffen  in  die  wichtigsten 
¥n^g&a  der  Kttrpertlieorie  und  in  den  Reichtum  ihrer  Resultate  und  An- 
wenduner'^n  ergab  sich  di*-  tolgemlr  Disposition:  1.  Einleitung,  Zusammen- 
stellung einiger  Sätxe  der  elementaren  Zahlentheoric  mit  Beweisen,  soweit 
deren  Anf&hrong  das  Studium  des  folgenden  erleichtan  kann.  3.  Der 
quadratische  ZaUkOrper.  8.  Anwendung  des  quadratischen  Zahlköipe»  auf 
die  Untersuchung  der  Diophantischeu  Gleichung  ^  -|-  =  5**  (n  ==  2,  3,  4) 
und  auf  die  quadratisclien  Formen.  4.  Georaetrisf  h»>  Dcntune  'ler  quad- 
ratischen Zahlen  und  der  Ideale.  5.  Der  kubische  Zalilkürper.  6.  Der 
relativ  quadratische  Zahlköqjcr;  Beispiele  von  Klassenkörpem  und  Besi- 
prositütsgesetse  im  (quadratischen  ZahlkArper.  Am  Schlüsse  des  Buches 
finden  sich  Tabellen  von  Kliisscn,  Klassenan7jdilen  und  Qesdileehtent  quad- 
mtisclur  Kör|)f'i-.  Eiiiitrt"  liier/u  beigefngte'n  Bf^merkurgen  zeigen,  welche 
Erleichterungen  tViv  Theorie  selbst  fClr  die  uumurisehen  Rechnungen  gewährt. — 
Ich  habe  natürlich  gesucht,  mit  den  einfachsten  Methoden  zum  Ziele  ku 
gelangen,  und  habe  mich  Oberhaupt  derjenigen  Behandlung  der  Theorie 
angeschlossen,  die  mir  als  dii-  einfachste  erscheint  und  welche  man  in  den 
Arbeiten  von  Hurwitz  und  Hilbert  niedergelegt  fiii'lel  Dieselbft  ist  mir 
noch  be.sonders  nahe  gehrafht  worden  durch  eine  von  Herrn  Hilboi  t  i  Wmler- 
seu)e:>ter  1897/98)  gehaltene  Vorlesung,  welche  mir  vorbildlich  war  für  die 
Abfassung  des  ganaen  Buches. 

Langfuhr-Danxig.  J.  Sohmrk. 

W.  F.  Osgood,  l'iMtr.s>oi-  'l'-r  H  Mvard-rniviTsitiii.  t'anihridge,  Mass. 
[\.  8t.  A.),  Xiehrbuoh  der  Fuaktiouontheorie.  In  2  Bänden.  I.  Band 
In  2  Liefeituageo.  II.  Lfg.  (A.  u.  d.  T.:  B.  G.  Teubners  Sammlung  tou 
Lehrbiichern  auf  dem  Gebiet«  der  mathematisclien  Wissenschaften  mit  Ein- 
s<  blaß  ihrer  Anwendungen.  Rand  XX,  l.)  Mit  150  Figmren.  [XU  u. 
S.  307  — 042.]    gl-.  8.    Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 

Näheres  siehe:  Jahresboricbt  der  Deutschen  Mathematiker  Vereinigung 
XV.  Band  (1906)  Seite  1 1  und  Seit.'  162  (angezeigt  von  F.  Bernstein  in  Halle). 

Harris  Hancock,  Pii   T>.  (Berlin),  Dr.  Sc.    Parisl  eti .  Lectures  on 

tue  CalculuB  of  Variatioas  (Thn  Weier.strassian  Theorj)  (Cniversitj  of 

üinciuuuti  Bulletui  ot  Matheniatios  No.  1/  [XVI  u.  2'.»2  S.j  4**.  Cincinuati 
University  Ftess  1904. 

Wie  der  Autor  bereits  in  seiner  Vorrede  erklttrt^  beabsichtigt  er  nicht 

Originellfs  zu  bieten,  sondern  begnügt  .sieh  damit,  den  Inhalt  der  Weit rsd  iiß- 
scheu  Vorlesung  über  Variationsrechnung,  die  er  durch  eine  im  Besits  des 
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Berliner  Matlxemu dächen  Yereiuä  bttündliclie  Ausarbeitung  kennen  gelernt 
hat,  wiederzugeben;  {eamßr  stfltzt  er  sieh  aueh  wosentUcli  auf  die  Torlestuig, 
die  er  in  Berlin,  bei  Herrn  Prof.  H.  A.  Scbwarz  gehört  hat. 

Der  Wert  seines  T^t^ches  bestebt  letliglicb  darin,  eine  ziemlieh  treue 
Wiedergabc  dieser  Berliner  Vorlesungen  zu  Söin;  zwar  sind  durch  die  Dis- 
sertation von  E.  Zermelo  und  das  Lehrbuch  von  A.  Kaeser  das  Wesent- 

der  WeientnOedien  Methoden  «udi  dem  groBen  PablÜRnn  zugänglu^ 
geworden  I  vieles  InteresMuite  in  den  AoilBkrongea  war  aber  dabei  nicht 
zum  Anadruck  gekommen,  während  andererseits  die  Schwarzsehe  Auffassung 
nur  seinen  direkten  Zuhörern  bekannt  sein  konnte;  freilich  kann  aber  das 
Haucocküche  Buch  nur  ala  ein  vorläufiger  Ersatz  iiu*  den  V.  Band  der 
Werke  von  Weierstraß  gelten^  welcher  die  Variationsrechnung  enthalten  solL 
In  den  ersten  drei  Kapitehi  werden  im  AnschluA  an  die  Schwarzsohe 
Yorleavng  einige  spezielle  Probleme,  insbesondere  die  minimale  Rotations- 
flEche,  vorwiegend  mit  speziellen  Methoden  bebandelt.  Im  fünften  Kapitel, 
das  von  der  Notwendigkeit  des  Verschwindena  der  ersten  Variation,  sowie 
von  der  Aufstellung  der  Differentialgleichong  des  Problems  handelt,  wird 
die  3CU  Tariierende  Kurve  von  Tomherein  als  regnllr  analjtiscih  angenommen 
und  diese  Voraussetzung  damit  b^rfindet,  daß  im  entgegengesetzten  Falle 
die  Kurve  „nicht  Gegenstand  von  mathematischen  Untersuchungen"  hatte 
sein  können  (p.  75).  Unter  dieser  Annahme  hätte  aber  die  Ueinesche 
Methode  (in  welcher  öy  dem  Lagrangescben  Differentialausdruok  proportional 
angenommen  wird)  ohne  weiteres  zum  Ziele  geführt,  wEhrend  die  tob. 
Schwarz  entlehnte  viel  kcnnpliziertere  BUfsfünktion  lediglkh  die  Be- 
stimmung hat,  die  üntflnuehiing  auf  nicht  analytische  zweimal  differen- 
zierbare  Funktionen  auszudehnen. 

Ln  Kapitel  X  wird  nach  Weierstraß  mit  Hilfe  der  zweiten  Yariationn 
bewiesen,  daß  ein  Extremaleuätück,  welches  kein  Paar  konjugierter  Punkte 
enfhSlt  nnd  Üngs  welchem  die  Legendrasche  Bedingung  >  0  erfBllt  ist, 
wirklich  edn  Minimum  liefert;  der  angeführte  Beweis  l)edarf  aber  einiger 
Ergänzungen  (z.  B.  §  lo7  wo  der  Beweiij,  daß  die  Koeffizienten  /,  r/, 
einer  quadratischen  Form  gleichzeitig  mit  den  Maximalwerten  der  Funktionen 
Ii  'h  S  »  ^^'^^  ^^^1  konvergieren,  erbracht  werden  konnte).  So  wird 
auch  in  der  Theorie  der  WeierstnJscheii  JS^Funktion  (Kap.  XII)  WesenfUefaes 
mid  weniger  Wichtiges  ohne  ünterschied  hintereinander  referiert,  nnd  die 
Ableitung  des  Satzes,  daß  die  von  Weierstraß  gefundene  Bedingung  auch 
hinreichend  ist,  um  ein  starkes  \finimum  zu  liefern,  erscheint  u.  a.  in 
einer  durch  den  Autor  nicht  sehr  glücklich  modifizierten  Form  desjenigen 
Beweises,  den  Schwarz  angegeben  hat  (pag.  178). 

So  dürfte  denn  das  Buch,  in  weldiem  die  Onmdgedanken  der  Bewmse 
nicht  deutlich  genng  hervorgehoben  werden,  weniger  ziir  Einführung  in 
die  Variationsrechnung  dienen  können,  als  vielleicht  demjenigen  gute  Dienste 
leisten,  der  den  fTegcnstand  sehon  kennt,  die  vorhandenen  Lücken  ergänzen 
kann,  und  dem,  durch  die  vielen  wichtigen  Entwicklungen  und  geistreichen 
Methoden,  die  von  WeierstraB  und  Schwärs  herrfihreii,  viel  Anregendes 
geboten  wird.  So  wird  z.  B.  im  dritten  Kapitel  bei  Gelegenheit  der  Kon- 
stant enbestimuniug  der  Kcttenlinie  von  gegebener  Leitlinie,  welche  zwei  yoi^ 
geschriebene  Punkte  entblllt,  eine  unpublizierte  Untersuchung  von  H.  A.  S  ch  warz 
gegeben,  wobei  schöne  geometrische  Methoden  zur  Anwendung  konuuen, 

JahiMb«ri«bt  d.  Peataobsa  lbt]iera.-yeieiiilfang.  XVI.  Heft  i.  11 
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wabrend  in  Kapitel  XY  gewisse  isoperimetrische  Probleme  mit  eigenartigen 

Randbc(]iiijriinfren  behandelt  werden,  zu  welchen  Weierstraß  ans  Anlafl 
der  bekannten  iSteinerschen  Untersacbaiigen  über  Variationsproblcme  ge- 
führt worden  war.  C.  CARVTiit^ODORY. 

American  Mathematioal  Monthly.  Die  Leitung  dieser  Zeitschrift, 
welobe  seit  August  1906  unter  den  Auspizien  der  Universiiy  of  Chicago 
ersdieiBt,  liegt  von  jetzt  ab  in  den  Händen  TOn  B.  F.  Finkel  und 
H.  B.  Slaughi  unter  Mitwirkung  von  L.  E.  Dickeon. 

Beviie  trimestrielle  de  MathämatlqueB  pures  et  appliqades.  Unter 

dioscm  Tltfl  beginnt  dcmniidist  eine  none  mathematische  Zeitschrift  zu  er- 
scheinen; die  Redaktion  lie<,4  in  den  Hünden  des  Herrn  Emil  Weber  in 
Lüttich  (Belgien),  rue  du  Mambour  10.  Das  Programm  des  neuen  Organs 
ist  Mn  sehr  Ineites:  bb  med  die  gesamte  reine  und  angewandte  Mathematik 
berficksiehtigt)  insbesondore  Metageometrie»  allgemeine  Meebanik,  die  mathe- 
matische Theorie  der  Elastizitüt,  die  ricometrie  des  Dreiecks  und  des 
Tedraeders.  Die  Revue  wird  in  Uktav formal  erscheinen  und  jülirlich  einen 
Band  von  300  Seiten  umfassen;  der  Bezugspreis  wird>lö  Francs  betiaL,au. 
Wir  sind  durch  eine  Mitteilung  des  Herausgebers  in  der  Lage,  den  Inhalt 
der  Nummer  1  der  Reyne  hier  anzugeben,  nSmlieb:  L  Jules  Andrade, 
Sur  respaoe  vectorielle,  ^tude  de  statique  generale.  IL  Gino  Loria,  Sur 
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Arükel.  Ah  Preis  für  12  iJoiren  i;'2  S.  werden  höchstens  10  an- 
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of  the  definite  integral.  Munning,  A  note  on  transitive  gronps.  Eisenhart, 
Dilleieiitial  geonetfy  of  %  dlmeoiiimal  spaee.  Notiees. 

Bniletiii  of  the  Ameriean  Mathenatteal  Soela^,  Toi.  Xm.  Nr.  9t. 

Cole,  The  thirteenth  summer  meeting  of  the  American  Mathemaiical  Suciety. 
Snyder,  The  New  Häven  Colloquium.  Lebou,  Tbeory  and  factor«  ut  a  number. 
Schweitzer,  Un  a  fundamental  relation  in  abstract  geometiy.  Lehmer,  Un 
the  orderly  lieting  of  »ubititationf.  Hatoliiiieon,  The  Boebm  Colloquimn. 
Note«. 

Balletin  of  the  Ameriean  Xatbematleal  Society.   Vol.  XIII.  Nr.  3. 

Manning,  Tlie  September  raecting  of  the  San  Francisco  Section.  — Wilc- 
xyuski,  Projective  ditierentiai  geometry.  —  Hutchinson,  On  loci  the  COor> 
dinates  of  whose  points  are  Abeiiaa  fnnctiona  of  three  rariablM.  —  C arT er,  Aaeoeiate« 
oonfigorations  of  the  Gaylay-Teronese  class.  —  Wilson,  Von  Helmholtz.  —  Bließ, 
Picrpont's  theory  of  funcfcioo«.  —  Synder,  Tbe  mathematical  tripoe  for  1906. 
Sborter  Notices.  Notes, 

Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society.    Vol.  XIII.    Nr.  4.  • 

Cole,  The  October  meeting  of  the  American  mathematical  Society.  — 
Frieell,  The  Stattgait  meeting  of  tiie  Denteohe  Mathematiker-Teteinignng.  — 
Feixoe,  A  new  approximate  constniction  for  tt  —  Kellogg,  Note  on  conjngate 

Potentials.  —  Miller,  Groups  of  order  containing  exactly  p  +  l  Abelian  s'ib- 
stitutions  of  order  /)"'"'.  Richardson,  Note  on  Systems  of  in-  and  circnrnBcribed 
polygons.  —  Pierpont,  Hermite'd  Works.  —  Snyder,  Projectire  ditferential 
geometry.  Siunter  noticee.  Notei. 
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TrABSMtiovt  4»r  tke  AMerlMB  XitlieiMitleAl  SMiety.  YoL  7.  Ko.  4. 

Bolsa,  Weierstraß'  theorem  on  transvenala  for  (he  most  general  caee  of  aa 
extrpmnm  ot'  a  einiplo  definite  integral.  Pierpont,  Area  of  carved  BorfacM. 
Manning,  On  multiplj  traoBitive  groupa.  Stickeiberger,  Zac  Theorie  der 
vottstSnd^  ledazibleii  Gnippen,  die  ta  einer  Qmppe  linearer  homogeoer  Bub- 
stitutionen  gehören.  Dickson,  On  commutaiive  linear  algcbras  in  Trhich  division 
is  alwajs  uniquely  posm'ble.  B!  ich  ft  l  dt,  On  the  order  of  linear  liomof^eneous 
groups.  Hutchinson,  Un  automorjibic  groups  wbose  coefhciente  are  intagers  in 
a  quadratie  Seid.  Monlion,  A  clara  of  periodic  solntiona  of  the  piohlem  of  three 
bodies  with  application  to  the  lunar  theory.  McDonald,  A  problem  in  the  ro- 
dttctioD  of  hjrperelliptic  integral«.  Haskin«,  On  the  differential  inrariante  of  a 
plaue. 

ProceedingH  of  the  London  Xathematical  Society*  Serie«  2.   Vol.  4.  Part.  4. 

Elliot,  On  perpetaant«  and  contra -perpeturate.  Hardj,  Some  tbeorems 
connected  with  Abel 's  theorem  on  the  cotinuity  of  power  «eriea.  Jourdain,  On 
the  quc'stiou  of  the  existence  of  transitive  numberB.  Hnrnes,  On  certain  functions 
dehued  by  Taylor 's  äeries  of  hnite  xadiud  of  convergence.  Dixou,  Ou  a  quesiion 
in  the  theory  of  aggregatei.  Sbeppard,  On  the  aeeumoy  of  interpolation  hj 
finita  differeneei. 

Frocedlagt  et  the  tondon  Matliemitie«!  filoeielgr«  Sexiet  2.  Yol.  4.  Fftrt  5. 

Sbeppard,  On  the  accuracy  of  interpolation  by  finite  differences.  —  Russell, 
On  the  {»eometrical  intcrprctation  of  apolar  binary  form».  —  Routh,  On  the 
motion  of  a  swann  of  particles  whose  centre  of  gravity  deecribes  an  eUiptic  orbit 
of  •Stall  eocentricity  round  the  ron.  —  Cnnningham,  On  linear  differential 
equations  of  rank  iiin'ty.  —  Morlpy,  On  two  ciible  curves  in  triangulär  rclation. 
—  Roge  TB,  Supplemcntary  note  on  the  repreaentation  of  eertain  asymtotic  eeries 
ae  convergcut  continued  fractions.  —  Filou,  On  tho  cxpanaion  of  polynomiak  in 
seriea  of  fünctions. 

FnMMila«s  «f  tk«  Royal  8oelety  of  Bitagbwffe.  Yol.  XXTI.  N.  IV.  No.  V. 

Milne,  A  new  fonn  of  bannonic  syntbetiser.  —  Muir,  The  theory  of  alteir- 
nanta  in  the  liistorical  ordrr  of  dcvelopment  up  to  18<50.    Muir,  The  Theoiy 

of  pirculantH  in  tho  historical  urflcr  of  dcvelopment  up  tu  ISßO 

Rendiconti  dcl  Cireolo  Matcmatlro  di  Paleruu».   Tomo  XXU.  Faec.  I  1906. 

Frischet,  Sur  quelques  points  du  calcul  fonctionnel.  Bianchi,  Uicerche  sulla 
deformaeione  drile  qnadxiöhe.  Paaoal,  Snllft  equivalenta  dt  dne  aittemi  di  fhnne 

differenziali  multiliueari,  e  au  qnelle  di  due  forme  differenxiali  coniplete  di  2' 
ordine.  Sbrana,  Soprn  cprti  invihippi  di  sfere  Nicroletti.  Su  nn  teorcma  di 
Krouecker  della  teoria  dei  ilctenninanii.  Dalviub,  Sul  uiuto  d'uu  liquido indeliuitu 
eon  un  filetto  voxtieoao  di  forma  qualnnqne. 


4.  Katalog». 

Oauthier* Villartl,  Parii.  Yerlagianaeigen. 

W«  HeflTer  &  Sons,  Cambridge,  England.  Catalogne  of  second^haad  books  relating 
to  ^IfithcmaticB,  FbysicB,  Aitronomy  and  Early  Science.  Inclnding  the  Ubrary 
of  the  late  Prof.  Joly. 

A«  BavtlelVy  Zürich.  Antiquariatalratalog  Nr.  9C5.  Phyeik,MattLematik,  Aitronomie. 
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5.  Bei  d«r  fiedaktton  eingegangene  Seluiften. 

[Ütol,  TttüM  usw.  der  eiageBandten  Sehrtften  werden  hier  regebn&ßlg  TeröffentUoht. 
Bespiechuagm  geeigneter  Bücher  bleiVrti  voiLtlKiltoQ.    Eine  UflckMndiiiig  der 

eingegangenen  Scbrüten  kann  nicht  erfolgen.] 

W.  Ahrens,  Briefwecbeel  zwischen  C.  G.  J.  Jacobi  und  M.  H.  Jacobi  Mit  awei 

Bildnissen.   Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner.   JC  7.50. 
Bericht  Aber  die  Verhandlungen  der  Tagimg  ▼on  HoehichnUdbreni  rar  Bentang 

über  Tolkstümlicho  Hoclisrbulvortriirre  im  deatschen  Spracli^'obiete.  (Zweiter 

deutscher  VolkshochschulUg.)    lieip/.ig  1906,  B.  G.  Teubner.  3.—. 
U.  Broggiy  Traite  des  assurances  sur  la  rie  avec  ddrcloppementg  sur  le  calcul 

des  piobabitiMi.    Tmduit  de  ritalien  par  S.  Lattii.   Aveo  one  prtfaee  de 

M.  Achard.    Paria  J007,  A   TTtTraann.    Fih.  7.50. 
F.  Crantz,  Arithmetik  and  Algebra  zum  Selbstunterricht    Erster  Teil.  Die 

Bechntragsarten.    Gleichungen  enteo  Grades  mit  einer  and  mehreren  lTn> 

bekannten.  Gleichungen  z-weiten  Grades.  Mit  9  Figuren  im  Text.  [Aua  Natnr 

un.l  (ieist^'.^w^lt,  120.  Bftndcher],    Ldpri^j  1901*,  B.  G.  Teubner.  1.26. 
E*  Cinber,  V  orlesungen  übet  Differential-  und  Integralrechnung.    Zweiter  Rand. 

Mit  87  Figuren  im  Text.  Zweite,  sorgfältig  durchgesehene  Auflage.  Leipzig  1906, 

B.  G.  Teubner.  lÄ.— . 
0*  Dsiobek,  Die  Ornndlagen  der  Mechanik.    Mit  zahlreichen  Abbüdnngen  im 

Text.   Berlin  ll»u7,  E.  S.  Mittler  und  Sohn.   JC  Q.—. 
J.  Henriel  und  P.  Trentteln,  Lehrbuch  der  Elementar-Geomeirie.  Zweiter  Teil. 

.\hnllcbc  und  persiM-Ivtlve  .VbMlduiif,'  in  der  Kboiie  'Kcgelscbiiitte\  B<'rechmm^'cn 
der  ebenen  Geometrie  (, Trigonometrie)  nebst  einer  Aufgabeu-Sammlung.  '6.  Auti. 
Mit  185  Fig.  in  Holzschnitt  u.  einem  Kärtchen.  Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner.  JC  3.30. 

0«  HcKse^  Vorleeungcn  aus  der  analytischen  Geometrie  der  geraden  Linie,  des 
runkto«  und  des  Kreises  in  der  Ebene.  Vierte  .Viifbige.  Revidiert  und  ergftnzt 
von  a.  Gundelfinger.   Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner.   JC  6. — . 

1f.  LAekfty  Lehrbuch  der  Astronomie  und  der  mathemaUteben  Geographie. 
2.  Auflage.  I.  Teil.  Spb&rische  Astronomie.  Für  das  Selbstitndiam  und  zum 
Gebrauche  an  Lohra n.*taUen.    Bremerhaven  1907,  L.  v,  Vangerow.    J(.  5. — . 

IV.  Meierhoifery  Gleichgewichte  der  Stereomcren.  Mit  einem  Begleitwort  von 
J.  H.  van  t*Hoff  und  88  Figuren  im  Text.  Leipzig  1906,  B.  G.  Teubner.  JL  9.40l 

Heinrich  Müller,  Vierstellige  Logarithmen -Tafeln.  Für  die  Hand  der  Scbfiler 
7:Tis;)mtnonL'-f.st<'llt.    Loipzirf  10'"*'',  R  0.  Tfnbncr.    Jf.  '>.25. 

iTuuz  .\apravuik,  Vollständig  gelöiite  MaturitäUaulgaben  aus  der  Mathematik. 
Ffir  Spieler  d«r  obersten  Klassen  an  Bealschnlen  und  Gymnasien,  sowie  zum 
Sei' -^t^ttidiiiin.    Wien  inoT.  Prati/  r>cntikn, 

F.  Pletzker*  l^ehrgang  der  Elemontar-Matheniatik  in  zwei  Stufen.  Teil  I.  Lehr- 
gang der  Unterstufe  (enthaltend  den  Lehrstoff  für  die  sechsklaesigen  höheren 
Schulen,  sowie  für  die  unteren  und  mittleren  Klassen  der  VoUanetalten).  Mit 
207  in  den  Text  gcdrucktf^n  Fifniren     L.  i|v/in-  i^Ofi,  B.  G.  Teubner    JC  8.20. 

A«  SehUllie}  Aufgaben- Sammlung  aus  der  Arithmetik  nebst  Auwendongen  aut 
das  bflzgerliche  Leben,  Geometrie  und  Physik.  Enter  TeU,  fÜi  die  mitUereD 
K  lassen  höherer  Schulen.  Mit  7  Figuren  im  Text.  Leipcig  1908,  B.  G.  Teubner. 

.f{.  2  20. 

J.  Sommer,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie.  Einfilhrang  in  die  Theorie  dex 
algebraiscfaea  Zahllcftiper.  Mit  4  Figuren  im  Text.  Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 
Ji  U.— . 


Bericht  Illing. 

In  dem  gegenwärtigen  Jahresbericht  muß  es  S.  91,  Z.  10  heißen:  den  Loga* 
rithmua  einer  ZabL 
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Bibliograpbiscli-HistorteelieB  zur  Erinnenm^  an 

Leoükard  Ealer. 

Von  Felix  MüiiLBB  In  Friedenau, 
(menv  ein  Bildnu«)  Eulen  eis  Titelbild.) 

Am  15.  April  dieses  Jahres  feiorn  wir  Matbemaidker  die  200ste 
Wiederkehr  des  Tages,  an  welchem  Leonhard  Euler  zu  Basel  ge- 
hören wnrde.  Bei  Gelegenheit  dieses  bevorstehenden,  für  die  Gesdbichte 
der  Mathematik  bedeutungsvollen  Jubiläums  möchte  ich  hier  einen 
Beitrag  zur  Erschließung  derjtnipren  literarischen  Quellen  geben,  auf 
welche  das  für  alle  MathpTnntikpr  stets  fruchtbare  Studium  der  Schriften 
Leonhard  Eulers  zurückzuführen  ist.  Eirgedonk  der  Aufgaben,  mit 
denen  die  Deutsche  Mathematiker-Vereinigung  die  von  ihr  eingesetzte 
bibliographische  Kommission  betraut  hatte,  hoffe  ich,  mit  den  folgenden 
bibiiographiscb-historischen  Hinweisen  7!i<^1eieh  allen  denen  einen  Dienst 
zu  erweisen,  weiche  sich  mit  der  Geschichte  der  Mathematik  im 
Ji^^VlII.  Jalirhundert  beschäftigen. 

Drei  Länder,  die  Schweiz,  Rußland  und  Deuteehlaud ,  nennen 
Leonhard  Euler  mit  Stolz  den  ihrigen.  Die  gesamte  mathematische 
Welt  liegt  den  Wunsch,  daß  bei  der  200sten  Wiederkehr  seines 
Gehurtistages  sich  die  Sciiwei/-,  das  Vaterland  Eulers,  —  daß  sich  die 
Petersburger  Akademie,  der  Eulcr  zweimal,  in  der  Jahren  1726  bis 
1741  und  1766  bis  1783,  angehörte,  —  daß  sich  die  Königlich  Preußische 
Akademie  zu  Beriin,  die  Euler  in  den  dazwischen  liegenden  15  Jahren 
sn  ihrem  Hitgliede  zahlen  durfte,  der  Ehrenpflicht  erinnern  mögen, 
eine  Ausgabe  dsr  „GasammeUen  Werkst"  dieses  grofien  Mathematikeri 
SQ  Tsnunialteii.  Mit  Tereinten  Kiifien  wäre  es  wohl  mdglidi,  diese 
sehon  wie4€rholt  geplante,  aber  noch  immer  schmerzlich  vermifiie 
Gesamtansgabe  sustande  sn  bringen.  « 

Im  Anfange  des  Torigen  Jahrhunderts  entwarf  die  Akademie  su 
8i  Petersburg,  besonders  auf  Anregung  ihres  groBen  MathematikerB 
Nied  au  8  von  PuB,  des  Schwiegersohnes  Enlers,  einen  Plan  sur 

1)  Die  Vorlage,  ein  Kupfenticb,  wurde  von  Herxn  Geheimrat  Chun  in  Leipzig 
aas  dsia  NadtlaB  des  Tentorbeaen  PtoSumr»  P.  J.  HObia«  fieundliehat  rar  Ter» 
ftguig  gestellt.  O. 
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Fiatx  Müllub: 


Henuiigabe  der  Werke  Eulers,  sehreekte  aber  Tor  den  KottsE  suritoky 
die  räie  GeBamtmegabe  eh  ▼emnachen  drohte.  Sie  begütigte  sieh 
damit,  im  Jtiae  1849: 

Leonardi  Eni  er  i  Opera  minora  collecta  1.  II.  Commentationes 
arithmetiGae  eolleetae.  Anapicüs  Academiae  Imperiaüs  Seieatiamm 
Petropolitanae  ediderant  anetoria  prunepotea  P.  H.  FuB  et  Nia  Faß 
Petropoli.  I.  584  p.,  IL  651  p.  4^ 

und  im  Jabre  1862: 

Leonardi  Euleri  Opera  poetuma  mathematica  et  pbjBica^  anno  1844 
deteeta,  quae  Academiae  Scientiamm  PetropoUtanae  obtnlenmt 
ejusque  auspicÜB  ediderant  anetoris  praenepotes  Paulos  Henrioua 
,  Fuß  et  Nieolans  Fuß.   Petropoli.  L  588  p.»  U  826  p.  gr.  4* 

erscheinen  zn  lassen.  Eine  Gesamtausgabe  der  Werke  Eulers  schätzten 
die  Heransgeber  auf  25  Knde  in  4*  au  je  640  Seiten. 

Einen  zweiten  schwachen  Yeiauch  machten  Belgische  Ifathe- 
matiker  mit  5  Binden  in  8^^  die  unter  dem  Titel: 

Leonard  Euler,  Oeuvres  compl^tes  en  fran9ais,  publiees  pur  Dubois, 
Drapiez,  Moreau-Weiler,  Feichen  et  Ph.  Yandermaeleu. 
Bruxelles  1838,  1839, 

erschienen. 

Ein  erstes  Verzeichnis  der  Schriften  L.  Eulers  gab  sein  Sriiwieger- 
sohn  Nie.  Fuß  in  dem  „Eloge  de  M.  Leonard  Euler,  lu  k  l'Academie 
Iriipenale  des  Sciences,  dans  son  Assemblee  du  2;5  Octobre  1783  par 
Nie.  h'uüi,  avic  une  liste  complete  des  Ouvrages  de  M.  Euler". 
St.  Petersbourg  1783  (Deutsch  mit  Zusätzen,  von  demselben,  ßerlin  1786). 
Auch  Nova  Acta  Ac  Petrop.  1,  ad  an.  1783,  Petr.  1787.  Hist 
159—212. 

Nach  dem  am  18.  September  (a.  St.  7.  Sept.)  1783  zu  Si  Peterabar|^ 
erfolgten  Tode  Eulere  erschienen  noch  fitat  fünfzig  Jahre  hindurch 
Abhandlungen  toh  Euler  in  den  Publikationen  der  Petersburger 
Akademie^  Eine  „Liste  complete  et  syst^matique  des  OuTrages  de 
Leonard  Euler''  gab  1843  der  Sohn  von  Nie  Fuß,  Paul  Hein- 
rich Fufi,  in  seiner  Gorrespondance  math^matique  et  physique  de 
quelques  c^^bres^geom^tres  du  XVIII.  siäde.  2  t.  8*  St.  Petersbourg. 
If  57 — 121.  Dieses  Yenseichnis  wurde  mit  einigen  Ergänzungen  wieder 
abgedruckt  in  den  oben  angeführten  Commentationes  arithmeticae  I,. 
1849,  und  ebenso  in  den  Opera  postuma,  I,  1862. 

Um  Yon  neuem  aur  Herausgabe  der  gesammelten  Werke  Eulers 
anzuregen  und  eine  solche  vorzubereiten,  veröffentlichte  Herr  Joh.  Hagen 
neuerdings  ein  systematisches  Veneichnis  der  Schriften  Eulers  u.  d.  T.:. 
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BiUiographiiehcUiitorisehes  sni  firinneEttng  Mi  Leonhud  Enler.  18? 

„Index  Operum  Leonard!  Euleri;  Gonfeetos  a  Joanne  G.  Hagen 
8.  Directore  speealae  Mtronomieae  eoUegü  GeorgiopoUtui  Washiagtuu 
D.  G.^  Berolini,  Felix  L  Dunes  1896.  YID,  80.  8* 

Binige  Erglnznngen  nnd  Verbewerangen  gab  Herr  G.  Yalentin, 
„Beitrag  aar  Bibliographie  der  Enlereeken  Scbriften^.  -  BibL  Bnafh. 
(2)  12,  1898,  41—49,  und  Henr  Friedricli  Engel  in  seiner  Beiension 
des  Index,  Z.  f.  Maik  n.  Phys.  42,  1897,  HL  Abi  200— 208.  v 

Aus  diesen  Veneichnissen  ersehen  wir,  daß  L.  Suler  einer  der 
frttchtbanten  mathematisehen  Sehriftsteller,  ja  Tielleieht  der  fraohtbarste 
wsr.  Wir  Terdenken  ihm  mehr  als  30  Einseiwerke  in  ca.  50  Binden, 
und  aufier  diesen  mehr  als  800  Abhandlangen.  Diese  Ffllle  der 
litenorischen  Produktion  ist  nm  so  erstaunlicher,  als  Enler  schon  im 
jugendliehen  Alter  von  26  Jahren  infolge  einer  schweren  Etknitknng 
die  Sehkraft  auf  dem  rediten  Auge  einbüßte  und  im  Jahre  1766,  bald 
nach  seiner  Rückkehr  an  die  Petersburger  Akademie,  vollständig 
erblindete.  Aber  durch  diesen  Verlust  wurde  seine  Arbeitslust  nicht 
gelähmt;  gerade  in  den  letzten  17  Jahren  seines  Lebens  schuf  er  mehr 
als  die  Hälfte  seiner  Werke.  Diese  diktierte  er  teils  seinem  Schreiber, 
einem  einfachen  Schneider,  teils  seinem  Sohne  Johann  Albrecht  Ealer 
nnd  seinem  Schwiegersohne  Nicolans  Fuß  in  die  Feder.  Grftson 
erzählt,  daß  Euler  den  ersteren,  der  ein  geschickter  Rechner  war, 
durch  die  Herausgabe  seines  Lehrbuches  „YoUständige  Anleitung  zur 
Algebra,  St.  Petersburg  1770.  2  Teile  S,"  soweit  in  der  Mathematik 
vorbereit^'te,  daß  er  das  Diktierte  verstehen  konnte.  Das  genrmnte 
Lehrbuch  fand  einen  solchen  Anklang,  daß  es  ms  Lateinische,  brnDz'ö- 
sische,  Kussische  und  Englische  übersetzt  wurde  (s.  Yaleutin,  L  c 
8.  42).    Wir  nennen  hier  nur  folgende  Ausgaben: 

It,  Euler.    Elements  d'algebre,  traduits  de  railemand  par  J.  Bernoulli. 

Lyon  1770  u.  1774.  8.  Nouv.  ed.  avec  des  additions  de  Mr.  de  la 

(iitiuge.    Paris  2  v.  8.  1795. 
L.  Euler.     Vollständige  Anleitung  zur  niedern  und  hohem  Algebra, 

nach  der  franz.  Ausgabe  des  Herrn  de  la  Orange  mit  Aurnerkungeu 

und  Zusätzen  herausg.  von  Joh.  Philipp  Griison.    1.  Berlin  179B. 

X,  ni2.  8®.  IL  1797.  VI,  404.  8;  III.  (Zusätze  von  Lagrange;, 

übers,  vuu  Kausler.    Frankfurt  1796. 
Schon  30  Jahre  früher  hatte  Euler  eine  elementare  Arithmetik 
geschrieben:  ^^inleitong  zur  Rechenkunst  znm  Gebaueh  des  Gjmnasii 
bes.  der  Kais.  Aksd.  der  Wiss.  in  8t  Peiersbuig^.   St.  PeteEshurg 
1788—40.  2  Bde.  8«. 

Auf  YeranlasBung  der  Gebrüder  Daniel  und  Nicolans  Bernoulli 
war  Euler  sIs  Adjunkt  der  mathematischen  Klasse  der  Petershniger 
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Akadanio  benif«ii  worden.  Aber  •&  denueLbea  Tage^  ui  dem  Euler  iu 
Petonburg  eintiaf,  starb  die  höbe  Pkotektorin  der  Akademie^  Katha- 
rina L  Da  ihr  Nachfolger  Peter  U  mehr  dem  Mititir  als  den  Wiaaen- 
Schäften  zugetan  war,  aah  aieh  Enier  genötigt,  drei  Jahre  lang  ala 
Sehifiaientnant  au  dienen.  Dieaer  Zeit  dea  praktiachen  Harinedienatea 
Tardanken  wir  eine  Reihe  von  Sduriften,  durch  welche  Euler  die 
wiaaenadnaftliche  Nantik  begrflndete.  Nachdem  er  schon  mit  einer  im 
Jahre  1728  rerfaSt^  Preiaachrift:  ,^ur  la  matftre  dea  vaiaaeanx''  daa 
Aooeaait  der  Aeademie  dee  aeiences  an  Parts  gewonnen  hatte,  gab  er 
im  Jahiv  1749  sein  nautiediea  Lehrbnchy  die  „Scientia  navalis,  aen 
tractatus  de  conatruendia  ac  dirig^ndia  navibus'',  Pefaropoli  2  t.  4*,  her- 
aus. Ihm  folgte  die  ^Theorie  complete  de  la  construction  et  de  la 
manoeuvre  des  vaisscaux",  St.  Petersbourg  1773.  8®,  ein  Lehrbuch  für 
Manneachulen,  daa  ins  Italieniache  und  Engliaehe  ttberaetat  wurde  und 
einen  ungdienren  Erfolg  hatte. 

Am  meiatan  bekannt  ist  Eulera  „Introductio  in  analysin  iußni- 
tortirn''.  Lansannae.  2  1748,  im  etaten  Teil  ein  Lehrbuch  der 
aigebraischen  Anaiysis,  im  sweiten  eine  metbodiache  Darstellung  der 
analytischen  Geometrie  der  Ebene  und  des  Haumes.  Von  den  yieleu 
Ausgaben  und  Übersetzungen  Tslelie  Valentin,  1.  e.  S.  43)  ist  bei  uns 
am  meisten  beliebt  die  deutsche  Übersetzung  von  Michelaen,  3  Bde., 
Berlin  1788-  Ol  und  1835—36. 

Nächst  der  „Introductio"  wt^rd^n  wohl  am  meisten  studiert  seine 
die  Höhere  Aualysis  IjehaiuieJndeii  Lehrbücher: 

„Tiistitutiones  calculi  differentialis  cum  ejus  usu  in  analyni  intini- 
toruiii  uc  doctriua  scrii'ruin,  Impensis  AcadeniiKe  ImperialiB  Petropoli- 
tauae''.  Ot-druckt  Berlin  1755.  4".  Deutsch:  „Leonhard  l'^ulera 
Vollständige  Anleitung  zur  Differenzial  Rechnung",  ühers.  von  .loh. 
Andr.  (Christian  Michelsen.  T  1  u.  11.  Berlin  und  Löbau  1790, 
T.  III  J^erlin  1703,  wnd  „Supplement  zu  L.  Eulerf  Diflferenzialrech- 
nung",  voii  Joh.  Thii.  Grüsen.  Berlin  170><.  Vauv  Fortsetzuni»  der 
Difierenzialrechnung  erschien  u.  d.  T.  „luetitutionum  culculi  diü'ereJitialitj 
Sectio  III".  Opera  postuma  I,  342—402.  18G2.  Sie  enthält  die  An- 
wendung der  Differuitialrecbnang  auf  die  Theorie  der  ebenen  Kunren. 

L.  Euler.  ^titutionea  calculi  integralia^.  Pebopoli.  3  t.  I,  1768, 
II,  1769,  m,  1770.  2.  ed.  4  ib.  1792-94.  3.  ed.  4  y.  ib.  1824-^. 
Deutidk:  Leonhard  Eulera  VoUat&ndige  Anleitung  zur  Integralrech- 
nung, TOn  Joaeph  Salomou.  Wien.  I,  1828;  II,  1829;  IU,  1830; 
IV  (Supplemente)  1830. 

Ein  Anhang  snm  8.  Bande  enthalt  die  Yariationarechnnng 
Schon  im  Jahn  1744  Teröifoatlichte  Euler  aein  für  die  Oeachichte 
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dor  Variationsrechnung  fundamentales  Werk:  ^^Methodos  inveniendi 
lineas  curvas  maximi  minimive  proprietate  gaudentes,  sive  Solutio 
probiematis  isoperimetrici  latissimo  ernsu  acc^pti".  Luiisnnnae  et 
Generae  1744.  4°.  320  S.  Teilweise  übersetzt  ron  P.  StäckeL  iüaaa. 
d,  ex.  Wiss.  Nr.  4S,  Leipzig  1894. 

Ein  Lehrbuch,  wodurch  die  analytische  Mechanik  begründet  wurde,  war 

L.  Eulers  „Mechanica.  sive  motuB  scientia  analytice  exposita''. 
Potr(i]M4i  1736.  2  vol.  4*^.  Gleichsam  ein  3.  Band  derselben  ist  die 
,,Theoria  motus  corporuni  solidonun  seu  riguiorura,  ad  omnes  motus 
qui  iu  hujusmodi  corponi  eadere  posaunt  accommoilata''.  Rostochii 
et  Gryphiswaldiae  17Gö.  4".  Ed.  nova  Gryphisw.  1790.  Deutsch: 
„Mechanik*'.  13  Teile,  mit  Auiiierkuugeu  und  Erläuterungen  heiausg.  von 
Th.  Wolf  er  8.    Greifawuld  1848—50,  1853. 

Einer  Abhandlung  über  den  Schall:  „Dissertatio  phjsica  de  sono", 
Basileae  1727.  4^,  ließ  Euler  ein  Werk  folgen,  das  die  erste  mathe- 
matische Theorie  der  Mnmk  enfhSlt:  „Tentamen  noTae  theoriae  Maaioae 
ex  certienmis  harmoniae  piineipib  dfludde  expotitee".  Pebopali  1739.  4% 

IKe  erste  wiMenseliaflliGhe  Behandlung  der  achromatiBchen  Luisen 
gsb  Bnler  in  der  Abhandlung:  „Constmctio  lentinm  objeotivanun  ex 
dnplici  vitro'',  Betropoli  1762.  4.  Ihr  folgte:  die  ;,Dioptrica'',  St.  Peters- 
hufg  a  T,  4«  1769—1771. 

Als  Enler  sieh  im  Jahre  1766  ratscUofi,  emer  ehienToUen  Znrttek- 
hendung  an  die  Akademie  au  81  Petersburg  F(4ge  an  leisten,  mnßte 
der  ünterrichti  welchen  er  xn  Beilin  den  Töehtem  des  Markgrafen 
▼on  Brandenburg- Schwedt  erteilt  hatte,  abgebrochen  werden.  Als 
Ersata  sofarieb  er  seine  ,,L^irea  ^  nne  Princesse  d'AUemagne  snr  quel- 
ques siijets  de  phjsique  et  de  philost^ie^j  8  P^tersboui^  8. 1,  II  1768; 
III  1772.  Dieses  vortseffliche  Werk,  gleichsam  ein  populäres  Lehr- 
buch der  Physik,  wurde  vielfoch  flbersetst  und  TÖn  neuem  angelegt 
(8.  Valentin  1.  c  45—46). 

Von  Eulers  astronomischen  Lehrbüchern  und  au  nennen: 

„Theoria  motuum  planetorum  et  cometamm  continenfl  methodum 
faciiem  ex  aliquot  observaiiouiHn^  »rltitas  CUm  planetamm  tum  cometamm 
detenninandi^.  Berolini  1744.  Deutsch  Ton  J.     PacassL  Wien  1781. 

„Theoria  motus  lunae  exhibens  omnes  ejus  inaequalitates'^. 
Berolini  1753.  4^ 

„Novae  Tabulae  lunares  singulari  methodo  constructae,  quanim  ope 
loca  lunae  adquodvis  tempus  expedite  coraputare  licet".  Petropoli  1772.  8°. 

„Thooria  motnum  Lunae,  uova  methodo  pertracLata,  una  cum 
Tabulis  nstronomicis,  unde  ud  quotvis  tempus  loca  Limae  expedite 
oomputari  posaunt^   Petropoli  1774.  4^ 
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Am  Sdilnfi  der  Erwihnung  der  Einaelwerke  L.  Eulers  mllßtoa 
wir  noeb  der  Beurbdtung  eines  engÜBchen  Werkes  gedenken,  das  der 
.  Geneialingeuieiir  Benjamin  Robin s,  der  Erfinder  des  ballistischen 
Pendels,  nntor  dem  Titel:  ^ew  principles  of  gonnery"  London  1742 
herausgegeben.  Die  Bearbeitung  hat  den  Titel:  |,Neue  Qmndsfttze  der 
Artillerie,  enthaltend  die  Bestimmung  der  Gewalt  des  PulTers  nebst 
einer  üntersudinng  Aber  den  Unterschied  des  Widerstandes  der  Luft 
in  schneller  und  langsamer  Bewegung.  Aus  dem  EngUschen  des 
Bj.  Robins  fibersetst^.  Berlin  1745,  8*.  Sie  wurde  wieder  ins  Eng- 
lische übersetEt  ron  H.  Browne,  London  1784,  und  wiederholt  an 
Militikrschulen  als  LeitfiMlen  gebraucht. 

Die  im  Vorhergehenden  genannten  Einzelwerke  L.  Eulers,  welche^ 
wie  wir  sahen,  zum  teil  in  mehreren  Auflagen  erschienen  sind,  liaben 
weniger  den  Wunsch  nach  einer  Gesamtausgalte  der  Werke  Eulers 
ai^eregt,  als  seine  zahlreicheren  Abbandlungen.  Diese  siiui  leider  weit 
weniger  bekannt,  als  sie  nach  ihrem  wissenschaftlichen  Wert  es  zu 
sein  verdienten.  Herr  Hagen  bemerkt  (Index,  Praefatio)  mit  Recht, 
daß  wiederholt  Sätze,  welche  von  Euler  gefunden  wurden,  neueren 
Mathematikern  zugeschrieben  werden,  und  daß  die  Vermutung  gerecht- 
fertigt ist,  es  würden  sich  aus  einer  Gesamtausgabe  seiner  Werke  nicht 
wenip^e  andere  Resultate  als«  von  Eni  er  herrührend  erj:^eben.  Wer 
Gelegenheit  hat,  die  neuere  und  neur'^te  ninthematische  Literatur  zu 
verfolgen,  und  Eulers  Arbeiten  kennt,  wird  das  je  länger  je  mehr 
bestätigen  müssen.  Daß  eine  Gesamtausf^iihe  der  Werke  Eulers  für 
den  Historiker  der  Mathematik  von  unschätzbarem  Werte  sein  würde, 
versteht  sich  von  seihst.  Mit  Recht  sagt  Herr  Enprel  (1.  c.  S.  201): 
„Noch  heut/utatre  lassen  sich  die  Spuren  der  ni(»(ieru.sten  mathematischen 
Theorien  nieist  bis  auf  Euler  zuriickvertblgea,  aas  in  vlrh)i  luiKni 
Vicht  einmal  hpl'nnut  ist'.  Herr  Engel  fährt  fort:  „W^enn  man  auch 
als  Deutscher  wünschen  muß,  daß  das  etwaige  Zustandekommen  einer 
solchen  Ausgabe  einem  deutschen  Mäcen  zu  danken  sein  möge  und 
nicht  einem  anierikanisehen,  wie  der  Verfasser  (Herr  Hagenj  hoflt, 
so  wird  man  ihm  doch  für  die  Anregung  dankbar  sein,  die  er  durch 
sein  Schriftchen  gegeben  hat,  und  wird  schließlich  froh  sein,  wenn  sie 
£rfo^  hat,  wo  es  auch  sei'^  Leider  erfuhren  wir,  daß  das  ei&ige  Be- 
mfihen  dea  Keim  Hagen  erfolglos  war.  Selbst  die  Garnegie-Insti- 
tution  hal^  wie  mir  vor  einiger  Zeit  Herr  Hagen  mündlieh  mitteilte, 
die  Beisteuer  zu  den  Kosten  einer  Herausgabe  der  Werke  £nlerB  ab- 
gelehnt, —  weil  Euler  zu  idt  sei!  Diese  Hotivierung  ist  um  so  mehr 
unTerstandlieh,  als  man  doch  neuerding«  die  Werke  eines  Descartes, 
Fermaty  Huygens,  Galilei,  Leibniz  u.  a.,  die  alter  sind  als  ^nler, 
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herausgegeben  hat,  von  den  ältesten  Mathemiitikern  Euklid,  Archi- 
medes,  Pappus,  Diophant  u.  &.  ganz  zu  ^hweigen. 

Worin  ist  nuu  wohl  der  Grund  zu  suchen,  daß  Eulers  Abhand- 
lungen so  weni^  bekannt  sind  und  heutzutage  kaum  noch  von  einem 
jüngeren  Math«  lüntiker  gelesen  werden?  Ein  Grund  für  diese  betrübende 
Tatsache  10t  wulil  der,  daß  der  größto  Teil  der  Abhandlangen  Eulers 
in  weniger  zugänglichen  Zeitschriften  gleichsam  vergrabeu  ist.  In 
Zitaton  aus  Euler  handelt  e.s  sich  gewöhnlich  um  seine  Einzelwerke; 
seine  Abhandlungen  werden  weit  seltener  zitiert,  und  daim  meist  un- 
genau oder  unvollständig.  Daß  Eulers  Abhandlungen  jetzt  seltener 
gelesen  werden,  liegt  noch  an  «nem  andern  Umstände.  Euler  hat  den 
weitane  größten  Tal  seiner  Arbeitoi  in  lateiniedier  Sprache  geeehziehoi; 
▼iele  jungen  Mathematiker  heherrschen  aber  leider  das  Lateiniadie 
nicht  80  «reit,  daß  >ie  die  Enlerseheii  Arbeiten  ohne  Mühe  Torstehen 
kOnnteiL  Studieren  sie  Euler b  Lehrbfieher,  so  bedienen  sie  sieh  der 
deatsehen  Übersetaungen. 

Eulers  Abhandlungen  sind  in  mehreren  Sammelbanden  und  in 
81  Zeitschriften  enÜialt«L  Die  Sammelbande  tragen  die  Titel:  „Opus- 
eok  varii  aif^entl'',  Berolini,  3  ▼.  4*;  I  1746,  390  S.  (6  Abhand- 
lungen); U  1750,  166  8.  (4  Abhandlungen),  m  1751,  165  S.  (3  Ab- 
handlungen), und  „Opnscuk  analytica^  Petrop.  2  4Pi  I  1783,  363  S. 
(13  Abhandlungen),  II  1785,  346  S.  (16  Abhandlungen). 

Unter  den  Zeitschriften  nehmen  die  erste  Stdls  ein  die  Publi- 
hationen  der  Pehr^ntrger  Akademief  mit  477  Abhandlungen  Eulers. 
Die  Petersburger  Akademie  wurde  i.  J.  1724  durdi  Peter  den  Großen 
Ton  Rußland  gegründet  und  anter  dem  Protektorat  der  Kaiserin 
Katharina  II  im  folgenden  Jahre  fest  organisiert.  Für  die  Euler- 
Bibliographie  kommen  5  Serien  ihrer  Publikationen  in  Betracht.  Ab- 
gesehen  daroD,  daß  besonders  die  älteren  dieser  Serien  sehr  selten  und 
oft  schwer  zuzüglich  sind,  wird  das  Auffinden  der  Quellen  dem 
Studierenden  sehr  erschwert  durch  die  ui^JHiauen  Quellenangaben,  die 
man  selbst  in  historischen  Werken  gar  zu  häufig  antrifft.  In  dem 
Werke  von  Max  Simon  „Über  die  Entwicklung  der  Elementar-Geo- 
metrie  im  XIX.  Jahrhundert'',  Juhresb.  d.  D.  Math.-Ver.  Erg/sbd.  I,  wird 
auf  S.  69  als  Quelle  für  eine  Euler?f4if'  Abhau<llujig  angegeben:  Petrop. 
T.  IX,  p.  222  (1764)!  In  demselben  Buche  werden  die  Novi  Commeu- 
tarii  Ac.  Petrop.  wiederholt  bezeichnet  als  Nnvnp  Commentationcs  f!) 
und  iür  tlie  Acta  (1780),  p.  91  fehlt  die  Au^abe,  ob  Pars  I  oder  Ii 
gemeint  ist.  Auch  in  dem  Index  von  Hagen  hättr  hoi  den  ,,Acta" 
vor  der  rotniRchen  Ziffer  T  oder  II  ein  P  gesetzt  »verdeu  müssen,  um 
sie  von  der  liaudzahl  zu  unterscheiden.  Bezeichnungen  wie  V'.  I,  VI.  I 
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und  sonit  ganz  nntviflftadlieli.  Zn  bedauern  ist^  daß  in  dem  Hagansehoi 
Index  nixgends  du  Jahr  angegeben  ist,  in  welebem  der  Band  der  Al^ 
bandlnngen  erschienen  ist  In  Poggendorffs  Biogn^hiseh-litem- 
rieehem  Handwörterbuch,  wo  nur  473  bei  Lebzeiten  Enlera  enchienene 
Journal-Abhandlnngwa  yeraeiidinet  sind,  ateht  dag^;en  b^  den  Gomm. 
und  NoTi  Comm.  Ac  PetropoL  nur  das  Jahr,  in  welchem  der  Band 
erschienen  ist^  bei  anderen  Journalen  das  laufende  Jahr.  Damali  naUln 
dw  Druck  der  Akademischen  Abhandlui^[mi  h&uflg  recht  laago  Zeit  in 
Anspruch,  so  daß  awisehen  der  Einreichung  einer  Abhandlung  und  der 
Teröffentlicbung  oft  mehrere  Jahre  vergehen.  Für  eine  genaue  Fest- 
stelin  Tig  der  Priorität  einer  Entdeckung  wäre  noch  ein  drittes  Datum 
Ton  Wichtigkeit,  nämlich  wann  die  Arbeit  fertiggestellt  ist.  Nur  ftir 
wenige  Arbeiten  Eulers  ist  dieses  letztere  Datum  genau  festaustellen. 
Ein  genaues  Zitet  mttßte  z,  B.  lauten: 

Leonh.  Euler.  Solutio  facilis  problematis,  quo  quaeritur  circulni^  qui 
daios  tres  drcnlos  tangai  Exhib.  4  Kot.  1779,  Nora  Acta  Ac. 
Petrop.  6,  ad  ann.  1788,  95—101,  [1790]. 

Lm  das  Quellenstudium  Eulerscher  Werke  zu  erlcichteiii,  gebe 
ich  hier  ein  Verzeichnis  der  4  ersten  Serien  der  Petersburger  Akademie- 
schriften, unter  Hiozufügung  des  Erscheinungsjahres  eines  jeden 
Bandes»  Den  Bentsem  des  Hagenschen  Index  wird  die  Ergänzung 
willkommen  sein.  Die  Zahl  der  Eulerschen  Abhandlungen  füge  ich 
in  Elammer  bei. 

Die  erste  Serie  umfaßt  die  ^Ommemdarii  Amdemiae  SamiHairum 
Intpericilis  PetropolUanae**f  in  denen  sich  neben  mathematifleh^  Ab- 
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17 

1744/46  [17Ö1J  (4). 

Mit  d^  Neuorganisation  der  Akademie  zu  St  Petersburg  durch 
die  Kaiserin  Elisabeth,  durch  die  neben  der  Academia  eine  Uniyer- 
sitas  geschaffen  wurde,  beginnt  eine  2.  Serie,  die  Nävi  CammentarU 
JßadenUae  SeimHarum  In^perialis  Pelropolitainae,  Sie  enthält  mathe- 
matische Abhandlungen  von  Leonh.  Euler,  Andr.  Lex  eil,  Aepinus, 
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Dan.  Bernonlli,  Nie.  Faß,  6.  W.  Erafft,  G.  Kfihn,  Joh.  Albr. 
Euler,  A.  M.  Lorgna  u  a.  Yoraufgebt;  ein  Summarimn  oder  Brevia 
coiupectUi  der  in  jedem  Baude  enthaltenen  Abhandlu]igMi|  besonders 
pagmiert,  wahrscheinlich  von  dem  Sekretär  der  Akademie  Terfaßi 

1.  ad  aon.  1747/8  [1750]  (7)  11.  adann.  1765         [1767]  (10) 

2.  „    »    1749    [1751J  (2)  12.  „    „  1766/7       [1768]  (7) 

3.  „  «  1750A  [1753]  (9)  13.  „  „  1768  [17691  (8) 
4  „  „  1752/B  [1758]  (5)  .  14  ^  „  1769  1.  U.  [1770]  (8) 
6.  „    „    17ö4!ß  [1760]  (8)  15.  „   „  1770         [1771]  (6) 

6.  „    „    175G,/7  [1761]  (11)     16.  „    „    1771         [1772]  (7) 

7.  „  '  „    1758/9  [1761]   (5)     17.  „    „    1772         [1773J  (17) 

8.  „    1760/1  [1708]  (10)     18.  „    „    1773         [1774]  (18) 

9.  „  1762/3  [1764]  (10)  19.  „  1774  [1775]  (11) 
10.  „         1764    [1766]    (7)      20.             1775  [1776]  (14). 

Im  Jahre  1775  fand  die  Semis'akular-Feier  der  Gründung  der 
Akademie  statt.  Man  beschloß,  in  der  3.  Soriet  Ada  Amdemine 
Snmiiarum  Tnipn'ialifi  VetrnpnlHanm  für  jedes  Seraester  einen  Band 
lieniuszugebcü.  l)ie  liünde  sind  nicht  numeriert.  Die  einzelnen 
Semester  werden  als  Pars  I  und  Pars  II  unteröchieden.  Die  Acta  ent- 
halten Abhandlungen  von  Leonh.  Euler,  Xif^.  v.  Fuß,  Andr.  Lexell, 
Ct.  W.  Krafft,  Dan.  BernouUi,  J.  A.  Eulcr,  Marquis  de  Condorcet 
u.  a.  Vorangeht  den  Abhandlungen  eine  liistoire  de  rAcademic  Im- 
periale des  Sciences  rait  Berichten  über  die  Versaiinuiuiigen,  über 
\'urträge,  Preisaufgaben,  eingereichte  Bücher  u.  a. 

1.  Acta  pro  anno  1777.  P.  I  [1778]  (11).  P.  II  [1780]  (7) 

2.  ^  ^  „  1778.  P.  I  [1780J    (8).  P.  II  [1781]  (7) 

3.  ^  „  „  1779.  P.  I  [1782]    (8).  P.  II  fl78;il  (7) 

4.  „  „  „  1780.  P.  I  [1783]  (^12).  P.  11  [1784]  (9) 

5.  „  ■„  „  1781.  P.  I  [1784]    (7).  P.  nil785J(5) 

6.  „  „  „  1782.  P.  1  [1786]    (3).  P.  U  [1786]  (.5). 

Da  in  den  letzten  Jahren  unter  den  Akademik^n  ärgerliclie  Streitig- 
keiten vorgekommen  waren,  so  ernannte  die  Kaiserin  Katharina  eine 
Dame  snr  Prisidentiny  la  Princesse  de  Daschkow.  In  der  nnn  be- 
ginnenden 4.  Serie:  Nova  Ada  Acailemiae  Sei&itiamiH  Lnpariaiis 
PdropolHanae  wird  nur  ein  Band  jährlich  gedruckt.  Die  Xova  Acta  ent- 
halten mathematische  Abhandlungen  von  Leonh.  Euler.  Andr.  Lexell, 
Nie.  V.  Fuß,  Jac.  Bernoulli,  Steph.  Rumovski,  W.  L.  Krafft, 
J.  A.  Kuler,  Friedr.  Th.  Schubert  Vorangeht  wieder  eine  HistoirOb 
de  TAcad^mie  and  ein  Extrait  des  M^moires  (en  fran^ais). 
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,1.  ad  ann.  1783  [1787]  (4)  ü.  ad  ann.  1791  [1795]  (11) 

2.  „  „  1784  [1788]  (6)  10.  „  „  1792  [1797]  (6) 

3.  „  ^  1785  [1788]  (9)  11.  „  „  1793  [1798]  (7) 

4.  „  „  178G  [1789]  (6)  12.  „  „  1794  [1801]  (7) 

5.  „  „  1787  [1789]  (7)  „  „  1795/6  [1827]  (4) 
6  „  „  1788  [1790]  (8)  14.  „  „  1797/8  [1805]  (5) 
T.  „  „  1789  [1793]  (10)  15.  „  „  1799/1802  [1806]  (3). 
8.  „  „  1790  [1794]  (7) 

Dir  5.  Serie,  die  Metnoires  de  i Academie  Imperiale  des  Sciences 
de  Saint  PrfnslK^urg  enthält  vom  1.  Bande  (ann.  1803/6)  fl.'<09]  bis 
zum  11.  Bünde  (ann.  1830)  im  ganzen  uoch  57  nachgelassene  Abhaud- 

luügeu  ljuiers. 

Mehr  als  12<>  AhliaiKlliiiigen  lieferte  Leonhard  Euler  für  die 
Berichte  di-r  Berliner  Akademie.  In  den  Mi.'><  >  Hunm  Berolinensia  Bd.  7, 
1743,  finden  sieh  5  AbhaiiUUingeii ;  die  übrigen  siud,  bis  auf  2,  ent- 
lialten  in  den  llistoin.s  de  l'Aiadvmiv  Iluyak  des  scimces  et  bclks 
h'ttres  de  licrlin.  Avec  les  Memoircs,  gewöhnlich  abgekürzt  Ilist.  Mcm. 
Ac.  Berlin,  im  Gegensatz  zu  den  ±^nuv.  Mcm.  Ac.  Berlin,  die  mit  dem 
Jahre  1772  [1774]  beginnen.  Da  auch  in  den  Hi^.  Mem.  Ac.  Berlin 
daa  Jahr  der  VeroffeoUichang  Ton  dem  laufenden  Jahr  öfter  seltsam 
abwekdit  und  dadurch  hinfig  ungenaue  ffltate  Terurmdii  werden,  so 
fQge  ich  auch  fnr  diese  Serie  eine  Tergleichende  Tabelle  hinsnt 

1.  a.  1745  [174G|   r>)  lU.  a.  1754  [I75f>|  (7)  19.  a.  176:M  1770]  (5) 

2.  „  1740  [1748j   (3)  11.  „  17;Y)  |1757|  .4)  20.  „  1764  ]  17»)6]  (7) 

3.  „  1747  [1749]  (7)  12.  „  1756  [1758]  (4)  21.  „  17GÖ  [  1767]  (3) 

4.  „  1748  11750]  (10)  13.  „  1757  [1759]  (4)  22.  „  17GÜ  1 1768]  (4) 

5.  „  1749  [1751]  (6)  14.  „  1758  [1765]  (3)  23.  „  1767  [1769]  (1) 

6.  1750  11752]  (6)    15.  „  1759  [1766]  (6)   24.  „  1768  [1770] — 

7.  „  1751  [17531  (7)    16.  „  1760  [1767]  (7)   25.  „  1769  [1771]  (1). 

8.  „  1752  [1754]  (4)    17.  „  1761  [1768]  (8) 

9.  „  1753  [1755]  (5)    18.  „  1762  [1769]  (7) 

Die  Nouv.  Mem.  Ac.  Berlin  enthalleii  nur  2  Notizen  von  Euler. 

Die  Pariser  Academie  des  srience.s  war  die  dritte  gelehrte  Ge- 
sellsf'liaft,  welche  Schriften  Leonhard  Eulers  veröflFentlichte.  13  Preis- 
^ichntteii  Eulers  tiiuleu  sich  in  der  berühmten  Sammlung:  Becueil 
dc^  Pieccji  gid  auf  nnqmie  les  prix  de  VAcdvmie  des  sciences  de  Faris, 
T.  1—9  (Contenaut  les  Pieoes  de  1720—1772),  Paris  1752—1777. 
Ein  jetler  Band  hat  besondere  Untertitel  mit  der  Jahreszahl  der  Ab- 
handlungen. Kulers  Preisschriften  stammen  aus  den  Jahren  1738 
bis  1772.    Außerdem  enthalten  die  Histoires  de  V Academie  B.  des 
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sei«ntes  de  Paris.  Avec  ks  Memoires  de  Mafhematiques  et  de  Phfjsique 
4  Abbandinngen  L.  £ulers  ans  den  Jahren  1756,  1765,  1778  und  1781. 

Ferner  bringen  die  Fhihsophical  Transacfions  of  the  Ä  Society  of 
LontJon  für  die  Jahre  1747  bis  1753  5  Artikel  Ealers. 

Veranhißt  durch  deTi  Briefwechsel  mit  Lagrftuge,  welcher  den 

1.  Band  der  Miscellanea  ;phüos(tphico-mathematica  Societatis  privatae 
Taurinensis  (1750)  nach  Berlin  schickte,  vcroffontlichte  L.  Eulor  im 
2  Bfinde  der  J^l hrrUnnm  Taurirtmsia  ninp  und  im  Bande  7  Abhand- 
lungen. Dir  Pi  ivatL'esplIsf'lmft  zu  Turm  war  inzwischen  zu  einer  Soci^te 
Koyale  de  Turin  erhoben  worden  und  ihre  Miscellanea  trugen  vom 

2.  Rande  uu  auch  den  französischen  Titel:  Melanges  de  philosopiiie  et 
de  maihitintirfHPs. 

Dio  ältesiie  Abhaudlimg  L.  Euiers:  ConstrncHo  liuearum  isochro- 
narum,  in  uiedio  quocunque  resistente  v.  J.  1726,  steht  in  den  alten, 
«chon  im  Jahre  1682  von  Otto  Mencke  gegründeten  Ada  Erutliforum 
Lipsiemia.  Ihnen  folgten  von  17H2  bis  17!^2  die  Nova  Acta  Eindi- 
torutn  Li]>si€)>si(i,  welche  8  Artikel  Eulciö  aus  den  Jahren  1733|  1744, 
1T4G  (zwei),  1747,  174S,  1745*  und  1773  enthalten. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  die  genauen  Titel  von  14  mathe- 
matischen Zeitschriften  genannt,  welche  für  die  Bibliographie  der 
Eule  rechen  Schriften  von  besonderer  Wichtigkeit  sind.  Einzelne  Ab- 
liaadlungeiL  Enler b  findet  man  aufiwdem  in  cten  JMumdhuiffm  der 
CSmf,  BiiMwAe»  Jkadamie,  Münekm  (1768),  den  Äbitanähmgen  der 
8t,  Fe/Mburger  Skonomathm  OesdMaft  (1767),  den  Verhandlingm 
door  hd  Genootsdtap  d.  Wetenschappen  ie  Vliasmgen  (1782),  dem  Jrnmr- 
ml  littirmre  dPAUema^,  de  Smm  ä  d»  Nord,  La  Haye  (1743),  der 
BütiUotheqM  in^xuUäk,  Leiden  u.  OatHnffCH  (1751)  nnd  dem  J<ntmal 
^M^dopediquef  Liege  (1765). 

In  die  Qeeammelten  Werke  Leonhard  Eulers  wiren  anoli  seine 
Briefe  anfoinehmen.  8ie  sind  fOr  den  Historiker  ron  besonderer  Be- 
deutung, weil  sie  Aufsdilflsse  Aber  den  Zeitpunkt  gewisser  Entdeckungen 
Enlers  geben.  Die  für  den  Briefweebsel  Eulers  mit  Mathematikem 
wiehtige  ,,CorxespondanGe  mathänatique^»  wdiiclie  1848  TOn  P.  H.  FuB 
herausgegeben  wurde,  ist  schon  oben  (S.  186)  angefOhri  Ein  ,^nppk- 
mentum  editi  a.  1843  commercii  epistolici*',  Opera  posi  1,  519—588, 
1862,  enthalt  26  Briefe  Eulers.  In  den  letzten  Jahren  vtMöffentlichte 
Herr  G.  Eneström  eine  größere  Zahl  von  Briefen  u.  d.  T.  „Der  Brief- 
wechsel zwischen  Leonhard  Euler  und  Johann  I.  Berhouilli", 
Bibliot.  math.  (3)  4,  344—388,  1903;  (3)  5,  248—291,  1904;  (3)6, 
18 — 87,  1005;  und  „Der  Briefwechsel  zwischen  Leonhard  Euler  und 
Daniel  Bernouiüi'',  BibL  math.  (3)  7,  126—156,  1906. 
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ÜDer  MehUiialytiBelie  Rannknrr«!. 

Von  €.  JuEL  in  Kopenhagen. 

Das  iieiinzphnte  Jahrhundt^rt  darf  iii  (Ipt  Opomptrie  als  das  Jahr- 
hnndort  der  algebraisehen  ^Tohilde  bezeichnet  werden.  Andere  Be- 
trachtnnk'en  sind  freilich  liurrhaus  nicht  au^t^p^^cblo8sen,  sie  treten 
aber  mehr  als  nebensächlicli  bt^rvor.  Ich  denke  hierbei  weniger  an  die 
zerstreute  Theorie  der  soL^f  iiauut+'n  sjieziolleu  transzendenten  Kurven, 
vielmehr  und  zwar  ganz  besonders  an  diejenigen  ünt<»rsuchnniren,  welche 
sich  den  Möbiusschen  Sätzen  über  Kurven  paarer  und  iinpaar«  r  Ordnung 
anschließen.  Als  solche  hebe  ich  liesonders  hervor  teils  die  Bestuiuuiiug 
der  Formen  ebener  algebrais(  Iier  Kurven  vierter  Ordnung  von  Herrn 
Prof.  Zeuthen,  teils  die  Untersuchungen  des  Herrn  Prof.  Hilbert  über 
die  reellen  Züge  algebraischer  Kurven.  Wesentliche  Teile  der  dort  an- 
gestellten Betrachtungen  sind  nämlich  offenbar  davon  ganz  unabhängig, 
ob  die  Kurven  algebraisch  oder  nicht-algebraifich  sind.  IHese  Bemerkung 
ist  freilich  ganz  selbstversifindlich,  fast  trivial,  sie  gal>  mir  aber  seiner- 
zeit den  Mut,  Sätze  über  nicht-algebraische  Enrven  bestimmter  Ordnung 
«a&asudien. 

Ich  nehme  nämlich  die  Ordnung  der  Kurven  als  Hanpteinteilnngs- 
grund  an.  Ordnnng  einer  Kurve  ist  allgemein  gesprochen  die  größte 
mdltdte  und  sugleich  areidtbare  Zahl  der  Sehuittponkte  mit  einer 
Ebene,  wobei  selbstverständlich  nur  reelle  Elemente  in  Betracht  kommen. 
Man  hat  ja  auch  andere  Einteilungsprinzipien  gewählt,  so  z.  B.  Tait 
in  seinen  Arbeiten  Aber  Knoten;  es  fällt  dies  außerhalb  des  Rahmens 
der  hier  anzustellenden  Betrachtungen. 

Von  anderen  Arbeiten  nenne  ich  noch,  ohne  jegliche  Vollständig- 
keit anzustreben,  die  ideenreichen  Betraehtmigen,  welche  Herr  Dr.  Brnnn 
über  Ovale  und  Eiflächen  angestellt  hat*),  sowie  den  merkwfirdigen 
Satz  Ober  „elliptisch-konvexe  Ovale",  welchen  Herr  Prof.  Minkowski 
aufgestellt  und  Herr  Dr.  Böhmer  bewiesen  hat.^)  Endlich  noch  die- 
Untersuchungen  des  Herrn  Prof.  Kneser  über  Schmiegungsebenen  und 
scheinbare  Singularitäten^),  eine  Arbeit,  die  mit  der  meinigen  in  der 
.  eng^iteu  Berührung  steht. 

1)  Siebe  „Üb«r  Kurven  ohne  Wendepunkte",  Manchen  uud  später» 

•2  Mathem.  Ann.  Bd.  60,  Seite  21^6. 

3)  Mathem.  Ann.  Bd.  31,  Seite  507  u.  Bd.  84,  S.  904. 
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Ich  muß  jetzt  die  im  folgenden  inbetrucht  kommenden  Kurven 
etwas  näher  charakterisieren.  Sie  sollen  erstens  stetig  verlaufen,  was 
nicht  nor  den  Punkten,  sondern  auch  den  Tangenten  und  den  Schmiegungs- 
dbenen  unserer  HwimkarTen  gelten  toll  F^er  sollen  sie  gcsdilosmi 
•ein^  was  seltratrentSiidlioh  nidit  ausschließt,  daß  sie  ins  Unendliclie 
laufen  können. 

Es  reicht  dies  aber  nicht  aus.  In  analogen  Untersuchungen  Aber 
ebene  'Kxarea  habe  i<di  immer  daran  festgehalten,  daß  sie  aus  lÜementar- 
hSgm  d.  h.  aus  Bögen  von  Enrren  zweiter  Ordnung  (Ovalbogen  im  weiteren 
Sinne)  lusammengeeetat  sind.  Ebenso  im  Raome^  nur  sind  die  räumlichen 
Elementarbögen  Bögen  von  Eurren  dritter  Ordnung.  Es  ist  nftmlich 
unschwer  nachzuweiseii,  daß  fOr  Baumkurven  dirükr  Ordnung  die  genannte 
Stetigkeit  schon  hinreichend  ist,  um  die  notwendigen  einleitenden 
SStae  zu  gewinuMi,  wahrend  dies  für  Kurven  höherer  Ordnung  nicht 
mehr  der  Fall  ist.  Ich  nenne  besonders:  Wenn  ein  Ponkt  P  bei  seiner 
Bewegung  im  Banme  die  Tangentenffiidie  einer  Eurre  fibersehreite^ 
dann  werden  zwei  durch  P  gehende  Schmiegungsehenen  gewonnen  oder 
Terloren  und  gleicbadtig  eine  durch  P  gehende  Doppelsekante  bezw. 
yerloren  oder  gewonnen.  Wenn  die  Kurve  keine  ^^tation'are  Schmiegangs^ 
ebene"  hat,  kann  die  Zahl  der  durch  einen  Punkt  P  gehenden 
SchmiegnngsebeneiL  nur  in  dtf  in  dem  Satze  genannten  Weise  geänd^ 
werden. 

Hauptzweck  meiner  Arbeit  ist,  für  einige  nicht  allzu  eng  gewählte 
Familien  von  Rtiunikurven  durch  nicht-analytische  Mittel  die  cbarakte« 
ristischen  Zahlen  zu  finden,  also  wesentlich  (mit  Ißicht  verständlichen 
Namen)  Klasse,  Rang  und  Zahl  der  stationären  Ebenen.  Aus  einer 
eben  erschienenen  dänisch  geschriebenen  Publikation  erlaube  ich  mir 
darüber  etwas  mit/ntfilen  '  i 

Weil  es  mir  Irüiicr  gelungen  war,  sümt liehe  Typeu  von  ebenen 
stetigen  Kurven  vierter  Ordnung  zu  bestimmen  —  wobei  die  Zahl  der 
Sint^ilaritaten  als  endlich,  aber  sonst  holiehig  vor,uT57.iiset7:on  ist  — 
während  es  sonst  gleichgültig  ist,  ob  die  Kurve  algehiuibcii  oder  nicht- 
algebraisch,  analytisch  oder  nicht -analytisch  ist  —  lag  e»  nahe,  auch 
fQr  Kaumkurven  vierter  Ordnung  etwas  Ahnliches  zu  versuchen.  Diese 
Aufgabe  erweist  sich  bald  als  schwierig,  und  ich  habe  mich  deshalb 
auf  engere  liiuppen  beschränkt.  Ich  betrachte  teils  diejenigen  Kurven 
Vierter  Ordnung,  welche  als  mono^^muiatisohe  Sclmittkurven  zweier 
Kegel  zweiter  Ordnung  auftreten  können;  teils  diejenigen  auf  einem 

1)  Um  Ikke-analytiBke  Kurver;  De«  kgl.  danake  Yidensk.  Selak.  Skriften  li)U6. 
8.  2^7-866. 
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Hyperboloid  liegenden,  welche  den  lationalen  Kurven  yierter  Ordnang- 
analog  eind.  Wenigstens  Ar  die  eni^enannien  läßt  sieh  die  Behandlung' 
ToUständig  durchführen,  und  man  findet|  daß  sie  notwendigerweise 
dieselben  charakteristischen  Zahl«i  haben  mttseen,  wie  die  algebraischen. 
Knrren. 

Der  Beweis  fordert  jedoch  eine  beträchtliche  Zahl  von  einleitenden 
Sätzen,  und  ich  werde  daher  lieber  ein  anderes  Beispiel  nehmen,  das- 
leichter  zugänglich  ist,  obgleich  die  Korre  i»-ter  Ordnung  ist 

Ich  nehme  eine  Kurve  «-ter  Ordnung,  welche  auf  einem  Hyperboloid 

Hegt  und  von  allen  Erzeugenden  f  der  einen  Art  in  (n  —  11  Punkten 
geschnitten  wird,  von  allen  Erzenfjenden  g  der  anderen  Art  also  in  einem 
Punkte.  Es  soll  dies  im  sni<H  sirido  genommen  werden,  sodaß  keina 
Erzeugende  f  die  Kurve  berührt. 

Ich  will  nun  erst  die  Projektion  Tj  der  Kurve  aus  einem  Punkte 
P  der  Kurve  selbst  betrachten.  Sie  ist  oÖ'enbar  in  —  l)ter  Onlnuug 
und  hat  einen  («—  2)  fachen  Punkt  in  der  Spur  der  durch  7'  gelienden 
Erzeugenden  /.  Die  Tangenten  in  sind  alle  getrennt,  weil  die  KHum- 
kurve  keinen  Doppelpunkt  hat. 

Die  Spur       der  durch  P  gehenden  Erzeugenden  y  liegt  nicht  auf 
F, .  hat  aber  die  Eigenschaft,  daß  jede  durch         gehende  in  der 
I'iuji'ktionsehene  liegende  Grade   die  Kurve   in  (»  —  1)  getrennten 
Puukten  schneidet;  aus        geht  also  jedenfalls  keine  Tangente  der 
Kurve. 

Man  kann  jetzt  die  Kuire  in  Stücke  aerteileu,  die  ich  Pseudatweige- 
nennen  will,  genauer;  Ton  ausgehende  Paendocweige.  Dieses  ist 
unmittelbar  TerstSndlicb:  geht  man  von  ans  immer  der  Kurve  ent- 
lang, bis  man  wieder  das  erste  Mid  zu  F^  sorftckkehrt,  so  hat  man  einen 
Pseudosweig  durchlaufen.  SümtUche  Pseudosweige  sind  außerhalb  F^ 
ToUstSndig  stetig,  nur  in  Fi  haben  sie  eine  Singularität,  die  ich  «me- 
l^tte  nenne.   Ein  Mckkehrpnnkt  ist  eine  spezielle  Spitae,  die  aber 

Xnach  dem  obigen  in  diesem  Falle 
ausgeschlossen  ist  Es  gibt  nur  drei 
Arten  von  Spitaen,  wdche  in  den. 
beistehenden  Figuren  dargestellt  sind^ 
wir  können  die  Fälle  a,  &,  e  alt- 
Dom,  S^mM  and  Htd  bezeichnen. 
Sie  lassen  sich  auch  dmtsh  Definitionen  Toneinander  tramen,  waa 
ich  aber  der  Kürze  wegen  hier  unterlasse.  Nur  werde  ich  darauf  auf* 
merksam  machen,  daß  sich  beim  Schnabel  und  beim  Hat  eine  bestimmte- 
Eigenschaft  findet,  welche  beim  Dom  fehlt  Bei  den  erstgenannten 
kann  man  nämlich  eine  Tangente  bestimmen,  deren  Berührungspunkt 
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der  Spitie  beliebig  Dabe  liegt,  und  zngleieh  kernen  weitenn  der  Spitee 
beliebig  nahe  liegenden  Schnittpunkt  mit  d«r  Knrve  gemein  hat.  Bei 
einer  Domspitae  ist  das  nicht  möglich. 

Ferner  bemerke  ich,  daß  eine  durch  die  Spitze  gehende  Gerade 
entweder  als  eine  uneigeM^  Tanf/eiUe,  oder  als  keine  solche  beaeicfanet- 
werden  kann.  Eine  dnreh  gehende  Gerade  m  ist  keine  aneigentliche 
Tangente  in  wenn  jede  Nachbargerade  zu  m  die  Kurre  in  einem 
und  nur  einem  Nachbwrpunkt  su  schneidet  Sin  bekannter  Toa 
Möbius  aufgestellter  Satz  läßt  sidi  dann  so  ausdrücken,  daß  die  Zahl 
der  eigentliche  und  uneigentiicheu  Tangenten,  welche  sieh  »us  einem 
beliebigen  Punkt  der  Ebene  einer  ab  Punktgebilde  stetigen  Kurre  an 
diese  Kurve  ziehen  läfit,  immer  paar  ist. 

Ich  sage  nun,  daß  die  Gerade  l^i^rt  in  Fi  nicht  uneigentliche 
Tangente  für  irgend  einen  der  Pseudozweige  ist  Aus  geht  nämlich, 
wie  oben  bemerkt,  keine  eigentliche  Tangente,  und  also  kann  F^Gi 
keine  isolierte  nneigentliche  Tangente  s^n.  Dies  Resultat  läßt  sich 
auch  so  ausdrücken,  daß  jeder  der  Pseudozweige  von  der  Geraden  FiG^ 
nur  einmal  in  F^  geschnitten  wird. 

Jetzt  sieht  man,  daB  Ton  den  (»  —  2)  von  Fi  ausgebenden  Pseudo- 
zweigen,  der  eine  paarer  Ordnung  ist,  wahrend  alle  die  (m  —  3)  übrigen 
mipaarer  Ordnung  sind.  Die  Gerade  F^  G^  schneidet  nämlich  außerhalb 
die  Kurve  in  nur  einem  Punkte  P».  Deijenige  Zweig,  der  Pj 
enthält,  ist  also  paarer  Ord- 
nung. Die  übrigen  Zweige 
sind  impaar,  weil  jeder  Ton 
ihnen  nur  einmal  in  jFj  von  der 
Geraden         geschnitten  wird. 

Jetzt  ist  es  leicht,  die 
Hauptsache  '£\i  beweisen,  näm- 
lich, daß  der  paare  Pseudo- 
zweig  zweiter  Ordnun;/  ist, 
während  alle  unpaarcn  Pseudo- 
zweige dritter  Ordnung  aind.  Nehmen  wir  nämlich  an,  der  paare  Zweig 
sei  höherer  als  zweiter  Ordnung.  Es  ließe  sich  dann  eine  Gerade  be- 
stimmen, welche  den  Zweig  in  mindestens  4  Punkten  schneiden  würde, 
und  diese  Geiade  wttrde  die  ganze  Eurre  in  mindestens  4  +  3)  =  ti+I 
Punkten  schneiden,  was  unmöglich  ist.  Nehmen  wir  weiter  an,  einer 
der  unpaaren  Zweige  sei  hohwer  als  dritter  Ordnung.  Es  ließe  sich 
dann  sine  Gerade  bestimmen,  welche  diesen  Zweig  in  mindesten» 
5  Punkten  schneiden  würde^  die  ganze  Kurve  also  mindestens  ini 
5  +  (**  "  ^)    M  +  1  Punkten,  was  unmdglich  ist. 
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Wir  sind  nun  schon  hinraicliend  ausgeirQstet,  um  an  die  Bevtinuttung 
d^r  ebiffakteristiselien  Zahlen  der  Baumkarre  gehen  au  kdnnen.  Lsb 
sage  enriens: 

Die  Kurve  kei  kerne  stationärem  ßi^miegimffaAeiim.  (:g  —  0). 

Ich  nehme  der  Kürze  wegen  Jon  Satz  als  bewiesen  an,  daß  die 
Projektion  einer  Kauoikurve  aus  dem  Berührungspunkt  P  einer  stationären 
Ebene  eine  Inflexioa  enthält  in  der  Spar  Pj  der  Tangente  in  P, 
Wir  denken  uns  die  Eurre  aus  einem  solchen  Punkt  P  projizirai. 
Die  Tangente  der  Baumkarre  in  P  liegt  aber  in  einer  Ebene  mit  den 
dnieh  P  gehenden  Braen^ndeii  f  und  g,  nämlidi  in  der  Tangentialebene 
des  Hyperboloids  in  P.  Die  Spur  P|  der  Tangente  in  P  ist  also  der 
▼on  Fl  yenchiedM&e  Schnittpunkt  der  Eurre  mit  der  Oeraden  FiG^i 
dieser  Punkt  liegt  dem  obigen  zufolge  auf  einem  Zweig  zweiter  Ordnung, 
und  ein  aolchmr  kann  nirgMida  eine  Inflexion  haben. 

Ferner  sieht  man: 

Die  Kurve  kam  keime  doppdäterührenden  Ebenen  haben  (y  —  0). 

Es  werde  nämlich  angenommen,  daß  eiue  Ebene  die  Kurve  lu  F  und 
Q  berühre;  wir  ]noji/ieren  wietlor  die  Kurve  aus  /*.  Ea  kommt  dann 
darauf  an,  zu  zeigen,  daß  uiuu  aus  der  Spur  1\  der  Tangente  in  P 
keine  Tangente  an  die  Projektion  ziehen  kann.  Eine  solche  Tangente 
würde  aber  den  paaren  Zweig  in  2  Punkten,  den  uujuuircn,  den  sie 
berührt,  in  o  (von  weleben  zwei  zusammenfallend  sind)  und  die  übrigen 
n  —  4  unpaaren  iu  wenigstens  u  —  A  Punkten  sehneiden.  Es  sind  aber 
2  -{-  3  -f  (n  —  4)  =  «  +  1  Schnittpunkte  mit  einer  Geraden  unmüglich. 

Es  erübrigt  noch  Elasse  n\  liung  r  und  Zahl  h  der  scheinbaien 
Doppelpunkte  zu  ehnitteln.  Ifan  findet,  um  gleich  die  Resultate  zu 
geben: 

n'  —  n    [«;   »  —  2] 

Ä  =  +  l    [^»n«-3);   |M(n  +  3)  +  l] 

r  -  2»  -  2    LO;  2;  4;  ...  2«  -  2]. 

Die  in  den  eckig«a  Klanuneni  stehoiden  Zahlen  geboi  die  Terschiedenea 
Höglichkeitoo,  z.  B.  eine  Gerade  kann  0  oder  2  oder  4 . . .  oder  2«— 2 
^urrentangenten  Bchneidai  usw. 

Um  nicht  zu  weitläufig  zu  sein,  werde  idi  nur  die  Zahl  der  durch 
einen  Punkt  P  gehenden  Sebmiegungiaebenen  hier  bestimmen.  Es  sei 
f/aeni  P  ein  Punkt  der  Eurre.  Projiziert  man  aus  P,  so  muß  man  also 
die  Zahl  der  Inflexionen  der  Projektion  haben.  Auf  dem  paaren  Pseudo- 
sweig»  der  ja  zweiter  Ordnung  ist,  gibt  es  keine.  Ajuf  einer  Kurve 
dritter  Ordnung,  die  Tollatandig  stetig  ist  und  keinen  Doppelpunkt  und 
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keine  Spitze  hat,  gibt  es  immer  drei  Inileiioiispuiikto.   Jeder  nneerer 
mipaaren  Peeodosweige  hak  aber  in      eine  Spitie.  Wir  mfieeen  hier 
soerst  beetimmt  haben,  ob  diese  ein  Dom,  ein  Sehnabd  oder  ein  Hat  ^' 
ist   Wenn  aber      ein  Schnabel  oder  ein  Hut  auf  einem  nnpaaren 
Zwe%  €  wue,  dann  kQnnie  man  eine  Naehbartangante  ig  in  einer  der  :  \ 
Tangenten  iin  F^wa^  findra,  welche  anfierhalb  dem  BerÖhningspimkte. 
keinen  Naohbarpnnkt  an  JF,  mit    gemein  hatte.  Weil    dritter  Ordnong'  j, 
ist,  müAte  dann     den  Zweig    in  nodi  einem  Punkte  edmeideni  der  ^ 
in  endlicher  Entfernung  Ton  F^  Ueg^  Daaaelbe  mfißte  dann  auch  mit  i,^ 
i  der  Fall  sein.  Das  iat  abor  umnSglicli,  denn  t  echneidet  die  ganae 
projizierte  Kurve  adion  n  —  1  Hai  in  Fg,   Es  wird  also  F^  auf  jedem  ''^ 
der  Pseudosweige  ein  Dom  sein.  jiu'fi'.' 

Weun  man  mm  den  Zweig  in       abrttndd,  so  wie  es  die  Figur''^"'^/ 
zeigt  —  und  die  deHnitionsmäßige  Beschreibung  des  Prozesses  miterlass^f  % 
ich  der  Kfka/d  halber  —  treten  zwei  Inflezionspunkte  in  da*  Nahe  von- 
t\  hervor.  Diese  verschwinden  wiedw,  wenn  man  die  Äbmndung  u^, 
hebt;  es  gibt  demnach  auf  jedem  der  unpaaron  Zweige  einen  und  i|\jr 
einen  Inflexionspnnkt.  Weil  die  Projektion  n  —  B  ui^aare  PseudozweS^' 
hat,  gehen  also  durch  jeden  Punkt  P  der  Kurve  n  —  3  Schmieganj^ 
ebenen,  welche  außerhalb  P  bertihren.  ;* 

Wenn  man  nun  im  TUiume  einen  Punkt  P  eine  Tangente  /  der 
Raumkurve  durchlaufen  läßt  vom  Berührungspunkt  Fq  aus,  dann  tritt 
im  ersten  Augenblick  eine  neue  durch  P  gehende  Hchmiegunj|^ebene  ^  > 
auf,  diejenige,  welche  durch  t  geht,  nicht  mitgerechnet.  Öas  sienf  man 
leicht  direkt,  wenn  die  llaunikurve  dritter  Ordnung  wäre,  un4  scHließt 
daraus,  daß  es  auch  in  unserem  Falle  seine  Richtigkeit  heh  alt!'  "weil 
man  hier,  wie  man  unwchwer  beweisen  kann,  immer  P  aU"  itmeren 
Punkt  eines  Elementarhogens  auffassen  kann.  Weil  nian  nun  den 
früher  genannten  einleitenden  Sätzen  zufolge  aus  jedem  Panlvfe  P  des 
Ranmes  zu  der  Tangentenfläche  gelangen  kann,  ohne  daß  dabei  die  Zahl 
der  durch  P  gehenden  Schnuegungsebenen  irgend  eine  Andel-ung  leidet, 
ist  es  sehr  ersichtlich,  daß  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  .entweder  n 
oder  n  — 2  Schmiegnngsebenen  gehen.  ' 

Auf  die  Festlegung  der  übrigen  obengenannten  2Ia^^a  werde  ich 
dnr  Kfirze  w^gen  nicht  eingehen.  '   ■'^^■  ;'^|:<t 

Dagegen  werde  ich  noch  ein  bißchen  auf  Wne.  FfSge' eingehen, 
die  ich  noch  nicht  berOhrt  habe,  nämlich  die  Existey^iäge.  Leider 
sind  dergleichen  Fragen  zurzeit  noch  sehr  sehlrierig  jku  beantworten, 
und  ich  gestehe  gleich,  daß  es  mir  bis  jetzt  nicht  gelungen  ist,  einen 
wirklich  einwnrisfreien  Beweis  fllr  die  nichi-aaaijrtische  Existenz  der 
eben  behandelten  Raumkurve  n^ter  Ordnung  zu  formieren.   Ffir  ein» 
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andere  auch  obengenannte  Bramkiirye  Tierter  Ordnung  laflt  sidi  das 
Avblem  «iber  angreifen  und  mit  den  rofbandeiMn  Hüftmitteln  weaentliek 

erledigen. 

In  firflberen  ünterrachungen  fibmr  ebene  Enrren  bebe  ich  das- 
pjroblem  der  Existenz  ganz  liegen  lassen.  Das  Torliegende  Gebiet  der 
Geometrie  liBt  nftmlioh  zwei  Terschiedene  Auffassnngsweisea  za,  je 
nachdem  man  die  Objekte  als  ApprozimatiTknrTen  oder  als  IdeaUnirfen 
aufMi  Die  erste  hat  den  ebenen  Kmnren  gegenfiber  die  ich  dann 
^rapAiscAe  JTfiriief»  nemiie  —  ihmi  natflrlichen  Platz,  wobei  ich  aasdrQcUieh 
bemerke,  dafi  es  für  die  Bewem  sdbsi  gmus  ^MguUig  ixt,  welcher 
Anflassongsweiae  man  sich  anseUiefii  Der  einsige  Unterschied  ist 
eben  nur  der,  daß  man  im  letzteren  Falle  darfiber  im  nnsi^eren  isi^. 
ob  die  gefundenen  Resultate  ftlr  andere  und  wesentHoh  weitere  Klassen 
von  Idmlkurren  Bedeutung  haben  als  fttr  die  algebraischen  Kurven^ 
Wenn  man  also  z.  B.  samtlidie  ebenen  graphischen  Karren  vierter 
Ordnung  bestimmt  hat,  und  nun  wissen  will,  ob  dieselben  auch  alz 
Typen  der  nicht-analytischen  Kurven  derselben  Ordnung  gelten  können,, 
handelt  es  sich  nur  noch  darum,  die  Kurven  durch  definitionsmißige 
Beschreibung  aus  Ovalenbögen  (im  weiteren  Sinne)  zusammensnsetienf 
ich  wurde  dies  einmal  später  im  einzelnen  ausfuhren. 

Indem  wir  jetzt  wieder  zu  den  Raumkurven  zuräckkehren,  sieht 
man  sogleich,  daß  für  diese  die  Auffassung  als  Idealkurven  vorgeschrieben 
sein  muß.  Die  Forderung  nach  einem  Existenzbeweise  tritt  aber  dann 
besonders  «rharf  hervor.  Man  wird  vielleicht  dir*  Exi^^ten?  nicht  arm- 
lytisi  her  h'auiiikurven  vierter  Ordnung  überhaupt  recht  wahrschemlich 
finden,  mau  könnte  z.  B  raumliche  Polygone  benutzen,  die  wenig^itens 
nur  abteilun^weise  analytisch  sind.  Die  Existenz  einer  aus  Kh  lueutar- 
bögen  zu.saainieuge6etzten  als  Sehnittkurve  zweier  Kegel  zAv»Mt«  r  Ord- 
nung auftretenden  Kurve  vierter  Ordmmg  ist  aber  alles  andere  als 
selbsteinleuchtend,  beim  ersten  Blick  zumal  halb  unwahrscheinlich. 

Ich  werde  an  dieser  Stelle  nur  den  Fall  behandeln,  daß  der  eine 
Kegel  algebraisch  ist.  Es  sei  also  (A  —  «)  ein  algebraischer  und 
(B~ß)  ein  nicht-analytischer  Kegel  zweiter  Ordnung,  A  und  ß  sind 
die  Scheitel,  u  und  ß  die  Spuren  in  einer  und  derselben  Ebene  sc.  Um 
die  Ordnung  der  Schnittkurve  zu  untersuchen,  schneiden  wir  die  beiden 
Ki-gcl  mit  einer  beliebigen  Ebene  /t  und  suchen  die  höchste  Zahl  der 
Seimittpunkte  der  beiden  entstandenen  Schnittkurven  zu  bestimmen. 
Wir  projizi^n  nun  diese  beiden  aus  B  auf  und  es  seien  ß  und  a' 
die  Projektionen.  Sämtliche  Kegelschnitte  a'  berühren  zwei  feste 
Geraden  a  und  b,  nämlich  die  Spuren  der  dureh  B  m{A  —  a)  gehenden 
Tangentenebenen.  Wir  setsen  aber  noch  ausdrQcklich  Torans,  daß  die 
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Sclmittkiinre  «us  einem  und  nur  euum  Zweige  bestolun  solL  Die 
Cknden  a  vaad  h  sind  dann  reeU  und  die  «ine  Ton  ihnen  wird  ß  eohneiden, 
die  andere  nichi  Die  Eziatens  einer  SelmittkinTe  vierter  Ordnung 
erfordert  also,  daft  et  ein  aolohea  Oral  ß  gibt,  das  Ton  jeden  Eegel" 
aoihnitt,  der  swei  feste  Geraden  bertUnt  (von  welchen  die  eine  ß  niefat 
acfaneidefc),  in  hdöhaftens  vier  thmkten  geeebniiten  wird.  Han  kann 
hier,  wie  kieht  an  Beben,  daa  Diia]ifBtq»rinzip  in  der  Weiae  anwendra, 
daA  man  statt  dessen  fragt:  Gibt  es  ein  solehes  niebt-aDilytisdies  Oral 
ß,  das  von  jedem  E^eliohnitt^  der  durch  awei  feite  Ponkte  geht  (von 
wdchen  der  eine  anfieihalb  ß  Hegt),  in  höchstens  vitfr  Pnnktm  ge- 
schnitten wird?  Durch  eine  projektive  Transformation  kann  man  den 
anfierhalb  ß  fallenden  Punkt  ins  Unendliche  rttcken  lassen,  and  die 
Frage  wird:  Gibt  es  ein  solehes  Oval,  das  von  jeder  Hyperbel  nnd 
Parabel  in  höchstens  vier  Punkten  geschnitten  wird. 

Aber  ein  solches  Oval  ist  ja  eben  das  elliptisch  konvexe  Oral  des 
Herrn  Dr.  Böhmer,  denn  jeder  Kegelschnitt,  der  durch  fünf  Punkte 
einer  solchen  Kurve  geht,  ist  eine  Ellipse. 

Hierzu  ist  noch  zu  bemerken: 

1)  Herr  Dr.  Böhmer  setzt  ausdrücklich  voraus,  daß  seine  Kurve 
finalytisch  ist;  das  ist  aber  offenbar  c^anz  belanglos,  wenn  nur  (kurz 
gesprochen)  die  fttnf  ersten  Differeutial-Quotimten  existieren  und 
stetig  sind. 

2)  Herr  Dr.  Böhmer  geht  gamicht  auf  die  Frage  ein,  ob  die  von 
ihm  behandelte  Kurve  als  nicht-algebraisch  existiert.  Es  ist  dies  aln-r 
nachträglich  leicht  nachzuholen,  msbesoniiere  wenn  man  sich  aui  eine 
Arbeit  des  Herrn  L.Jensen:  „Über  convexe  Funktionen"*)  stQtzeu  will. 
Ich  nehme  die  Sache  hier  etwas  spemeller,  als  es  eigentlich  notwendig 
ist,  und  betrachte  gleich  das  sechsfache  Integral  einer  in  einem  gr^ 
wissen  endlichen  Intervalle  immer  wachsenden  oder  jedenfalla  niemulü 
abnehmenden  Funktion  f(j).  Diese  lutegraltunktion  <p{j:)  gehört  ofil'en- 
bar  zu  den  von  Herrn  Jensen  untersuchten  konvexen  Funktionen^  welcho 
durch  die  funktionale  Ungleichheit 

 ^  ^V^—  J 

definiert  sind.  Es  folgt  nun  aus  den  Entwickluni^cn  des  Herrn  Jensen 
unmittelbar,  daß  durch  ij  ^  (fAx)  ein  im  Intervall  überall  konvexer  Bogen 
AB  dargestellt  wird,  der  von  keiner  Geraden  in  nie)ir  denn  zwei 
Pmikton  geschnitten  werden  kann.  Durch  eine  Zentralkoiimeation  mit 
Ali  als  Achse  und  dem  Schnittpunkt  der  Taugeoteu  in  A  und  B  als 

1)  Hathem.  Tidttkrift  1S05  Seit«  49  und  Aete  Uathem.  1906. 
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Zentram  bekommt  man  «in  im  allgemeinen  nicht-analytischeB  OvaL 
Ein  aoldiei  existiert  ako.  I>aß  aber  insbesondere  ein  elliptisch  kon> 
Ttxes  existiert,  ersieht  man  daraus,  daß  man  jedenfalls  in  einem  be- 
stimmten Punkte  P  Uber  die  Into^tionskonstante  derart  verfügen  kann, 
daß  in  diesem  Punkte  der  fünfpunktig  berührende  Kegelschnitt  eine 
Ellipse  wird  Aus  der  Stet^keit  der  fünf  ersten  DifiPerentialquotienteii 
folgt  dann,  daß  man  um  P  hemm  einen  elliptisch  konrexen  B<^a 
AB  abgrenzen  kann.  Dnrch  eine  afi^e  Transformation  kann  man 
lemer  daffir  soi^en,  daß  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  senkrecht 
aufeinander  stehen.  Eine  gewöhnliche  Symmetrio  gibt  dann  dem 
Bohmorschen  Beweise  zufolge  ein  elliptisch  konvexes  Oval. 

Aus  allem  Obigen  folgt,  daß  niouogrammatische  nicht- analytische 
Raiimkiirven  vierter  Orilnung  existieren,  welche  als  Schnittkurven  zweier 
Kegel  zweiter  Ordnung  betrachtet  werden  können,  jedenfalls  wenn  der 
eine  der  Kegel  algebraisch  ist.  Man  kann  übrigens  durch  andere 
Mittel  —  welche  jedocb  nicht  dieselbe  Allgemeinheit  besitzen  —  auch 
beweisen,  das  hrith-  Kegei  nicht- analytisch  sein  kr>nnen.  Für  solche 
liaumkurven  gelten,  wie  oben  bemerkt,  notwciKiigerweine  diesen)eü 
charakteristischen  Zalilen  wie  tiir  die  algebraischen  Kaumkurven  vierter  , 
Ordnung  vom  (leschlechte  Eins. 

Hiermit  erlaube  ich  mir,  die  kurze  Darlegung  eines  Gebietes  der 
Geometrie  abzubrechen,  das  dun  hgehend  neuen  Datums  ist,  wo  aber 
•  freilich  noch  recht  einfache  und  wie  es  scheint  recht  schwierige  Dinge 
dicht  aneinanderliegen. 


Über  ebene  Kurveunetze  olme  Umwege. 

Von  R.  y.  Lilienthal  in  Mftnster  i  W. 

In  den  Berichten  der  mathem.  pbysik.  Klasee  der  KgL  ri&ehnschen 
Gesellschaft  der  WisseDscbaften  zu  Leipzig  Bd.  57  S.  353.  1905  bat 
Gl.  Scheffera  eine  Arbeit  mit  der  Üböechrift  Ebene  KurvmmetMe  ohne 
Umwege  veroffentlicfaty  die  auf  einer  änfierst  glficklicben  Fragestellnng 

beruht. 

Unter  einem  Kurvmneia  versteht  man  ein  System  von  zwei  ein- 
fach unendlichen  Knrvenscharen.  Faßt  man  zwei  beliebige  Ponkte  des 
von  dem  Netz  überzogenen  Ebenenteils  ins  Auge,  so  kann  man  mit 
6.  Scbeffers  fragen,  unter  welchen  Umständen  die  samtlichen  nur  auf 
Kurven  dee  Netzes  verlaufenden  zwischen  den  beiden  Punkten 
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dieselbe  Länge  beuiseBf  Toraasgesetzt,  daß  auf  jeder  Kurve  dee  Sjratoms 
eine  bestiounte  Fovtaehreitungsriditaog  festgelegt  ist,  und  nun  einer 
Wegestrecke  eine  positiye  oder  eine  negative  Maßzahl  beigelegt  wird^ 
je  nachdem  die  Strecke  in  der  festgelegten  Richtung  durchlaufen  wird 

odernicht.  G.  Scheffera  gelangt  zu  Kurvennetzen  mit  dieser  Eigen- 
schaft auf  drei  verschiedene  Weisen,  von  denen  hier  nur  die  erste 
herüclcsichtigt  werden  soll.  Man  nehme  eine  in  einem  Ebenenteil  mit 
ihren  ersten  Ableitungen  endliche,  eindeutige  und  stetige  Funktion  <p(x,y) 
des  Ortes  in  der  wr^-£bene.  Dann  definiert  die  Düferentialgleichung 

offenbw  im  illgeaieiiieoi  ein  EimreniietB  ohne  Umwege;  dam  iaiefpiciit 
man  die  beiden  Seiten  dieeer  Gleidrang  enf  einem  nur  auf  Karren  des 

Netzes  verlaufoiden  Wege  von  einem  Punkte  Po{x^y^)  bis  eh  einem 

Punkt  P(a-,  y),  so  stellt  das  Integral  der  Unken  Seite  den  von  dem 
benutzten  Wege  unabhängigen  Wert  y  («,  y)  —  «jc  (^o »  Vo)  während 
das  Integral  der  rechten  Seite  die  Summe  der  Maßzahlen  der  einseinen 
Strecken  des  Integrationsweges  darstddt. 

Femer  hat  0.  Sclieffere  —  und  darin  sehe  ich  das  Uanpter- 
gebnis  seiner  Arbeit  —  eine  geometrische  Eigenschaft  der  Kurvennetse 
ohne  Umwege  gefunden,  auf  Grand  derer  man,  wenn  xwei  Kurven- 
ficbaren  durch  Differentialgleichungen  erster  Ordnong  gegeben  sind,  durch 
bloße  Differentiationen  entscheiden  kann,  ob  sie  ein  Kurvennetz  ohne 
Umwege  bilden  oder  nicht.  Man  betrachte  diejenigen  Tangenten  der 
einen  Schar,  deren  Berfihrungspunkte  auf  einer  EinzeJkurre  der  zweiten 
Schar  liegen.  Diese  T-mt^entou  umhüllen  eine  Kurve.  Kbenso  umhüllen 
diejenigen  Tangenten  der /.weiten  Schar,  deren  Berührunfr^punkte  auf  einer 
Einzelkurve  der  ersten  Schar  lies7en,  piiii  Kurve.  Auf  diese  Weise  sind 
jedem  Punkte  i  /')  des  betrachte  i  n  11  rneiiteils  zwei  weitere  Punkte  (P') 
and  (P">  zugeordnet,  uänilic}]  die  Berührungspunkte  der  beiden  in  (Pi 
vorhandenen  Tangenten  mit  den  entsprechenden  eingehüllten  Kurven. 
G.  Scheffers  zeigt,  daß  die  Strecken  PP'  und  PP"  einander  gleich 
sind  und  findet  auf  Grund  dieses  Erkenntnisses,  daü  das  durch  die 
Differentialgleichungen: 

festgelegte  Knrvennets  dann  and  nur  dann  ein  solches  ohne  Umw^ 
isi^  wenn: 
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lob  mfidilie  mm  m  dem  Yozigwi  einige  BemerkungeD  madien  und 
weitete  BigeiucliafteiL  der  Knmnnetze  oline  Umwege  mitteilen. 

Wae  SBonSehst  die  Gleichung  (1)  betrifft,  eo  encheint  eie  beieits 
im  Jalure  1885  in  einer  Arbeit  von  M.  d'Oeagne  (Bulletin  de  la 
eodA6  matb^m.  de  Fnaee  Bd.  13.  S.  71)  ab  der  Ansdruek  einer  ganz 
anderen  Fragestellung  all  der  Sebeff  er  Bechen. 

Ist  eine  ein&ch  unendlidie  Knrreaaehar  (C)  gegeben,  eo  kann  man 
die  iVage  aofvrerfen,  ob  ee  eine  Schar  (K)  gibt  mit  der  Eigenschaft^ 
daft  je  mi  Knrren  (CJ  und  (C»)  der  Schar  (C)  aoa  sämtlichen  Knrrea 
(JT)  ein  und  dieselbe  Bogenlänge  (s^^  ausschneiden.  M.  d'Oeagne 
nennt  die  Kmren  {K)  iati/iteMadie  Trq^ektorim  der  Kurren  (C)  und 
aagi^  daß  ea  eridoit  wäre,  daß  au  jeder  Schar  (C)  unendlich  viele  Seharen 
(JT)  gehörten,  man  branebe  nur  eine  beliebig  gewählte  Kurve  (L)  als 
eine  Einaelkurve  eines  Systems  (K)  anzusehen,  und  die  flbrigen  Knrren 
des  Systems  (K)  liefien  sich  dann  ans  ihr  ableiten.  Er  setzt  dann  die 
Kurve  (L)  als  eine  gerade  Linie  yoraus  und  kommt  folgendermaßen 
zur  analytischen  Formulierung  der  Aufgabe.  Die  Schar  (C)  sei  gegeben 
d,«>b  die  01««liang:  F(^,y,X)-0. 

Die  Gerdde  sei  parallel  der  Y-Achse  und  gehöre  zu  dem  Werte  a 

Ton  X,  Die  ^-Koordinate  desjenigen  Punktes  der  Geraden,  in  dem  sie 

von  der   zu    X   «rehörenden  Einzelkurre 

der  Schal'  (Cj  geschnitten  wird,  sei  h, 

sodaß:  -r«/    >  ^ 

F(a,  hjX)^0. 

Die  Elimination  von  A  liefere  die 
Gleichung: 

Wir  legen  nun  durdi  den  Punkt  P{x,  y) 
eine  nicht  zur  Schar  (C)  gehörende  Kurve  (S).  Durch  (P)  gehe  die 
Kurve  (C^),  durch  den  zu  (P)  auf  {S)  unendlich  benachbarten  Punkt 
(P')  gehe  die  Kurve  (Cq)  der  Schar  (C),  Beim  Übergang  von  (P)  au 
(P')  erhält  q>  den  Zuwachs: 

dx  (^y  ^ 

Sollen  die  Kurren  (C^)  und  (C^)  aus  der  Kurve  (S'\  ein  Bogen- 
stfick  von  derselben  Länge  aussohndden,  wie  aus  der  Geraden^  nämlich 
4lA,  so  muß:        ^  ^ 

eein,  und  das  ist  die  Gleichung  (1). 
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H.  d'Ocagne  teiK  sodamm  melureve  FiUe  mil^  in  denen  die  Lifte- 
gniftion  dieser  Gleiehung  gelingt,  wobei  im  einfiMliiten  Fall  die  Sehar 
(CT)  dnrdi  PaandlelTerBchiebnng  einer  wiUkfixUch  gewlhlten  Kurre  lings 
^er  Geraden  (Z)  eneagt  wird.^) 

Man  kann  die  Yoraiuf efanmg,  daB  eine  Gerade  eine  iMurtikoIire 
Integralkarre  der  Gleiehong  (1)  sein  soU,  fiiUen  lassen.  Wenn  nlmliclL 
«ine  bdiebige  Enrre  durch  die  Gleichungen: 

dai^eetellt  ist^  in  denen  s  die  Bogenlänge  der  Kurve  bedeutet,  so  wird 
diese  Kurve  Ton  der  zu  A  gehdienden  Einzelkurre  der  Sehar  (C)  in 
einem  Punkte  geschnitten,  der  lu  dem  durch  die  Gleichung: 

betttiuuiiteü  Wert  von  n  ^fhört.  Erj^ibt  die  Elimination  von  A  aus  Uer 
Oleichung  F{x,  if,  k)     0  und  der  Torstehenden  die  Beziehung: 

flo  ftUui  derselbe  Sohluft  wie  Torhin  auf  die  Gleichung  (1),  die  jetat 
die  Kurre  mit  den  Gleichungen  x^yi  y  ^  9%  {s)  als  partikuUre 
Integralknrre  beeltai 

In  erster  Linie  ist  nun  die  Fnge  an  beantworten,  unter  weldien 
Vmstinden  die  Gleichung  (1)  Qberhanpt  ein  reelles  Integral  berita^  das 
geometrisch  gedeutet  iwei  einÜMäi  unendliche  Eurvensoharen  bestimmt. 

Wenn  ^?^^  =  1,  ist  dies,  wie  man  sofort  sieht,  der  FalL  Wenn 
Uefert  die  Auflösung  der  Gleichung  (1): 

Inneihalb  eines  Bereichs,  in  dem  an  jeder  SteUe  ^^^^  +  (^^^^^ 
kleiner  wie  Eins  ist,  gibt  es  also  keine  reellen  Integral  kurven.  Wenn 
beständig  +  (^y)  gleich  JSins  ist,  so  besteht  die  Schar  (p  «-  const 
aus  parallelen  EurrCD,  und  der  Wert  von  ^  stellt  die  Mafinhl  des 

1)  Den  Fall,  in  welchem  die  Schar  {C)  aua  einem  Geradenbüschel  besteht 
hat  M.  (VOcapne  sowohl  a  a  0.  wie  im  angeführten  Bulletin  Rd  17,  S,  171.  1889, 
behandelt.    Uoabbängig  von  d'Ocagne  ha'.  A    Velde  im  Arrh   d.  Math,  u  Phys. 
aweite  Keihe.  Bd,  14.  S.  SOO.  1896  die  lutegratioo  der  hier  auftretenden  Diifereo- 
tialgleiohttiig  durcbgeftUirt. 
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senkrechtoi  Abstandes  zweier  dieser  Kurreu,  oder  mit  andern  Worten, 
die  Bogenlänge  der  ortiiogonilen  TrajektMien  dieser  Karren  dar.  Dieae 
Trajektorien,  aleo  die  gemeinnmeQ  Normalen  der  Parallelkiunreli,  bilden 
hier  die  gesamte  Seher  der  Integralkarven. 

Wenn  endlich  innerhalb   eines  Bereichs  beständig  ^^^^  -h  ^|^) 

größer  wie  Eins  ist,  so  wird  der  Bereich  von  zwei  einfach  nnrn(]lirhen 
Karvenscharen  bedeckt.  Die  Sdtar  q:  =  const.  hat  alsdann  äw  Eiym- 
schaff.  daß  die  Bogenlängen,  velche  irgend  zwei  iit^rer  FAnzdkurvm  aus 
(lUen  Kurven  l>nd^r  Sehnren  ausschneiden .  einander  gleich  sind.  Obgleich 
dies  aus  dem  \'f  rtahren  von  d  Ocagne  erhellt,  soll  ein  direkter  Be- 
weis geliefert  werden. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung: 

Die  Di&fentialgleiehimg  der  einen  Schar  (1^)  des  Ketsee  ist: 

dy    <Pt  y>  +  y 

die  der  aada«»  Sehar  (K^)  des  Netzes  ist: 

Wx       l — 9>|  * 

Man  hat: 

(<jf +  «•)'  +  (1  -  SPi)*-       +  (ft^f. 
Wir  setzen: 


wo  ffj  und  die  positiTe  oder  negatiTe  Einheit  bedeuten  sollen.  Be- 
zeichnet «I  die  Bogenlänge  der  Karren  {K^,  s^  die  der  Kurren  {K^, 
so  folgt: 

dix      '  9i  +  Vt«  +      '     d$,  -    V,  +  Vi  «         9f  +  vi  ' 

djg ^     1  —  yl        5?} +Vt«*'      fÖL s.^  *L?'»~!La.£     —  fi 

und  damit: 

Integriert  man  hier  auf  einer  Korre  (K^)  ron  einem  Punkte  (A^) 
bis  KU  emem  Punkte  (-^i)»  auf  einer  Karre  {^K^^  you  einem  Punkte  (•^)) 


Digitized  by  Google 


üb«r  ebene  KnrreimetM  obne  ümwege.  209 

bis  zu  einem  Punkte  C-^)»  {A^  j  und  (-^}  Älrf  öiiier  Kurve  (Cj), 
(J^)  und  {Bf)  auf  einer  Eurre  (  C,)  der  Scliar  gp  — consi  liegen  lolkai, 
fo  erhält  jedesmal  die  Funktion  9  den- 
selben Zuwachs,  der  absolut  genonimen, 
sowohl  gleich  der  Bogenlänge  A^B^, 
wie  gleich  der  Bi^jenlänge  A^Bg  ist 

Ana  den  fftr  ^-^  Mfgoitellteii 

Ausdrücken  folgt  leicht,  daß  sich  die 
Snrven  dnes  Netxes  ohne  TJmw^  nur 
dann  unter  konstantem  Wjalnü  «fthii^ftni 
weim  die  Schar  ^  ^  eonsk  ans  parallelen  Kuren  besteht  Lektere 
Waden  dann  von  den  Karren  jeder  Sehar  des  Netaes  ebenfaUa  unter 
konstantem  Winkel  geschnitten. 

Wir  geigen  jetzt,  daß  die  Sdiar  ^-const  mU  einer  der  beiden 
Kurvenediaren  euaammenfalBit  Me  wm  den  WiifikikoiSlnermg^lin^  der 
Xwten  (Kl)  und  (K^)  geMäet  werden. 

Es  sei: 

^_^.co8i^„  -|  =  sm*„ 

^  —  cos  ^j,       =  sin 
Für  den  Aasdruek: 

&^      sin  ^,  4"  ^» 


COR  4^,  -f^'^t 


erhalten  wir,  wenn  &  —  e,  den  Wert  ^,  wenn  fc  den  Wert 

Im  sweiten  Fall  halbiert  also  die  Tangente  der  den  Punkt  {x,  ff)  durch» 
nahenden  Knrre  9  — oonst  den  Winkel  ^1—8',,  im  ersten  halbiert 
sie  den  Nebenwinkel  diesea  Winkels. 

Man  kam  jeM  leidd  geilen,  daß  die  Sdiaren  (JT,)  und  (K^ 
KwrvenneiB  ohne  Umwege  hUden.  Es  bedeuten  nimlieh  und  9^  die 
Winkel,  weldie  Ton  den  einem  wachssadai  ^  und  8^  entspieeliMiden 
Halbtai^enten  der  Kurven  (Ki)  und  (K^  mit  der  poeitiTen  Z-Achse 
gebildet  werden.  Nach  der  Wahl  von  und  ^  li^  somit  fiOr  jede 
Kurve  (K^)  und  (i^)  die  Bichtui^  fest,  iu  der  ihre  Bogenlänge  als 
wachsend  angesehen  wird.  Wir  wollen  diese  Richtungen  in  den 
Figuren  3  und  4  durch  Pfeile  kennzeichnen.  In  Fig.  3  mögen  die 
Seiten  PjPj  und  P^Pi  von  Kurven  (Ä,),  die  Seiten  PjPj  und  PiP4 
von  Klirren  (K^)  gebildet  werden.  Wir  punktieK'ii  die  durch  die  Ecken 
des  krummlinigen  Vierrecks  hindurchgehenden  Kurven   9)  » coDst 
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&.  V.  IdunnuL: 


Wenn  die  letzteren  wie  in  Figur  3  die  Nebenwinkel  halbieren,  so  iet 
P,  P,  -  P,  Q,,  P,  Q,  ^  Q,  P„  Q,P,  =  P,P^  fblgUdi  P,  P,  -f-  P, P.  =  P,P, 
+  P^  P,.  Da  gleichzeitig  P,  P,  -  P^  P,  =  P^  P^  -  P^  P^  so  m«Bieii  Weg«- 
etrecken,  die  in  der  Bichioiig  der  wacheeaden  Bogcodbige  durdiwaiidat 
werden,  als  potitir,  eoUshe,  die  in  der  Richtang  der  abnebmenden  Bogen- 
linge  diueh#Bndert  werden,  als  negatiT  in  Beebnung  geeetet  werden. 


Wenn  die  Kurven  ^  const.  die  Winkel  —  halbieren,  wie  in 
Fig.  4,  so  ist  P,P,  =  P,Q,,  P.Q.'-Q.P,,  Q,P,^P,P„  folglich 
P1P4  +  PjP,  -  P,P,  +  PjP^.  Hier  müssen  die  in  der  Richtung  de« 
▼achsendesi  ^  und  die  in  der  Richtung  des  abnehmenden  Sf  doreh' 
wanderten  Strecken  ale  poeitiv  in  Rechnung  geeetat  werden. 

Unter  icdcher  Bedingung  bilden 
llft„.ij        ^^^f^^J    ^,.^/  ^xwck  endücke  GUkkmgm  wm 

der  Farm: 

gegebene  Kiurvensduurm  0111 

Wir  betrachten  ein  knunni' 
linigee  Viereck,  denen  Seiten  P^Pf 
nnd  P4P0  Ton  den  an  den  Werten  und  t  dea  ernten  Farameten, 
deeeen  Seiten  PjP«  und  P,P,  Ton  den  au  den  Werten  t«»  und  «  des 
awnten  Parameters  gehörenden  Knrren  gebildet  werden.  Ea  sei  <  ^ 
T^<t,  nnd  es  werde: 

geaetat  Verlangen  wir  nun,  daß  P^P^  +  P,  -  +  P^P,  sei, 
ao  muß: 

*  f  f  r 

J \/G      x)dx-t  f  VEi^t,  r)  ät  ==J |/£     t^)  ät  +  J y  (J  {l,x)  dt 


Fl«.  (. 


Digitized  by  Google 


Cber  ebme  EnmniMtee  Olm«  ümwvge.  911 

sein.  Diese  Gleichung  soll  ftlr  beliebig  gewählte  Werte  Toa  t  und  t 
beetekeu.   Die  Differentiation  derselbea  nach  t  ergibt; 

und  die  DifiTereuuatiüu  dieser  Gleichuug  uacii  t  liefert: 

dt  "  dt  ' 

Diese  Bedingimg  ul^  wie  lelclit  la  sehen,  nach  UnnrieheiMl. 

Ytrlangen  wir  aber,  daß:  PjPa  +  PtP^-PiPt  +  PiP*  sei,  so  muß: 

*t  U  *9  h 

sein.   Hirn  «ergibt  sieh: 

dys  _ay§ 
a«  "  ~dt  ' 

Damit  (äao  die  gege^)enm  Sdiarm  t  —  etmsL,  i  ctmt,  em  Eutven' 
nä»  ekne  Ummge  hüdm,  muß  mthteier  4k  DifftmUitüform: 

yEdi-k-VGdt 

oder  die  IHfflemiHtdform: 

YEdt-VGdt 

^in  Diß'ermtial  sein. 

Wir  setzen  im  ersten  Fall: 

YEdt'\-Y&dt'-dF^ 

im  zweiten: 

YEdt-VÖdt^dF^, 

und  können  leicht  zeigen,  daß  im  ersten  Fall  die  Kurven  const. 
im  zweiten  die  Kurven  I\  =  const.  mit  rlf^r  %-orhin  betmchteten  Schar 
^=>consi.  znsammenfallen  Für  dip  Hnlbierungslinieii  der  Winkel, 
welche  von  den  den  wiichsciideu  Werten  von  f  und  t  entsprechenden 
Halbtiingenten  der  Kurven  const,  const.  gebildet  werden,  er- 
halten wir: 
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für  die  HalbierongBlinien  der  Nebenwinkel  ist: 

Hai  man  nun: 
so  ist  längs  jeder  Kurve  i'^  »«  conet: 

und  die  Kurren  Fi  —  coust  halbieren  die  Neben winkel^  hat  man: 
so  ist  linga  jeder  Kurve  J*| »  oonai: 

und  die  Kniren     —  contfc.  halbieren  die  Winkel  aelbet 
Jm  der  Bedingmig: 

dt"^  dt 

läßt  (ffch  '/?>  SchrffersscJtr  liedinguufi  (2)  folgendermaßen  ableiten. 
Sind  die  beiden  Differentialgleichungen: 

it(af,  p)dx  —  rfjf  —  0,    ß(x,  p)dx  —  dif^O 

gegeben,  so  fassen  wir  die  erste  als  Gleichung  einer  Kurvenßchar 
T  =  const.,  die  zweite  als  Gleichung  einer  Schar  ^«»const.  auf  und 
setzen,  unter  X  und  ft  integrierende  Faktoren  verstehend: 

A  (udx  —  djf) «-  dt,      fk  (ßdx  —  dy)  —  dt. 

Werden  nun  x  und  y  als  Funktionen  Ton  t  und  %  betrachtet,  so  folgt: 

1  dy   et 

di       W—") *    dt~  iit ß~ä) ' 

— *  — ^ 

daher: 
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Die  beiden  partiellen  Differenidalgleichtingen,   welche  anss^^, 
Ji,  und  ft  integrierende  Fektoxen  sind,  lauen  sich  in  die  Gestalt  bringen: 

t^^i(/,-«)-|£-o. 

Unsere  Bedingnngsg^eieliQng  nelinien  wir  in  der  Form: 
Man  erbUt: 

Anf  Grund  dieser  Beziehungen  ergibt  sich  ohne  weiteres  die 

Gleichung  (2). 

Ich  möchte  nun  eine  kinematische  Eigenschaft  der  Kurvennetze 
üiiue  Luiwege  mitteilen. 

Man  betrachte  die  beiden  Tangenten  der  Kurven  x  =*  const.  und 
*  +  =  const.,  deren  Berührungspunkte  auf  der  Kurve  i  =  const. 
liegen.  Es  gibt  eine  Drehung  der 
Ebene,  wddie  die  erste  dieser  Tan- 
genten in  die  sweite  tlberfdbrt  Der 
zugehörige  Diehnngsmittelpunkt  ge- 
langt, wenn  in  die  Noll  über- 
geht, in  eine  Orenzlage,  deren  Ko- 
ordinaten   mit   a^f    bi  beseiehnet 


werden  sollen.  Ebenso  betrachte  man 
die  beiden  Tangenten  der  Kurven 
i  »  oonst.  nnd  t-^        eonst,  deren  wg,  §. 

BerOkrongspunkte   anf  deir  Kurre 

T  —  const  liegen.  Der  Mittelpunkt  der  Drehung,  welehe  die  erstere 
Tangente  in  die  zweite  flberfObrt,  gelangt,  wenn  in  die  Null 
fibergebt,  in  eine  Grenslage,  deren  Koordinaten  mit  Oi,  ^  be- 
zeichnet werden  B<d]en.  JSIv  VBird  wSk  seigen,  daß  hd  &nem  Kurven- 
netz  ohne.  Umwege  die  beiden  Drehungsinittelpunkte  {a^,  6,)  und  (a,,  6«) 
gleidten  Abstand  vom  Punkte  P{tf  x)  besitzen,  und  daß  ihre  Ver- 
büukmffdifiie  paraUd  der  Tang&de  dar  durch  (P)  gdimdm  Kurve 
9  —  eonel.  ist* 
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ZmiSflliBt  sind,  die  aUgem«iien  Anwbflck»  ftr  die  KoordiiiftieB. 
(a,  6)  eines  Dnluiiigimittelpuiiktee  hemileitaiL  Die  beiden  gegebenen 
PnakAe  {x^,  nnd  P,  (o^,  yi)  mSgen  dnieh  «ine  Dnlrang  der 
Ebene  in  die  Pankfee  Pi(jE^  +  ^a^,  und  ]^{x^  +  ^Xt, 

+  J  abelgehen.  Der  Ptinkt  (a>  6)  iefc  der  Sidmitfepanld:  der  beiden 
räf  den  Strecken  P^  Pi  nnd  P,  P»  etriehteten  ICttelMokrediiteny  loinit 
bat  men: 

(«,  +  ^  -  «)      +  (jf.  +  ^  -  6)      -  0, 

In  der  leisten  Gleichung  ersetzen  wir  —  a,  fft  —  h  dnMsh 
*i  —  «I  —  (*  —      Ä  — 1^1  ~    —  ft)  ^  eihelten: 

Wir  nehmen  eratena: 

^i-fift»),  y»-/;»*),  ^^»-7;^t:  +  -  •,  ^yi-|^^r  +  .^. 

nnd  (Pg)  im  Abetende  Eine  «if  der  in  (P)  berührenden  Tangente 
der  Kurve  t  »  eonet,  aodafi: 

Wenn: 

^«  dt  •   dt  et  ^ 
gesetast  wird,  etgibt  aioh  beim  Übergang  an      —  0,  faUe  P^O: 

F  It 

Ol  —  «  —  — 


et  et  y  j^      dt  dty£ 


.  F  dt 

*t-y- 


5*  3«  yO^     3«  a« 
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Nun  ist: 


wo: 


a^ 

dt  dt 


a<  a» 


(5) 
folgt: 


Ava  den  GleidumgeiL: 

a*  ata*        a*  » 


dfx  a»/;  ,  a/;  ay. 


a«  aia*  ^  a«  ata« 


^    a*  ' 


Tt  a* 


^  diog  ya 

et  -  dt 


av.  

9ea»  ^  ' 

und  damit  ergibt  sieb  weil,  J^^EG—F\  die  Beziehung: 

a4  aA 

dt  dtys     dt  dtyß'^  ^     dt  dt  ) 

Wir  erhalten  somit,  wenn  wir  statt     und  f^^  wie  üblich,  «  und 


(«) 


2'i  =  y  + 


®~äi  a« 


,a« 


Es  maß  nun  gezeigt  werden,  d&ß  diese  Gleiehnngen  auch  richtig- 
nndy  wenn  jP  yerschwmdet;  wenn  also  die  Karren  %  —  conai,  i  =  const 
sich  rechtwinklig  schneiden.  Hier  fallen  die  Drehungsmittelponkte 
(Og,  j^)  mit  den  Krümmongsmitteipankten  der  Knrren  ^i^oonflb  sa> 
Man  hat  also  aonSohat: 


X  — 


o 


£4 


<^t  ißt* 


dr 


<7t  dt* 
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Ferner  ist: 

dt  ^   dt       dr  ^  dt 

yo"    yE '  yo    *  ve' 

wo  £  entweder  die  positive  oder  die  negative  Einheit  bedeutet.  Diffis» 
muEiert  man  die  Qleichiing  F^O  nach  t,  so  folgt: 

dt  dt*    dt  a»«       ^    a«  dtdr 

oder: 

syE/dt,  d^ft  _  cf,  avA  _  df,  d^U  ,  p'/s 

yG  \dx  dr*      dt  drV      dr  dtdr"^  dt  didt' 
und  bei  Anweadnng  der  sweiten  Gleicbong  (ö): 

dt  dt*    dt  dt*       yE    dt  ' 

D»  feiner: 

y£  ' 

so  gelten  die  Gleiehnngeu  (6)  aaeb  fSr  den  Fall  J'— 0. 
Wir  nehmoi  sweitens: 

und  (P,)  im  Abstände  Eins  auf  der  in  (P)  berObrenden  Tangente  der 
Enrv«  t  —  eonst^  sodafi: 

^    ^  .  J_  a/",        f  ,  ^  df. 


(  a/;  ,  a  at     . ,  ,         ^      ( a/;  .  a  at  j 

Anf  demselben  Wege,  wie  vorbin,  ergibt  sieb  dann: 


^  dt 


^   dt  '^^,  dt 

dx 

1.       .  aif 

0«  =  w  -f-   ■ 

Wir  setzen  bot  Abkfiraang: 

*^""a«  ■^   ar"-"*»»'  ^-^äi  "^~äi  
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nml  erhaltan: 


(8) 


Ist  nun:  • 

"~a« 


f 


so  folgt  nach  (4),  duß  die  Verbindungslinie  der  Drehungsmittel  punkte 
parallel  der  Ualbierongslmie  des  Nebenwinkels  des  von  den  Kuirea 

t  —  ooiut,  i  —  oonti  gebfldeten  Winkels  ist;  Ar  — +       »  0  ist 

sie  ]jaraUeI  der  HalbiorungHlinie  dieses  Winkels  selbst,  d,  h.  sie  ist  stets 
parallel  der  Tangente  der  Kurve  qp  ==  const. 

Nehmen  wir,  nm  beide  Fälle  zugleich  zu  berücksichtigen: 
so  wird: 

d.h.  die  Drehungsinitteipunkte  hesif/eu  gleiche  Abstände  vom  Punkte  i*. 
Hieraus  läßt  sich  die  mn  G.  Sein /fers  gefundene  qmmetrische  Eigm- 
sdia/t  der  Kurvevnefge  ohne  Vinne(ic  folffendermaßm  ableiten. 

Mit  bezeichnen  wir  die  Koordinaten  des  Punktes,  in  dem 

die  in  t\  berührende  Tangente  der  Kurv»^  t  =  const.  die  Einhüllende 
der  längs  di  v  Kurve  t  —  const.  i)erühreiideu  Tangenten  der  Kurven 
T  =  fonst  Im  rührt:  entspredi' nd  sollen  rc^,  die  Koordinaten  ues 
Punktes  sem,  in  dein  die  in  V  berührende  Tangeute  der  Kurve  <=  const. 
die  Einhüllende  der  längs  der  Kurve  x  =  const.  berührenden  Tangenten 
der  Kurven  i  —  const  berührt.    Eine  einfache  Rechnung  ergibt  dann: 


\      di  dt    J  \      dt  dt  J 


1.  SmtMlM»  ll»lb«M^T«i«isl«Ufr  XVL  Hafk  S/^  16 
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218  Intnamui.:  Üb«  eb«&a  KnrvemietM  ohne  Umwege. 

Nun  folgt: 

(«.  -    8^  +  CA  -  h)%  =  0,  («,  - «,)||  +  0^.  -       - 0, 

iomit  werden  dio  Punkte  («^»      und  («ti       dnroh  senkrechte  Pro- 
jektion der  F^kte       &|}  und  (a^,  h^)  auf  die  Tangenten  der  Kiutcd 
X  »  oonet.  nnd  ^«oonet  erkalten. 
Femer  iit: 

Bodafi  bei  den  EmrennetBen  ohne  Umwege  auch  die  Punkte  («i,  f^) 
und  («1,  j^}  gleiche  Ahstinde  vom  Punkte  P  benisfiiL  Dies  ist  die 
Ton  6.  Seheffere  gefundene  Eigenschaft  tuuerer  KuirennetM. 

Auf  Gmnd  der  Gleichnngen  (8)  sei  noch  hemerkt,  daiy  wenn  B 
Ton  t  nnabhii^g  isf^.d.  h.  geometriaoh,  wenn  je  swei  Karren  i^eansL 
aus  den  Knrven  t  —  eonst.  gleiche  Bogenlänge  ansscfaneiden,  die 
Yerbindui^linie  der  Drebni^^niittelpunkte  parallel  der  Tangente  der 
KuTTC  t  c(Hi8i  liegt  Entsprechendes  gilt,  wenn  G  Ton  t  unabhingig 
ist.  Dies  steht  im  Einklang  mit  einem  Satze,  den  ich  im  Archiv  der 
liathematik  und  Physik  (Dritte  Reihe.  Bd.  6  S.  43,  1903)  veröffentlicht 
habe.  Die  dort  mit  (P^)  und  (jP,)  bezeichneten  Punkte  stimmen,  wie 
eine  eingehendere  Untersuchung  seigt^  mit  den  Drehungsmittelpunkten 

^i)f  {<hf  überein.») 


I  i  Der  Drehunggmittelpunkt  (a,,  6,)  bez.  (a, ,  6,)  liegt  nämlich  auf  der  Ver- 
bindungslinie des  ?n  <lfTn  Punkt  P(t,  t)  gebärenden  Krün'munffsmittelpunkte  der 
Kurve  r  conat  bez.  t  »  const.  mit  dem  zn  F  gehörenden  KrümmongsmiUel- 
punkt  der  dnrclL  P  gehenden  orthogonalen  Trajektorie  der  Kurven  r  —  contt.  bei. 
t  —  eonit.  Aber  die  Beveelmniig  der  Kritmmiiiig  der  orthegonftlea  Te^dtorieii 
einer  Kurvenscbar  mit  den  im  Vorigen  benutzten  ^fitteln  gestaltet  sich  sehr  ran- 
•ttndlich,  viel  einfacher  frelin^rt  sie  mit  Hilf«'  der  Methode  der  Ableitungen  nach 
Bo^nlän^en,  wie  icli  das  in  dtnimächst  erscheinenden  Vorlesungen  über  Ditferen- 
tiaigeometrie  zu  zeigen  getieuke. 
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Über  PotenzreüLen  von  mehreren  Veränderliclieii. 

ZwaJU  va  dam  Auftati  ia  Band  XV  dioM«  JalmaberiiohtM. 
Von  Paul  Stackel  in  Haimovar. 

Um  zu  beweisen,  daß  die  Diftereutiaigleichung 

deren  rechte  Seit«  eine  für  ,x\^r,  ,y^s  unbedingt  konTergente 
Potenzreihe  Ton  x  und  y  ist,  bei  der  Anfangsbedii^ping  x  «->  0,  y  ■»  0 
stets  durch  eine  konvergente  Potenzreihe 

befiiedigfe  werden  loym,  hat  man  Kanftehet  eine  Mc^araiite  der  Potenz- 
reihe  in  (1)  zu  bUden.  Das  kann  auf  Teiseliiedeiie  Azten  gesdiehen, 
Canoby  bat  als  Miyorante  genommen: 

(«)  «t(.'.y)--r—i?7 

(i-^)(t-f)  ti 

wo  der  ZUüer  M  das  Ibzimnin  dee  absolnten.  Betragee  der  PoiemreQie 
für  das  Gebiet  «a*r,  \y\^s  beaeichBet  Wie  ich  in  nemem  Stnit^ 
garter  Vortrage  fiber  Potensreiben  toh  mehreren  VenndezUeben  dar^ 
gelegt  habe  (nebe  diesen  Jabreebericbt^  Band  XV,  S.  578)^  iSfit  «eh  die 
GrOfie  M  mit  Vorteil  dnrdi  die  Qrdfie  (?  eraetiett,  die  ab  der  grdllAe 
ViTert  nnter  den  absoluten  BetiSgen  der  Beibenglieder  fSa  x^r,  y^s 
definiort  ist  Wenn  man  außerdem  statt  des  evsten  Faktors  im  Kenner 
sein  Quadrat  nimmt,  also  die  ICajorante  bautet: 

80  gelangt  man,  wie  iefa  dort  gezeigt  habe,  su  einem  Exiskntitewmte^ 
hei  dem  die  Theorie  der  FwdtUtmen  hm^Hexer  VeräindeiUtkar 
Im/M  m  iceräen  brauehi. 

Von  Terechiedenen  Facbgenossen  bin  ich  darauf  aufinerksam  ge- 
macht worden,  daß  dieses  Ziel  auch  auf  andere  Art  erreieht  werden 
kann, 

16* 
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220  PAti«  SricKKi.: 

Als  Majoianie  l&ftt  sieh  benutzen  die  Funktion: 

in  der  K  eine  positive  Konstmte  bedeutet,  die  ntcHt  kleiner  als  6r  ist 
und  die  cum  Beispiel  gleich  Jf  sein  darf.  Es  seheint,  als  ob  der 
Gedanke,  diese  Hajonmte  sn  nehmen,  auf  Weierstraß  sturflckgeht'). 
Wie  mir  Herr  J.  Plemelj  in  Wien  mitteilte^  findsi  sie  tädk,  ohne  Angahe 
einer  Quelle^  in  dem  Cours  d'aualyse  yon  E.  Goursat,  i  I,  S.  444. 
Ich  mdehte  ausdrücklieh  hervorheben,  daß  Herr  Gounat  an  dieser  Stelle 
bemerict,  man  könne  als  Ghroße  K  den  größten  Wert  unter  den  ab- 
soluten Betragen  der  Rmhenglieder  fOx  x^r,  y^s  nehmen.  Mein 
Freund  F.  Engel  hat  ebenfalls  seit  längerer  Zeit  in  seinen  Vorlesungen 
Aber  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  die  Größe  G  beuniaty  was 
idi  selbst  ttbrigens  seit  1893  g^ftan  habe. 
Setst  man  sur  YereinfiKihnng 

(6)  sr  -  r|,  sf  -  siy, 

80  tritt  an  die  Stelle  der  Differentialgleichung  (1)  die  Gleichung: 

deren  rechte  Seite  eine  für  |||<1,  unbedingt  konTsigente 

Poten/reihe  von  |  und  rj  ist.  Die  unmittelbare  Anwendung  d^ 
Weierstraßsehen  M^jorante  fiOhrt  dann  auf  die  Hilfsgleiehung: 

deren  Integration  Schwierigkdten  macht.  Herr  J.  Plemelj  hat  daher 
den  folgenden  Kunstgriff  angewandt,  den  ich  mit  seiner  freundlichen 
Erlaubnis  hier  wiedergebe. 

Man  addiere  auf  beidon  Seiten  der  Gleichung  (1^  JSins  und  bilde 
jetst  die  Weierstraßsche  Majorante  der  rechten  Seite: 

(4-)  S»3(S,,)--_-f^,; 

K'  ist  dabei  eine  positive  Große,  die  nicht  kleiner  ist,  als  die  beiden 
Größen  1  +  j ^  und  O^j-   Die  zugehörige  Hilfsgleichung: 

IJ^   ^  1  -  (£  +  U) 

1)  Veigl.  0.  Biermann,  Theorie  der  «aalytiBehoii  Fonktioiieii.  lieipxig  1887, 
8.  SM. 


Digitized  by  Google 


über  Potencxeiheii  von  mehreKen  YerAadorliohaa.  221 

iSBt  sieh  sofort  integrieren,  wenn  man  mit  dem  KenuMT  multipliziert, 
und  man  findet  bei  der  Anfangaibedingimg  S  — 0,  M^O  das  Integral: 

(8)  M^l-l-VT^2n 

bei  dem  sofort  ersichtlich  ist,  daß  alle  Koeffizienten  der  Potenzreihe 
rechts  positiv  ausfallen. 

Einen  zweiten  Yonchlag  verdanke  ich  meinem  Freunde  F.  Eugel. 
Dieser  earaefeat  die  Dififerentialgleichang  (!')  dnrch  das  System  simultaner 
IMflerentialgleid&ungen: 

k 

und  bildet  fflr  die  rechten  Seiten  die  Weieistrafisohen  M^oraaten,  wobei 
er  ee  ao  einrichtet,  daß  die  Konstanten  in  den  Zahlern  «naader  i^eich 
werden.  Auf  diese  Weise  entsteht  das  System  Ton  Hilfiigleiehnngen: 

dt"l-(Ä+Ä)'  d*~i~(»+iO' 

das  mit  der  Anfangsbedingung  ^  =  0,  5=0.  H  =  0  zu  integrieren  ist. 
Die  gesuchten  Integrale  ergeben  sich  ofiPenbar,  wenn  man  S=  II  Z 
setzt  imd  Z  ans  der  Differentialgleichung 

(10)  af-r^ 

mit  der  Anfangsbedingnng  ^ «  0,  Z  »  0  bestimmt   folglich  ist 

wo  man  wieder  sofort  erkennt,  daß  die  Koeffizienten  der  Potenzreihe 
von  t  sftmtlieh  positiv  sind.  Dasselbe  Yer&hren  hat  flbrigens  Henr 
6.  Hettner  schon  in  einer  Vorlesung  Uber  die  Theorie  der  DiflSsrential- 
gleichungen  an  der  üniversitSt  Berlin  im  Sommersemester  1882  an- 
gewendet, nnr  mit  dem  Unterschiede,  daß  er  die  Konstante  L  mittels 
der  Cauchy-Weierstraßschen  Ungleidiheiten  erhidt. 

Die  Tragweite  des  Verfahrens  von  Engel  reicht  jedodi  noch 
weiter.  Wie  Engel  mir  ebenfalls  mitgeteilt  hat,  kann  man  damit 
zeigen,  daß  1)  durcii  einen  jeden  Punkt  x^,  eme»  ffewissm,  itmerkalb 
des  Konvergent^iereidies  der  Fatentreihe 
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Uegfittäm  O^ietei  äne  Jktegraßmne  hmäwdtgeki  und  daß  2)  ä&r  In- 
begriff  aUsr  «Heter  LUegrüHkumm  mUtds  einer  eineigen  ntuh  Peieneen 
wm  X,  x^f  forMreUenden  PoiengreShe  dairgesMU  Mferden  kann.  Der 
Beweis  beroht  darauf,  daß  die  Fonkfcion 

der  l>iifereutialgleichung  genügt: 

^'-''^  dt     l  —  S' 

die  bei  der  An&ngabedingqng  S^C  daa  Integral  beeitact: 


S_l_(l_C)|/l-j^^,- 


Dietea  Integral  aber  läfit  aich  ftr 

nadi  Potenaen  von  t  nnd,  wenn  noek 

!C1<1 

ist.  gleichzeitig  nach  Potenzen  von  C  entwickeln.  Hieraus  folgte  daU 
die  Funktionen 

(12)  S'iS  +  ^{A-B),  B-iS-HA-B) 

dem  Systeme  Ton  ffilftf^eicfaui^pm  (9)  genflgen;  f(ir  C^Ä  +  B  werden 
bei  ihnen  die  An&ngawerte  besiehnngaweiBe  Ä  und  B.  Diese  Funktionen 
von  i  lassen  sich  nnn  nadi  Potenzen  yon  if  Ay  B  entwickeln,  wenn 

i*i<— ^i— '  i^+*i<i 

ist,  und  es  gibt  daher  anch  ein  bit^ral  der  DiffisruitialgleiGhnng  i^l), 
das  die  Anftagsbedingung  x  ^  Xq^  y  =  erftült  und  sich  sieher  nach 
Potenzen  ron  x^,  y^  entwickeln  Iftßt^  wenn  die  AnÜBmgswerte  x^,  y^ 
die  Bedingung  erfllUen,  dafi 

r     '  • 

ist;  dnreh  diese  Ungleichheit  wird  das  TOrher  erwähnte  Gebiet  inner* 
halb  des  EonveigMizbereiches  der  gegeboien  Potmsreihe  definiert. 

Es  verdient  hervorgehoben  an  werden,  daB  die  Methoden  von 
Plemelj  nnd  Engel  sich  ohne  weiteres  auf  Systeme  von  fi  gew5hn- 
liehen  Differentialgleichungen  mit  n  unbekannten  Funktionen  Über- 
tragen lassen  und  im  besonderen  daau  dienen  können,  die  Existenz 
von  Integralen  bei  gewöhnlichen  Difforentialgleiehnngen  beliebiger 
Ordnung  sn  beweisen. 
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EinA  Tierta  Art  toh  Mi^omitenbildmig  Itat  Herr  Fdj^r  in  der 
Note:  Sar  le  calcul  des  limites  at^^egeben,  die  in  dni  Comptes 
Bendus  der  Parieer  Akademie  vom  10.  Dezember  1906  Tetöffenilieht 
worden  Ist,  und  zwar  ricbtet  er  es  so  ein,  daß  der  Eonvergenzbereicb 
der  HilfsreihfliL  dem  wabren  KonTergenzbereiche  der  Reiben  für  die 
Integrale  des  gegebenen  Systems  möglichst  nahe  kommt;  illr  die  Einzel- 
heiten maß  auf  die  Note  selbst  verwiesen  werden. 

Zorn  Scbluß  eine  Bemerkung  zu  Nr.  1  meines  Aufsatzes.  Um  zu 
beweiseii,  daß  bei  einer  bestandig  konvergenten  Potensreihe  bei  beliebig 
gegebenem  C  and  n  fOr  iiinreicbend  grofies  r  stets 

Jf (r)  >  Ci- 

ist,  genügen  die  Cauchj-Weierstrußscben  Ungleichheiten 

nsd  es  ist  nm  so  wenigsr  nMig,  wie  mir  £.  Landau  briellieh  mitteilte, 
die  Cbdfie  G(r)  beransoiielien,  sb  dadureh  keine  Yezseldhrfbng  dieses 
Satses  erzielt  werden  kann. 


Über  iLoaere  ünterguehungeiL  auf  dem  Gebiete  der  ana- 
lytischen Fttüktioüeii  melirerer  Yariablen.'; 

T<m  F.  Hastoos  in  llfinehen. 

Wenn  man  Ton  yomherein  geneigt  ist,  die  Theorie  der  analytischen 
Funktionen  mehrerer  Variablen  als  einen  verhältnismäßig  jungen  Zweig 
der  Funktionentheorie  anzusehen,  so  läßt  sich  dies  sicherlich  in  keiner 
Weise  damit  begründen,  daß  man  etwa  erst  in  neuerer  Zeit  begonnor 

hätte,  sich  mit  diesen  Funktionen  Überhaupt  zu  beschäftigen.  Im  Gegen- 
teil kaTin  man  rahig  behaupten,  daß  ih?  Studium  von  Funktionen 
mehrerer  Veränderlichen  fast  ebenso  weit  m  thV  Vergangenheit  zurfifk- 
reicht,  wie  das  der  Funktionen  komplexen  Ar<junu'iils  überhHtipt;  er- 
schienen doch  schon  im  Jahre  1832,  also  zu  einer  Zeit  als  die  Funktionen- 
theorie noch  in  ibrtjii  ^Ajnfängen  war,  Jacob is  Considerata  qenrraJes 
de  tramcettdeHtibus  Ahdianis,  welche  durch  die  Formulierung  des  nach 
dem  Autor  benannten  Umkehrproblems  die  Funktionen  mehrerer 
Variablen  geradezu  in  den  V^ordergrund  des  Interesses  rückten. 

1)  Yoitrag,  gehalten  anf  der  Ysnainmleiig  der  D.  H.-T.  su  StnMigsrt  am 
18.  Ssplember  1906. 
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Daß  sber  trote  alledem  jener  Ansicht  eine  gewisse  Berechtigung' 
nicht  abgesprochen  werden  kann,  findet  seine  Erklärung  darin,  daß  die 
Entwickelung  dieses  allgemeineren  Zweiges  der  Funktionentheorie  in 
keiner  Weise  der  der  gewöhnlichen  Theorie  parallel  gelaufen  ist:  Ganz 

im  G(»gensatz  zu  letzterer  beschninkte  mau  sich  durchgehend»  auf  das 
Studium  derjenigen  i^peeidien  F\in},ti<mi')i,  auf  welche  das  augenblickliche 
Interebse  gerade  gerichtet  war  (wie  z.  B.  der  Yl/>f7schen,  der  Theta- 
nnd  der  algebraischen  Funktionen),  ließ  es  jedoch  hin«irli( lieh  der  all- 
gemeinen Thoorii'  bei  dem  dürftigen  Material  bewenden,  das  sich  aus 
der  Theorie  der  Funktioueu  cimr  Variablen  durch  unraitten)are  Ul)pr- 
tragung  gewinnen  ließ.  Dieser  Sachverhalt  ist  noch  umso  auffälliger, 
als  es  keineswegs  angeht,  ihn  etwa  damit  zu  erklären,  daß  mau  die 
bei  mehreren  Variablen  auftretenden  »mm  Probleme  nicht  erkannt 
hätte;  denn  auch  die  Beschäftigung  mit  noch  so  speziellen  Funktionen 
muljLe  ja  z.  B.  sofort  zeigen,  wie  hier  anstelle  der  isnlicrfen  Xullstellen 
ht»tinuierUcJi€  Gebilde  von  Nullstellen,  ebenso  anstelle  der  isoIi<rfen 
smgulären  Stellen  kontinuierliche  Gebilde  von  solchen  treten,  und  es 
hätte  also  recht  nahe  gelegen,  die  Eigenschaften  dieser  Qebilde  einer 
allgemeinen  Untersuchung  zu  nntenrieben. 

Die  Wandlung  setzte  erst  mit  dem  Zeitpunkte  ein,  da  Weiersti  ali 
die  Theorie  der  Funktionen  einer  Variablen  neu  begründet  liatL*-  und 
durch  seiue  michhaltige  Beschäftigung  mit  dun  Ähel sehen  Funktionen 
Teranlaßt  wurde,  der  Theorie  der  Funktionen  mehrerer  Variablen  ein 
ebenso  sidieres  Fundament  zn  geben. 

Gleich  zu  Beginn  seiner  aus  diesem  Bedürfnisse  entstandenen  Ab- 
handlung ^Einige  auf  die  Tlwxtrie  der  annlijtisr)«  n  Faiüdionen  mehrerer 
Verandcriulujn  sich  beziehende  Sät£C"^)  tindeu  wir  unter  der  Überschrift 
„  I  'arhireitumfssaW'  dasjenige  bekannte  Theorem  hergeleitet,  dem  man 
wohl  treffender  die  Bezeichnung  eines  Fundamctüalsaizes  der  Theorie 
der  analytischen  Funktionen  mehrerer  Vsriftldmi  geben  konnte.  Seine 
wesenÜiclie  Bedeutung  liegt  darin,  daß  es  inr  Lösung  der  ▼orhiu  an- 
gedeuteten Aufgabe,  wenigstens  soweit  sie  die  Nnllstellen  (und  somit 
aneh  die  anßerwesentliclien  singul&ren  Stellen)  betrifft^  den  -wichtigsten 
Schritt  tnty  nimüch  den  analytischen  Charäkier  der  aus  jenen  Stellen 
gebildeten  Hannigfiiltigkeiten  fBr  die  Umgebung  jedes  einzelnen  ihrer 
Punkte  feststellt.  D«r  Satz  lautet  bekanntlich  folgendermaßen,  wenn 
ich  mich  der  Einfrchheit  halber  zunächst  auf  den  Fall  gweier 
Variablen  beschränken  darf: 


1)  AUuuidl.  ».  d.  Funktioneiilefaie  p.  107  »  Werke  U,  p.  186. 
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Versckm'ruiet  die  nach  ganigaJiligen  positiven  Potenzen  vofi  x  und  y 
farMureitende  Jteihe  ^{x,  y)  im  Punkte  x  —  0,  y  0,  so  läß  sie  «td^ 
in  der  ganzen  Umgehung  dieses  Pwiktes  als  das  Produkt  gweUr  weUerer 
Potenmreike»  darstelleu: 

von  denen  die  eine,  ?/),  für     ==  0,  f/  —  0  und  daher  auch  für  die 

ganze  Umgebung  dieses  I^nriktcs  rc/w  Ntdl  verschieden  bleibtj  wdhrend  die 
andere j  (^(r,  ?/),  sich  in  bezug  auf  eine  der  beiden  Vernnderlichen^ 
z.  B.  II,  auf  rinr  ijanze  rationale  Funktion  reduziert  (derm  hoehstfr 
Koefftzienl  gleicli  1  ist,  währefui  cUle  übrigen  Koeffizienten  für  x 
verschwinden). ') 

Die  Gleichung  ^  (x,  y)  ^  0  ist  demnach  für  die  Umgebung  des 
Nullpunkt«  gleichbedeutend  mit  einer  (dgihrnisehen  (ilpirlning  für 
deren  Koeffizienten  i'otenzreihen  in  ./   sind.     (Im  Falle  von  n  -f  1 
Variablen  Xj,  x^j  .  .  v  treten  bloß  anstelle  dieser  Potenzreihen  in  x 

Potenzreihen  in  bezug  auf  die  n  Variubl*  u  j\,  x^,  .  .  x^.)  Nach 
Poincare  nennt  man  eine  iu  dieser  Weise  definierte  Funktion  y  eine 
algebroide  Funktion  von  x  (bzw.  von  x^,  Xg,  .  .  x^. 

Ich  möehte  nun  sogleich  noch  an  ein  zweites  Problem  erinnern, 
welches  Weiorstraß  iu  der  näniiiciieu  Abhandlung  aufgeworfen,  jedoch 
9\\m  Unterschied  von  dem  ersteren  nicht  gelöst  hat;  ich  meine  den 
^litcIl\veis,  daß  jede  eindeutige  und  im  Endliehen  meroniorphe  1  uuktion 
mehrerer  Variableu  dargestellt  werden  könne  als  Quotient  zweier  ganzer 
Fimliionni,  d.  h.  zweier  bestandig  konvei^enter  Potenzreihen.  Diesen 
Nachweis  hat  für  den  Fall  meier  Yei&ndflrlichen  zuerst  Poincar^  im 
sveiten  Bande  der  Adia  xnaÜi.*)  mittds  nemlich  umBlBiidliclier,  der 
PotenÜaliheorie  entlehnter  Methoden  geführt;  ganz  allgemdn  und  imt«r 
Benutzung  direkterer  Methoden  ist  es  erst  P.  Cousin  in  seiner  Th^se") 
gelungen,  das  Problem  zu  bev^tigen. 

Die  Schwierigkeit  liegt  hier  bekanntlidL  im  Folgenden. 

1)  Falls  ^  (0,  t/)  identisch  veracbwindet,  tritt  eine  Modifikation  ein,  auf  welche 
hiwr  und  im  folgenden  nicht  Rftekmcht  genommsa  imL 

t)  Sur  In  foueUoH»  de  deux  rnnaUM,  Acta  maih.  S  (18S8),  p.  97.  YgL  a. 

Foincare,  Sur  les  propriftes  du  poientiel  et  sur  les  foueUans  abeliennes.  Acta 
math.  22  1899'.,  j..  80  snwir  Sur  l,s  fonrfions  dhi'Jirnnrit ,  Acta  matb.  2G  '1902), 
p.  43,  3  —  4;  IVriu  r  H.  F.  Baker,  <hi  ihr  theunj  of  futwlums  of  severai  wmpkx 
variables,  Caml>r.  rhilott.  TrauHact.  18  i  läUdy,  p.  408;  On  functions  of  aeveral  variabks^ 
Londan  Halb.  Soc.  Fkooeed.  (9)  1  (1908),  p.  14. 

8)  8»t  k$  fimetiom  de  n  wuriaHee  complMMt,  Paris  1894  Acta  math.  19 
(1896).  p.  1. 
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Es  sei  (Xq,  y^)  eine  beliebige,  im  Endlichen  gelegene  Stelle.  Dann 
laßt  Bich  uack  VoraoMetznng  die  Funktion  für  die  ganze  Umgebung 

dleeer  Stdle  als  Qaotient  ^  zweier  daselbst  regdiSrer  Fnnlctioiieii  dar- 

flteUen,  Man  Irann  aneh  eteto  dafBr  Bragen.  dafl  diese  DanteUai^  eine 
ffikt  die  Stelle  (Xf^,  y^)  reduxierU^  ati,  d.  L  daß  Zahler  und  Nenner 
nieht  beide  im  Ponkte  (x«,  ^q)  durch  eine  nnd  dieselbe,  in  der  Um- 
gebung von  (tq,  y^)  reguläre,  im  Punkte  (Xf^,  y^  selbst  yerschwindende 
Funktion  teilbar^)  seien.  Ist  eine  DarateUnng  eine  reduaierte  fftr  die 
Stelle  {x^f  ff^)f  so  ist  sie  es  aneh,  wie  Weiersir  aß  geseigl  hat,  ftr 
jede  in  einer  gewissen  Nachbanchaft  Ton  (x^,  y^  gelegene  Stelle^  wir 
wollen  die  Darstellnng  kurzweg  eine  redutiertß  m  einem  ffewisae»  GMte 
nennen,  wenn  sie  för  jede  Stelle]  dieses  Gebietes  eine  reduzierte  ist. 

Eine  derartige  Darstellung  der  gegebenen  Funktion  ist  nun  aber 
dnrdh  die  Forderung,  daß  sie  in  einem  gewissen  Gebiete  eine  reduzierte 
sei,  keineswegs  eindeutig  bestimmt;  vielmehr  gibt  es,  fiüls  ftberhanpt 
eme  solche  vorhanden  ist,  deren  auch  stets  unoidlich  viele.  Es  genügt 
ja,  um  aus  einer  reduzierten  Darstellung  beliebig  viele  neue  zu  erhalten, 
Zähler  und  Nenner  mit  einer  und  derselben  völlig  beliebigen,  in  dem 
betreffenden  Gebiete  regulären  und  nicht  verschwindenden  Funktion  zu 
multiplizieren.  Li^en  umgekehrt  zwei  in  einem  Gebiete  reduzierte 
Darstellungen  vor,  so  läßt  sich  zeigen,  daß  die  beiden  Zähler  (und  da- 
her auch  die  beiden  Nenner)  sich  nur  um  einen  in  dem  betreffenden 
Gebiete  regulären  imd  nichtverschwindenden  Faktor  -  ein  solcher 
m5ge  im  lolgeuden  kurzweg  ein  Einheit^aktor  dieses  Gebietes  genannt 
werden  —  unterscheiden  können. 

Wir  wollen  uns  nun  in  jeder  der  beiden  Ebenen  je  einen  Kreis 
mit  beliebig  großem  Radius  um  den  Xullpunkt  beschrieben  denken 
und  das  so  entstehende  Gebiet  (inkl.  Begrenzung/  mit  K  bezeichnen 
Gelingt  es,  die  Funktion  als  Quotient  /w<.,>r  in  A'  regulärer  Funktionen 
(lurzustellen,  so  ist  damit  die  AutVaiic  im  we.sentlichen  gelöst,  denn 
mit  Hilfe  eines  im  Prinzip  auf  UenTstraß  zurückgehenden  (Jrenz- 
übergangs  erhält  man  dann  auch  leicht  eine  im  Endlichen  durchweg 
gültige  Darstellnng. 

Jedem  Punkte  {x^y  y^)  des  Gebietes  Ä'  läßt  sich  nun  nach  Obigem 
ein  „Kreisgebiet"  jx  —  a;^]^^,  ly  —  y^l^Q    zuordnen,  in  welchem 

1)  Sind  P  und  zwei  in  y^)  reguläre  Funktionen,  ao  heißt  P  „im 
Punkte  (x^,  y^)  durch  P,  trilbai'S  wenn  eine  Relation  P  P^  P,  beeteht,  wo  P, 
«benfalli  eine  in  («^,  y,)  reguläre  Funktion  ist.  (Dies  ist  Bich«  stets  der  FUI, 
wenn  P,  in  ^x^,  «/^f  von  Null  verschieden  ist.i  Vgl.  dscftbear  WeierstraA,  a.a.O. 
§  2;  Bn^kl.  d.  math.  Wissenaoh.  U  B  1,  Nr.  45. 
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«ane  reduzierte  Dantdluag  der  gegebenen  Funktion  eidier  roriiandon 
ist  Am  einem  denrtigen  System  von  Kreisgebieten  kann  mui  aber 
stete  eine  mdUäie  Ansahl  bentwigreilniy  welcbe  zneammeogenommen 
dw  Oebiet  K  bereite  Tolbtiadig  fiberdeokea.  Die  Au^be  ist  also 
«ieber  gddet,  sobald  man  ein  Mittel  besitat,  awei  DaisteUnngeo,  welche 
fttr  irgend  swei  ttbereinandeigretfeDde  Gebiete  gültig  und  daselbst  ledu- 
aiert  sind,  in  einer  einzigen  wo.  yersohmelsen,  welche  in  dem  (Ton  jenen 
awei  Gebieten  flberdeokten)  Oesam^biete  gdltig  und  daselbst  ebeoMls 
reduziert  isi  Da  die  Verschmdzung  auf  diese  Weise  ganz  sukaessiTe 
ge.Hclneht,  so  genügt  ee  hier  sogar,  den  Fall  zu  betrachten,  wo  in  der 
^-Ebene  dip  Vf^  iden  bezügliohm  Bereiche  vdllig  miteinander  identisch 
sind,  während  in  der  d^-fibene  swei  flbweinandergreifende  Bereiehe 
nnd  vorliegen. 

Die  rednzierte  Darstellung  in  dem  ersten  Gebiete  —  nämlich 

in  Yerbindnag  mit  dem  fMen  Bereich  B'  der  y^Ebene  —  ^ 

dem  zweiteti  (iebiete  In  dem  gemeinsamen  (j^ebiete  (i?,  B')  hegen 
alsdann  swei  Daistellungen 

TOr,  sodafl  die  beiden  Zahler  sich  nur  um  einen  Einheitsiaktor  diesM 
Oebietes  unterscheiden  k&men.  Dies  li^rt  eine  lür  das  Gebiet  {B,  B') 
gttltige  Beziehung: 

<1)  Pt-€»(«'«P„ 

in  welcher  (f  ^x,  if)  eine  gewisse,  im  Gebiete  (B,  B')  eindeutige  und 
recrulUre  1  uuktion  bedeutet  (wenn  wir  der  Einfachheit  halber  annehmen, 
daß  die  in  betracht  kommenden  Bereiche  sämtlich  einfach  zusammen- 
hängend tien). 

Die  Auf  gilbe  ist  nun,  beide  Daist*  1  In  n<itMi  sc»  abzuHndern,  daß  zwar 
jede  derselben  in  ihrem  (iebiete  auch  wie  vor  reduziert  bleihe,  sie 
jedoch  im  gemeinsamen  Gebiete  miteinander  völlig  identisch  werden. 
Eine  solche  AI  inderung  kann  aber  nur  so  geschehen,  daß  man  den 
ersten  Bruch  mit  eiuem  Einheitsfaktor  gv« des  ersten  Gebietes,  den 
zweiten  mit  einem  solchen  des  zweiten  Gebietes  erweitert,  und 

die  Forderung  geht  alsdann  duliin,  daß  im  gemeinsamen  Gebiete  (i>,  B  ): 

(2)  Pg  •       y)  —     .  (fp*<'^ 

werde. 

Der  Vergleich  ron  (1)  und  (2)  lehrt  dami  sofort,  daA 

9  —     —  V» 
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Bein  maß^),  d.  h.  die  ganze  AafgaVe  kommt  daraaf  hinaus,  eine  im 
gemeinaamoi  Gebiete  {B,  JB')  bekannte  reguläre  Funktion  (p  {x,  y)  als 
Differeiu  zweier  anderer  so  darzustellen^  daß  die  eine,  ^p^,  mvht  nur  in 
dem  gemeinflamen,  fondem  in  dem  ganzen  ersten  Gebiete  {B^j  B'),  und 
analog  die  andere^  in  don  ganzen  gweUen  Gebiete  (JB^  B')  exiatiere 
nnd  regulär  sei. 

Diese  Aufgabe  löst  Conain  mittels  des  C au chy sehen  Integral- 
satzes. Man  hat  nämlich,  wenn  x  einen  inneron  Punkt  des  BereiehesjBy 
y  einen  solchen  von  B'  bezeichnet| 

wo  da«  lutej^ral  über  die  Begrenziinrr  F  des  BereiihcB  B  der  a'-Ebene 
zu  erstreckf'u  ist.  Diese  Begrenzung  besteht  nun  aber  aus  zwei  wesent- 
lich verschiedenen  Teilen,  nämlich  einem,  Fj,  welcher  zup:leich  der  Be- 
grenzung von  und  einem.  H,  welcher  zugleich  der  Begrenzung 
von  angehört.  Zerlegen  wir  iiuu  dementsprechend  das  integral  in 
seine  Bestandteile: 

und  beaeichnen  die  beiden  ao  entsieboiden  Teme  mit  ipiix^  y)  baw. 
—  iPfiXf  y),  so  ist  offianbar  das  Gewfinsekte  erreicht.  "'Dehn  das  eiste 
Integral  z.  B.  hört  ja  (solange  y  m  bleibt)  nur  dann  auf  regolar 
zu  aein^  wenn  x  sich  der  Kurve  V^f  also  gewissen  Tdlen  der  B^prenzung 
Ton  B^  nähert;  im  ganzen  Innern  dm  ersten  Gebietes  {B^f  J9')  TerhSlt 
es  sich  also  sicher  r^ulär. 

Cousin  gelangt,  im  wesentlichen  auf  Grund  eines  derartigen  Ver- 
fahrens, schließlich  7.\\  folgendem  all<;enieinen  Satee'),  den  ich  der 
Kfirze  halber  als  das  Gousinsdie  Lemma  bezeichnen  möchte: 

Es  liege  ein  Gi^iei  wr,  heMend  aus  dem  Bereiake  T  der  x-Ebme 
und  dem  Bereiche  T'  der  y-Ebene.  Jedem  inneren  Punkte  x^x^y^y^ 
dieses  Gebietes  sei  ein  „Kreisgehid'^       — ^ol^P»   i//--//o  <  P' 
geimlnet  smcie  ferner  eine  FunlUon  {x,  if),  welche  in  ditscm  Kreis- 

grhirtc  eindfuilg  definiert  und  regulär  ist.  So  oft  zwei  dieser  Krrisgchiete 
übereinandergreifen,  mögen  die  beiden  zugeMrigen  FunkHone*^  im 
gemeinsamen  Gebiete  Uoß  um  einen  JSinheitsfaktor  untersdieiden.  Es 

1)  Auf  additive  Vielfache  von  2xi  kommt  es  natürlich  nicht  ao. 

2)  A.  a.  0.  p.  60,  «hdartme  JJJL  AnateUe  des  bifher  betiaditeleii  Gebiefeu  R 
igt  dem  Aussprache  cUeaes  Satiea  ein  Gebiet  allgemebeier  Art  (T,  sagzande 
gelegt. 
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esnsHert  Mkmn  eme  FvnkHon  n{x,  y),  vMte  im  ganten  InMm  des 
Crebides  (T,  T')  eindeuHg  und  reguiär  ist  und  äih  wm  jeder  eimdmn 
der  Funktionen  F,^^{Xy  y)  t»  dem  beirrenden  TeHgebkte  nur  um  einen 
JBtnkeatfakior  unieradteidä, 

Nack  dem  oben  AnBeimmdergesetofcen  iit  iminittelbar  «niehtlieh, 
daß  durch  dieses  Lemma  dann  aneh  das  Hauptproblem  im  wesoitlicltM 
Tollständig  gelöst  ist. 

Ich  mö<^te  nun  im  Anschlüsse  hieran  zuerst  eine  Arbeit  TOn 
H.  Hahn  aus  dem  Jahre  1905  erwähnen,  betitelt:  Über  Funktionen 
eweier  komplexer  Veränderlicfier.^)  Herr  Hahn  gibt,  indem  er  sich  auf 
das  Cousinsche  Lemma  stützt,  eine  gewisse  Umkehrung  des  Weier- 
straßschen  VorbereitmiigasatBes,  durch  welche  die  Untersuchung  der 
Kullmannigfaltigkeitea  einer  amUjtischexi  Funktion  erst  sa  ihrem  Tollen 
Abschlüsse  gebracht  wird. 

Bedeutet  nämlich  f{x,y)  eine  Funktion  von  x  und  ?/,  welche  in 
einem  gewissen  Gebiete  (T,  T')  eindeutig  und  regulär  ist,  so  wird  mau 
sich  die  in  diesem  Gebiete  gelegenen  Nullstellcn  von  f[X,y)  a  priori 
durch  eine  Be^iehunp-  ?/ =  qp  (./•)  dargestellt  denken  können,  wobei  die 
rnnkti«>n  i  r  ^  /u  jedem  x  =  des  Bereiches  T  so  viele  yerschiedene 
^V  erte  annehmen  soll  als  im  (je})iete  (7*.  7"^  Null«*tellen  (-c©,  y)  der 
Funktion  fix^y)  gibt.  W  a»  sagt  daim  der  Vorbereituugssatz  über  diese 
Funktion  <f  (x)  aus?    Offenbar  folgendes: 

Es  sei  (Xq,  y^)  ein  völlig  beliebiger  i'uukt  des  Gebietes.  Dann 
ist  erstens  miiglleh,  daB  f(x,y)  in  diesem  Punkte,  also  auch  in  der 
ganzen  Umgebung  desselben  nieht  verschwindet. 

*    Zweitens  verschwinde  aber  f\x,  y)  in  (./„,  Alsdann  kann  man 

nach  dem  Vorbereitungasatze  dem  Punkte  eine  Umgebung  zuordnen, 
derart,  daB  alle  in  dieser  Umgebung  gelegenen  NullBtellen  vou  f  {Xj  y\ 
oder,  anders  ausgedrückt,  alle  in  di&scr  Umgehung  gelegenen  Wert- 
Systeme  (x,  y),  welche  die  Gleidiung  y  =  tp{x)  befriedigen,  dargestellt 
werden  durch  eine  endlidie  Amsahl  ron  Entwicklungen  von  der  Form 

in  deren  jeder  «  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Auch  fiJr  den  ersten 
Fall  bleibt  das  hier  Gesagte  noch  gültig,  die  Anzahl  jener  Entwick- 
lungen ist  dann  nur  gleich  Null. 

Hahn  zeigt  nun,  daß  auch  umgekehrt  zu  einer  ganz  beliebigen 
FimktioB  y  »  9>  {x),  welche  für  jeden  Punkt  (jtq,      des  Gebietes  die 

1)  Moiiatehefto  Ar  Math,  und  Phya.  16  (1906),  p.  29. 
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soeben  formulierte  Eigenschaft  besitzt,  stets  eine  in  diesem  Gebiete- 
eindeutige  und  reguläre  Funktion  f(  x,  y)  eziBtiert,  deren  NnUstellen. 
gerade  durch  y  —  tp  {x)  dargestellt  werden. 

Eine  Funktion  der  vcrlang^ten  Art  läßt  sich  ja  im  Kleinen  (d.  h. 
für  die  Umgebung  jedfr  einzelnen  Stelle  (.r{,,  y^)  des  Gebietes)  un- 
mittelbar hinschreiben;  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  blofi  die  sämt- 
lichen ZU  dieser  btelle  gehörigen  Dittereuzeu 

mit  einander  zu  multiplizieren,  wobei  die  Bruchpotenzen  herausfallen 
mOisen  Denkt  man  sich  dies  nun  aber  Iftr  jede  beliebige  Stelle  (Xg,  y^) 
ausgeführt,  so  befriedigen  die  so  erbaltenen  eingelnwi  Fnnktioiien  offenbar 
alle  Voraussetzungen  des  Cousinschen  Lemmas,  und  nach  diesem 
existiert  somit  auch  eine  Funktion,  welche  im  volkn  Gebiete  {T,  T) 
die  verlangten  Eigen^-chaften  besitzt. 

Der  Satz  livßt  sich  nun  uhno  Schwipiitjlreit  auch  auf  den  Fall 
ausdehnen,  wo  die  Bereiche  T  und  T'  nur  ilurch  die  unendlich  ferne 
Stelle  begrenzt  werden,  und  man  erhält  so  die  notwendigen  und  hin- 
reichenden Bedingungen,  welchen  eitie  fev.  unendlich  vi*  hieutige)  Funktion 
y  ^  <p(!JC)  genügen  muß,  um  durch  eme  Gleichung  (i\.r,  //)  0  dargestellt 
werden  zu  können,  wo  fr  ix,  y)  eine  ganze  (rationale  oder  transzendente  ) 
Funktion  von  x  und  //  bedeutet.  Diese  nämliche  Aufgabe  hatte  etwa 
zu  gleicher  Zeit  auch  P.  Bontroux  in  einer  Arbeit  über  unendlich 
vieldeutige  Funktionen')  in  Angriff  genommen,  aber  nur  in  sehr 
speziellen  Fällen  zu  lösen  vermocht.') 

1)  FmietUmi  multiforme»  ä  wne  infiniti  de  hnuidte».  Ann.  Ec  Nona.  (3)  28. 
(1906),  p.  441. 

2)  Dazu  sei  noch  folgende«  bemerkt.  Boutronx  gelangt  (a.  a.  0.  p.  452)  zu 
einem  für  alle  eudlicheu  Werte  tob  x  und  y  konrezgierenden  Ausdnicke  von  der 

Form  ^/',(dc)y*  in  welchem  die  f^{x)  gaase  Fmilriaonea  von  x  bedeaten,  and 

uimiut  (wie  auch  bei  den  nacbtolgenden  Betrachtungen)  ohne  genauere  Begründung 
an,  dafi  dmselbe  eine  ganie  Funktion  voa  x  und  y  darttelien  nfisle.  Diea 
ist  svar  richtig,  vroan  der  Anadrack  in  jedem  eadliehen  Gebiete  ^ei^m^Ugr 
konveigiart,  aber,  'wie  man  sich  leicht  fiberzeugt  (a.  s.  B.  Math.  Ann.  62,  p.  21), 

aoch  tfur  iv  flff^ffn  VaVf  Daß  diP  bloße  Konrergf^nr  dos  .^tisdmrkf!  Rir  jr-don 
endlichen  Wert  von  x  und  y  die  gleichmäßige  Kouvergenz  keineswegs  nach  »<icli 
zieht  (seibat  dauu  nicht,  wenn  die  f^{x)  sämtlich  ganze  xa1»onale  Fnuktionea  sind  . 
wurde  von  mir  an  einem  üeiapiele  nachgewiesen,  bei  dem  ioh  sagleich  die  Lage 
der  siugulilren  Stellen  des  betreffenden  Auadiucke»  genau  angegeben  habe.  (I.-Diss.,. 
Manchen  1903,  p.  70~78;  vgl.  a.  Math.  Ann.  «2,  p.  81  am  Ende  der  FuAnote). 
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D«r  HaliBflelie  Sats  kt  nun  wciteilun  sneh  deshalb  von  großer 
Widitigkei^  weil  sich  «nl  Grund  desselben  ohne  jede  Mflhe  die  Zmkg- 
harkeit  der  gamm  Funhtimiim  gweier  VartatleH  in  Primfaktorm  ergibt 
(das  Analogon  zur  Weierstraßechen  Prodnkizerlegung  bei  einer  Yer- 
anderliehen).  Liegt  nämlich  irgend  eine  ganze  Funktion  G{x,y)  rifty 
flo  greife  man  irgend  einen  Zweig  der  zugehörigen  Funktion  y  ='  <p{x} 
heiEUB  und  setze  diesen  Zweig  analytisch  fort.  Es  entsteht  so  ein 
Analytisches  Gebilde  (ein  imduktibler  Bestandteil  des  Gebildes  y  —  9>(a:))^ 
das  durch  die  Gleichung  p^^^pi  (x)  daigeeteilt  werden  möge,  und  welches, 
da  G{x,  y)  längs  desselben  durchweg  verschwindet,  ftir  jede  im  Endlichen 
gelegene  Stelle  (x^  y^  die  oben  besprochene  Eigenschaft  besitzt.  Nach 
dem  Hahnschen  Satze  existiert  daher  eine  gar<ze  Funktion  Gi{x,  y) 
welche  hlnß  für  // =  qpj(.r)  verschwindet.  Diese  Funktion  G^{t,  y\ 
welche  natürlich  nur  bis  anf  einon  Exponentialfakfor  hr^tinmit  ist,  ist 
aber  offenbar  als  Privifn idiion  anzusehen,  und  oiLiil't  -ifh  alsdann 
ohne  jede  Sehwierin;ktnt  die  eindeutige  Zeriegbarkeit  jeder  ganzen 
Funktion  in  eine  endliche  oder  unendlich  groüe  Anzahl  von  Prim- 
funktionen.  _ 

Die  Untersuchungen  über  die  Natur  derjenigen  Gebilde,  welche 
aus  den  Nullstellen  einer  analytischen  Funktion  zweier  Veränderlichen 
bestehen,  und  daher  auch  derjenigen,  welche  aus  den  außerwesentlich 
Biiigulären  Stellen  einer  solchen  bestehen,  können  nach  dem  Erwähnten 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  als  abgeschlossen  gelten.  Es  liegt  nun 
dehr  nahe,  die  weitere  Frage  aufzuwerfen,  weichen  Beschränkungen 
die  Verteilung  der  singulären  Stellen  überhaupt  (also  mit  Einschluß 
der  wesentlich  singulären  Stellen)  unterliegt.  In  dieser  Hinacht  war 
eigentlich  bisher  nur  festgestellt  worden,  daß  es  iaoUeiU  singulare  Stellen 
bei  Fnnktionen  mehrerer  Veränderlichen  nicht  geb^  könne;  der  Beweds 
hieribr  ist  sowohl  mittels  des  Laurent  sehen  Satses  als  auch  mittels  der 
Gauchyschen  Intogralformel  unmittelbar  zu  führen.  Es  .war  aber  von 
Tomherein  su  Twmuten,  daß  durch  diesen  Sate  d«r  Gegenstand  ebenso 
wenig  erschöpft  werde,  als  wenn  man  etwa  ftber  die  XuUstellen  einer 
ISmkfcio^  mehrerer  Variablen  bloß  sagen  wollte,  daß  sie  nicht  isoliert 
auftreten  können. 

Zu  weiteren  Untersuchungen  Über  diese  Frage  boten  sich  nun 
verschiedene  Wege  dar.  Man  kann  erstens  Tenuchen,  Ton  den  Fniteiiuh 
rmhen  auszugehen.  Der  Bereich  der  absoluten  Konveigenz  einer  nach 
Potenzen  ron  x  und  y  fortechreitenden  Eeihe  wird  dargestellt  duroih 
Ungleichungen  von  der  Form  |  {  <  |  y  |  <  r',  wo  jedoch  r  und  r' 
nicht  notwendig  Eonstenteu,  sondern  im  allgemeinen  zwei  von  einander 
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abhingige  pontire  Chrößen  bedeuten,  derart,  daß  wenn  r  waohst,  r' 
beattndig  abnimmt  oder  allenfalls  konstant  bleibt.  Diese  Abhängigkeit 
swifleboi  r  und  r'  unterliegt  jedoch  noch  einer  weiteren  Beschränkung, 
welche  zuerst  von  E.  Fabry  in  den  Gomptes  Rendus  1902  mitgeteilt 
worden  ist^);  sie  besagt,  daß  wenn  man  die  Logarithmen  von  r  und  r' 
mit  Q  and  (f'  bezeichnet,  die  so  definierte  Knnre  (>'  ^((>)  nicht  nnr 
monoton  ist,  sondecn  anch,  von  unten  gesilien,  beständig  kotilav  yer- 
laufen  muß;  genauer  gesagt,  es  muß  ftlr  ii^gend  drei  in  der  natürlichen 
Reihenfolge  bezeichnete  Paukte  (^|,  Qt)  (fft<9$<  ^)  derselben  stets 

1  Q» 


£0  sein,«) 


1)  Sur  ha  rayom  ie  eortoergmee  tPune  BMe  dmtbU.  Far.  C.    lU  (Kii  190S), 

p.  1190. 

8)  Der  Beweis  hierfür  kann  noch  erheblich  kürzer  gefafit  werden,  aU  es  in 


90 


den  Ushezigea  YerOffentliehiuigea  gcsehelieii  isi  bt  almlidi  ^ttp^scf^y*  die 

betrachtete  Reihe,  so  besteht,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  zwischen  r  tiud  r'  die 

—    (f* 

Beuehang  lim     r         r^r'"  =  1,  welcher  man  durch  Einführung  von  k  ^  — 

die  Form  einer  (wohl  sueisk  Toa  Lemaire,  Ball.  le.  matii.  SO  (1890)  hogeleitelen) 
Panuneterdaistellang 

1      ^  +   

^  =  lim      yia^,!*',  r'— *r  (•<»<•) 

p^fbf'n  kann.  Diese  letztere  wiederum  geht,  wenn  man  die  Logarithmen  der  Größen 
mit  den  eutsprechenden  griechischen  Bachstaben  bezeichnet  (cc^y  =  log  [a^^D, 
Uber  in: 

_  p  =      lim  -^-7--  ,  5  =  K  -f  e  (-•»««<•) 

Bind  non  «t  ^  *t  ^  *»  ügwid  dxei  der  GxiBiße  naeh  geocdaete  Werte  det 
PaiameleiSi  i o  Inlde  man  vom  boidca  8«ten  der  Identitfti 


den  lim  und  eAUtf  indem  mau  dm  au  «|  gehörigen  W«t  von  9  mit  91  bewiehnet 
(sodafi     <  e,  <  p,),  sofeits 

(«s  —  «1)  Pi  S  C»«!  —        +  («1  —  «l) Pl. 

aaeh 

l  ^  «, 
1   9k  «s 

d.  b.  (mit  Berflektiohtigaiig  voa  ^'     »  «1-  9)  die  Beha«|ii»ng. 
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H«rr  G.  Faber^)  und  ich')  haben  sodum  in  d€ii  Math.  Ami. 
bewieaen,  daß  dieie  Be8cbtSiikiuig»n  tatsachlich  die  dnzigen  und, 
'Welchen  q  und  p'  imterwoiftii  sind,  m.  a.  W.  daß  ed  jedmr  Besiehung 
p'"-  ^(p),  welche  diesen  Bedingungen  genllgl^  aneh  stets  eine  zngehdrige 
Potenzreihe  existiert.  Der  Beweis  hierflir  eigibt  sich  einfach,  indem 
man 'Partialreihen  bildet,  deren  Konvergenzbereich  durch  je  eine  Tan- 
gente*) an  die  Kurve  q'—  ^(p)  charakterisiert  wird.  Herr  Faber  hat 
die  entsprecheBden  Untei-suchungen  zugleich  für  den  Fall  beliebig  vidier 
Variablen  durchgeführt.  Wir  haben  Bodann  auch  beide  versucht,  aus 
der  allgemeinen  Gestalt  des  Konvei^ensbereiches  einige  Folgeningen 
bezüglich  der  möglichen  Verteilung  der  singulären  Stellen  zu  ziehen; 
da  dieser  Weg  sich  jedoch  bis  jetzt  nicht  als  besonders  fruchtbar 
erwiesen  hat,  so  mochte  ich  hier  auf  Einzelheiten  nicht  näher  ein* 
gehen. 

Ich  habe  nun  in  der  soeben  erwähnten  Arbeit  wenigstens  für 
den  Fall  zweier  Variablen  —  einen  zweiten  Weg  beschritten,  welcher 
eher  zum  Ziele  zu  führen  verspricht.  Er  besteht  im  wesentlichen 
darin,  die  Funktionen  zweier  Variablen  in  Reihen  zu  entwickeln, 
welche  nur  nach  Pol  n/t  ii  mner  der  beiden  Variablen  fortschreiten, 
also  in  Reihen  von  der  Form 

(*)»'' 

und  die  Eigensdulfeen  dieser  Reihen  zu  atudieien*  Eine  solche  Reihe 
besitst  als  Potensreihe  in  y  einen  Eonyogeiusnidius  P,  deesen  Wert 
natfiilich  von  x  abhängig  ist,  was  durch  HinzufBgung  des  Inder  x 
angedeutet  werde.  Wichtiger  als  die  so  definierte  Größe  P^  oneheint 
jedoch  eine  andere  Größe,  B^,  welche  in  enger  Beziehung  zu  jener 
steht  und  im  allgemeinen  sogar  mit  ihr  zusammenfallt.  Ist  nämlich 
X'^Xq  irgend  ein  endlicfaer  Wert  und  fragt  man  nach  allen  den  j  [iiLi;en 
Werten  von  //,  f&r  welche  die  Reihe  in  einer  (wenn  auch  nuch  so 
kleinen)  Umgebung  von  glekhmäßifj  konTergiert,  so  erfüllen  alle 
diese  Werte  Ton  ff  ebenfalls  einen  Kreis  nm  den  Nullpunkt,  und  dann 

1)  Uber  die  zummmemjdtvrigrn  hunveryanradien  t?on  Potenzreihen  mehrerer 
Veränderlidier.  Math.  Ann.  61  (1905j,  p.  289.  (Bei  Herrn  Faber  erscheint  die  im 
Tut  ang^bene  Bedingung  in  Form  tieer  Differantialmigleichang.) 

2)  Zur  Theorie  der  anaiytischtn  Fwkkliomm  mdirerer  unabhängiger  Veränder- 
lidien,  imbesondere  nhrr  die  DarsteUnnq  derselben  durc^  Reihen,  xrelche  nuch  Por 
Unzen  einer  Vernndi  rlicht  n  forUichrt  itm.    §  12.  Matb.  Ann.  62  (1906),  p.  77. 

8)  Genauer:  „Stützgeradc  um  Minkowskischen  iSiDDe,  a.  Math.  Ann.  57). 
Da  Herr  Faber  nicht  nt  d«n  Logarithmen  Ubeigebt,  «o  treten  bei  ihm  snatelle 
diMsr  Stfltsgeradm  gewtiM  Kurven  („W-Kiirve&**> 

J«hsMb«loh«  d.  nMtaolun  lI*fheB.-T«MiiiJgnnf.  XTL  Heft  a/4.  16 


Digitized  by  Google 


234  F-  HiBTOoa: 

soll  Bx^  den  Radius  eben  dieses  Kreises  bezeichnen.  Dieser  letztere 
Kreis  hat  aber  dann  zugleich  folgende  Bedeutung:  Ist  y  irgend  ein 
innerer  Punkt  desseUien,  so  ist  die  Stelle  (r^,  //)  sicher  noch  eine 
regiiJärc  für  die  durch  die  Heihe  dargestellt«'  aualytische  Funktion; 
hingegen  gibt  es  auf  der  l^'riphene  des  Kreises  mindestens  einen 
Punkt  r/((,  derart,  daß  (Xo,//f, '  '  nn  nujtdäre^istWe  bezeichnet.  Hieraus  geht 
bereits  hervor,  daß  jeder  allt:* hh  ine  Satz  über  ilie  Größe  li^  zugleich 
als  Batz  über  die  \  erteiiuiig  der  hiiigulären  Stellen  ))ei  den  analytischen 
Fonktioueu  zweier  Variablen  aufgefaßt  werden  kann. 

Es  ergibt  sich  nun  ohne  Schwierigkeit  folgende  allgemeine  Eigen- 
schaft der  Größe  jR^,  welche  wohl  als  ihre  (jninih  i(i<-)isvhnß  bezeichnet 
werden  kann'):  Ist  B  irffend  ein  Bereich  der  x-l'Jitnc.  in  irrlehem  die 
i\{x)  alle  nyidär  sind,  so  hestimme  man  in  B  diejenige  harmonische 
Funktion  des  reellen  und  iniaginäreti  Teiles  von  .r,  tveldie  längs  der 
Begrenzung  mit  log  übereindimmt  Alsdann  gilt  notwendig  im 
ganzen  Innern  des  Bereidies 

(1)  HJi.^K' 

Ist  also  B^  längs  der  ganzen  Begrenzung  von  B  bekannt,  so  erhält 
man  durch  Losung  der  sog.  Randwertaufgabe  ffir  jeden  itmerm  Punkt 
Ton  B  einen  gewissen  Mindestwert  von  R^. 

Ist  speziell  B_^  im  betrachteten  Gebiete  stetig  und  besitzt  daselbst 
auch  stetige  partielle  Ableitungen  1.  und  2.  Ordnung,  so  läßt  sich  diese 
Eigenschaft  kürzer  noch  so  aussprechai:  B^  muß  m  jedem  Funkte  det 
Odnetes  der  DiffermtiaUtnglekhung 


genügen.  Unter  der  letztgenannten  speziellen  Vorranssetzung  ist  mir 
dann  auch  der  Nachweis  gelungen,  daß  diese  Eigenschaft  für  die  Größe 
dtarakiensHa^  ist,  d.  h.  die  einzige  Beschrankung  darstdlt,  welcher 
diese  Qr6ße  fiberhanpt  untiarworfen  ist.  Es  muß  aber  betont  werden, 
daß  die  erwähnte  Voraussetzung  durchaus  nicht  fiberall  erfüllt  zu  sein 
braucht:  braucht  keineswegs  stetige  Ableitungen  zu  besitzen,  ja  es 
kann  sogar  sdbst  Unstetigkeiten  erleiden,  und  ich  habe  audi  Aber  die 
Natur  dieser  Unstetigkeiten  einige  Untersuchungen  angestellt. 

Aus  dem  erwähnten  Satze  läßt  sich  nun  in  der  Tat  über  die  sin- 
gulären  Stellen  nachstehende  Folgerung  ziehen:  Weiß  01a»,  daß  in 
einem  gewissen  Gebiete  des  xy-Raumes  eu  jedem  x^x^  nur  eine  einsige 

Ii  Vgl.  wegen  der  genaui'ren  Korraiilierung  .sowie  wegen  des  Heweiseß  p.  40 
der  sitierten  Abhandlung.   iDi^,  Oröfle  Ji^  ist  dort  dmcbweg  mit  bezeichnet). 
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in  diesem  Hamm  gdegcne  singtdäre  Steüe  (a^,  ff^  einer  analytüdien 
Funistion  gdwrt,  so  muß  iiotfvnuU<j  eine  regviäre  (malytische  Funktion 
von  sein.  Da  man  nämlich  bei  Anwendimg  jenesr  Satzes  den  Null- 
punkt der  //-Ebene  noch  in  geeigneter  Weise  variieren  lassen  kann, 
so  zeigt  sich,  daß  im  vorliegenden  Falle  in  der  Beziehung  (1)  nur  das 
Gleichheitszeichen  möglich  ist,  woraus  flUnn  die  Behauptung  ohne 
besondere  Mühe  folgt.  M 

Man  kann  aber  die  erwähnte  Eigenschaft  der  Größp  noch  in 
eitler  i  twas  anderen  Weibe  iüi  die  Untersuchung  der  singularen  Stellen 
verwerten.  Eine  untnittelbare  Folge  des  Ümstaiuies,  daß  bei  Funktionen 
zweier  Variablen  die  Verteilung  der  singuläreu  Stellen  kerne  will- 
kürliche^) ist,  ist  nämlich  das  Bestehen  einer  Reihe  von  Sätzen,  welche 
sämtlich  die  folgende  Form  besitzen:  „Ist  eine  beliebige  analytische 
Fmikfion  in  einem  gewissen  (in  dem  Ausspruche  des  Satzes  jiäher  de- 
linierten)  (lehiete  des  xg- llamnfs  regidär,  so  ist  sie  niitnial  zugleidi 
auch  in  einein  gewissen  umfassenderen  i  ebenfalls  von  vornherein 
fixierten)  Gebiete  dxirchweg  regulär"^.  Nimmt  man,  um  an  das  einfachste 
Beispiel  hierfSr  zu  erinnern,  aus  einem  beliebigen  Gebiete  irgend  einen 
im  Innern  gelegenen  Punkt  heraus,  und  weiß  man,  daß  eine  Funktion 
in  dorn  ganzen  übrig  blnbeiLdea  Gebiete  regulär  ist,  so  muß  sie  wegen 
der  >Unmdgliohkeit  isolierter  singnl&rer  Stellen  auch  in  dem  Ursprünge 
liehen  «oHm  Gebiete  regulär  sein.  Dieser  letstere  Satz  behSlt  nun  aber  2.  B. 
seine  Gültigkeit  oueh  dann  noch  bei,  wenn  man  nickt  einen  einzelnen 
im  Innern  gelegenen  FuM^  sondern  geradeeu  irgend  ein  beliebiges, 
ganz  im  Innern  gel^enes  Gebiet  herausnimmt*) 

1)  Einen  ausfübrlicben  Beweis  beabsichtige  ich  demnächst  ia  den  Math.  Aon. 
za  ver5ilutttteh«L 

t)  Bei  den  Funktionen  «Nier  Yarisblmi  ist  die  YerteUung  der  aingultreii 

Stellen  allerdings  insofem  ebenfalls  keine  völlig  willkflrliehe,  alt  ihn  Uesamthmt 

eine  abgeschloii^ene  Punktnienge  bilden  muß 

8)  Für  den  Fall,  daü  dieses  letztere  im  lauern  von  G  gelegene  Gebiet  (i^  au» 
der  Gesamtheit  der  Punkte  (x,  y)  besteht,  fflr  welche  x  einer  Kreisfläche  or  |  <  v 
und  gleichceitig  y  einer  Eieisflftche  |  y  |  '<  ^'  angehOft,  flberzengt  man  sieh  von 

der  Richtigkeit   dieser  Behauptung  unmittelbar  mit  Hilfe  des  Laurentschen 
Satzes.    Da  nämlich  G  da^  Gebiet       in  seinem  Innern  enthält,  so  muß  es  ein 
.    Gebiet    x  <C  c  -|-  A,    y       (>'  -f-  ^  (ä  >•  0)  geben,  welche«  noch  ^'unz  r.w  G 
gehört.  In  der  die  Funktion  füre<x|<[p-}-A,  p'<,|/i<Q'  +  A  daruiellenden 

Lanrentachea  Reihe  ^af,^»fy*  miinen  abw,  da  die  Funktion  nach  Voraai* 

fi.r  s  —  X, 

Setzung  auch  noch  im  Gebiete  x<p-|-A,  e'<;  y  <e'  +  A  regulär  ist,  die 
Koeffixienten  a^,^  (1»  <  0)  «ftmiUch  venehwinden,  aua  d«n  analogen  Grunde  aber 
aueh  alle  Koeffizienten  a„,  (r  <C  0),  ao  daß  die  Funktion  schlieBlich  durch  eine 
gewObnlicbe,  nach  positiven  Potenzen  von  x  und  y  fottscbreitende»  fflr  -|~ 

16* 


Digrtized  by  Google 


I 


236  ^-  Habtom: 

Es  ist  nämlicli  zunächst  klar,  daß  Sätze  dieser  Art  .sich  aus  der 
erwähnten  Eigenschaft  der  Große  mit  Leichtigkeit  ergeben  müssen. 
Denn  weiß  man  z.  B..  daß  7?^  für  alle  Punkte  x  =^  |  der  Hegrenz^mq 
des  Bereiches  H  oberhaH»  einer  positiven  Konstanten  k  liegt,  so  folgt, 
daß  das  Nämliche  auch  ihm  h  für  alle  .r  dey  'allfn  Bereiches  Jl  '^Axew 
muß:  dies  heiüt  aber,  iin  lors  ausgedrückt,  folgendes:  Wmn  von  viner 
a>uti  II  fischen  Fnnkiion  f(,v,  y)  bloß  feststeht,  daß  sie  regulär  ist:  cratens 
für  alle  Stellen  (\,  y),  (wo  S  wiederum  die  Beffrenrnng  von  B  dur<Mäuft 
uiid  \y  ^ /r  bleibt y)  und  zweitens  für  alle  Stdlen  (x,  0),  (wo  x  den 
Bereich  B  durchläuft  ,J  st/  muß  sie  notwendifj  auch  im  vollen  Gehteir 
(B,  I  f(  ^  k)  regulär  sein.  Dieser  Satz  läßt  sich  noch  auf  mannigfache 
andere  Weise  herleiten;  ich  habe  ihn  in  meiner  Dissertation^)  mittels 
eines  bekannten  Run  gesehen  »Satzes  über  gleichmäßige  Ivuuvergenz 
bewiesen  und  kürzlich  in  einer  Note  in  den  Münchener  Berichten') 
direkt  mittels  des  Caucbjschen  Integralsatzes. 

Der  SatK  bildet  insofern  eine  weeentliclie  Eri^nzang  zom  Satze  von 
der  Unmöglichkeit  isolirarter  sin^ulärer  Stellen,  als  er  nnmittelbar  zeigt, 
dafiy  wenn  {x^,  y^)  eine  TdUig  beliebige  singulare  Stelle  beieiehnet,  tit 
einer  gewUsm  Nae^timradtaft  tfon  (Xq,  y^)  eu  jeder  beliebigen  Koordmate 
x^x^  mindestens  wne  zugehörige  singulare  Stdle  {x^  existiere»  muß, 
wobei  allerdings  gewisse  AusnahmefBlle,  bei  denen  tu  Xp  s^bst  schon 
nnendlich  viele  ainguläre  Stellen  geboren,  aussnachliefien  sind,  bezw. 
eine  Modifikaticm  erfordern.  Als  weitere  Folgerang  erhftlt  man  sodann 
u.  a.  Aea  bereits  Torbin  erwähnten  Satz,  dem  man  auch  folgende 
Fassung  geben  kann:  Ist  B  em  wüig  bdi^iger  endlieher  Bereii^  des 
xy-Baumes  und  steht  von  eifter  eindeutigen^  anälytisehen  Fimktim  f(Xf  p) 
festf  daß  sie  s*eft  fär  jede  Begrensungsstelle  von  B  regulär  verhalt,  so 
verhält  sie  sieh  notwendig  audi  im  gansen  Innern  dies^  Bereistet  regulär. 

'yS<(»'-|~^    absolut    konveiie^erende    Potenareike   ^f^ftv^^V*  dargestellt 

...  ,«'.•"=  0 

erscheint. 

1)  P  da'selljt»!  Kap  VI, 

2)  Kinige  !•  ohjerungtn  aun  der  L'auchyschen  Integral fatmel  bei  Funktionen 
mehrerer  Veränderlichen.  Münch.  Sitz.-ber.  36  (1U06),  p.  223.  —  Für  den  Fall,  daß 
der  Bereich  B  kreisföriDig  ist,  ergibt  sieh  flbrigens  auch  dieser  Sats  mit  grofter 
LeichtigkL-it  auä  dem  Laurentscben. 

'.V  Diese  Kiiiiichntnktinfj  ipf  wahrscliciiilich  ül'prflüssig,  d.  h.  es  prmlfjt  vpr- 
luutlii  h  7U  wisBoa,  d&Ü  ein  Fuuktionazwe.ig  für  JpiIl'  bi  j^renzunghstelle  von  B  ein- 
deutig und  regulär  sei,  um  aussagen  zu  können,  d»U  er  auch  nuuh  im  ganzen 
Innern  von  B  eiadeutig  und  regulär  sein  müsse.  Bewiesen  habe  idi  diese aVginieinete 
Faasang  jedoch  nar  fOr  den  Fall,  da0  B  aus  allen  Punkten  (dc,  y)  besteht ,  tHr 
welche  x  und  y  je  einem  lüesten  Bereiche  B  besw.  B*  ihrer  Ebene  angeboren 
(Vgl.  a.  a.  0.  p.  331.} 


Digitized  by  Google 


UnterBucbuugen  über  Funktionen  mehrerer  Variablen. 


237 


Hienm  knfipft  sich  mm  ncKsli  eine  weitere  Fragestellung,  welche 
mir  von  einigem  Interesse  su  sein  scheint.  Ich  sprach  zuletzt  ron 
einer  Gruppe  von  Sätzen,  welche  sämtlich  die  Form  besitzen:  „Ist  eine 
analytische  Fonktion  in  einem  gewiaeen  n&her  definierten  Gebiete  des 

^r/z-Hainnes  r^nlär,  so  ist  sie  notwendig  mofAi  noch  in  einem  gewissen 
umfassenderen  Gebiete  regulär/'  Behalt  nnn  jeder  dieser  Sätze  seine 
Gültigkeit  auch  dann  noch  bei,  wenn  man  darin  das  Wort  „regulär'^ 
beide  Mal«  ersetzt  durch  das  Wort  ,pneroinorph"?  Diese  Frage  ließe 
sich  offenbar  ohne  jede  weitere  Überlegung  bejahen,  wenn  man  wüßte^ 
daß  eine  in  irgend  ßinem  vorgelegten  Gebiet«  des  j  y-liiinmes  mero- 
niorphr  Funktion  allemal  dargestellt  werden  könne  aU  der  Quotient 
zweier  in  diesem  Gebiete  rrcfulnrer  FuTiHionen. 

In  dieser  Weise  ist  in  d'^r  Tat  Hm-  Ki'^tler  in  seiner  Göttinger 
Dissertation''!  verfahren,  um  rmi'  neue  (irimdlage  iiir  die  Behandlung 
des  .1  H'- (  l) ischen  T^mkehrpuil  lrtti-  zu  gewinnen.  Er  stellt  dort  ebentalls 
zunächst  einen  Sutz  der  erwähnten  ersten  Form-j  auf  und  beruft  sich 
dann,  um  zu  jener  zueiUn  Form  überzugehen,  unmittelbar  auf  die 
Methuden  vuu  Poincare  und  Cousin,  mittels  deren  man  nachweisen 
könne,  daß  eine  in  einem  vorgelegten  Gebiete  meromorphe  P'unktion 
sich  dasei  l)fit  als  Quotient  zweier  legulärer  Funktionen  darstellen  lasse.') 

Ich  ghiühf  jedoch,  daß  Herr  K ist  1er  sich  da  in  einem  Irrtume 
befunden  hat.  Allerdings  hat  Cousin  bewiesen,  daß,  wenn  T  irgend 
einen  Bereich  der  ar-Ebene,  T'  einen  solchen  der  y-Ebene  darstellt,  eine 
in  dem  so  definierten  GAiete  {T,  T')  meromorphe  Funktion  von  j-  und 
if  als  Quotient  sw«ier  daselbst  regulärer  Funktionen  darstellbar  sei;  es 
ist  dies  ja  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  Consinschen  Lemma. 
Es  scheint  mir  jedoch  im  höchsten  Giade  zweifelhaft^  ob  die  Methodm 
von  Poincar6  und  Cousin  sich  ohne  weiteres  auch  auf  6m  Fall 
fibertragcD'  lassen,  wo  anstelle  eines  derartigen  Gebietes  speei^er  Art*) 
ein  v^ig  hdidfig  gestaltetes  Gebiet  des  vierdimensionden  d;y-RaumeB 

1)  über  Funktionen  mn  mehreren  kompkxen  Veränderlichen.    Baael  1906. 

■1)  Ks  haiidi'lt  sich  dort  'a  a.  O.  ])  3i  nrn  einfn  die  Futiktionen  von  »  Ter- 
Hnderiichea  betretenden  Fall,  dor  im  wesentlichen  aiif  dii;  Uamöglichkcit  iso- 
lierter siugalilrer  Stellen  bei  "t  Vuiiliuierliciien  zurückkommt. 

8)  Herr  Kistler  spriobt  dies  (a.  a.  0.  p.  80—81)  aUerdings  nidit  in  dieser 
allgemeinen  Weite  ans.  Wenn  ex  aber  der  Ansieht  gewesen  wb»,  daft  du  Gesagte 
swar  nicht  fUr  ein  völlig  beliebiges  Gebiet  des  x»/-Raiunes,  wohl  aber  gerade  för 
ein  C„A>\v\  der  Ton  ihm  hetraehtpten  Art  ^plte.  würde  pr  sich  zweifellos  ver^ 
anlaßt  gesehen  haben,  dies  hervoi/.u beben  und  dea  näheren  zu  erläutern. 

4)  Die  Gewfcalt  joiee  Gebietes  ist,  um  dies  no^mab  ansdrieklieh  hervorzuheben, 
lediglich  insofem  eine  spesielie,  sli  «  und  y  unabUbigig  voneinander  in  je  einem 
festen  Gebiete  der     biw.  der  y-Ebene  frei  beweglieh  sind. 
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F.  Uaktogs: 


mindesten  hätte  Herr  Eietler  seine  diesbezfiglidie  Ansicht 
nlUier  begründen  müssen.  Ich  möchte,  um  den  fundamentalen.  Unter- 
schied zwischen  diesen  beiden  Fällen  (nämlich  zwischen  dem  erwähnten 
.^pfzirllm  und  dem  allgemeinen  Falle  —  sie  mögen  kur»  y^Fsll  A"  nnd 
^all  B**  genannt  werden  — )  näher  hervortreten  zu  lassen,  nur  darauf 
hinweisen,  daß  das  Cousinsche  Lemma  für  den  ^Fall  W\  also  fflr  den 
Fall  beliebig  gearteter  Bereiche  überhaupt  gar  nicht  mehr  gültig  ist. 
Mm  kann  sich  hiervon  leicht  an  Beispielen  flbenengen.  Betrachtet 
man  z.  B.  die  beiden  folgenden  Qebiete 

(I)  2<|«  <4,      iy  <4 
und 

(II)  IT  <4,       2<  y  <4, 

so  greifen  diebe  übereinander  und  zwar  lialjen  sie  das  „Kinggebiet'^ 

2<.Ä;<4,  2<[y.<4 

miteinander  gemein.  Ist  nun  für  das  erste  Gebiet  die  Funktion  1 
Torgel^,  fQr  das  sweite  Gebiet  die  Funktion  P, a?y  —  1,  so  haben 
diese  beiden  Funktiomni  im  gemdnsamen  Gebiete  dieedbeii  NuUsteUen, 
nämlich  gar  keine/)  Trotzdem  kann  es  unmöglich  eine  Funktion 
^{^tV)  geben,  weldie  in  beiden  Gebieten  regulär  ist  nnd  in  jedem 
einzelnen  derselben  die  nämlichen  Nullstellen  hat  wie  F^  besw. 
(m.  a.  W.  sich  in  dem  ersten  Gebiete  von  P,,  in  <I<Mn  zweiten  von  F^ 
bloß  um  einen  Einheitsfaktor  unterscheidet).  Eine  Funktion,  die  iti 
beiden  Gebieten  regulär  ist,  d.  h.  also  im  Ocl^iCte  <  4,  \y  <4  mit 
Ausschluß  des  Gebietes  \  x  <i2y  y  <  2,  muß  nämlich  nach  den  vorhin 
erwähnten  Sätzen')  auch  im  voUcn  Gebiete  x  <  4,  //  <  4  regalär 
sein:  da  sie  aber  in  einem  Teile  dieses  letzteren  für  die  Stellen  a;^<»l 
verschwinden  soll,  so  ist  nunmehr,  wo  alle  Stellen  xg  =  1  in  unserem 
Gebiete  (nämlich  dem  durch  die  Erwoiterung  gewonnenen  Gebiete 
X  <A,  y  <4)  eine  einzijje  /.nsunimenhängende  Manaigfiilti^fkt  it  bilden, 
ersichtlich,  daß  sie  hier  ühervll  tfir  xy  l  verschwinden  itiuB.  sjm  zioll 
also  auch  im  Gehirte  (I),  wiihn-nd  sie  in  diesem  ja  gariiicht  ver 
schwinden  sollte.^)    Für  das  aus  (1)  und  (II)  zusammengesetzte  Gebiet 

1)  Man  kann  also  die  FunktuMMU  F^  {  f,  y)  des  Coasiniehen  LenunaB  för 
alle  iß^  jf«)  des  eisten  Gebietes  mit     ,  mr  alle       y«)  des  «weiten  mit  P, 

iileatifixieren,  wolx-i  es  filr  die  {.r^,      des  gemeinsamen  Gfhietos  völlig  unerheblich 
ist,  für  wek'ho  der  boidpn  Detinitionen  tnail  eich  enticheidet. 
2>  S.  insbesondere  p.  285,  Fußn.  3). 

3)  Dieees  fi^spiä  lehrt  sogleich,  da0  auch  der  Hahn  sehe  Satz  (p.  239— SSO) 
•eine  Gfiltigkeit  verlieren  wQrde,  wenn  man  demeeiben  aoiftelle  dee  Gebietes  ^7,  T) 
ein  vdllig  beliebiges  Gebiet  des  ^jr- Räume»  sagnnidelegen  wollte. 
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ist  also  das  Consinsche  Lemma  in  der  Tat  ungttltig  (wotob  mau  sich 
übrigens  fest  obenso  sehneil  durch  direkte  Rechnung  fiberaeogen  kann, 
indem  man  die  Einheitsfaktoren,  mit  denen  Pj  imd  noeh  muhiplisieit 
'werden  können,  wirklich  hinschreibt). 

Wahrend  also  im  ^alle  Ä'^  die  zur  Umgebung  jeder  einzelne  Stelle 
gehdrigen  Zähler  (x,  y)  Überhaupt  keiner  andern  Bedingung  unter- 
worfen sind,  als  daß  sie  sich  überall  da,  wo  ihre  Gültigkeitsgebiete 
übereinandergreifen,  bloß  um  Einheitsfaktoren  unterscheiden,  so  läßt 
sich  im  ,,Fiille  B"  auf  Grund  dieser  Eigenschaft  allein  der  Beweis  sicher- 
lich ühorbnupt  nicht  führen;  viflnielir  iü<t  es  hier  erforderlich,  zunächst 
nocl)  weitere  Eigenscliaften  austindi}^  zu  maclieu,  welche  diesen  ein- 
zelnen Zählern  Fi^y„{x,  y)  zukommen^  und  dies  scheint  mir  die  Erklärung 
dafür  711  sein,  warum  keiner  der  für  den  Fall  A  bekannten  Beweise 
sich  ohne  weiteres  auf  den  allgemeinen  Fall  übertragen  läßt.  Die 
Kistlersche  Ansicht,  daß  eine  in  einem  beliebigen  Gebiet  meromorphe 
Funktion  als  Quotient  zweier  holomorpher  darstellbar  sei,  maß  den^- 
nach  bis  auf  weiteres  als  unbewiesen  bezeichnet  werden.*) 

Was  die  übrigen  Kistlerscheii  lintersucliungen  betriflFt,  so  lehnen 
sich  diese  eng  an  eine  Blumeuthalsche  Abhandlung „/ifum  Eliminations- 
prohlcm  bei  anabffischcn  Funliinnen  mehrern-  l'eränderlichi'n"^)  an,  und 
ich  möchte  zum  Schlu.sse  noch  mit  einem  Wort»;  auf  diese  Arbeit  hinweisen. 

Nachdem  das  Problem,  den  Charakter  der  Nullmanuigfaltigkeiteu 
einer  analytischen  Funktion  zn  bestimmen,  wie  wir  sahen,  vollständig 
erledigt  ist,  behandelt  Herr  Blumenthal  die  Auigahe,  diejenigen  Mannig- 
faltigkeiten zu  bestimmoi,  welche  dsn  NnllmaimigMtigkeiten  iwdbvre»* 
Fwüctumen  gemein  sind.  Bs  ergibt  sich  das  Resaltat,  daß  in  irgend 
einem  endliehen  Gebiete,  fttr  dMsen  Inneres  ond  dessen  Begrenzung 
die  vorgelegten  Funktionen  alle  regulär  sind,  diese  Mannigfaltigkeiten 
nur  ans  einer  endlie^en  AmaU  irreduzibler  analytischer  Gebilde  im 
Weierstraßsehen  Sinne  bestehen,  die  aber  keineswegs  alle  von  der- 
selben Dimension  (StuÜB)  zn  sein  braQ<dien.  Ist  jedoch  die  Anzahl  m 
der  Funktionen  kleiner  als  die  Anzahl  n  der  Variablen,  so  kann  kein 

Ij  Eü  möfre  hier  —  ohne  nach  irgend  einer  Kichtuntr  hin  Folp'enm^en  daran 
zu  knüpien  —  noch  erwähnt  werdea,  daß  die  Kistlersche  Behauptung  in  Ao- 
•ehung  der  oben  (p.  3ST  Z.  8—12)  besprochenen,  unmittelbar  waa  ihr  ai«h  etgebenden 
KoiiMqiienzeti  in  einem  diametmleii  Gegensatse  sn  eineai  (ebeofella  durchaiu  nn- 
buwiesonen)  Weierstraßschen  AuBspruche  steht,  wonach  in  jedem  vorgelegten 
Gebiete  („Kontinnum")  des  rrz-Raumes  eindeutifrf  Pnnktionpn  existieren,  „welche 
sich  an  allen  Stellen  im  Innern  dieses  Koutinunme,  aber  an  keiner  Stelle  «einer 
Begrenzung  wie  zationale  Fnnktionen  veflialteo*%  also  fiber  dies  Crebiet  hinau* 
Merhat^  «tdU  fartgmUft  userdm  i&me».  (J.  f.  Math.  80,  p.  6  ^  Werke  If,  p.  129.) 

S}  Math.  Ann.  67  (1908),  p.  856. 
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Gebilde  von  nie<lerer  hIs  der  (n—tn)ien  Stufe  auftreten.  Mau  hielt 
diese  letztere  Aussage  früher  auf  (irund  geometrischer  Botraclituiigen 
für  evident^  ohne  doch  eiiien  'strcngeu  Beweis  dafür  zu  besitzen. 

Mit  diesen  kurzen  Andeutungen  möchte  ich  meine  Betrachtungen 
schliefien,  aelbstverstäiidlidi  ohne  nach  irgend  einer  Richtung  hin  einen 
Ansprudi  auf  TollstSndigkeit  «beben  zn  k&u^. 


Ober  die  DarsteUnng  der  stetigen  Fnnktioiien  durch 
Reihen  von  ganzen  rationalen  Funktionen. 

Von  M.  Krause  in  Dresden. 

Eine  in  einem  Intervalle  0  bis  1  eindeutige  und  stetige  Funktion 
f{x)  kann  auf  mauigfache  Weise  in  eine  unendliche  konvergente  Reihe 
entwickelt  werden,  deren  Glieder  ganze  rationale  Funktionen  von  x 
sind.  Es  soll  nachgewiesen  werden,  daB  unter  gewissen  Bedingungen 
dieselbe  Funktion  f(x)  im  Intervall  von  0  bis  1  in  eine  gleichmäßig 
konvergierende  Reihe  entwickelt  werden  kann,  deren  Glieder  auch  «ganze 
Funktionen  von  x  sind  und  sich  in  bekannter  Weise  ans  den  ursprünglich 
zugrunde  gelegten  zusammensetzen  lassen. 

Der  Beweis  (Ue'^^-'j  Satzes  soll  im  Anschluß  an  einige  Unter 
H'u  hungpu  von  Herrn  Borel  erfoljj^on.  i  Siehe  ilessen  Werk:  Lerons 
sur  k's  fonctioiis  dt»  variabies  reelles.  Paris  llHif)  pnj^.  79  sequ.)  Herr 
Bort'l  definiert  eine  Funktion  im  Intervalle  von  ü  bis  1  durch 

die  folgenden  Gleichungen: 

V„(«)-0  ^><^<~~f^    und  für  ä:>.^J*; 

7  ist  eine  positive  ganze  Zahl,  p  ktmn  der  Reihe  nach  tlie  Werte 
u,  1.  .  .  .  q  annehmen,  wobei  für        0  und  p  =^  <i  kleine  Modifikationen 
in  der  Definition  von  <pp^ix)  eintreten. 
Setzt  man  dann: 

so  folgt  die  gleichmaßig  konyergierende  Entwicklung: 

(2)  f(x)  -    ix)  -r  '2:{<P,^x)  -  (x)). 
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Die  Fonktion  wielclie  Henr  Berel  snr  DutteUnng  der  all- 

gemeinen  etetigeii  Funktion  gebtnnchi,  ist  ihramite  Midi  eine  stetige 
Funktion  von  x.  Wir  wollen  nun  ans  allen  denjenigen  Folgen  Ton 
ganzen  rationalen  Funktionen,  welche  zur  Entwtddnag  wiUkürlidier 
stetiger  Funktionen  dienen  können,  diejenigen  herausgrdfen,  mit  deren 
Hilfe  sich  fpp,j(x)  im  Intervalle  von  0  bis  1  in  eine  glddimäßig  kon- 
vergierende Reihe  entwiokeln  läfit.   Beieichnen  wir  eine  solche  Folge 

»o  ergibt  sich  für  ^^^(x)  eine  unendliche  gleichmäßig  konvefgiweade 
R€ihe  von  der  Form: 

Dann  aber  folgt,  daß  eine  positive  ganze  Zahl  m  so  bestimmt 
werden  kann,  daß: 

für  alle  x  im  Interwalle  von  0  bis  1  dem  absoluten  Betrage  naeh 
kleiner  als  ^ 

ist.   Setzen  wir  daher: 

80  ist  Pp^ipc)  eine  ganze  Funktion  Ton  x,  die  sich  in  bekamiter  Weise 
ans  den  Funktionen  g^{x)  znsammoisetzen  läßt  und  der  üngleiehheit 
GenQge  leistet:  . 

>^(«)-p„(«)i<,V 

Dann  aber  folgt  aus  den  Boreischen  UntersuchnngeUi  daß  die 
Funktion  f{x)  in  die  gleichmäßig  kouTeigierende  Keihe: 

(3)  UjC«)  +  1^^/7,(0:)  -  n^.M) 

entwickelt  werden  kann,  wobei  gesetzt  ist: 

Damit  ist  der  verlangte  Naebweis  gegeben. 

In  einer  Arbeit  des  Verfassers  in  den  Berichte  der  Leipsiger 
GeseDseliaft  der  Wissenschaften  vom  vorigen  Jahre  ist  die  angedeutete 
Methode  dazu  benutzt  worden,  um  stetige  Funktionen  mit  Hilfe  der 
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ultra-bemonllischen  und  dur  Kngelfunktionen  gleidunäfiig  darzasteUen, 
andere  DarsteUungen  sollen  an  anderer  Stelle  gegeben  werden. 

Zu  dem  bisher  Bemerkten  ist  hinzuzufügen,  daß  die  Funktionen 
^p,  (-^^  nicht  die  einzigen  sind,  die  als  Ausgangspunkt  für  Entwicklungen 
der  augedeuteten  Art  dienen  können.  Es  möge  in  hezug  hierauf  vor 
allem  auf  die  weitreichenden  Arbeiten  von  Herrn  Kneser  über  die 
Darstellbarkeit  willkürlicher  Funktionen  aufmerksam  gemacht  werden, 
di»'  sich  im  5^.  und  (>0.  Bande  der  mathematischen  Auualen  belinden, 
inijbesondere  auf  §  5  der  zuletzt  genannten  Arbeit. 


Polbestbuiming  fflr  Yerzweignngslageii  bei  der 
Bewegung  eines  ebenen  ähnlich-veränderlicbea  Systems 

in  seiner  £bene. 

Von  Reinuold  MCxler  in  BmuiBcliweig. ' 

Kennt  man  in  irgend  einer  Lage  ,  eines  ebenen  ahnlich-Teränder- 
*  lioken  Systeme  die  Bdmtangenten  n,  e  drerar  beliebigen  Sjstom- 
punkte  A,  (\  so  ist  der  zugehörige  Pol  ^  im  allgemeinen  durch 
die  Bedingung  eindeutig  bestimmt,  daß  die  Ton  $ .  naek  B,  C 
gehenden  Geraden  bezw.  mit  a,  h,  c  gleiche  Winkel  bilden;  denn  hier- 
dnreh  eigibt  sich  ^  als  der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  drei  Kreise, 
die  dnreh  je  zwei  der  Systempunkte  und  den  Schnittpunkt  ihrer  Bahn- 
tangenten  gdken.^) 

Diese  Kansfrukfhn  veriiagt,  mim  sidt  die  drei  Tanffenten  €tf  h,  e 
tu  ßwetH  Punkte  des  durch  Ä,  B,  C  ffdtenden  Kreisee  Ii  schneiden. 
Dann  genügt  idbnlich  jeder  Punkt  von  h  der  f&r  den  Pol  geltenden 
Bedingung,  und  um  diesen  selbst  au  bestimmen,  müssen  außer  den 
bisherigen  Daten  etwa  noch  die  KrQmmungsmittelpnnkte  A,  B,  f  der 
Babnstellen  gegeben  sein,  in  denen  sich  bezw.  die  Punkte  A,  Bf  C 
augenblicklich  befinden.  Dabei  schneiden  sich  die  Bahnnormalen  AA, 
BS,  CT  in  einem  Punkte  A  von  l\ 

Wie  ich  bei  früherer  Gelegenheit  gezeigt  habe^  bestellt  in  jeder 
Lage  eines  ebenen  ähnli(;h-veränderlichen  Sjatems  zwischen  den  System- 
punkten A  .  .  .  und  den  zugehörigen  Kiümmungsmittelpunkten  A  .  .  . 
eine  ein-zweideutige  Verwandtschaft  dritten  Grades.^)  In  dieser  ent- 
spricht dem  Kreise  It  —  wie  im  allgemeinen  jedem  durch  den  Pol 

1)  Tgl.  Bnzmester,  Kinematik  I  S.  867. 

2;  Über  die  Krümmuni:  niittelpunkte  der  nahnkurvon  in  ebenen  ftfanlieh" 
Terftnderlicheu  Syatement  diese  Zeitechrift  S6.  Mand  S.  129. 
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^kenden  Kreise  —  im  System  der  Erfimmungsmittelpankte  eine 
»rkttkie  Knrre  dritter  Oidmuigy  die  in  A  einen  Dappelpaukt  hat  imd 
M  im  Pole  berOlut.  Betmeliten  wir  mm  das  Bfisdiel  Ton  ziikalaren 
Surren  dritter  Ordnimg,  die  durch  A,  r  gehen  und  A  zum  Doppel- 
punkt haben,  so  schneidet  jede  Eurre  des  Büschels  den  Kreis  h  noch 
in  swei  Punkten  einer  Involution.  Die  Doppelpunkte  dieser  Inrolntion 
entsprechen  den  Kurven  des  Büschels,  die  k  berühren,  bestimmen  also  auf 
Jf  mim  reelle  oder  konjugiert  imaginäre  Lagen      ^  dee  gesuchten  Pols. 


Das  betr?u'htete  Büschel  enthält  aber  drei  Kurven,  deren  jede  iu 
«ine  Gerade  niul  i  meii  Krfis  ausartet,  so  die  Gerade  A  A  verbunden 
mit  dem  Kreis  BfA  usw  liezeichnet  also  A'  den  zweiten  Schnittpunkt 
dieses  Kreises  mit  A',  so  ist  A,  A'  ein  i'uai  der  Involution.  Schneidet 
femer  Ä-  die  Kreise  TAA  und  ABA  zum  zweiten  Mal  bezw.  in  B'  und  C, 
«o  bilden  B'  und  C,  C  zwei  weitere  Punktpaare,  und  die  Achse  der 
durch  zwei  dieser  drei  Paare  bestimmten  InTolntiou  schneidet  h  in  und 

Das  SknüdhrYO'&nderlidie  System  kann  also  im  Torliegenden  Fall 
in  der  Tat  zwei  Terschiedene  Momentanbewegungen  ausf&kren,  befindet 
aieh  daher  in  einer  Veretveigungshtje. 

Liegen  die  Punkte  A,  8,  f  gleichfalls  auf  einem  durch  A  gehenden 
Kreise,  so  ist  sein  zweiter  Schnittpunkt  mit  der  gesuchte  Pol,  der 
in  diesem  S<mderMlj  in  dem  die  yorige  luTolution  zu  einer  para« 
bolischm  wird,  eindeutig  bestimmt  ist. 
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Wilhelm  Ritter  f. 

Von  H.  E.  TiMERDiN'G  in  Straßburg  i.  E. 

Am  28.  Oktober  1906  starb  nach  langem  Hinsiechen  im  Alter 
von  59  Jahren  Dr.  Wilhelm  Ritter,  Professor  am  eidgenössischen 
Polytechnikum  in  Zürich.  Ritter  ist  am  14.  April  1847  in  Liestal 
geboren  und  am  Züricher  Polytechnikum  zum  Bauingenieur  gebildet. 


Er  war  von  1868  bis  1869  beim  Bau  der  Alföldbahn  in  Ungarn  tätig 
und  wurde  dann  von  Culmanii,  dem  bekannten  Begründer  der  graphischen 
Statik,  als  sein  Assistent  nach  Zürich  zurückberufen.  Diese  Berufung 
entschied,  äußerlieh  und  iimerlich,  Ritters  Lebensschicksal.  Culmanns 
neue  Wissenschaft,  welche  die  Resultate  der  modernen  Geometrie  in 
überraschender  Weise  zur  Lösung  technischer  Probleme  verwertete, 
stand  in  hohem  Ansehen,  und  dieses  Anselien  forderte  auch  die  Carri^re 
seines  Schülers  und  Assistenten.    Ritter  erhielt  im  Jahre  187.-^  eine 
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Professur  am  Polytechnikum  in  Riga,  von  wo  er  1882  nach  Culmaiins 
Tode  als  dessen  Ntu^hfolger  nach  Zürich  zurückkehrte.  Das  Zusammen- 
wirken mit  Culmann  war  aber  auch  innerlich  für  Ritter  entscheidend^ 
indem  es  sein  wissenschaftliches  Interesse  für  sein  ganzes  Leben  an 
die  graphische  Statik  band,  die  er  treu  im  Geiste  Culmanns  wf  iterptlegte. 

Ritter  ^var  einer  von  den  Männf^rn,  deren  Neigung  und  Begabung 
wesentlich  nmthematischer  Natur,  deren  Tätigkeitsfeld  aber  ein  so 
durchaus  praktisches  ist,  daß  sie  nie  dazu  kommen,  <iie  Mathematik 
um  ihrer  selbst  willen  zu'  pflegen,  sondern  sh'  nur  als  W  erkzeug  zur 
Losnnp  praktischer  Aufgaben  kennen  und  geijrauciien.  Der  Maßstab 
für  die  mathematische  Regal)uiig  ist  vielleicht  der  ästhetische  Genuß, 
den  das  Verhältnis  zwischen  der  Schwierigkeit  eines  Problem;^  und  der 
Eleganz  seiner  Lösung  verschaflt,  und  dieser  Genuß  leuchtete  aus 
Ritters  Schriften  und  Worten  btiin  hu  hervor.  Aber  wie  ihn  eine 
strenge,  tiet'religiose  Lebensauffassung  davon  abhiLlt,  irgend  einen  Genuß, 
so  edel  er  sei,  durch  sich  selbst  für  berechtigt  zu  kalten,  so  beschrankte 
er  auch  seine  Freude  an  mathematischen  Problemen  auf  die  Lösung 
praktischer  Aufgaben.  Er  ist  so  durchaus  Techniker  geblieben^  eine 
Fühlung  mit  der  theoretisehen  Wiasenschaft  hat  er  nie  gesacht.  Aber 
ilim  wurde  die  Teehnik  nur  lieV  und  wert  dadurch,  daß  sie  ihm 
mathematMLe  Aufgaben  stellte,  oder  ▼ielleioht  besser  gesagt,  daß  sie 
seiner  mathematischen  Gestattni^pkralt  Spiebaum  gab. 

So  einfiioh  und  schlidit  wie  Ritters  ganses  Wesen  war  anoh  seine 
Art  SU  sprechen  und  m  schreiben:  Er  strebte  stets,  nur  das  su  sagen, 
was  nötig,  aber  dies  mit  Tollkommoier  Khurheit  und  Deufüchkeit. 
Sdn  Lehren  und  Leben  durchzieht  ein  Qeist  strenger,  aber  nicht  un- 
freundlicher FflichterftlUung. 

Ritters  Schriften  behandeln  fast  alle,  soweit  sie  nidit  technische 
Ontaditen  oithalten,  die  graphische  Statik,  sein  Hauptwerk  ist  die 
FortfQhnmg  der  graphischen  Statik  von  Culmann,  die  bei  seinem  Tode 
in  Tier  Banden  Tollendet  vorlag,  der^  leisten  Teil  er  aber  selbst  nidit 
mehr  mit  ungetrtthtem  Geiste  gedruckt  sehen  konnte. 

Diesem  großen  Handbuche  gingen  eine  Reihe  von  kleineren 
Schriften  vorauf,  die  in  den  Jahren  1876  bis  1885,  teils  in  Zeit- 
schriften, hauptsächlich  in  der  Higasehen  Industrieaeitong,  der  „Eisen- 
bahn" und  der  Schweizerischen  Bauzeitung  erschienen,  zum  teil  auch 
selbständig  publiziert  wurden.  Ritters  Erstlingsschrift  „Die  elastische 
Linie"  (1871)  behandelt  bereits  ein  wichtiges  Problem  der  graphischen 
Statik.  Die  Cnimannsche  Theorie  de^  Erddrucks  wandte  er  auf  den 
Tunnelbau  an  in  einem  kleinen  Buche  „Die  Statik  der  Tunnelgewölbe", 
das  1879  bei  Springer  erschien,  und  als  eine  Art  Programm  seines 
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großen  Werkes  veröffentlichte  er  1886  die  Schrift  i^Der  elMtüch» 
Bogen,  berechnet  mit  Hilfe  der  graphischen  Statik". 

Von  seinen  „Anwendungen  der  graphischen  Statik,  nach  C.  Culmann 
bearbeitest"  prseliir'n  der  1.  Teil,  der  „die  im  Inneren  eines  Balken» 
wirkenden  Kräfte",  d.  h.  die  gi-aphische  Festigkeitslehre  behandelt, 
i.  J.  1888,  der  Teil  „Das  Fachwerk"  folgte  i.  J.  1890.  Dann  ver- 
gingen zehn  volle  Jahre,  ehe  Ilitter  19(>U  den  3.  Teil  „Der  kontinuierliche 
Balken**  henmst?<  1  •  n  kunnte.  Die  lange  Verzögerung  wurde  vresentlich 
durch  die  anstrengende  Tätigkeit  verursacht,  die  ihm  durch  die  zu 
seinem  Lehrberufe  hinzukommende  Verwendung  hIü  Experten  im 
Brückenbau  erwuchs.  Mit  dieser  Tätigkeit  hing  auch  eine  Reise  zu- 
sammen, die  er  189B  7aiv  Weltausstellung  in  Chicago  nach  den  ihm 
Iiis  Hein :;ir  ^  'iner  Frau  vertrauten  Vereinigten  Staaten  von  Nordamerika 
unternahui  und  über  deren  wissenschaftliche  Resultate  er  in  einer  be- 
sonderen Schrift  „Der  Brückenbau  in  den  Vereinigten  Staaten  Amerikas"^ 
sowie  in  mehreren  Aufsätzen  der  Schweiz.  Bauzeitung  berichtet  hat. 

Dieae  Tätigkeit  SadiTen^diger,  die  er  wie  eine  ihm  zu- 
kommende Pflicht  aus  eelbetloaer  Liebe  sar  Saehe  flbemahm,  hat  viel- 
leicht hanpttikchlich  die  vorzeitige  Abnahme  winer  Kräfte  TenirBaoht, 
sodaß  er  den  letzten  Teil  seines  Lehrboehes  „Her  Bogen'',  nicht  mehr 
selbst  zum  Dniok  bringen  konnte.  Er  stellte  aber  mit  dem  letzten 
Rest  seiner  Yorsiegenden  Snfte  das  Msanskript  soweit  fertig,  dafi  sein 
Sohn  die  YerQifenÜichang  besorgen  konnte. 

Trotzdem  machen  die  vier  Bande,  in  denen  Ritttf  das  ganze 
Anwendungsgebiet  der  graphischen  Statik  dordiwandert  hat,  kein  ge> 
schlossenes  Ganzes  ans,  sie  sollen  ihre  Ergänzung  finden  in  dem  von 
Culmann  selbst  gesehriebeuen  ersten  Banden  der  die  allgemeine  Tlie<m» 
entiislt  Aber  es  kann  kaum  ein  gröBerer  Kontrast  gedacht  werden  ala 
zwischen  diesem  Gnlmannschen  Buche  und  der  Ritterädieii  Fortsetzung. 
Ritters  Darstellung  ist  von  solcher  Knappheit,  daß  sie  die  hödisten  An- 
forderungen an  die  Aufmerksamkeit  des  Lesers  stellt,  aber  überall  klar 
und  lückenlos.  Uberall  wird  das  Hauptsächliche  scharf  hervorgehoben 
und  die  einfachste  Losung  mit  sicherem  Blicke  erfaßt.  Culmanns 
Darsteliung  aber  ist  rrnnz  anders  irenrtet,  überraschend  durch  die  Fülle 
neuer  fruchtbarer  Ideen,  aber  der  Stil  ist  nachlässig,  der  Gang  der 
Entwicklung  unregelmäßig,  bisweilen  oehaglicli  verweilend,  bisweilen 
springend  bis  zur  völligen  Unverständichkeit,  sein  Buch  ist  ein  Werk 
von  unschätzbarem  Gehalte,  aber  ungenießbarer  Form,  das  als  Lehrbuch 
kaum  zu  gebrauchen.  Zudem  drängt  alles,  was  seit  Culmann  auf 
diesem  Gebiete  geleistet  ist,  zu  einer  Neudarstellunii  der  Theorie.  Xur 
die  Liebe  und  Verehraug,  die  Ritter  seinem  toten  Lehrer  treu  bewahrte. 
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konnteii  ilm  flbor  alle  Mangel  dea  Culmaiiiischen  Bachea  hrnw^sdifiii 

lassen,  daß  er  die  Notwendigkeit  einer  Neubegründung  Teikannte. 
Und  doch  hängt  das  große  Handbuch  Bittera  in  der  Luft,  wenn  nicht 
daa  Calmannsche  Buch,  de.«iseQ  Inhalt  ea  TOranasetzt  nnd  anf  das  es 
an  zahlreichen  Stelleu  verweist,  hinzugenoramen  wird.  Hoffentlicli  wird 
es  in  einer  Neubearbeitung  des  ersten  Bandes  noch  einmal  eine  festere 
und  brauchbarere  Grundl^e  finden.  Erst  so  wflrde  daa  ▼erdienatvoUe 
Werk  des  Verewigten  im  rechte  Lidite  erscheinen. 

Ritterg  Schriften. 

u.  Selbi^täudige  Publikationeu: 

1.  Die  elavtiflche  Linie  und  ihre  Anwendunfi?  auf  den  kontinniarlichen  Balkem.  Ein 

Beitrag  zur  graphischen  Statik.  Zürich  1871.  2.  Aufl.  188 1.  Franzds.  Üb«n.  1886. 

2.  Die  Statik  der  Tunnelgewölbo.    Berlin  1879.   Ital.  Üben.  1880. 

3.  Fiat  und  Ebbe.    Vortrag.   Basel  imö. 

4.  Der  elaatiieha  Bogen,  berechnet  mit  Hülfe  der  graphischen  Statik.  ZQxieh  1886. 

Neudruck  1896. 

5.  Gutaphtrn  über  das  Pilatuebahnprojekt.    Mit  E.  Gerlich  1886. 

6.  Vorlesungen  Uber  graphische  Statik.   (Autographiert.)  18U(). 

7.  Der  Bericht  der  eid|^n.  Experten  Prof.  Bitter  and  Pkof.  Tetnu^er  flhcr  die 

MOnchriiftt einer  Brückenkatastioplie    Ztlrich  1891. 

8.  Oberst  Karl  Pestalozzi,    Züri(  !i  isoi. 

9.  Der  Brückenbau  in  den  VeTei:u<^'ii  n  Staaten  Amerikas.   Zfirich  1893. 

10.  Expertenbericht  betr.  den  (i<-bäu.l<-f  instnrs  in  der  Aesohen-Vontadt  BaieL 

Mit  A.  Gfispr  und  F.  Schiile.    Zarich  1901. 

11.  (iutachten  über  BetoneisenkoustruktionGn  etc.    Mit  A.  Geiser  und  F.  SchQle. 
Baiel  1902. 

IS.  Anwendungen  der  graphischen  Statik.    Nach  C.  Cnimann  bearbeitat.  Zllrich. 

1.  Trü:  Dii>  im  Innern  oinps  Ralkens  wirkenden  Kräfte  1888. 

2.  Teil:  Das  Fachwerk.  18y0 

8.  Teil:  Der  konünaierlichc  Balken.  1900. 
4.  Teil:  Der  Bogen.  1906. 

b.  Im  Notixblatt  des  Teehn.  Yereine  sn  Riga: 
18.  Anwendung  der  Theorie  des  kontiniuerliehen  IMgeie  aaf  DrehbrttdMn.  1874. 

c.  Im  ^ilingenieur: 

14.  Eine  neue  Festigkeitsformel.    1876.  ■  ■ 

d.  In  der  Rigaschen  1  ndustrieceitnng: 

15.  Dir  Wtthlersrhfn  Featigkeitsrersuche.  1876. 

16.  Die  zutiillige  Belastung  bei  Eiaenbahnbrücken.  1877. 

11.  Die  Terwertuttfir  der  WoUmchen  Feitigkeit«?erBuehe  Ar  die  Fraadi.  1877. 

IH  PTif>uinuti>chp  FnnrHerungeu.  1877. 

1^.  Die  Aa-Brücke  bei  BilderlingDhof.  1878. 

20.  Die  Riga-Tuckumer  Bisenbasn.  187S. 

21.  Ein  selbatregistrierender  Festigkeitsapparat.  1878. 

22.  Dir  Konknrrrn7.proj('ktc  für  t'iiu'  Si Taß<'iiT'rücke  Aber  den  Libaoer  Hafea.  1879. 
28.  Daa  Wellblech  in  der  Bautechuik.  1879. 

94.  Statische  Bemchnnng  eines  armierten  Lanfktabns.  1881. 

96.  Erwid^nng  (auf  einen  Artikel  von  C.  Badche  su  dieser  Arbeit).  1882. 
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26.  Zementprufungen  in  Rußland.  1H81. 

27.  Verwandlung  der  russischen  Maße  und  Gewichte  in  metrische.   1881.  Über 
die  Korkateina  Ton  Grflnsweig  und  Hartmftitii.  188V. 

e.  In  der  Zeitecbrift  für  Bauwesen: 
88.  Der  Bogen  mit  festem  Auflager.  1876. 
99.  V«rtiofaiigsf»e1iw«rke  bei  Bogen«  und  BlttgebrfielEen.  1877. 

f.  In  der  „Eisenbahn'': 

80.  CrTftphiiiehe  Bestimmimg  der  Stfltsmeuerstftrlie.  Bd.  VIL  1877. 

.11.  Beitrag  sor  Theorie  der  Fachwerke.    Bd.  XII.  1880. 

88.  Bettimmnng  des  Erddruoka  mit  Eackaicht  auf  Xohftsion.   Bd.  XIU.  1880. 

g.  In  der  YierteljahrBaohrifi  der  Naturf.  Gee.  Zfirioh: 
88.  Das  Tiftglieitsmomeiit  eiaei  Linientyetem».  1884. 

b.  In  der  Sobweizeriseben  Banseitang; 

84.  Statische  Berechnung  der  Tenteit'ungsfachwerke.   Bd.  I.  1883. 

Sf).  Die  Bfliiflttingsprobe  der  nenen  Quailirücke  in  Zürich.    Bd.  V.  1886. 

36.  Die  sekundären  Spannungen  in  Fachwerkeu.   Bd.  V.  1886. 

87.  Der  Einstarz  des  Zflrieber  NiederdmckreserroiiB.   Bd.  YU.  1886. 

38.  Die  Tragheitseilipse,  geometrisch  abgeleitet.    Bd.  XI.  1888. 

39.  Einige  Auff^abfii  aus  deni  Gfbietf  der  Träghcitsellipse.    Bd.  XIV.  1888. 

40.  Die  Tragiahigkeit  strebenloser  Fachwerkpfeiiur.    Bd.  XIIL  1889. 

41.  Die  inneren  Kiftfte  eines  belasteten  Stabringes.   Bd.  XVIT.  1881. 

42.  Bericht  über  die  Mönchensteiner  Briickenkatastrophe.    Bil.  XVIII.  1891. 

43.  über  <loti  Werf  der  Bplasttingsprobfn  fisrmpr  Bnicken.    IUI.  XX.  1892. 

44.  Erwiderung  auf  dati  Ciutacbteu  der  Herren  Cullignou  und  Uaufler  über  die 
MOncbeMteiner  BrOckenkatastropbe.   Bd.  XXI.  1898. 

46.  Die  Besehädigong  der  Hdnebensteiner  Brücke  beim  Hochwasser  18S1.  Bd.  XXI. 
1883. 

48.  Skizken  von  der  Chicagoer  Weltausstellung.   Bd.  XXII.  1898. 

4,1.  Die  neue  Faltenzugbnlcke  in  Chicago,    ßd.  XXII.  1893. 

Ai^.  Die  Bruchprobe  der  Eisenbafanbröckt>  in  Wohlhusen.    Bd.  XXIII.    189  i. 

49.  Das  Addieren  und  Subtrahieren  mit  dem  iogarithmiacben  Recheuachieber. 
Bd.  XXin.  1894. 

60.  Der  Bniikcnbau  in  den  Ver.  Staaten  Amerikas  (AuszugV   Bd.  XXIV.  1894. 

61.  Das  tfchnisclio  FntprrichtsweBen  der  Ver.  Staaten.    Hd.  XXIV.  1891. 

52.  Vorlüuiiger  Bericht  über  die  Brückenversuche  in  Mumpl.    Bd.  XXVI.  la^Jb. 

68.  Neubau  der  Ckinlourreni^re-Brücke  in  Genf.   Bd.  XX VU.  1896. 

.•>4.  Der  FränkeUche  Schwingung-  '  i  -tiTipr.    Hd.  XXVITI  I80n 

66.  Die  Schwingungen  des  neueu  Kirehturmü  in  Enge.    Bd.  XXIX.  1897. 

66.  Die  Bauweise  Hennebique.   Bd.  XXXIII.  18119. 

67.  Die  Schwingungen  der  Kirebenfeldbrücks  in  Bern  beim  eidgen.  ScbiLtsenfestw 

Bd.  XXXIV.  1H09 

68.  Die  Richterswjlt  r  Holzriese.    Bd.  XXXV.  1900. 

i.  In  Liu^rt  TH  Lexikon  der  gesamten  Technik: 
Die  Artikel  über  graph.  Statik. 

k.  In  Zwicks  Jahrbuch  der  Baugewerbe: 
Keferate  über  Baumecbanik.   1874»— 1876. 

1.  Im  Schweizerischen  Bav-  und  Ingenieorkalender: 
Referate  über  hölzerne  Brfleken  1901— 1V06,  &ber  eiserne  Brflcken  1901—1908^ 
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HitteUimgen  und  Nachrichten. 

Geeignete  Mitteilangen  wird  der  Heraotgeber  steU  mit  größtem  Danke  eutgegen- 

1.  Akademien.   Gesellschaften.   Vereinigangen.  Versammlungen. 

Verändezmigeii  im  Personalbestände  der  Deutschen  Mathematiker- 

Vereinignng.    Februar  1907. 

Neu  aufgenommen  als  Mitglieder: 

Herr  Dr.  phil.  Krnst  Floethke  in  Kuni^sher^  i.  Pr.,  Hökerstraße  21, 
Herr  Dr.  pbil.  Otto  lioelcke  iu  Görlitz,  JochmanustraBe  5, 
H«nr  G.  8.  Jackson,  H.  A.,  Instraetor  in  Hatkeiiuitiofl  «a  dar  Royal  HQitarjr 
Aeademy  in  Woolwidi. 

Adressenftndernngen: 

Tnrtwingler,  Ph.,  Profouor  an  der  Technischen  Hochsehnle  in  Aachen, 

Theresienstr.  22 

Müller,  R.,  Professor  an  der  Techniachen  Hochschule  zu  Darmstadt, 
Wittmannstr.  38. 

Soheffers,  G.,  Frotaor  an  der  Tedmisdien  Hodkschule  fieriin;  Steglitz 
hei  Berlin,  SohloBstraBe  43. 

BevUnar  Ifathomatlaefae  Oesellaoli&ft.  SUjnmg  am  Mittwc^t  dm 
j90.  *Märg  1907.  Koebe,  Über  die  Darstellbarkeit  der  Koordinaten  der 
Punkte  einer  beliebigeD  reellen  algebraischen  Kunre  durch  eindeutige  analytische 
Funktionen  mnes  reellen  Parameters.  Salkowsks,  Das  Aoustsche  Problem 

der  Kurveutheorie. 

Mathematische  Gesellsohaft  in  Göttingen.  75  Sdznng  am  19.  Fe- 
Iruar  1907.  C.  Runge  trügt  vor  über  eine  nmie  Methode  der  graphischen 
Darstellung  vuu  Drehuugeu.  K.  Schwarzschild  berichitit  über  einige  neuere 
Ergebnisse  der  statistischen  Stellarastronomie.  16.  SiUm^  am  26,  Ft^mtar 
1907.  D.  Hilbert  macht  eine  Mitteilung  über  eine  spezielle  Integralgleichung 
und  eine  quadrat.  Form  von  unf^ndlioh  viel  Vanablen.  F.  Riesz  berichtet 
über    eigene    üntfr^^m-hungen    betreffend    orthogonale  Funktionensysteme. 

17.  SÜMung  am  5.  Mars  1907.  F.  Klein  spiicht  über  den  Studienplan  der 
Lefaramtslcaiididaten  Ar'  niafhemat.-natttrwi88en8ch.  Flcher. 

Mathematiaohee  Kränsohen  zu  Karlsruhe  i.  B.  Im  Wintersemester 
1901^7  fanden  die  folgenden  Vorträge  statt:  6.  Nov.  t€:  Faber,  Über 
Interpolation.   SO.  No».  06'.  Heun,  Verschiedene  Spannungen.   4.  D^.  06: 

Winkelmann,  Die  Methode  der  Variation  der  Constanten  in  der  Mechanik. 

18.  D(Z.  Of!:  Tolle,  Proj»ktivisoh  kinematisches  von  der  Ellipse.  8.  Jan.  07  : 
Cramer,  Über  das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung.  Ü2.  Jan.  07:  Krazer, 
Über  das  Jacobisehe  ümkehrproblem.  5.  Febr.  07:  Schur,  Konstruktion 
der  Hauptachsen  mes  Bllipsoides  aus  drei  konjugierten  Durchmessern. 

19.  Febr.  07:  nriiuer,  Dynamisebe  Beanspruchung  von  G^enkstftben. 
6*  Märe  07:  Ludwig,  Uber  einen  Kegelschnittzirkel* 

J»hrMb«ric>it  <t.  DcoMohaD  MftUiam.-Voraioigang.  XVX.  lt*f(  S/4.  17 
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8ootot4  Italiana  per  ü  progresso  delle  soiense.  Auf  der  Ver- 
aammliiog  italieiiifeliM>  Nataifoneher  wurde  im  September  1906  sn  ICaüflad 

beschlossen,  eine  Gesellschaft  zu  grilndeil,  die  der  Deutschen  Nnturfbrtcher* 

Gcsollsdiaft,  der  Association  fran^aise  pour  ravancement  des  sciences  und 
der  British  Asso^-iation  for  üw  advancpinent  ot"  science  entspriclit.  In  einem 
2<irkular  vom  25.  Januar  1907  wendet  sicli  nun  das  „Comilatu  ürdinuton» 
della  Societik  per  il  Progreiso  delle  Sciense**  in  Born,  Via  del  GoU^o  Ro- 
mano 26,  ftn  weite  Kreise  mit  der  Auffordemng,  der  neuen  Vereinigung 
beizutreten  und  an  der  im  Sepfember  1907  zu  Parma  stattfindfndt'n  kon- 
stituierenden Versammlung  teilzunehmen.  Der  Versammlongsbeitrag  belauft 
sich  auf  5  Lire. 

2.  Preisaofigaben  und  gekröiLte  Preisschriften. 

Adame-Preis.  Der  Adams-Preis,  der  TOT  etwa  C>0  Jahren  gegründet 
wurde,  7«  clirendem  Gedächtnis  der  LeistuTigen  von  J.  C.  Adams  in  Verbindung 
mit  der  Entdeckung  des  Neptun,  wird  alle  zwii  Jahr«  ausgeteilt  und  steht 
denen  zur  Bewerbung  offen,  die  einen  akademischen  Grad  an  der  Universität 
ZU  Cambridge  erworben  haben.  In  diesem  Jahre  wnrde  der  Frais  Ftofesaor 
£.  W.  Brown  zuerkannt  für  seine  Untersuchung  über  „The  irregnlarities  in 
the  moon's  motion  dne  to  tbe  direct  action  of  the  planets^\ 


3.  Hoeliscluiliiaehiieliteit 

UnlTessltit  TnXbfurg  L  Br.  Professor  Dr.  A.  Loewj  erhielt  eltaen 
Lehranfbrag  ftr  Yenichernngsmathematik. 

Univetaitftt  Stmflburg.-  Im  Studienjahre  1906/7  worden  von  der 
mathematisdien  und  natorwissensehafllichen  FakultKtder  UniTetsitftt  StraBbuig 
31  Kandidaten  zu  Doktoren  promoviert,  darunter  9  mit  mathnnatiscIiaL 
und  9  mit  physikalischen  Dissertationen. 

Promotionen  an  der  Facultö  des  Soienoes  bu  Paris  im  Jahre  1906. 

In  dem  Jahre  1906  fanden  folgend^  Proinutionen  im  (Gebiete  der  Mathematik 
statt:  ('arrus,  Familles  de  surfaces  ü  trajectoircs  urthogonales.  Frechet, 
Sur  quelques  points  du  Calcul  fuuctionnel.  Lattes,  Sur  les  equations 
foBctionnelles.  Fajet,  Becberehes  concemant  les  excentrieit^  des  com^tes. 
Saint-Blancat,  Aetion  d'une  messe  intramercurielle  snr  la  longitnde  de 
la  Inne.  BemoandoSf  Sur  les  serös  d'une  classe  de  fonctions  transcendantes. 

Veraeiolmifl  der  für  daa  SommeEsemoetar  1907  angekündigten 

Vorlesungen  über  die  mathematisohen  WiesenBChaften. 

nreirsuaUl    Nachtrag  zu  s  171  dieses  Jahfesberichts).    Engel,  Partielle 

Ditferential^deichungen  1.  Ordnung. 

MQuchen  (Technische  Hocbüchulc).  v.  D^ck.  Uüboro  Mathematik  II  mit  Übungen;. 
Seminar.  Finster  walder.  Höhere  Mathematik  IV  mit  Übungen;  Geometrimhe 

Optik  mit  AnwMiilun^ren  an(  die  Thri  ric  des  Fernrobros  und  dos  Mikroskope»; 
Seminar,  v.  Hraunmühl,  Gruutl/.ügc  der  höheren  Mathematik  mit  Übungen; 
Projektiviscbe  Geometrie  in  synthetischer  Dehandlung  mit  Übungen;  Mathematisch- 
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historiscbeä  äemiuar.  Uarmester,  Dareteliende  Geometrie  II  mit  Übungen. 
Schmidt,  VermeBsungskunde  IT  mit  Praktikum.  F6ppl,  Techuiäcbe  Mechanik 
einscliließlicb  der  Elemente  der  graphischen  Statik  nnd  der  Mulytaschen  Mechanik; 
Praktikum  Kntta,  Üljungen  in  der  Trigonomch-ip;  Einleitung  in  die  algebraische 
A]uüj8i8  und  Algebra.  Knoblauch«  Grandzüge  der  Fhjgik;  Kinetigohe Gaatbeorie; 
Teehnieeh-phjsikaliioliw  Fiaktiknm.  Fi  sehet,  E^erimeiildle  WeUesdeltte  ui^ 
Aknelik.  Emden,  Tbeimodynainik  der  AtmotphSm;  Meteofologiielie  Optik. 

Mflnster.  Killing,  AuagevriUilte  Kapitel  der  Elementarmathematik;  Differential» 
und  Integralrechnung  I;  Dbnngen  dazu;  Untarseminar.  t.  Lilienthal,  Analytische 
Geometrie  1;  Theorie  und  Anwendung  der  elliptüichen  Funktionen;  Oberseminar. 
Dehn,  Zahlentkeorie;  F^wtielle  DifferentidIgleichQngen  der  Phyiilr.  Plftftmann, 
Sphärische  Trigonometrie  und  Anfanpsgriincle  der  sphUriRcheu  Astronnmie;  da» 
Sonneneyatem ;  Beobachtung  und  rbeorie  der  veränderlichen  Sterne;  Übungen  im 
astronomischen  Beobachten  und  Rechnen.  Hejdweiller,  ElementatmathematiBche 
Eq^snngen  zur  Experiment«lphjiik.  Konen,  Theorie  der  Winne;  Oboagen  , 
dara;  Ühmigen  in  DÖnonitntionsvennehen. 

4.  Person  alnachrioliteiu 
Ernennungen,  Auszeichnungen  usw. 

Professor  Dr.  G.  Darboux  in  Paris  wurde  zum  ,^socie*'  der  Beigischeu 

Akademie  der  WisBenaehaften  «mannt. 
Fkofenor  Dr.  Ph.  Furtwingler  in  Poppelsdorf  winde  mm  etatndJtgen 

Fkofeisor  da*  Mathematik  an  der  Teehmschen  Hodtschnle  in  Aachen 

ernannt. 

Professor  Dr.  S.  Gundeifinger  in  Danustadt  ist  am  1.  April  d.  J.  in  den 

Buhestand  getreten. 
Fhifesaor  Dr.  L  Heffter  an  der  UniTersitit  ISiA  hat  einem  Buf  an  die 

Technische   Hochschule  in  Dannttadt  als  Nachfolger  von  Professor 

Gundeifinger  abgelehnt. 
Dr  W.  H.  Jackson.  Dozent  der  Mathematik  an  der  rniver.sität  zu  Manchester 

in  England,  wurde  zum  ao.  Professor  der  Maüiematik  am  Haverlord 

Gollego  in  Pen^lvania,  ü.  8.  A.,  ernannt 
Privatdoaent  Dr.  Ludwig  an  der  Technischen  Hochschule  in  Karlsruhe 

wurde  zum  etatmäßigen  Professor  der  darstellenden  Geometrie  an  der 

Technischen  n(»(  hscbnle  in  Braunschweig  ernannt 
Professor  Dr.  Jules  Tann ery  wurde  von  der  Pariser  Akademie  der  Wissen- 
schaften nun  Mitgliede  ernannt. 
Flrofessor  Dr.  E.  von  Weber,  Privatdozent  an  der  Universität  München, 

wurde  zum  ao.  l^rofessor  der  Mathematik  an  der  Universitftt  Würsbnrg 

ernannt. 

Ph>fesBor  Dr.  Wieghardt  au  der  Technischen  Hochschule  in  Braunschweig 
wurde  zum  etatmäßigen  Professor  an  der  Tedmisdien  Hoeiudiule  m 
Hannover  ernannt. 

BabiUtAtloiieii. 

Dr.  Gh.  Fuehtbauer  hat  sidi  fQr  Physik  an  der  Ünivenitilt  Wllrzburg 
habilitierL 

Dr.  H.  Hausrath  hat  sich  für  theoretische  Physik  an  der  Technischen 
Hoohschole  zu  Karlsruhe  habilitiert. 

17* 
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Dr.  V    Koehe  bat  sich  für  Mathematik  a&  der  Univemtfit  Göttingen 

habüitiurt. 

Dr.  F.  Krüger  hat  sich  für  Physik  aa  der  Uni-rerntit  CHtttmgwi  habilitieri 
Dr.  L.  Handelstam  hat  sich  fttr  Physik  an  der  üniverdtst  Wflnborg 
habilitiert. 


5.  YemdMlitM. 

Mathematieoke  Auestelluiig  der  Columbia -Universität  su  New 
York.  Die  mathomatbdiB  Sektion  des  Teachers  College  der  Columbia- 
UniTenit&t  bat  eine  permanente  Amstdlung  eingeriditeti  die  mathematisdie 
Modelle,  Apparate  usw.  umfaßt,  welche  im  gesamten  ünterric'  t  un  Kinder- 
garten bis  zu  d'  Ti  )!Öchst«'n  Stufen  Venvendun^  finden  ht'7w  getundcn  haben. 
Ks  ist  dabei  überall  die  geschichtliche  Seite  berücksichtigt  worden.  Daß 
eine  solche  Ausstellung  für  die  Studierenden  und  Lehrer  von  großem  Nutzen 
SU  werden  Terspricht,  li^  auf  der  Hand.  Ein  grofiee  Yerdienst  um  das 
Zustandekommen  der  wertvollen  Sammlungen  bat  sich  unzwcifolbaft  ihr 
Gründer  und  T-ritpr  Professor  T).  E.  Smith  envorben,  der  auch  seine  reiche 
Bibliothek  und  seine  etwa  20()r)Bliitter  umfassL  ndc  Sammlung  von  Mathematiker- 
Bildnissen  ausgestellt  hat.  Ks  hnden  sich  in  der  Ausstellung  ferner  Medaillen 
von  Mathematikern  (fiber  100),  Autographen,  seltene  Bücher  und  Manuskripte 
usw.  Eine  ausfOhrltchere  Schüdemng  der  Ausstellung  ist  in  der  Wochen- 
schrift „Science"  vom  8.  Februar  1!'07  onthalten.  Beim  Lesen  dieser  Be- 
schreibung regt,  sich  der  vor  einiger  Zeit  bei  uns  lebhaft  erörterte  Gedanke 
von  neuem,  daß  wir  ajx  die  Gründung  einer  ähnlichen  mathematischen 
Zentralstelle  (mit  Bibliothek  und  Sammlungen)  herantreten  sollten.  Be- 
kanntUob  ist  der  Plan  an  der  leidigen  Eostenfrage  geseheitert. 

Aufruf  zur  firriciitung  eines  Abel-DeuiLtnula.  Die  einzig  dastehende 
Beteiligung  seitens  der  Gelehrtenwelt  an  der  hundertjfthrignt  Gedächtnisfeier 

Abels  zeigte  deutlich,   wie  hoch  man  sein  grundlegendes  Genie  wflrdigte. 

Aus  allen  Gegenden  der  Erde  waren  die  größten  Mathematiker  zusnmmen- 
geströmt,  um  im  Namen  ihrer  Universitäten  und  Akademien  sein  Andenken 
zu  ehren. 

Im  Begriffe,  ihm  ein  würdiges  Denkmal  zn  erriditenf  finden  wir,  seine 

Landsleute,  daß  die  vollständig  internationale  Natur  und  Bedeutung  seines 
Werkes  uns  nicht  dazu  berechtigt,  diesem  Vorhaben  einen  exklusiven  Charakter 
zu  geben,  sondern  fiiblen  uns  vielmehr  dazu  verpflichtet,  die  Mathematiker 
aller  Nationen  zur  Teilnahme  und  Beitragsleistung  einzuladen. 

Das  Denkmal,  das  eine  H(fhe  vim  13  Meter  erhalten  wird,  liegt  bereits 
in  Gips  fertig  vor  und  wartet  blofi  darauf,  in  Bronze  gegossen  su  werden. 
Es  ist  von  Gustav  Vigeland,  Norwegens  bedeutendstem  Bildhauer,  ausgeführt. 
Auf  einer  hoben  SiVtile  .'Schweben  zwei  riesi<'»'  Genien,  die  auf  ihren  Kücken 
den  jungen  Seher  tragen,  m  dessen  Antlitz  der  Künstler  Abels  Gesichtszüge 
in  mannhafter,  stilisierter  Auffassung  wiedergegeben  hat.  Hervorragende 
Kunstkenner  auch  au&erhalb  Norwegens  Grenzen  haben  ihre  ungetsilte  Be- 
wunderung über  das  Werk  ausgesprochen. 

Es  £rilt  hier,  das  Andenken  iles  Mnnnfs  zu  ehren,  durch  den  Norwegen 
sein  Bestes  und  sein  Größtes  auf  dem  Gebiete  wissenschaftlicher  Forschung 
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aU«r  Llndw  und  ZeUMD  gdeistet  liat,  und  wir  wenden  nns  desbalb  Ter- 

traoeDSvoll  mit  unserem  Anliegen  an  die  Gelebrtenwelt. 

Kristianin,  im  Min  1907. 

W.  C.  6r0gger.       EUing  Holet       Fridtjof  Nansen. 
Carl  St0rmer.      L.  Sylow       Axel  Tbue. 

Bei  der  Abel -Gedächtnisfeier  wurde  mitgeteilt,  daS  der  erforderliche 
Betrag  zu  einem  Denkbild  gesichert  sei  durch  Einsammeln  von  Beiträgen 
innerhalb  der  nordischen  Lande.  Es  bestand  dtunals  die  Absicht,  die  Universität 
mit  Abels  Bildnis  in  Marmor  zu  schmücken.  Von  diesem  Plane  ist  man 
indessen  in  der  Zwischenseit  augonsten  des VigeUndaehen  Entwurfs  al^^ommeD, 
der  freilich  eine  erheblich  habere  Summe  erfordert  Zur  Annahme  yon  Bei* 
trügen  und  deren  Übermittlung  an  das  Denkmal^Ecmitee  bin  ich  gern  bereit 

Halle  a.  S.,  Martinsberg  8.  A.  Gntimer. 

Literarisches. 

1.  Notizen  und  Besprechungen. 

T.  J.  I'a.  Bromwieh,  Quadratio  forme  and  their  olaesifloation 
by  meane  of  invariant  faotore.  [VIÜ,  et  100  p.]  8**.  Cambridge 
üniTersily  Press,  London  1906. 

Diese  Sdurilt  behandelt  in  monographischer  Form  —  sie  bildet  No.  3 

der  Cambridge  Tracts  in  Matheraatics  and  mathematical  Physics,  edited  bj 
J.  6.  Leathem  und  E.  T.  Whittaker  —  die  Klassifikation  quadratischer 
Formen  mittels  invarianter  Faktoren  (Elementarteiler).  Mit  Rücksicht  auf 
den  vorgeschriebenen  geringen  Umfang  hat  der  Verfasser  die  Kroneckersche 
Methode  benutat  Nach  dem  ersten,  einleitenden  Kapitel  wird  im  swmten 
eine  einaige  quadratische  Form  betrachtet;  darauf  wird  im  dritten  Kapitel 
eine  Schar  von  quadratischen  Formr-n  behandelt,  worauf  im  vierten  Kapitel 
Sätze  über  die  Elementaiicllor  einer  Schar  von  (luadmtiseheii  Formen  her- 
geleitet werden.  In  allen  diesen  Kapilelu  wird  Wert  daruui  gelegt,  die 
allgemeinen  Sfttae  an  Beispielen  an  erliutem.  Das  fllnfte  und  letate  Kapitel 
bebandelt  Anwendungen  verschiedener  Art,  auf  Kegelschnitte  und  Flächen 
zweiter  Ordnung,  auf  bizirkulare  Kurven  vierter  Ordnung,  auf  ('ykliden, 
quadratische  Linienkomplexe  und  auf  die  kleinen  Schwingungen  eines  dyna- 
mischen Systems  mit  »  Freiheitsgraden  um  eine  Uleichgewichtslage.  Diese 
durch  Beispiele  und  Anwendungen  belebte  Darstellung  machen  die  kleine 
Schrift,  die  augleieh  die  wichtigsten  Literaturangaben  bietet,  au  einer  sehr 
willkommenen.  O. 

Morita  Oantor«  Vorlesungen  über  Geschioiite  der  Mathematilc, 

in  4  Bunden.  I.  Band.  Von  den  ältesten  Zeiten  bis  zum  Jahre  1200  n.  Chr. 
Dritte  Auflage.  Mit  114  Figuren  im  Text  und  1  lithographierten  TafeL 
[VI  u.  941  S.]    pr.  8.    Leipzig  1907,  B.  G.  Tcubner, 

Die  neue  Auilage  unterscheidet  sich  von  der  ihr  TOrhergeheudou  in  so 
Tiden  und  wesentlichen  Dingeni  da0  man  sie  fast  als  Umarbeitung  besnehnen 
konnte.    Aufier  zahlreiehen  kleinen  Verlnderungen  darf  auf  folgende  ein> 
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sebneidende  Abv«idiungen  sufinerksam  gemacht  werden:  Die  beiden  ersten 

Abschnitte  beben  ibie  Stellen  vertauscht,  so  daß  jetzt  die  Bahylonier  den 

Ägyptern  vorauspehen.  Bei  den  Griechen  sind  die  Quadraturversuch*»  des 
Hippokrattis  neu  bearbeitet,  und  ebenso  i>t  neu  bearbeitt't,  was  über  Heron 
mitgeteilt  wird.  Bei  den  Kümeru  i^t  die  Echtheit  der  sogeuaniiten  Geometrie 
des  Boetbius  nidit  mehr  behauptet.  Im  indisoben  Abschnitte  ist  die  um 
mehrere  Jahrhunderte  zurfickgeschobene  Datierung  der  (,'ulvasutras  berück- 
sichtigt Dem  arabischen  Abschnitte  ist  ein  Bericht  über  die  Geometrie  des 
Abraham  Savasordii  einverleibt  In  dorn  Absclniitte  über  Klostergelehrsanikeit 
ist  von  dem  Brietwechsel  des  Regimboid  von  Cdln  Gebrauch  gemacht. 

Moritz  Cantor,  Vorlesungeu  über  QoBchichte  der  Mathematik. 
In  4  Bänden.  IV.  Band.  Von  17öy  bis  1799.  Herausgegeben  unter  Mit- 
wirkung der  Herren  V.  Bobynin,  A.  r.Brannmühl,  F.Cajori,  8.6flntber, 
V.  Kommereil,  6.  Loria,  E.  Netto,  G.  Viranti,  C.  R.  Wallner. 

1.  Lieferung.  Enthaltend:  Geschichte  der  Mathematik.  Von  ?.  Günther.  — 
Arithmetik.   Gloichungslehre.   Zahlentheoxie.  Von  F.  Cajori.  [S.  1 — 19d.J 

gr.  8.    I/eipyjpr  1907,  B.  G  Teulmer. 

Wenn  der  Verfasser  der  dm  ersten  Blinde  semem  Vorsätze,  mit  dem 
dritten  Bande  sein  Lebenswerk  abzuschließen,  nicht  vollständig  untreu  zu 
werden  sich  entsebließen  konnte,  so  war  er  ebensowenig  imstande,  dem  ron 
den  verschiedensten  Seiten  erfolgenden  AndiiülgeQ  ToUständig  zu  widerstehen, 
welches  eine  Fortsetzung  unter  seiner  Lcituntr.  wenn  nielit  aus  seiner  Feder 
verlangte.  Die  Leitung  sollte  und  mußte  sich  darauf  beschränken,  daß  bei 
dem  damit  Betrauten  die  Sanuuelstelle  für  sämtliche  den  IV.  Band  bildenden 
BeitrSge  vorhanden  sei,  dafi  also  sosusagen  alle  Fftden  durch  seine  Hand 
gehen,  während  die  einzelnen  Mitarbeiter  durchaus  unabhängig  und  selbst- 
vprftntw(u tlif  h  für  die  von  ihnen  übernommenen  Abschnitte  ei-scheinen.  Auf 
dieser  <!rundlage  gelang  es  teils  durch  Briefwechsel,  teils  durch  mündliche 
Besprechung  während  des  III.  Internationalen  Mathematiker-Kongresses,  welcher 
Tom  8.  bis  zum  13.  August  1904  in  Heidelberg  stattHsnd,  einm  Arbeitsplan 
2U  vereinbaren,  welcher  folgende  Herren  an  gemeinsamem  Schaffen  vereinigte. 
Es  übernahmen  die  Herren  S.  Günther  (^München):  Geschichte  der  Mathematik, 
Klassikerausgaben,  Wörterbücher;  V.  ßobyuin  (Moskau):  Lehrbücher  der 
Elementargeometrie,  Praktische  Geometrie  (Feldmetikun.st),  Elementar- 
geometrische  Einzeluotersucbungen,  Parrallelenlchrc;  A.  v.  Braunmühl 
(München):  Trigonometrie,  Pdygonometrie,  Tabellen  (trigonometrisdie, 
logarithmische  und  andere);  F.  Cajori  (Colorado  Springs):  Rechenkunst  und 
Buchstabenrf  t  hT^irt'L^,  Algebra  (Lehre  von  den  Gleichungen),  Zahlentheorie; 
E.  Kette  (üießenj:  Reihen,  Kombiiuitorik .  Wahrscheinlichkeitsroehnung, 
Imaginäres;  G.  Loria  (Genua):  Darstellende  Geometrie;  V.  Kuuuuerell 
(Nürtingen):  Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Baumes;  G.  Vivanti 
(Messina):  Lehrbücher  der  Infinitesimalrechnung,  Einseluntersuehuutr*'n  der 
Infinitesimalrechnung,  B»>tiniinte  Integrale,  Tianszendenten;  C.  R.  Wallner 
(München):  Tntale  und  partielle  Differentialgleichungen,  Variationsrechnung, 
Differenzen-  und  Summenrechnung;  M.  Cantor  (Heidelberg):  Entwicklung 
der  Mathematik  zwischen  1759  und  1799,  Geschichte  der  Ideen  in  diesem 
Zeiträume.  Moutz  Caktor. 
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G.  H.  Bryan,  Sc.  D.,  J.  B.  ö.,  Professor  of  pure  and  applied  matbe- 
vnlies  in  tiu  TMvmty  College  of  North  Wales,  Themiodynaiiiio«.  kn 
iatrodtictoxy  treatue  dealing  mainlj  with  first  priiieiples  and  their  direct 
applications.  (A.  u.  d.  T.:  B.  G.  Teubners  Sammlung  von  LehiLücheiii  auf 
dem  Gebiete  der  mathematiscben  Wissenschaften  mit  Einschluß  ihrer  An- 
wendungen. XXI.  Band.)  [XTV  u.  204  S.J  gr.  8.  Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 

Der  Veifasser  bat  hier  den  Versuch  unternommen,  die  Gesetze  der 
Tbennodjsaouk  und  ihve  einfacheren  Anwendnngen  so  weil  als  möglich  TOn 
einem  rein  dedaktiTen  Standpunkte  aus  zu  behandeln,  um  so  ein  Werk  über 

rationelle  Tliennodynamik  zu  schaffen,  das  in  seiner  Methode  den  verschiedenen 
schon  vorhandenen  Werken  über  rationell  "Mechanik  entspricht.  Statt  der 
gewöhnlichen  Form  der  Ableitung  des  ersten  und  zweiten  Hauptsatzes,  die 
eine  a  priori  angenommeDe  Vorstellung  Ton  der  Natur  und  dpn  Eigrasdhaften 
der  WXrme  und  Temperatur  Torauaeelsen,  nimmt  der  Yerftsser  die  Fkinapien . 
der  Erhaltung  der  Energie  und  der  Irreversibilitfit  zum  Ausgangspunkt.  Da 
man  konstante  und  irreversible  Systeme  aufstellen  kann,  die  von  den  in  der 
Thermodynamik  untersuchten  verschieden  siud,  80  ist  eine  eingehendere 
Prüfung  der  Eigen tüuUichkeiten  thermodynaniischer  Systeme  nötig.  Es  erschien 
daher  wfinsohenswert,  dieser  Jbdrterung  noeh  eine  allgemeine  Ubersidit  Uber 
die  sich  auf  das  experimentelle  Stadium  der  Wärme  beziehenden  Hanpt- 
definitionen  und  Tatsachen  vorauszuschicken  und  dabei  die  herkömmliche 
oder  „klassische"  Behandlung  dp«  prsten  und  zweiten  Hauptsatzes  kurz  zu 
skizzieren.  Großer  Nachdruck  wurdü  überall  auf  das  Priuzip  der  Energie- 
Entwertung  gelegt,  denn  ein  sorgfUtiges  Stadium  dieses  Prinzips  klirt  die 
meisten  Schwierigkeiten  auf,  die  ans  den  mit  irreTMaiblen  Erscheinungen 
Terbondenen  Untropieungleichbeiten  entstehen.  G.  H.  Brtan. 

IM«  ItegeüMliiütte  de«  GrcKorliw  a  St  VimDentlo  in  veigleiehender 

Bearbeitung.  Von  Dr.  Karl  Bopp,  Privatdozent  an  der  Universität  Heidelberg. 

(A.  u.  d.  T.:  AbliH Ttdl ungen  zur  Geschichte  der  mathemati>;(lH^n  Wissen- 
schaften mit  Einschluß  ihrer  Anwendnnpen.  XX.  Heft.  2.  Stück).  Mit 
329  Textfiguren.    [ÜI  u.  228  Ö.J    gr.  8.    Leipzig  l'JÜ7,  B.  ti.  Teubner. 

Uuter  den  erhaltenen  Kegelschnittwerkcn,  welche  nach  dem  Wieder- 
«ttfbmhen  der  Wiaeenediaften  in  mehr  oder  minder  kritiieher  Gegenüber- 
stellung gegen  des  Apollonius'  Lehrgebinde  entstanden,  sind  die  Kegelschnitte 
des  Gregorius  a  St.  Vincentio  liput"  am  wenigsten  bekannt.  —  Und  doch 
ist  die  Schöpfung  des  Grenjorius,  dem  Lcibniz  so  viel  verdankte,  von  größtem 
Interesse  für  die  Entwicklung  der  Geometrie.  Durch  eine  vergleichende 
Bearbeitong  wird  ein  schon  Ton  Cbasles  gettoBerter  Wanseh  erfOllt,  einer, 
von  Moritz  Cantor  gegebenen  Anregung  entsprochen.  Eine  «agehende 
Analyse  klärt  über  das  Verhältnis  zu  -\pollunius  sowohl  wie  zu  den  zeit- 
genSssischen  Schriftstellern  auf,  und  manches  l)(!deutsame  Resultat  erscheint 
von  Gregorius  selbständig  gewonnen  oder  sogar  der  Folgezeit  vorweggenommen, 
ünter  die  Entdecker  der  analytisohen  Geometrie  aber  wird  Gregorius  dnrdi 
seine  Transfonnationsmethode  der  Kegelsdinitte  ineinander  TeitetEt,  die 
Methode  „per  subtensas'S  welche  auf  einer  geistreichen  Erweiterung  von 
Apollonius  TIf ,  16  basiert,  einen  klaren  Einblick  in  den  Znsammenhang 
zwischen  antiker  und  analytischer  tieonietne  gewährt.  Außer  historischem 
dflrfte  die  Methode  heute  noch  didaktischen  Wert  besitzen.      K.  Bopp. 
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Statik  der  Banmfachwerke.  Von  Dij)l.  Ingenieur  Dr.  Wilhelm 
Schlink,  Privatdozent  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Darmstadt.  Mit 
214  Abbildungen  und  2  Tafeln.  [XIV  u.  390  S.]  gr.  8.  Leipzig  1907» 
B.  G.  Tenbiwr. 

Das  Weile  stellt  sidi  die  Aufgab«,  ohne  YoTrausBeteung  too  besonderen 
Kmntnissen  ttber  rKunliche  KrfLItesysteme  die  Baum&ehwerke,  ihre  Bildiiiiga> 

gesetze,  StabilitatsuTitersuchun<]fcn  und  Bpannungsbostimmungen  so  darzustellen, 
daß  der  Leser  in  die  Lage  gesetzt  ist,  tür  jede  gegebene  architektonisch© 
Überdeckungsform  in  einfachster  Weise  zweckmäßig  gebaute  Systeme  selbst 
so  eniniMn  mA  jedes  beliebige  Banmfkdiweirk  sn  beredmen.  Um  das  Yer- 
stindni«  ni  erleiehtern,  vird  in  einor  Einleitung  das  ebene  Faehwerk  in 
seinen  allgemeinen  Gesetzen  betrachtet;  weiter  siud  in  sjBtematiscber  Weise 
die  Untersuchungen  betr.  Kräfte  und  Fachwerke  im  Raum  eingehend  be- 
sprochen, hierbei  die  Methoden  von  Föppl,  Henneberg,  Müller- Breslau, 
Mohr  u.  a.,  die  gerade  in  den  letzten  Jahren  vielfach  erörtert  wurden,  aus- 
fahrUch  behandelt  nnd  ihr  Zusammenhang  belencfatet.  Im  flbrigen  werden 
die  verschiedenartigsten  Faehwerkstrftger,  vor  allem  Kuppeln  und  Daoh&dh- 
werke,  umfassend  durchgenommen  und  dabei  die  Stabilitätsunknsuehungen 
und  die  Spannungsermittlungcn  recht  vielseitig  gestaltet,  besonders  nnch 
nach  Möglichkeit  spezielle  Verfahren  augewondet,  wie  dies  ja  bei  ebeueu 
Trägem  allgemein  Üblich  ist.  Nach  Besprechung  der  bekannten  Kuppelformen 
werden  mit  Hilfe  der  Föppl  sehen  Flechtwwke  allgemeine  Sätze  für  Dach- 
fachworke  abgeleitet  und  diese  zur  Bildung  neuer  Kuppeln  benutzt.  Auf 
die  einheitliche  Darstellung  der  ver.'^chiedenen  Untersuchungen  wird  in  dem 
Buche  besonderer  Wert  gelegt,  und  mit  Rücksicht  hierauf  wurden  fast  durch- 
weg statt  der  Auflager  die  Sttitzungsstäbe  angeführt  Eine  große  Anzahl 
von  Abbildungen  und  eine  Reihe  Ton  Beispielen  sollen  das  Verständnis  er- 
leichtern. W.  SCBL. 
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Bertrand,  J.,  Calcul  des  probabilit^.  2*  Edition  oonfonne  ä  la  1".  LVII,  SSS  p. 

Paris  l'J07.    Frs.  12.—. 

Bopp,  K.,  Die  Kegelschnitte  des  Gregorius  a.  St.  Vincentio  in  vergleichender 
Bearbeitung.  [Äbhandlttugeu  aur  Oeechichte  der  mathematiBchen  Wissenschaften 
mit  Einschluß  ihrer  Anwendungen.  XX.  Heft.  S.  Stttek.]  Mit  88»  Teztfiguren. 
III,  228  S.    Leipzig  1907.  10.—, 

British  Association,  Meeting  in  South  Afriea  1905.  Dimnudon  on  teaehing  of 
elementary  mechanics  which  took  place  at  Johanncsbuig  on  Augoet  1906, 
in  Section  A.  Kdited  by  .Tohii  Perry.    London  iyo7.    8.  2. — . 

i  autor,  M.,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik.  In  4  Bänden.  L  Band. 
Von  den  ftlteet«i  Zeiten  bis  zum  Jahre  1800  n.  Chr.  t.  Auflage.  Mit  114  Figuren 
im  Text  und  einer  lithographierten  TafeL  VI,  941  8.  gr.  8*.  Leipzig  1907. 
.</  21-,  geb   .f{.  26.—. 

—  IV.  Band.   Von  1759  bis  17Ü9.   1.  Lieferung:  S.  1— it»«.  Leipzig  lüü7.  ö.60. 

Bilohek,  O.y  Die  Grundlagen  der  Mechanik.   Berlin  1907.  JC  6.—. 

(ittUe,  A.,  Geodaesie.    Mit  y»3  Fipuren.    XI,  284  S.    Leipzi-j;  l<.i07.  8. 

4)leigeuuifiller}  R.^  Leitfaden  und  Aufgabeuaammlung  xui  höheren  Mathematik. 
POr  tecbnisebe  Lehranstalten  nnd  dm  Selbstuntn^f^  bearbeitet.  1.  Bd.  Die 
analytische  Geometrie  der  Ebene  und  die  algehcaisohe  Analysis.  7.  Auflage» 
Mittweida  1906.  JL^.—, 
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variables  independantes  qm  admett^nt  nn  groupe  d'ordre  impair  de  tranaformations 
de  oontact.  —  L.  Lecornu,  Sur  Textinction  du  froUement.  —  P.  Vieille  et 
B.  Lionville,  Swr  vm  m^tbod«  d«  meeore  des  itfautaneea  oppoa^ea  par  les  m^tavx 
H  dea  d^fonülioiui  xapide»  —  L.  Bloch,  Sur  la  conductibilii^  accompagnant  la 
d^tente  des  gaz.  —  £.  Boso,  J&emarqiiM  sw  1»  themiodynMiuqiie  des  m^angei 
Bon  homogenes. 

Aouvelles   Annales   de   Matli^matiqueM.    4mo  S^rie.    Tome  VI.  Nuvembre. 
IMoembri  1906. 

Bonriet,  Theorie  des  puallöles  bas^  sur  la  translatioii  rectiligne.  —  Fabry« 

Sur  la  st-rie  de  Taylor        o^-  ]in:r:t9  singuHcrf?,       Ktintenä,  Sur  le  cercle  p^dal. 

—  Bouvaiat,  äur  le  tbeoreme  de  Feuerbach.  —  Fönten^,  Yolame  d'un  t^traedre 
en  ftmotioB  des  aiies;  d^monstration  göomtftriqne.  —  Snehar,  Becberehe  de  1» 
loi  que  doit  suivre  une  force  centrale,  sachftnt  que  1a  trajectoire  eat  une  coniquei 
quelle»  qne  soient  les  conditioiis  initiales.  ^  Parrod,  Aggr^ation  des  scienees 
mathf^matiquea  (Concours  de  19()tV}.  Correspondaiice. 

Kouvelles  Annal<>s  de  M»ith«'m ii<iqii«'s.    4n>e  Serie.    Tome  VII    Janvitr  l'.tOT. 

d'Ocague,  Sur  la  rectiücation  approch^e  des  arcs  de  cercle.  —  iiemy,  äur 
denz  snifaees  du  qqstritaie  ocdte  i  Toetaple  gemdie  complet  —  Fönten^, 
^nr  le   systbrne  artiooM  de  Hart.  —  Brieard,  Sur  im  ^fttfeme  aiticuW. 

<  'pftificats. 

Anuulü  of  Mathematies.    Second  Series.    Vol.  8.  Nr.  9. 

Moore,  Circlea  orthogonal  to  a  given  aphere.  —  Saurel,  On  functional 
determinaats.  —  Wilson,  Involniory  traasfenaations  in  the  pxojective  group  and 

ita  aubgroupa.  —  Brenke,  On  the  convergence  and  differentiation  of  trigonometric 
«eries  —  Uarwitz,  Note  oo  the  definition  of  an  abelian  gronp  by  indepeodent 

postulatea. 

Balletiu  of  the  American  Mathemntical  Society.   Vol.  XIII,  Nr.  5.  Nr.  6. 

Cheaain,  The  pteliminary  meetiiig  of  the  South western  Section.  —  Maaon, 
Seleeted  topica  in  the  theory  of  boundary  value  problema  of  differential  eqnations. 

—  Moore,  Note  on  Fonrier'^^  rnnHtant.s.  —  Miller,  On  ihn.  minimum  number  ot 
Operators  whoso  Orders  exceed  two  in  any  hnite  group.  —  Arnes,  Note  on  the 
orientation  of  a  secaat  —  Oarmichael,  On  Enlera  qp-fnnetion.  —  Cole,  The 
tbiifteenth  annnal  meeting  of  the  Anerieaa  mathematical  society.  »  Slaught, 
The  december  meeting  of  the  Chicago  section.  —  Moore.  The  decotnpofition  of 
modular  syatema  connected  with  the  doubly  geueralized  Format  tbeorem.  — 
Kasner,  Ebsteins  of  extremals  in  the  calcntns  of  variatioas.  —  Mason,  A 
necesaaty  oondition  for  an  eztremum  of  •  doable  integral.  Sborter  Notices. 
Notes. 

Frofeedings  of  the  Jbondon  Hnthemmtlcal  Soeiety.  Series  8.  Vol.  4.  Fart  6. 


FiloB,  On  tbe  Mcpansion  of  polynomials  in  series  of  fimcÜons.  —  Forsyth, 

Partial  differential  equationa;  some  criticiams  and  some  soggestions.  —  Bateman, 
On  the  inversiou  of  a  dehnite  integral.    Index  of  Prorooding«.    Obitaaiy  Notioe 

of  Charles  Jasper  Joly.    Obituarr  Notice  of  Robert  liawsoji. 

rroceedliigtt  of  the  Koyal  Society  of  Edinbur>rh.    Vol.  XXVI.    No.  VI. 

Muir,  The  Ucssians  of  certain  invarianta  ot  binazy  quantics.  —  Muir,  The 
tum  of  the  r-line  minors  of  tbe  sqnare  of  a  determinaat. 
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Transactions  of  the  Ann  ritau  Mathomatical  Soflety.   Volume  «.   Number  1. 

Millei,  Gcneraiisuition  of  the  groups  of  genas  zeto.  —  Morlej,  ün  reflexivo- 
gcometiy.  —  llillet,  The  gtoapt  in  which  wwj  nbgioap  it  eitiier  »btliaii  or 

hainiltouian  —  I?l  io  h  fei  d  t,  On  modular  groups  iHoiiiorpliic  vrith  a  given  UiK'ar 
group.  —  Story,  Denumeraut«  of  double  ditiereutiants.  —  Kttuum,  The  gxoups 
of  classefl  of  congruent  matriceB,  witb  application  to  the  group  of  üomorphiams 
of  any  aljeliau  group.  —  Smith,  A  tbeorem  of  Abel  and  ite  applioation  to  tbe 
developmfiit  of  a  functioii  in  tcnii?  nf  Br^"«:!"!''^  fnnctionp.  —  Fite,  Irreducible 
linear  humogeueoos  groups  whose  oiüers  are  powers  of  a  prime.  —  Einenhart^ 
Applicable  nrfMM  witti  Mymptolie  tioM  of  one  aof&o«  eomesponding  to  a- 
eoigQgato  ■yateia  of  aaoUier. 

Aimall  di  Mat«Mtl«a  pni«  ed  applleat«.  8«tie  m.  Tomo  Xm.  Fue.  8*. 
Pavanini,  Sopva  «ma  aaova  categoria  di  soluzioni  paiiodichc  nel  probloua 

dei  tre  corpi.  —  Calapso,  Un  problema  «ni  sistemi  di  linee  fra  loro  roningate 
f  flolle  relative  trasformazioiu  di  Laplace.  —  Eisenhart,  Traosfoi-mations  of 
ninniial  anrfacea. 

Rendiconti  del  Clrcolo  Matemaiieo  di  Palermo.   Tomo  XXIL   Pasc  IL 

Da  Ei  Ol,  Sol  moto  d'im  liqnido  iadflfinito  cod  nn  filetio  ▼ariooM  di  forma 

qualunque.  Berzolari,  Snll'  estensione  dtl  concetto  di  tatraedri  di  Möbius  agli 
i]>erppazii.  StRckcl,  Ctt^odätische  Linien  auf  Poljederflächen.  Burali-Forti, 
Sai  ptiuzipii  della  meccauica.  Gordan,  Die  Hesultante  binärer Formcu.  Calapso, 
Sngl*  lATartenti  del  grnppo  deUe  tnwfonttanoni  conformi  dello  spaaio.  Bersolari, 

Alcuni  t'^orenii  stille  clirve  razionali  di  uno  spazio  ;id  r  dimenäioni  dotat<?  di  r-f-l 
ponti  d'iperosculazioue.  Boggio,  Trasformaztone  di  alcuue  fuazioni  potenziali. 
Kneser,  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Integralgleichungen.  Picard,  Sur  quelques- 
applieatioiM  de  Väqoatiim  fonctioimelle  de  M.  Fredholm.    Reje,  Folgerungen 

atifi  oinem  S;!<70  von  Robillier  über  konfokale  Fläcben  zweiten  firaden  Qnanjel, 
Lqü  equaiiuQ^  geiu'raleä  de  la  mt^cauique  dans  le  cas  des  iiaiüuus  nou-holouuiues. 

Rendieonti  dei  Circolo  Matematico  dl  Palermo.   Tomo  XXII.   Fase.  III.  1906. 

Quaojel,  Len  cquations  gen^ralrs  de  la  niecanique  dan^t  le  cn»  des  liaisona 
noti'holonomcg.  —  Quintiii,  Determiuaziuue  della  iunziooe  tn'"^  di  Green  per  un 
campo  sferico  di  p  dimeniioni.  —  Ciani,  Sopia  le  aeiiielie  gobbe  dotate  di 
intiniti  jtiani  tritangenti.  —  Levi,  Sul  jirincipio  di  Dirichlet.  —  Appell,  Sur  les 
fouctions  harmoniques  &  trois  groopes  de  periodes.  —  Pascal,  Sui  determinanti 
oompoeil  e  ro  di  un  eovaiianto  eatnuione  dell' hemamo  di  «na  fociaa  algebrica. 

—  Fnbiai,  8iil  prineipio  di  Dirichlet.  —  Levi,  Sul  prindpio  di  Dirichlet 

Kendleonti  del  Ctreala  Matematleo  di  Fklemo,  Tomo  XXm.  Faacioolo  I.  1907. 
LeTi-Civita,  Sei»  e  leggi  di  reriBtensa.  Paecal,  Sa  di  una  gencialiscaaioiio 

dellc  tbrmr  differenzial;      'li'i  siöt*'ini  covariauti  dcl  cakolo  differenziale  assoluto. 

—  Nielsen,  Sur  la  gt-neralisation  d'une  formule  de  Oiricblet.  —  Fubini,  II 
prineipio  di  minimo  e  i  teoremi  al  contomo  relativi  alle  equazioni  alle  deriTata 
parziali  di  ordine  pari.  —  Pizzetti.  Sulla  questionv  della  piü  cüuveniente 
lunghez/.a  d»  i  lati  nellc  triangiilazioni  geodetiehe.  —  Landau,  Über  die  Dar- 
stellung einer  ganzvii  Zahl  als  Suuuue  von  Biquadraten.  —  Young,  Un  a  class 
of  diBContinuoua  ^groups  de&oed  by  normal  corves  of  fhe  fomth  Order  in  a 
Space  of  fonr  dimensioiu.  —  Rodenberg,  Geodätische  Linien  anf  PoljederflftoheD. 

Jlenw  Arehief  veor  Wiekinde.  Tweede  Reeha.  Deel  Vn.  Detde  Stuk.  Tiecda 

.Stuk. 

Van  Herr,  Hugeoiana  geometrica  I.  —  Kaptcyn,  i^ur  uu  tli.'dreme  de 
geometrie  plane,  —  Uayashi,  A  list  of  Duteh  books  ou  mathematical  sciences. 
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import«d  ftom  Holiand  tu  Japan  before  tbe  reatoratiou  iu  1Ö68.  —  Schuh,  Over 
Mn  vitbrndiag  ▼an  den  »gel  der  totale  waMnehijiilqjlcheid  en  «nkelige  toepassingMi» 

—  Teixcira,  Sur  (luclfiues»  projjridtt'a  des  cubiques.  —  Barrau,  Die  zentrisclie 
Zerlegung  der  regulären  Polytope.  —  Eaach,  Uet  meten  van  een  ciliuder.  — 
Mulder,  Stervormige  Potytopen.  —  Schuh,  Die  höheren  Singularitäten  und 
Plflckerschen  Charaktere  der  Polarkur\'en  einer  gewiesen  Bewegung.  —  Kapteyn, 
Sur  Ipr  trnn-formations  de  contact.  —  Rnttr'"!"^.  Sur  Iph  fonctions  cylindriqncs  d© 
premiere  eapece.  —  Barrau,  Das  Anulogou  des  Büschels  Ton  Stephanos  im 
aiebendliiMiMioiialeii  Baume.  —  Yan  de  Oxiend  jr.,  Lnaginaire  punten  Tan  dea 

di««l.  —  Falkenhagen,  Dia  beitiminte  Integral    /,  -  ^J'f J'^^,^.  ala 

0 

Funktion  von  A'.  t.  —  Van  Gr-er,  Hngeniana  «Tenmetrica.  II.  —  Muller, 
Enkele  vraagatukkeu  uit  de  waargchijnlijkheidsrekenmg.  —  De  Vriea,  Über 
«inen  KomipondenieatB,  Bibliographie. 

Aunaeü  Seientiflcos  da  academla  Polytecluiioa  do  Porto.    Vol.  1.    No.  3^ 
No.  4. 

Neuberg,  Sur  qoelquas  complexes  de  droites  Lazzori,  6li  aggrapamenti 
proepettivi  di  ordine  n  e  epezie  p4*l*  —  Haton  de  la  Goupilli&re,  Centre  do 
grarit^  du  temps  de  parcours. 

Praee  Matomatycxno-FIzTCznc.   Tom  XVIT 

Levi-Civita,  Sur  la  recherche  des  Solutions  particuli^res  des  aystemes 
differentielles  et  sur  les  mouvements  stationaires.  Zorawski,  Über  Krümmuogs- 
eigenaehaften  der  Scharen  von  Idnienelementen.  Sierpintki,  Sur  nn  proUteie 
du  calcul  des  fonrtions  aflymptotiques.  Miller,  Groupa  generated  by  two  operatori 
which  transfozm  each  other  into  Üie  aame  power.  Pizeborski,  Sur  les  integrales 
non  analytiqnea  dea  ^nationa  lin^aireB  ans  dMv^  partieltea  du  premier  ordre. 
Dobor/^ynsky,  Über  die  van  der  Waalsscbe  Hypothese  der  fibereinstimmenden 
Zustände.  Mittag-LeflTler,  Sur  la  repr(56('ntation  analytiqne  d'une  braacho  uni- 
forme d'one  foDction  mooog&ne.  Przeborski,  Sur  les  integrales  non  analytiquea 
dea  ^uati<mi  anx  ddriv^ea  paitiellea  du  pxemier  otdra. 


4.  Kataloge. 

|f artin  Boasy  Berlin  NW.,  Karlstr.  25.  NaturwiBssenschaftUcher  Anzeiger.  Katalog 
Nr.  60.  (.  .  .  Aatrottomie,  Mathematik,  Physik  .  .  .) 


6.  B«l  d«r  SadaktioiL  «iiigvguigm  Sehriften. 

[Titel,  Fkeia  naw.  der  eingesandten  Schriften  werden  hielt  tegehnftAig  veröffentlicht. 
Beapxodiiingen  geeignoter  Biulicr  bleiben  vurbehalten.    Eine  RAokaendnng  der 

eingegangenen  Schriitea  kann  nicht  erfolgen.] 

F.  Ämodeo,  Uiuseppe  Battaglini  e  le  sue  opere.  (Ana  Atti  dell'  Ac««demia  Fouta- 
niana). 

K*  Barehanek)  Lehr-  und  Übnngabneh  der  darstellenden  Geometrie  für  Oberreal- 

echulen.  Mit  309  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Zweite,  im  Sinne  dea 
Normallehrplanes  gekürzte  Aufli^e.   h\  Tempsky,  Wien  1907.   JC  3.20. 
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JK*  Bopp)  Die  KegelBcbuitte  des  Gregoiiua  a  St.  Yincentio  in  vergleichender  Be- 
aibeitaDg.  Mit  829  Textfiguren.  [Abhandlanjfen  zur  Geschichte  der  mathe- 
matiscben  WiasenscLafteti  mit  KinschluB  ihrer  Anwendungen.  BeglQndet 
von  Monis  Cantoc.  XX.  Heft.  8.  StOdc]  B.  G.  Tenbn«r,  Leipsig  1907. 
JL  10.—. 

Cantor^  Torlenrngen  über  Geiefaiefate  der  Mathematik.  Enter  Baad.  Ton  den 
ültesten  Zeiten  bis  zum  Jahre  1200  Chr.  Mit  114  Figuren  im  Test  und 
1  lithogr.  Tafel.    B.  G.  Teubner,  Leipzig  1907.        24.— ,  peb.   V.  26.— . 

C.  H.  Chaiidler,  Element«  of  tfae  infinitesimal  calculus.  Third  edition,  rewritten. 
John  WäejrftSons,  New  Tork  1907.  .$9.—. 

k»  Galle,  Geodaesie  Mit  96  Figuren.  [Sammlung  Sohvbert  XXIIL]  6.  J.  G5- 
schensrhe  Verlaj^'shandlung,  Leipzig  1907.    JL  8. — . 

Iloffmaun,  Das  Abekcbe  Theorem  fQr  die  elliptiechen  Integrale.  Inaugural- 

Disaertation.   Tflbingen  1907 
C*  8*  JaeksOB  and  R.  M.  Mllne,  A  first  siatics  with  npwarde  of  200  diagrama 

and  numerous  exaiople«.  J.  M.  Deni  &  Co.,  London  1907.   4  a.  6  d. 
X«  Kreis,  Contribotion  &  la  Ib^orie  dei  »yattaiee  linfeiree.  Th^  Zirieh  1906.< 
W.  Lebedeir,  Die  Theoiie  der  IntegEalgleichnngen  in  Anwendung  anf  einige 

Reihenentwicklungen.    Inaugtiral-DiBsertation.    Göttingen  1906. 
C.  Merckeli  Schöpfungen  der  lAgenieurtechnik  der  Neuzeit.    Zweite  Auflage. 

Mit  66  Abbildungen  im  Text  und  auf  Tafeln.  [Aus  Katar  und  Oeiateiwelt, 

28.  Bandchen.]    B.  G.  Teubner,  Leipzig  1907.    JL  1.25. 
0.  Roolcke,  Über  dio  Bncklundsche  Transformation   der  Fliehen  konstanter 

Krümmung.    luaugural- Dissertation    Greifswald  1U07. 

Salmoa,  Analytiaeha  Geometrie  der  Kegebobnitte.  Ifit  beiondeiw  Berlldi- 

(richtigung  der  neueren  Methoden.  Frei  bearbeitet  von  Dr.  Wilhelm  Fiedler. 

7.  Auflage.   1.  Teil.   B.  G.  Teubner,  Leipzig  1907.   JL  10.-. 
W.  Sehlink,  Statik  der  Ranmfhehwerke.    Mit  214  Abbildungen  und  9  Tafeln. 

B  a.  Teubner,  Leipcig  1907.  9.—. 
J,  JSommer,   Vorlosimgen  fibcr  Ziiblentheorie.    Einführung  in  die  Theorie  der 

algebraischen  Zablkörper.    Mit  4  Figuren  im  Text.    B.  G.  Teubner,  Leipzig 

1907.    JL  11.—. 

H. Thioino.  Leitfaden  der  Mathematik  für  Gymnasien.  Erster  Teil:  Die  Unterstnfe. 

Mit  10«  Flüren     Dritte  Auflage.    G.  Frertag,  Leipzig  1907.    .iL  1.60. 
0*  Vehlen  and  N.  J.  Lennes,  Introduction  to  iDfiniteüimal  analjäis.  Functions  of 

one  variable.  John  WileyftSons,  Ncir  York  1907.  #2.—. 


Beriehtigungen  ina  Nekrologt  SSnr  Erlnnening  an  Gnatav  Häver. 

Herrn  Dr  Abrens  ([Magdeburg^  verdanke  ich  die  Berichtigung  zweier  uuf 
p.  67,  Z.  8  n.  S  o.  dieseo  Jahreebeviehtee  angefahrten  Jahreszahlen.  Eiehelot 
kam  erst  1S31  nach  Königsbcr;: -.  Franz  Noutnann  wirkte  daselbst  schon  aeit 
Herbst  1Ö26  als  Dozent,  nicht  erst  seit  1829,  wo  er  o.  Prof.  wurde. 

Auf  p.  71  habe  ieh  erwähnt,  daß  Bauer  wäu  auch  mit  dem  MSbiutsehen 
Tetraeder  beschäftigt  habe.  Herr  Dr.  Muth  (Orthofen)  teilte  mir  inzwischen  mit, 
daß  er  srhoti  5  Jahre  vor  dem  Erscheinen  der  Bauerschen  Note  fl«97'  »;lmt1iche 
FiLlle,  die  bei  2  gleichzeitig  einander  ein-  und  umgeschriebenen  Tetraedern  auftreten 
können,  in  Z.  f.  Math.  n.  Phja.  Bd.  87,  p.  117,  1899  Tollatftndig  behandelt  habe. 

Mflnchen,  4.  Mftn  1907.  A.  Tos«. 
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Konstruktion  der  eljenen  Kurve  3.  Ordnung  aus  9  beliebigen 
Punkten  mit  Hilfe  des  Lineals. 

Yon  K.  SoHM  in  Ldipzig. 

Wir  basdchnen  die  Kurre  3.  QnL  mit  f ^0  und  legen  durch 
«inen  beliebigen  Ptankt  Q  auf  ihr  zwei  Gerade  p  — 0  und  j»'  — 0. 
Die  Gerade  p  möge  die  Kurve  f  noeh  in  zwei  Pnnkten  Pj  nnd 
sohDeiden,  ebenso  mi^e  die  Gerade  p'  die  Karre  f  in  zwei  wmttten 
Punkten  uiid  P^  schneiden.  Legt  man  durch  Pj  und  P^  irgend- 
eiuen  Kegelschnitt  i^^  =  0,  so  wird  er  die  Kurve  3.  Ord.  in  vier  weiteren 
Punkten  schneiden,  die  dann  nach  einem  bekannten  Satze  auch  mit  P, 
und  1\  auf  einem  Kegelschnitte  ij^  =  0  liegen.  Auf  diese  Weise  wird 
jedem  Kegelschnitt  durch  P^  und  P,  ein  ganz  bestimmter  Kegelschnitt 
durch  }\  und  P^  zugeordnet;  zwei  derartige  Kegelschnitte  sollen 
^sprechend  heißen. 

Sind  nun  ==  0  und  7i\^  —  0  irgend  zwei  Kegelschnitte  durch 
Pj,  Pj,  sind  femer  i^^  =  0  und  /r,^  =  0  die  entsprechenden  Kegelschnitte 
^urch  P,,  P4,  so  gelten  die  Identitäten: 

und: 

wo  Q,ayX,l  irgendwelche  Zahlenwerte  sind.  Denn  f  ^  ^,  p  's^^^ 
und  p'  •  in^^O  sind  drei  Kurven  3.  Ord.  mit  9  gemeinsam«!  Punkten, 
also  drei  Kurven  eines  Bflsohels. 

Aus  beiden  Identitäten  folgt  weiter: 

und  diese  führt  zu  den  beiden  Identitötra: 

^'*si  —  9  P'  •  U  •     -  ^9  •  ^M»  ^P  '  ff- 

Hierbei  stellt  q  =  0  eine  (Jerade  dar,  und  zwar  gelit  p'  •  q  =  0  durch 
die  Tier  Schnittpunkte  vou  i^^  =  0  und  =  0,  wahrend  p  •  q  =  () 
4un'h  die  vier  Schnittpunkte  von  1,,  =>  0  und  A"^,  =—  0  geht.    Nun  be- 

.labroat>t-richt  d.  I>«uUt'licti  Matbi'iii.-VfrL-iulguiiy.  XVX.  lieft  5.  19 
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sitzen  «jj  =  0  und  <>  außer  Pi,       noch  zwei  weitere  Schnitt- 

punkte Sj,  und  Tjg,  ebenso  l>esitzen  »3,  «=  0  und  k^^  =  0  außer  i  3,  I\ 
noch  zwei  weitere  Schnittpunkte  »^'3^  uud  T^.  Die  Tier  Punkte  S^^j  Tjg, 
^w;  ^31  l'^f?6n  auf  der  Geraden  q  —  0, 

Das  Resultat  läUt  sich  wie  folgt  aussprechen:  Licgm  von  (Jen  vier 
Grundpunlden  I\fPi,S^^,J\^  eines  Kegdschnitthiischds  die  Punkte  Pj,  Pj 
auf  einer  Kurve  3.  Ord.,  so  &^neidd  jeder  Kcgdsdmiü  diese  Kurve  fwck 
m  einem  Punkiquadrupd',  jedes  Quadrupel  hestmmi  mU  emem  hdidriffen 
aber  festen  Pimki  «m  f  emen  Kegdadmiä,  Dk  kMffmamien  Kegd* 
seimitte  hüden  ebei^äUs  einen  Bmw^;  sie  sekneiäen  sidt  —  eibgesdieH 
van  P^  —  noA  in  einem  Punkte  P^  txm  f  und  m  gwei  Punkten  8^^ 
und  T^f  die  mit  S^^  und  T^,  in  gerader  iAme  Uegen;  autk  der  Sdmiit- 
punkt  Q  der  Geraden  P^P^  und  P^P^  Hegt  auf  f. 

Dieser  Sats  kann  noch  dahin  ergänzt  werden,  daB  das  dret£ach 
unendliche  System  Ton  Kegelschnitten  durch  P^  zu  dem  System  der 
entsprechenden  Segelsehnitte  durch  P,,  P^  in  projektiYer  Beziehung 
steht  Der  Beweis  hierf&r  ist  einfach,  soll  aber  weggelassen  werden; 
da  diese  EigSnzang  des  Satzes  keine  Anwendung  im  folgenden  findet. 

Wir  können  jetzt  unmittelbar  die  Konstruktion  einer  Kurve  3>  Ord, 
mit  Hülfe  des  ümeols  ausfSUntenf  foRs  sie  durdi  die  neun  Sdutit^^unkte 
dreier  Greraden  a^fO^tp'  mU  drei  andern  Geraden  Otfü^tP  und  einen 
hdidngen  weiteren  Pun^  ü  hindurdtgdU.  Durch  die  neun  Punkte  geht 
noch  ein  Büschel  von  Kurven  3.  Ord,,  80  daß  die  Wahl  von  U  die 
Kurve  Yöllig  bestimmt.  Wir  bezeichnra  mit  P^  und  7'^  die  Schnitt- 
punkte von  p  mit  und  a^,  femer  mit  P,  und  P^  die  Schnittpunkte 
TOn  p  mit  Of  und  (siehe  Figur).  Dann  schneidet  P^  ü  die  Oerade 
in  einem  Punkte  und  P^T  <lie  Gerade  in  einem  Punkte  S^'j 
weiter  schneidet  q^SfiSf^  die  Goraden  Oj  und       in  den  Punkten 

und  T34.  Nach  unserem  Satze  liegen  nun  die  vier  Schnittpunkte 
der  Strahlen  =  Pj  und  =  Pj  Tu  mit  den  Strahlen  b^  —  Pt^n 
und  b^  ^  P^T^^  auf  der  gesuchten  Kurve  3.  Ord.  Denn  •  «j  und 
Z>i  •  kj  sind  zwei  Kegelschnitte  durch  die  Punkte  Pj,  Pj,  iS'jj,  T„;  sie 
schneiden  aus  /'  zwei  Quadrupel  aus,  und  jedes  dieser  beiden  Quadrupel 
liegt  mit  den  Punkten  l'..  und  P,  auf  einem  Ke;j;elsc']initt  Einer 
dieser  beiden  Ketrelselmitte  wird  von  dem  (ieradeupuar  ■  gel)ildet: 
der  andere  geht  durch  P3,  P^,  U  und  die  lieiden  Schnittpunkte  von 
■  a^  mit  7  Sl' "  d  h  durch  die  Punkte  und  T^^,  er  zerfällt 
also  in  da»  Geradenpaar  i'».,  •  //,. 

Die  Ausführung  der  K(uistruktiou  erfordert  das  Ziehen  von  fünf 
Geraden,  nämlich  b^,  b^,  q,  h^,  h^,  und  liefert  dadurch  drei  neue  Kurven- 
punkte, nämiich  b^  X  b^,  6,  >c  b^,  Z»,  x  b^.    Hätte  man  statt  der  vorher 
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verwendeten  Strahlen  J\  U  und  J\  U  die  Strahlen  Pj  ü  und  V  oder 
P,  (7  und  P3  oder  P^  (7  und  P4  {/  benutzt,  so  hätte  man  jedesmal  drei 
(oder  auch  zwei)  weitere  Kurrenpunkte  erhalten.  Die  derart  gewonnenen 
Punkte  können  in  gleicher  Weise  zur  Konstruktion  neuer  Punkte  auf 
der  Kurve  3.  Ord.  dienen.  Man  gelangt  so  durch  das  Ziehen  TOH  fünf 
Geraden  jedesmal  za  drei  neuen  Kurrenpunkten,  so  lange  man  nicht 


einen  Stiahl  verwendet,  auf  dem  sehon  alle  drei  Kurrmpunkie  bekannt 
sind.  Man  kann  hieinadi  beliebig  viele  Punkte  der  Kurve  3.  Ord.  mit 
Hüfe  des  Lineals  konsimieTen,  wie  das  ja  such  durch  die  bekannte 
Schröter  sehe  Erzeugungsweise  gesebehen  kann. 

Die  soeben  geschilderte  Konstruktion  macht  indessen  keine  so 
spezieUm  Voraussetzungen  wie  die  Schrot  er  sehe,  da  diese  die  Kenntnis 
von  drei  Paar  konjugierten  Punkten  verlangt;  ihre  Auffindung  erfordert 
aber  die  Lösung  von  mindestens  einer  Gleichimg  vierten  Ghrades.  Auch 
an  £in£Mihheit  ftbertrifft  die  hier  gegebene  Konstruktion  noch  die 
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Schröter  sehe,  da  das  Ziehen  tod  fünf  Geraden  drei  KurTenptmkte 
ergibt,  wahrend  bei  der  letzteren  jeder  £iinr«ipti]Lkt  das  Ziehen  Ton 
Ewei  Geraden  erfordert. 

Wir  nehmen  nun  an,  daß  von  einer  Kurve  3.  Ord.  neun  ltdiäri/fe 
Punkte  gegeben  sind,  und  wollen  zpitfen,  daß  man  anf  ihr  mit  Hilfe 
des  Lineals  neun  Panlfte  konstruieren  kann,  die  zweimal  auf  drei 
Geraden  liegen.  Ist  dieses  geschehen,  so  kann  die  vorher  dargelerrte 
Konstrulitiou  zur  Bestimmung  weiterer  Korvenpunkte  unmittelbar 
»agewendf^t  ^ver(len. 

(it  gvbi  ü  seien  neun  heliebige  Punkte  7*j,  Pj,  J\,  B,  C,D,  F.FJr  einer 
Kurve  o.  Ord.  /'.  Durch  die  fünf  Punkte  1\,  I\,,J>,C,1)  legen  wir  einen 
Kegelschnitt  i\j  und  dureh  die  fftnf  Punkte  I\,  £.  I\  (i  einen  Kegel- 
schnitt A'ij.  Die  Kurve  )).  t)rd.  schneidet  auf  dem  erstereu  noch  einen 
Punkt  A  und  auf  dem  letzteren  noch  einen  Punkt  M  aus,  die  jedoch 
beide  unbekannt  sind;  ferner  liegt  auf  P,  P^  ^  ]>  noch  ein  unbekannter 
Kurvenpunkt  (^^  und  auf  QP^  J'  ein  unbekannter  Kurvcnpunkt  J\. 
Die  Punkte  1\,  A,  B,  C,  I)  bestimmen  einen  Kegelschnitt  t.^  und  die 
Punkte  I\,K,F,  (r,H  einen  Kegelschnitt  k^,  die  wegen  der  unbckauuteu 
Punkte  A  und  H  noch  nicht  konstruiert  werden  können.  Wir  wissen 
jedoch,  daß  t^^  und  die  Kurre  f  noch  in  dem  nämlichen  Punkte 
schneiden,  der  auf  der  Geraden  QP^'^p'  liegt.  Denn  die  Knrren  f,  p 
nnd  p  •  7*34  haben  acht  und  folglich  noch  daen  neunten  Punkt  gemein, 
der  auf  f,}/  und  f,^  liegt;  ebenso  haben  die  drei  Knrren  t,p'  'Kt  ^d 
p       noch  einen  nennten  Punkt  gemein,  der  anf  f,p'  und  X-,^  liegt 

Die  Kegelschnitte  und  Ji^  lassen  sich  auch  ohne  Kenntnis  der 
Punkte  A  und  H  durch  die  folg<Mide  Überlegung  finden.  Nach  dem 
oben  ausgesprochenen  Satse  liegen  die  beiden  Ton  und  P,  ver« 
schiedenen  Schnittpunkte  der  Kegelschnitte  tu  und  ä;^|  auf  einer  Ge- 
raden g,  die  auch  dureh  zwei  Sdmittpnnkte  der  Kegelschnitte  und 
hindurchgeht.  Sonach  sind  und  als  die  beiden  Kegelschnitte 
definiert^  die  durch  P,,  Bf  C,  B  resp.  P,,  F,  G  hindurchgehen  und  auf  9 
das  n&mliche  Punktepaar  ausschneiden.  Kennt  man  aber  und  Xr,4, 
so  kann  man  ihren  gemeinsamen  Punkt  P«,  also  auch  sowie  die 
Punkte  A  und  H  als  gemeinsame  Punkte  von  tu  und  \^  resp.  von 
und  7.',^  bestimmen. 

Die  hier  augedeutete  Konstruktion  läßt  sich  wie  folgt  ausführen. 
Zunächst  ist  q  als  ^meinsame  Sehne  von  i^^  und  k^^  zu  zeichnen.  Zu 
diesem  Zweck  suche  man  den  Schnittpunkt  von  P^B  mit  Äjg  und  ebenso 
den  Schnittpunkt  von  P^C  mit  dann  liegt  der  Schnittpunkt  ihrer 
Verbindungslinie  mit  der  Oeraden  BC  auf  q.  Denn  »\„  \^  und  das 
Geradenpaar  Pjij,  P,C  sind  drei  Kegelschnitte  mit  den  gemeinsamen 
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Punkten  und  P,;  deshalb  sehneiden  sie  sieh  noeh  so  swei  und  zwei 
in  drei  Punktepaaren,  die  auf  drei  Geraden  mit  dem  nlmlichen  Schnitt- 
punkt liegen.  Einen  weiteren  Punkt  ¥on  q  erhalt  man  als  Sehnittpunkt 
von  BD  mit  einer  <3eraden,  welche  durch  die  auf  P^B  und  P^D 
liegenden  Punkte  von  geht 

Die  Kegelschnitte  imd  lassen  sieh  jetzt  angeben,  ohne  daß 
man  ihr  gemeinsames  Pnnktepaar  auf  q  wirklich  konstruiert,  da  man 
auch  ohnedem  von  jedem  einen  weiteren  Punkt  finden  kann.  Es  ge- 
hört «,4  einem  Kegelschnitthfischel  mit  den  Onmdpunkten  Pf,B,C,D  an, 
das  auf  q  eine  luTolution  /  ?on  Funktepaaren  ausschneidet.  Ebenso 
gehdrt  einem  Kegelsclmittbüschel  mit  deu  Gniiulpunkteu  P^,E,FyG 
an,  das  auf  q  eine  Involution  /'  aussehneidet.  Alle  Kegelst  hnitte  durch 
die  drei  festen  Punkte  B,  C,  D  und  je  ein  Funktepaar  der  Involution  /' 
bilden  aber  ebenfalls  einen  Büschel,  dessen  vierter  Grundpunkt  X  Hich 
folgendermaßen  ergibt  Zwei  Puiiktepaare  der  Involution  /'  werden 
durch  die  Geradenpaare  Pj.B  nnd  F(r  resp.  P^F  und  EG  auf  q  aus- 
geschnitten; sucht  man  also  zu  dem  Schnittpunkt  von  1^6'  mit  q  den 
entsprechenden  Punkt  in  der  Involution  /'  und  verbindet  ihn  mit  D, 
so  ^eht  diese  Gerade  durch  X.  In  gleicher  Weise  ergibt  sich  ein 
Strahl  durch  C  (oder  JJ),  der  .V  ciitliält.  Nun  gehört  i,^  zu  den  Kegel- 
schnitten durch  die  drei  festen  Punkte  i>',  f\  D,  welche  7  in  der  Invo- 
hitiou  7'  schneiden,  da  er  ja  das  gemeinsame  l'unktepaar  vun  i  und  /' 
euthält;  somit  ist  r^,  der  Kegelschnitt  durch  die  fünf  Punkte  B,(\I),P^,X. 
Ganz  ebenso  Imbeu  ulle  Kegelschnitte  durch  die  drei  festen  Punkte /J, 
welche  q  u\  1er  Involution  I  schneiden,  einen  weiteren  Punkt  1' gemein; 
durch  die  fünf  Punkte  /%  JF,  (r,  Pj,  Y  geht  der  Kegelschnitt  h^^. 

Die  beiden  Kegelschnitte  und  l'^  bestimmen  nun  ihrerseits 
einen  Büschel,  dem  das  (leradenpaar  q  •  p'  angehört,  wobei  p  den 
Punkt  Pg  und  den  noch  unbekannten  Punkt  P^  eutlialt.  Man  ziehe 
also  etwa  die  (ienide  BE  und  suche  ihre  zweiten  Schnittpunkte  mit 
uud/ijj^,  SU  erhält  mau  zwei  Punktepaare  einer  Involution;  die  JSehnittp  unkte 
von  BE  mit  q  und/)'  bilden  ein  drittes  Punktepaar  von  ihr,  von  dem  man 
einen  Pnukt  kennt,  also  den  andern  zeichnen  kann.  Damit  kennt  man 
die  Gerade  p';  sie  schneidet  auf  P^P«  den  Knrrenpunkt  Q  ans.  Der 
Punkt  P^  ergibt  sieh  als  »weiter  Sdmittpunkt  Ton  p'  mit      oder  h^^. 

Nachdem  wir  so  Ton  deu  neun  beliebigen  Eurrenpunkten  P„  P^,  V;^, 
B,  C,  D,  Ey  F,  G  ausgehend  anf  P^  P^  den  weiteren  Kurvenpunkt  Q  und 
auf  QV^  den  weiteren  Eurrenpnnkt  P^  gefunden  haben,  können  wir 
jetzt  unmittelbar  vier  Strahlen  /j  durch  P^,  durch  P^,  1^  durch 
und  durch  P4  konstruieren,  sodaß  die  rier  Schnittpunkte  des 
Strahlenpaares    *  ^  mit  dem  Strahlenpaare    ■    auf  der  Kurve  3.  Ord. 
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liegen.  Wir  bedflzÜBn  dasu  nur  der  beiden  Kegekelmitte  t|,  durch 
P^fP^fBfCfD  und  ^  durch  P^fP^,BfC,D',  sie  haben  noch  einen  Kurren« 
punkt  Ä  gemein,  der  jedodi  für  die  Eonetruktion  nicht  nötig  iet. 
«II  und  das  Gendenpear  2|  •  2^  sind  zwei  Kegeledmitte  durch  Pj  und  P,, 
ebenso  sind  ^  und  das  Gttadenpaar  If  •  zwei  Kegelschnitte  durch 
P5  und  P«;  die  vier  Schnittpunkte  Yon  und  ^4  sowie  die  Tier 
Schnittpunkte  von  ■  und  ^  •  liegen  auf  der  Eurre  3.  Ord.  Der 
frühere  Satz  kann  sonach  hier  angewendet  werden.  Wird  Ton 
Strahlen  und  noch  in  Sjj  und  T^g  geschnitten,  wird  femer  «34  von 
den  Strahlen  1^  und  noch  in  »Sj^  und  Tj^  geschnitten,  so  liegen  die 
vier  Punkte  Si^tTi^fS^jT^  auf  einer  Geraden  q.  Wir  ziehen  also  ly  =  P^E 
und  =  Pj^J,  wo  7?  ein  bekannter  Kunrenpunkt  ist,  und  konstruieren 
mit  (leni  Lineal  den  weiteren  Schnittpunkt  S^^  von  mit  und  den 
weiteren  Schnittpunkt  S,^  von  ^  mit  i,^.  Darauf  konstruieren  wir  die 
zweiten  Schnittpunkte  der  Geraden  q^'S^^S^^  mit  den  Kegelschnitten  t,, 
und  und  bezeichnen  sie  mit  imd  T^^.  Dann  ist  =  P^T^^  und 
J^='  P^7\^^,  Und  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  ?j  und  7^  *^6n 
Strahlen  und  liegen  auf  der  gesuchten  Kurve  3.  Ord.  Die  drei 
ijeraden  l^,  i,,  P^P^  schneiden  die  drei  Geraden  l^,  P^Pf  in  neun  Punkten 
der  Kurve  .B.  Ord.;  mit  ihrer  Hilfe  lassen  sich  nun  beliebig  viele 
Punkte  der  Kurve  in  der  oben  dargelegten  Weise  liueal  zeichnen. 


Über  grapldsehe  Losungen  yon  Differentialgleielnuigen 

erster  Ordnung. 

Von  C.  BunoE  in  Göttingen. 

Die  graphische  Auflösung  von  Ditferentialgleichungen  gründet  sich 
aui  die  graphische  Integration  gegebener  Funktionen.  Man  könnte  sich 
zu'  diesem  Zweck  der  Integiaphen  bedienen.  In  Ermangelung  solcher 
Instrumente  kann  man  aber  auch  auf  folgende  Weise  yer&hrm.  Die 
zu  integrierende  Kurre  wird  durch  eine  stufenförmige  Lmie  eisetzt, 
deren  Integration  durch  Zidien  Ton  Parallelen  ansgdührt  werden  kann 
und  eine  Reihenfolge  von  Tangenten  der  gesuchten  Kurven  samt  den  zu- 
gehörigen BerQhrungspunkten  liefert.  Mit  deren  Hilfe  kann  die  ge- 
suchte Kurve  mit  aUer  Genauigkeit^  deren  die  Zeichnung  fähig  ist,  ge- 
funden werden.  Die  stufenförmige  Linie  wird  so  gezogen,  daß  ihr 
Integral  in  allem  Punkten,  wo  sie  die  Kurve  in  der  Biehtong  der 
d^Achse  Bchneidety  mit  dem  Int^al  der  gegebenen  Kurve  flberemstimmi 
Zu  dem  Ende  betrachtet  man  die  gegebene  Kurve  stückweise  als  Bogen 
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«iner  Parabel,  deren  Achae  entweder  der  x-Achse  oder  der  «/-Achse 
parallel  ist.  Für  beide  FlUle  ergibt  ndi  duioli  eine  einfache  Konstruktion 
die  riobtige  Lage  des  senkreehten  Teils  der  Stufe,  fttr  welehe  die 
Fl&cbenstflckB  flb«r  und  anter  der  Enrre  einander  gleich  sind.  Die 
Zeichnung  der  gebrochenen  Linie,  welche  die  stufenförmige  Linie  inte- 
griert, geschieht  in  ganz  iUmlicher  Wdse^  wie  man  in  der  graphischen 
Statik  ein  SeUpol  jgon  seichnei  Der  EjrSfteplani  wird  dabei  durch  Linien 
gebildet,  die  von  einem  fiaeten  Punkte  der  jp-Achse  naeh  den  Punkten 
laufen,  in  denen  die  horizontalen  Stufen,  wenn  man  de  verlängort^  die 
^•Achse  schneiden.  Der  Abstand  des  festen  Punktes  Tom  Nullpunkt 
ist  dem  Maßstab  der  IntegralaonskurTe  umgekehrt  proportionaL 

Die  Integration  Ton  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ge- 
staltet sich  nun  so.  Es  sei  dtf/dx  ~  f(»y)'  ItAi  denke  mir  die  Fmäction 
f(xif)  gr^hisch  in  der  Art  gegeben,  daß  die  Höhenschichtenkarte  der 
Fläche  e^f{xy)  geseichnet  ist  Auf  jeder  der  Kurren  fixy)^winL 
ist  ako  eine  gewisse  Richtung  yorgesehrieben,  die  ieh  mir  an  der  Seite 
in  einer  Windrose  verzeichnet  denke.  Es  bestehen  also  die  Daten  der 
Aufgabe  darin,  daß  zwischen  den  Kurven  fixif)  =  const.  und  den  Rieh- 
tungen  einer  Windrose  eine  Beziehung  aufgestellt  ist.  Jede  Kurve 
kann  z.  B.  mit  einer  Zitfer  bezeichnet  werden  und  durch  dieselbe  Ziffer 
sei  die  entsprechende  Richtung  in  der  Windrose  hervorgehoben.  Damit 
ist  nun  die  Aufgabe,  die  Differentialgleichung  graphisch  zu  lösen,  vom 
Ooordinatensjstem  ganz  unabliangig  gemacht  Das  Coordinatensystem 
kommt  in  den  Daten  überhaupt  nicht  vor. 

Um  nun  eine  Kurve  zu  zeichnen,  die  der  Differentialgleichung  genügt, 
zeichne  man  zunächst  eine  grobe  Annäherung,  indem  man  so  gut  wie 
möglich  die  verschiedenen  vorgeschriebenen  Richtungen  einhält.  Diese 
erste  Amiüherung  kann  man  tiuu  auf  folgende  Weise  verbessern.  Mau 
wähle  ein  Stück  AB  dieser  Kir  vc  klein  genug,  daß  die  Richtung  von 
-42?  nicht  zu  starke  Winkel  nu temaiider  bilden.  Nun  nehme  man  die 
iT-Achse  so  an,  dnß  ilirp  Riclitung  sich  zwischen  den  äußersten  Richtungen 
von  .17/  etwa  m  der  Mitte  iiält.  Sei  die  Ordinate  der  Kurve  ,1 
so  kann  man  mit  Hilfe  der  Höhenkurven  f[dli  \  —  konst.  in  allen  l'uukeu, 
wo  AB  die  Ilühenkurveu  schneidet,  den  Wert  von  f{xy^)  ans  der 
Zeichnung  der  Windrose  durch  I'arallelziehuijg  konstruieren.  Wir 
tragen  diese  Werte  zu  den  Al)szis8en  x  als  Ordinalen  auf,  gleichen  sie 
graphisch  durch  eine  Kurve  aus  und  integrieren  diese  Kurve  graphisch. 
Damit  erhalten  wir  eine  zweite  iVnuäherung 


a 


Digrtized  by  Google 


2V2 


WO  y„  und  a  Ordinate  und  Abszisse  des  Punktes  Ä  bedeuten.  Wenn 

die  erste  Annäherung  genau  gezeichnet  wäre,  so  müßten  und 
identisch  werden.  Das  wäre  eben  die  Pk'obe  dafür,  dafl  der  Differential- 
gleichung genügt.  Weicht  y»  dagegen  von  1J^  ab,  so  wiederholt  man 
das  Verfahren  mit  und  findet  eine  dritte  Annäherung  Py  Die 
Metbode  ist  nichts  anderes  als  die  graphisebe  t'bertiaiTiing  des  Yw- 
£ahrens  von  Picard,  Differentiaigleiehungen  au  lösen.  Das  Vei£ahrc9l 
konvergiert,  wenn  ÄJB  nicht  zu  groß  genommen  worden  ist^  wie  schon 
Picard  gezeigt  hat  Wenn  die  Abweichungen  sukzessiver  Annäherungen 
nicht  schnell  genug  abnehmen,  so  wird  man  AB  kleiner  annehmen. 
Die  KoiiTorgenz  ist  von  der  Größe  von  df  djf  abhängig.  Das  ist  der 
Grund,  weshalb  es  /.weokmäßig  i.st,  der  ./-Adise  eint-  mittlere  Hichtuns; 
zu  geben.  Denn  diidurch  drückt  man  die  Werte  von  f{xy)  und  damit 
auch  die  Werte  von  df'/dy  möglichst  herunter. 


über  den  Verlauf  der  BesselsclLen  Fnnktioiien  zweiter  Art. 

Von  Paul  Sciiafiieitlin  in  Berlin. 

Für  die  Besseischen  Funktionen  zweiter  Art  Y^{x)  gilt  ebenso  wie 
für  die  erster  Art  J„(x)  der  Schläflische  Satz^),  wonach  jede  einzelne 
positive  Xullstclle  eine  stetige  Funktion  des  Index  i.st,  die  mit  wachsendem 
Index  wächst:  die  erste  Nullstelle  von  y„(x)  liegt  ferner  nach  x  =  u. 

Hier  will  ich  zeigen,  daß  auch  für  die  Maxima  und  Minima  der 
Besselschen  Funktionen  erster  und  mit  einer  gewissen  Eiuschiänkung 
auch  zweiter  Art  der  Schläflische  Satz  gilt,  indem  ich  zuvor  den 
Beweis  dafür,  daß  Y^(x)  zum  ersten  Male  nach  x  =  n  verschwindet, 
in  etwas  veränderter  Form  als  in  der  erwähnten  Arbeit  gebe.  Das 
Argiinieut  wie  der  Index  n  sollen  stets  auf  positive  reelle  Zahlen 
beschränkt  sein. 

Es  ist: 

Mit  Hilfe  der  Formel'J: 

^\         liX  JI(|»  —  21)  lX{n  —p  + 1)  W 

  »+»        ^  m n\p — 2i  —  i)ii<»  — p  +  i) '  UV 

1)  ßerl.  Math.  Ges.  Sitzungtber.  Bd.  6,  S.  83,  190«. 

2)  Siehe  s.  B.  meine  Arbeit  Jomn.  f.  Math.,  Bd.  128,  8.  301«  1900. 
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wobei  hirar  wie  im  folgeodoi  der  Kürze  halber  das  Argomeiit  x  beim 
Fimktionszeidiea  weggelaesen  worden  ist,  kann  die  in  (1)  auftretende 
Fonktion  mit  uegatiTem  durch  zwei  Funktionen  nbit  positivem  Index 
ersetat  werden.  Bedeotet  m  eine  positive  ganae  Zahl,  v  einen  echten 
Brach,  so  setze  man  in  der  letzten  Formel 

«  —  »I  +  V  und  p  = 

so  erhält  man  links  und  es  folgt  demnach  aus  ^1): 


M  — 1 

anvs  JlinC2«— 2i  — l)n(i  — w  +  w)  U/ 

0 

Kehrt  man  in  den  Summen  die  Summationsordnung  um  und  benutzt 
die  Gandsohe  Formel: 

SO  ergibt  sich: 
(2)  r^^,-cotgvarJ-^^, 


^  min{in-X)  \k} 

(m  +  A  —  1) n(H- »•  —  —  J'  -  1)  /2 


Setzt  man  nun  v  =  —  |  und  berücksichtigt  die  Gleichung: 


wo  titi  obere  Strich  hit^r  wie  später  immer  die  DiÜereutiatiou  nach 
dem  Argument  bedeutet,  so  wird: 

-L  7'    ,  V^^'^  +  ^^^^^-^^^^^-^VlV^- 
Amtliche  Sammanden  der  in  (3)  auftretoaden  Summen  sind  positiv; 
sobald  also  tmd  </^+^  dasselbe  Vorzeidien  haben,  kann  daher 

Yn^^^  nicht  verschwinden;  jene  beiden  Funktionen  sind  für  Umne  Werte 
des  Argaments  positiv  und  verschwinden  erst  nach  x  =  Ylm  +       +  f ), 
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«icher  abo  erst  nftoh  »  m  + 1,  wie  ich  frflher  gezeigt  habe>)  In 
yerbindiing  mit  dum  dort  eriultenen  ErgebniB  folgt  denmacli:  Ist  ii 
«ine  genze  Zahl  oder  die.  Hälfte  einer  gansen  Zahl,  eo  li^  die  ente 
NQll8l»Ue  Ton  T^(x)  nach  x  ~  fi  -f  |. 

Nach  dem  in  meiner  letzten  Arbeit  angegebenen  Verfahren^  er- 
gibt sieh  hieraitt,  daß  fttr  jeden  beliebigen  positiven  Index  die  erste 
NnllsteUe  Ton  Y^(x)  naoh  x^n  liegt  and  mit  wachsendem  Index 
wSehst. 

Bedentet  Z„  eine  Besseische  Funktion  erster  oder  zweiter  Art, 
eo  besteht  die  Qleichung: 

6 

(4)        2nfzi(t) -  [tz.it)  -  tz-  '-^l 


Ist  nun       ein  Maximal-  oder  Minimalwert  von  so  folgt 

hieraus :  ^ 

(6)  2»/>J(0'{i-*bJ.K)-^i 

0 

Taiiiett  man  nun  in  Jl^x^  sowohl  a?^  als  »  aber  so,  daß  stets  —  0 
bleibt,  so  ist: 

rfn  +  1^  •  rfaf*  —  0, 

oder: 

—      ££W  .  7'Yr  V 

mit  Benutzung  der  Besselsohen  Differentialgleichung: 
(6)  j;'  +  xJ:  +  (ar»  -  »«) »  0 

folgt  also: 

dse^         xl       dJ'  j 

Setzt  man  hierin  für  den  aus  (5)  folgenden  Wert  ein,  so  er- 
hält man:  ^ 

«In  ™  arj-^«*  *  J»(a-,)  J  ''"W  <  * 

Da  die  erste  Nullstelle  Ton  Jl  nach  ■»  y»(»  +  2)  liegt,  so  ist  die 
rechte  Seite  dieser  Gleidiimg  stets  positiv,  d.  h.:  Jede  NuUskUe  mm 
Jn{x)  wädist  mit  tctuiisendem  Index. 

1)  Joam.  f.  Math.  Bd.  ISS.  S.  80a,  321. 
8)  Berl.  Math.  Gm.  Sitznngiher.  %  5. 
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Da  di«  Besselsdien  FnnktioiMii  zweiter  Art  und  ihre  Ableitungen 
f&r  x^O  unendlich  werden,  darf  in  (4)  für  diese  Funktionen  NuU 
nicht  als  IntegnJgren»  gew&hlt  werden;  heeeichnet  man  mit  ^  eine  Null- 
steile  Ton  so  ergibt  sidi  in  diesem  Falle  mit  Benutsung  des  asympto« 
tischen  Wertes  von  T^(x)  f&r  ein  ins  Unendliidie  wachsendes  Argument: 

und  den  daraus  ffir  ¥n,  folgenden  Werten  die  Gleichung: 

und  nach  ähnlicher  Überlegung  wie  oben: 
Nun  war  frtther^)  gezeigt  worden,  dafi 


ISO  i'  <  äi 


ist,  wenn  x  eine  Nullstelle  Ton  Y^{x)  ist;  demnach  ist  um  so  mehr 

jenes  Integral  kleiner  als         wenn  die  untere  Grenze  eine  Zahl  ist, 

die  größer  als  die  erste  Nullstelle  von  YJjc)  ist.    Also  ergibt  sich: 
Alle  NuUstdlen  von  Yn{x),  die  nach  der  ersten  Nuü^ie  von  Ymi^) 
liegen,  nehme»  mit  mtchsendem  Index  eu. 
Es  ist; 

2    txeonx  —  wax 


nx  Ix 

—  'ixwix  —  OOS« 


ix 

Ans  diesen  Gleichungen  sieht  man,  daß  die  erste  von  Null  verschied^e 
Nullstelle  von      ffir  x^»  eintritt;  die  Ton      liegt  vor  ~ ;  die  erste 

Nnllstelle  von  Y^  ist  *  >  die  von  Y^  liegt  nach 

In  diesem  Falle  liegt  also  die  erste  Null&telle  von  Y^  mch  der 
▼on      und  auch  nach  der  von  J^,   Da  wegen  der  ßeli^on: 

(8)  iWh  -  Jn  i;  -  ~ 

1)  BerL  Math.  Gesellflch.  Sit«.  Bd.  5,  §  3. 
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keine  NuUstelle  yoa  3^  mit  einer  Nidletelle  von  oder  «T«  zusammeu- 
fallen  kann,  so  wird  diejenige  Nnlletelle  rön  T^,  die  aus  der  errten 
▼ou       doroh  Anwachsen  dea  Index  herrorgegangen  iat,  stets  nach 

den  betreffenden  Kallstellen  von  F«  imd  «T«  liegen;  es  wird  also  von 
ihr  der  ob^  Sats  fiber  das  Wachstum  mit  wachsendem  Loidez  gelten. 

Es  brancht  aber  nidit  notwendig  diese  Nnllstelle  die  erste  zu  sein: 
demi  wie  ans  (7)  hervoigeht,  h9rt  die  NiiUstelle  anf  ftlr  »  »  stetig 
za  sein;  es  ist  also  die  Möglichkeit  nicht  ansgeschlossen,  daß  für  einen 
bestimmten  Index  die  Nnllstdle  n  neu  hinzutritt,  wahrend  sie  für 
kleinere  Indioee  nicht  Torbanden  ist  und  später  eventuell  wieder  an 
der  Stelle  x^n  Terschwindet  Tritt  die  Nnllstelle  »  auf,  so  zeigt 
die  Besselsdie  Differentialgleichiing,  daß  sie  eine  doppelte  Nullstelle 
ist,  die  sich  mit  waehsendem  Index  in  zwei  Nullstellen  gabelt,  tou 
denen  eine  kleiner  und  eine  großer  als  n  ist.  Mehr  als  zwei  NuUsteUen 
Ton  Yn  kdmitti  nicht  vor  der  ersten  Nullstelle  von  «T«  li<^n.  Denn 
die  Differentialgleichung,  der  sowohl  J«  als  auch  YiH  genfigen,  lautet: 

a^(a^-n^j:'  +  x(3^-9n')j:  +  { ^  -       +  D^'  +  n\n*- V)]J:  =  0. 

Nach  einem  Stn mischen  Satze')  werden  in  dem  Intervall  von  x  =  {) 
bis  }>  und  ebenso  in  dem  von  v  \>is  ^  je  zwei  NuUsteUen  von  !'„' 
durch  eine  von  getrennt.  Da  nun  vor  r  =  n  keine  NuUsteile  von 
Uegt,  so  kann  auch  vor  n  höchstens  eine  NullsteU«  von  1','  liegen 
und  eV>enso  kann  nach  n  aber  vor  der  ersten  NuUsteüe  von  höchstens 
eine  Nullstt'Ile  von  Y',  lie<?en. 

Daß  diese  NuJisteUen  überhaupt  auftreten,  .-jcheint  mir  sehr  un- 
wahrscheinlich, jedoch  habe  ich  bis  jetzt  die  Unmöglichkeit  ihre^ 
Auftretens  nur  für  den  Fall,  daß  der  Index  die  Hälfte  einer  ganzen 
Zahl  ist,  beweisen  können,  wie  es  im  folgenden  Paragraphen  gezeigt 
werden  solL 

§  3. 

Durch  Differentiation  folgt  aus  (3)  mit  Benutzung  von  (^6)  nach 
einigen  leichten  Umformungen: 

[)))    ;rl,„  +  i-- n(n  +  l)JI(m-i)  \x) 

0 

n,  +  1 

0 

Für  sehr  kleine  Werte  von  x  ist  1',' .  :  nepativ;  denn  der  erste  Summand 
rechts  ist  sicher  negativ,  bei  dem  zweiten  überwiegt  aladann  das  Glied 

1)  Liouville  Jouro.,  Bd.  1,  8.  IOC,  1896. 
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mit  der  höchsten  Potenz  Ton  -    alle  fibrigen  und  für  dieses  ist  auch 

die  letzte  Klammer  positiv,  folglich  das  ganze  Glied  negativ. 

Ffir  die  erste  NnUsteUe  von  Jm  +  ^  ist  Y,'„  +  ^  nach  (8)  ebenfalb 
negativ;  um  also  zu  zeigen,  daß  Y^+\  vor  der  ersten  Xullstelle  von 
J'„  +  ^  überhaupt  nicht  verschwindet,  muü  uur  bewiesen  werden  nuch 
dem,  was  am  Schlüsse  des  letztpji  Paragraphen  ausgeführt  worden  ist, 
daß  Y,',,  +  i  für  x  —  m  +  i  negtitiv  ist. 

Der  erste  Summand  rechts  in  (9)  ist  für  diesen  Wert  sicher 
negativ;  nicht  ohne  weiteres  einleuchtend  ist  dies  für  den  zweiten 
Summanden.  Das  erste  Glied  in  der  zweiten  Summe  nämlich  ist 
positiv,  da  77(  —  f  1  und  die  letzte  Klammer  negativ  sind:  für  A  =  1.  2  .  .  . 
folgen  dann  eine  Reihe  negativer  Glieder  wegen  der  letzten  Klammer, 
zuletzt  aber  folgen  wieder  eine  Anzahl  positiver  Glieder. 

Um  Aber  des  Vorzeichen  eine  Entscheidung  herbeizuführen,  setze  man: 

und  zerlege  dementsprechend  den  zweiten  Summanden  rechts  in  (9)  in 
zwei,  so  ist  der  erste  hierron  meher  negatir;  der  zweite  wird: 

«1+1 

1  j  n(m  -f- n(i  —  \)  /T(i- j)  n\n 

Nach  einem  bekannten  Gaußschen  Satze^j  verwandelt  sich  dies  in: 

"  8  - 2ä  P  8  4.6  } ' 

Setzt  man  nun  a?  —  iw  +  1  und  -  —  «*,  so  ist  «  <  1  und  es  ist 

- — -    -4  <  «*  etc.,  demnach  ist  die  in  der  geschweiften  Klammer 

stehende  endliche  Summe  größer  als  die  unendliche  Keihe 

und  diese  ist  y\  —  ee*,  also  positiv,  und  es  ist  daher  aach  der  letzte 
Snmmand  negatiy  cLL  fttr  d;  —  9»  +  |  ist  Tm^-^  negativ,  lü  der 
Index  die  HStße  einer  ffangen  Zahl,  so  Hegt  die  erste  Nußstdle  wm  ¥» 
nadi  der  vm  JL. 


1)  Werke«  Bd.  3,  S.  l&O. 
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§  4. 

Während  durch  fbis  letzte  Ergebnis  es  sehr  unwahrscheinlich  ge- 
worden ist,  daß  jemals  vor  der  Nullstelle  von  «7„'  eine  solche  von  y„' 
Den  anftritt,  so  tritt  sicher  bei  fler  zweiten  Ableitung  ein  solcher  Fall 
ciji,  wie  sicli  folgendermaßen  zeigen  läßt.  Ans  den  einfachen  Rekursions- 
und Ditiert'utialformeln  für  die  Besselscheu  i^'unktionen  eigibi  sich 
leicht  für  den  Fall,  daß  Jn  =  0  ist: 

Da  an  der  ersten  Nullstelle  von  Jl  sowohl  «T«  aIs  JL^a  positiT 
sind,  so  muß  an  dieser  Stelle  die  geschweifte  Klammer  negativ  sein. 
Setzt  man  x-  =  {n-\-  l){n  -f  2),  so  erkennt  man,  daß  für  n  ^  7  die 
Klammer  alsdann  noch  positiv  ist,  d.  h.  für  n^l  liegt  die  erste 
Nullstelle  von  nach  x  ^Vin  -f-  1)(m  +  2);  nach  §  1  liegt  alsdann 
auch  die  erste  NnUstelle  von  Y„  nach  diesem  Wert,  wenn  n  die  Hälfte 
einer  nugocaden  ganzen  Zahl  ist.  Ferner  besteht  die  Gleichung: 

(10)  y;,,  _  {?2fiLM|fil±«  _        j  r.  +  1 1  _ <!LÜ^)j  y.... 

An  der  ersten  NoUstdle  von  ist  y^.^  negatiT,  wie  aus  der 
Formel  ^ 

sofort  ersichtlich  ist;  der  in  Klammem  stehende  Faktor  von  in 
(10)  ist  für  größere  Indices,  wie  eben  gezeigt  worden  ist,  an  der  ersten 
Nullstelle  von  Yn  positiv,  folglich  ist  T„"+i  an  dieser  Stelle  negatir, 
oder  es  ist  Y"  an  der  or!?ten  Nullstelle  von  Y„.  i  negativ. 

Für  selir  kleine  Werte  von  x  ist  1«'  positiv;  diü'erenziiert  man 
(8),  so  erhält  man: 

(XI)  y,j:-j.y:  —  -l,, 

folglich  ist  Y"  auch  an  der  ersten  Nullstelle  von  Y„  positiv.  Da  nun 
die  erste  Nullstclle  von  1,,  _i  vor  der  von  liegt,  so  muß  nach  Obigem 
für  größere  Indices  1„'  zweimal  vor  verschwinden. 

Für  Ivkine  Indices  aber  gescliieht  dies  nicht.  Aus  den  in  §  2 
gegebenen  Ftmktionswcrten  folgt,  daß  die  Nullstelleu  von  Y'^  an  den 
Pnnkteu  liegen,  wofür 

,  3 

ist;  dies  findet  mm  ersten  Male  im  dritten  Quadranten,  also  fiooft  der 
ersten  NuUstelle  von  statt 
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Ans  (ITl  iblgt,  daß  Y„  und  Y,','  nicht  f^leichzeitig  verschwinden 
können.  Denmacli  kann  die  erste  Niilistelle  von  Y,"  für  größere 
Indices  nieht  durck  stetige  Änderung  aas  der  ersten  von  bervox- 
Klangen  sein. 

Wie  aus  den  Diflferentialgleiehnnwen,  denen  y„"  und  genügen, 
hervorgeht,  kann  eine  Unstetigkeit  im  Verlanfe  der  einzelnMi  Nnll- 
stelle  von  Yn  nur  an  der  Stelle  x^n  oder  an  den  beiden  positiyen 
Wuizeln  der  Gleichung: 

aj*  -  (2«»  +  1)31»  +  ««(II»  -  1)  -  0 

stattfinden;  die  kleinere  dieser  Wurzeln  iie<Tt  zwischen  }/(«— l)(n  — 
und  «,  die  größere  zwischen  n  und         -f  l)(n      l).    Bei  einem  be- 
stimmten Index  <  7  wird  also  an  einer  dieser  Wurzeln  eine  doppelte 
Nullstelle  von       neu  auftreten,  die  sich  daim  in  zwei  NullstelltMi  gabelt. 

Wäiirend  für  kleine  Indiees  die  Funktion  1^,,  mit  unendlich  groiien 
poäitiven  Werten  beginnend,  stetig  abnehmend  nach  x  =  n  Null 
passiert,  ohne  vorher  ein  Maximum  oder  Minimum  oder  einen  Wende- 
punkt zu  haben,  wird  für  größere  Indiees  diese  Funktion  stets  2  Wende- 
punkte (eventuell  auch  mehr)  vorher  besitzen. 

Berlin,  im  März  1907. 


Eine  Erweitenmg  des  Eleüusclieii  OszUlatioiiBtlieoreme. 

Von  Emil  IIilb  in  Erlangen. 

Die  Ton  Herrn  ProfesBor  Hilbert  geschttfilBne  Theorie  der  Integral- 
gleichungen') wirft  »nf  die  Stnrmsdieo  Sätze  nnd  deren  Verall- 
gemeinemng  för  2  Parameter,  das  „Eleinache  OsziUationstheorem''') 
neaes  Lieht  und  gestattet  eine  Erweiterung  dieser  Satee  sowie  eine  toU- 
stSndige  Erledigong  der  sieh  daran  anschließenden  Entwii^nngstheoreme. 

Die  Sturm  sehen  Sätse  besehiftigen  sieh  bekanntlich  mit  folgendem 
ProUane.  (begeben  sei  ein  Segment  auf  der  x  Aehse,  welches  wir 
z.  B.  zwischen  0  nnd  1  annehmen,  und  eme  in  diesem  Segmente  stetige 
Funktion  tp(x\  femer  ein  Parameter  A,   Wir  bilden 

0)   +  -  0  - 

1)  Hilbert,  Qnmdsüge  einer  allgemeiBen  Theorie  der  liaeaien  Intcgral- 
gleidraageii.  GOttinger  Nachridit«i  1904^1906. 

2)  Bt-züiflich  niherLT  Literaturangraben  vergl.  die  Arbeit  des  Verfasse:  ^fi^'^ 
Beihenentwicklnngea  der  FotentialUieorie*%  Mathematische  Annalen  69. 
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uii<l  Itestiinineu  A  so,  daß  (Ii  eiu  Inteirral  hat,  (las  in  0  und  l  ver- 
seil wiiidtt  iinil  im  Inneren  »les  Segmentes  eine  gegebene  Anzahl 
( Oözillationöüahl )  von  NuUbtelleii  hat  .IctUs  solche  A  nennt  man 
Eigenwert,  das  dazugehörige  Integral  von  (1^  Eigeniunktiuu.  Ist  q){x) 
im  gajizeu  Bereiche  von  Null  verscliiedeii,  so  kann  nach  dem  Sturm  sehen 
Satze  A  auf  eine  und  nur  eine  Weise  zu  einer  gegebenen  üazillatious- 
zahl  bestimmt  werden:  ist  q)(j-)  teils  positiv,  teils  negativ,  so  gibt  es 
zu  jeder  üszülationszahi  'J  Eigenwerte  -I,  einen  positiven  und  einen 
negativen.  Der  Beweis  des  1.  Satzes  läßt  sieh  nun  leicht  mit  Hilfe 
der  orthogonalen^),  der  Beweis  des  2.  Satzes  mit  Hilfe  der  polaren 
Integralgleichungen^)  führen.  Wir  wollen  den  2.  Beweis  kurz  skizzderen 
und  benftizen  dazn  folgende  Sfttie  ans  der  Theorie  der  polaren  Integral- 
l^eichungen. 

1.  Es  gibt  unendlich  viele  positive  und  negative  Eigenwerte  A. 

2.  Die  Eigenwerte  Ä  sind  Wurzeln  einer  ganzen  transzendenten 
Gleichung  d{A)  =  0,  weldie  durch  die  Fredholmschen  Formeln*)  ge* 
liefert  wird. 

Aus  2  folgt  dann  mittelst  ein&eher  Satze  der  Funktionentheorie: 

3.  Jeder  Eigenwert  und  jede  E^enfunktion  ändert  sich  bei  stetiger 
Abänderung  des  Bereiches  oder  bei  stetiger  Abänderung  von  q>[x) 
stetig,  eine  Wurzel  von  d(X)  —  0  kann  nur  dadurdi  verloren  gehen, 
daß  sie  ±  oo  wird. 

Da  nun  immer 

{2)  aJ  u^<p{.v)dx>0^ 

so  folgt  aus  dem  Qreenschen  Satze*),  daß  bei  Yergrößerung  des  Seg- 
mentes die  absoluten  Betrage  der  Eigenwerte  abnehmen.  Dsj'aus  folgte 
daß  zu  dem  kleinsten  positiven  bezfiglich  negativen  Eigenwerte  eine 
Funktion  gehört,  die  im  Inneren  nicht  verschwindet;  denn  sonst  wäre 
ja  dieses  A  fttr  einen  kleineren  Bereich  ein  Eigenwert,  der  beim 
Übergang  zu  dem  größere  von  uns  betrachteten  Bereich  absolut  ge- 
nommen abnimmt,  so  daß  wir  für  unseren  Bereich  ein  absolut  kleineres 
positives  oder  negatives  Ä  hätten,  als  das  in  das  Auge  ge&ßte;  ein 
Durchgehen  der  Eigenwerte  durch  0  ist  ja  hier  angeschlossen.  Außer 
den   beiden  eben  bestimmten  £igenfanktion«i  gibt  es  aber  keine 

1)  Hilbert  6.  Hitteiloog  11)00.   Seit«  iö2. 

2}  Hilbert  6.  Mitteilung  190C.  Seite  462  a.  473. 

3)  Hilbert  1.  Mitteilung  1904. 

4)  2.  Mitteilung  Ö.  214     j  (r  L{u)  —  u  L(C))  dx^^v^—u 
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Anderen,  die  im  Inneren  nicht  versdiwinden.  Im  Sturm  sehen  Falle 
folgt  der  analoge  Sate  unmittelbar  aus  der  Orthogoualitäisbedingimg; 
unser  jetziger  Fall  läfit  sich  durdi  Befaraehtang  des  zweiporametarigen 
„Kl einseben  Oszillationstheorema^  erledigen,  wir  wollen  dies  aber  erst 
nachher  dnrchf&hren.  Kehmen  wir  den  Sata  als  bewiesen  an,  so  zeigt 
man  analog,  daß  die  nSohsten  beiden  Eigenfnnktjonen,  die  zu  dem 
zweitkleinsten  positiTtn  bez.  negativen  Eigenwerte  gehören,  im  Inneren 
einmal  und  nur  einmal  Terschwinden  u.  s.  f. 

Wir  gehen  jetzt  zu  dem  zweiparametriseben  Probleme  und  fallen 
zniMcliat  obige  Lücke  aus.   Wir  betrachten  die  Differentialgleichung: 

(3)  ^  +  (A^(a:)  +  JB)/10t)-O 

und  halten  A  fest;  B  setzen  wir  gleich  —  ß  +  y,  wo  ji  eine  willliürliche 
positive  Größe  ist,  y  iist  der  zu  bestimmeiHle  Eigenwert,  wir  haben  das  ge- 
wölijilielie  Sturmsche  Problem,  für  den  kleiuöteu  Eigenwert  und  nur  i'ür 
<liesen  wird  eine  Lösung  existieren,  die  nur  im  Rande  verschwindet. 
Nehmen  wir  für  A  den  kleinsten  positiven  Eigenwert  von  so  ist  y  —  ß. 
Da  iiuu 

1  1 

äJ ipor)  (nx)yäx  -  J [0  +  (-  B)ryx 

ist,  80  folgt  aus  dem  Greenschcn  Satze,  daß,  wenn  ^4  zunimmt,  y  abnimmt, 
also  B  negativ  wird,  so  daß  es  kein  «größeres  positives  A  geben  kann,  für 
welche  y  =  ß  der  kleinste  Eigeuwert  ist.  Ebenso  zeigt  man  den  Satz  für 
negative  A.  Dauiit  ist  aber  das  oben  iioeh  unerledigte  Theorem  bewieseu. 

Um  den  allgemeinen  Fall  m  behandeln,  setzen  wir  (p{x)  =  ^it  und 
betrachten  nach  Klein  in  der  Ebene  mit  den  Achsen  ti,  i/  die  Gesiimt- 
heit  der  Gera<len  Äfi  +  B=^if,  wenn  A  und  Ii  sich  so  zugeordnet  werden, 
dafi  eine  Lösung  existiert,  die  in  den  Grenzpunkt«ii  verscliwiudet  und 
im  Inneren  m  Nnllstellen  hat.  Diese  Geraden  hüllen  die  K leinsehe 
Oszillationsfigur  ein,  deren  wichtigsten  Eigenschaften  der  Vollständigkeit 
halber  kurz  abgeleitet  werden  sollen.  Zu  jedem  endlichen  A  gibt  es 
nach  obigem  ein  und  nur  ein  also  kann  die  Kurve  keine  parallelen 
Tangenten  haben,  außor  für  ^  — ±cx>,  ebenso  keine  Wendepunkte 
und  eine  Tangente  kann  den  Kurrenzug  nicht  mehr  schneiden. 

Sei  nun  6r,  —  Min  ^i{x)t  =  Max  fp{x),  so  schneiden  sich  alle 
Tangenten  unserer  Knrre  innerhalb  des  yon  —  (t|  nnd  G^\»- 
grenzten  Streifens.   Denn  in  der  Gleichung 

(4)  ^.  +  tf(^^ar)  +  JB)/--0 

J«lifWbtrl«ht  4.  Omttolita  X««li«m.'Tor«liiigiiiif .  XYL  H«ft  ft.  19 
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kann  für  die  gleiche  Ossillationszahl  (d.  i.  die  Zahl  der  NnUstellen 
ijmerhalb  des  Segmentes)  0  -*  1  nicht  gleichzeitig  Eigenwert  {Ar  zwei 
Wertepaaie  Ä,  B;  ^»Bj  sein,  für  welche  durchaus  Ä^x)  S> 
A^^x)  +  ist.  Daraus  kann  man  sidi  ongeföhr  klar  machen,  dafi 
die  Oszillationsfigur  zu  ein«r  Oszillationszahl  m  die  Gestalt  und  Lage  I 
bat.  dm  dies  aber  stmige  beweisen  an  könneo,  leiten  wir  noch  einen 
Satz  ab,  der  gerade  diejenigen  Eigenschaften  liiert,  welche  man  bei 
der  BegrflnduDg  des  Eleinschen  Oszillationstfaeorems')  und  der  beab- 

B 
A 


sichtigten  Erweiterung  branchi   Wir  setzen     »  —  ^  und  schreiben 


Dann  lehrt  die  frühere  Betrachtung  unter  Zuziehung  des  Ureenschen 
Satzes: 

Wenn  sieb  Uq  von  —        über  fr,  nach  (i^  lieweg't,  gibt  t^'m 
positivem  Ay  welches  stetig  von      las  00  wächst;  zwischen  (^^  und  (r^ 
gibt  es  nhf^r  ^leichmtijt;  netjativc  .1  und  zwar  uach^^en  diese  vou  — 
bis  0,  wenn  sich  fi^  von  Ctj  über       iia<  li  +  <x>  bewegt.    Damit  läßt 

sich  mm  in  aller  Strenge  beweisen,  daß  / 
keine  andere  fJestalt  h«ben  kann;  /  gehöre 
also  zu  der  Oszillafcioiis/abl  eine  zu  dieser 
Ziihl  gehörige  Lösung  von  (3)  bezeichnen 
wir  mit  f^"*\  Wir  betrachten  neben  der 
Gleichung 

(5)       0+Uy(«;)  +  ^)/-ü 


Ii 

1 

i 

/ 

i 

: 

r 

1 

1 

1 

1 

1 

die  Gleichung 


(6) 


Vm  nun  ein  Wertepaar  B  zu  finden,  für  welches  (5)  eine 
Losung  f^'*\  (6)  für  ein  gegebenes  Segment  auf  der  y  Achse  eine 
Losung  hat,  k<mstruieren  wir  die  zu  der  Oszillationszahl  «1  gehörige 
Kleinsche  Oszillationsfigur  II  von  (G),  welche  aber  ganz  unterhalb 
der  f»  Achse  liegt.  Die  den  Kurven  I  und  //  geraeinsaineu  Tangt  nten 
liefern  die  zu  den  Oszillations/ahlen  w,  n  goböriü;»  n  \V  ertepaare  A,  B. 
Der  Kleinsche  P^all  ist  nun  dadurch  ausgezeichnet,  daß  <p{x)  entweder 
stets  größer,  oder  stets  kleiner  ist  als  ffiitl),  in  diesem  Falle  liegen 
die  Streifen,  welche  die  Oszillationsfiguren  enthalten,  getrennt  und  ans 


1)  Far  dfln  eiii&die&  Fall  haben  Böcher  and  Fockela  analytische  Be* 
weise  geliefert. 
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dem  letzten  der  obigen  Sätze  folgt  mit  aller  Strenge,  daß  die  beiden 
Kurven  eine  nnd  nnr  eine  Tangente  gemeinschaftlich  haben,  d.  h,  dafi 
es  eben  nur  ein  Wertepaar  -^b,,,,,  J?,„, „  zu  den  Oszillationszahlen  m,n 
gibt.  Liegen  aber  die  Streifen  zum  Teile  übereinunder,  d.  h.  ist  <p(j:) 
teils  größer  teils  kleiner  als  *Pi(jif),  so  gibt  es  swei  gemeinsame  Tan- 
genten, also  zwei  Wertepaare  i^,,  B^„;  Ä^^,  S^„,  wobei  2.  B. 
>  0,  Ä^,  <  0  ist. 

Um  ein  geeignetes  Entwieklungstheorem  zu  erhalten,  eliminieren 
wir  den  Parameter  B.    Das  Plrodukt  g^''^{if)  —  h^^(x,  y)  genügt 

der  Gleichung 

0)  ^li+li^  +  ^(^^  -  9Mh  -  0 

und  ^  ist  eine  Eigenliinktion  dieser  Oloichung,  die  auf  dem  luuule 
eini  gt  Rechteckes  verschwindet^  dessen  ^Seiten  gleich  den  Segmeuten 
auf  der  x  bez.  //  Achse  sind. 

Urnirekehrt  ist  in  der  l'(»tentialtheorit'  (ildrhinig  i  T)  der  Aus- 
gangspunkt, und  ioh  ]\i\hv  in  der  oben  /.itiertni  Aiinalt^narbeit  gezeigt,  daß 
in  dem  Kleinsrlien  l  alle  alle  Eigenfiinktioueu  h  vdu  (T)  sich  als  Pro- 
dukte/^'"'(x)//"// 1  dar.steüeu  lassen.^)  Du.'  Theorie  der  IntcgiHl^'leichungen 
2.  Art  lehrt  dami,  daß  man  jede  zweimal  in  beicug  auf  x  imd  y  stetig 
diilerenzierbare  Funktion,  die  auf  dem  Rande  des  Rechteckes  ver- 
schwindet, in  eine  Reihe  nach  den  Produkten  g^"'\j/)  eutwickelu 
kann. 

Wir  wollen  jetzt  den  andern  i'ull  behandeln,  wir  wollen  zeigen, 
daß  auch  hier  (7)  keine  anderen  Eigenwerte  haben  kami,  als  Ä^^ 

Zmacbst  kann  man  immer  doroli  Addition  einer  Konstante  er- 
reidien,  daß  (f  (j)^O  und  9i(f/)>0  ist.  Wir  betraditen  dann  die 
Gleiebimg 

wobei  der  Index  ^  die  Abhängigkeit  von  dem  neuen  Parameter  aus- 
drfteken  soll. 

Für  tf  —  0  lassen  sieb  alle  Eigenfunktiouen  k„  als  Produkte 
fJ'^K^) 9a''^(Sf)  darstellen,  wie  man  sich  leicht  Überzeugt;  es  existieren 
hier  natürlich  nur  positiye  Eigenwerte  A. 

Nun  kann  bei  Abänderung  von  c  kein  Eigenwert  Ä^*^  Null  werden, 
die  positiTen  und  negativen  A^'^  können  al«>  bei  einer  solchen  Ab- 

1;  Hilbert  liat  iu  der  GüttiBger  matbcmatiscben  Gesellschaft  für  dieien 
gmndt^iekideii  Satz  im  November  1906  einen  anderen  Beweis  ohne  KontinttitEte- 
betracbtuigen  voigetragen. 

19* 
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änderung  von  6  nicht  zusarameukommeii  Ferner  wissen  wii-,  daß  ein 
Eigenwert  nur  dadurch  verloren  gelien  kami.  daß  er  unendlich  wird 
und  daß   die  bez.  A"^  „  mit  den  Produkten  /l/"!'-'" '  ,7.  "i  bez. 

f^'"(x)  g„"{y)  eng  verbunden  sind  und  sich  bei  stetiger  Wräiideriing 
von  0  gleichzeitig  mit  diesen  stetig  veründern.  Da  nun  aber  wie  aus 
dem  Green  sehen  Öatze  unt«r  Berüciiäichtigung  der  für  jede  Eigeu- 
funktion      von  (8)  bestehenden  Beziehung: 

/ f (CÄ)'  +  f^f) ^""^9 ^ ^"f  fif^  -  *v,(y))Ä(«jr)  dxdif >  0 

Bich  ergibt,  die  mit  abnehmen,  80  folgt,  daß  einem  von  dem  Ä^*>^^ 
yeiediiedenen  poaitiTen  Eigenwert  Ä^^^  ein  yon  den  ^12.,«  Terschiedener 
endlicher  Eigenwert  A*^  entsprechen  mnfi,  4en  es  aber  nach  obigem 
nicht  gibt.  Alle  zu  positiven  Eigenwerten  A  der  Gleichung  (3)  ge- 
hörigen Eigenfunktionen  lassen  sich  also  als  Produkte  f"'(ji-)  (/"(j/)  dar- 
stellen. Ilm  denselben  Sats  &i  die  negatiren  Ä  su  beweisen,  schreiben 
wir  statt  (7) 

W  ^d^^  +  w    ^~         ~  * ^''^   "  ^- 

so  daß  wir  den  obigen  Fall  haben. 

Dann  aber  lehrt  die  Theorie  der  Integralgleichungen  3.  Art,  dafi 

man  icde  Funktion  F(xy).  welche  ebenso  wie  -—  ^  -    ,  l^'^+^^l 
J  <piar;i  —  (p(ii    I  ?,/■•       r  y*  I 

auf  dem  Rande  verschwindet  und  im  Inneren  zweimal  stetig  diiierenzier> 

bar  ist.  in  eine  Reihe  nach  den  Pro<lukteii  entwickeln  kann. 

Erweiterungen  tiir  zusuniiu(Migeset/,tere  l-'älle  sind  mit  gur  keiner 

Schwierigkeit    verbunden,    jedoeli    muß    man    bei    dem  ♦Mweiterten 

Oszillatioiistheorem  .sich  auf  solche  Fälle  beschränken,  bei  tleinn  (irr 

Kern  detiuit'  l  ist,  da  sonst  nicht  einmal  die  Erweiterung  des  Öturmsciien 

d*f 

Satzes  richtig  ist,  wie  für  die  Uleichnng:  {Aq>(jjc)    k)  f  ^  0  bei 

festem  positiTem  k  ein  Blich  auf  die  Kleinsche  OsziUationskurre  lehrt, 
wenn  tp{x)  teils  positiT,  teils  n^tiy,  k  grofi  genug  gewählt  ist  Li 
der  Tat  föllt  der  Schnitt  der  Tangente  mit  der  y  Achse  dann  in  das 
Innere  der  nach  außen  konvexen  OsziUationskurre,  d.  h.  die  Tangente 
ist  imagmär. 

Eine  weitere  Ausdehnung  der  Theorie  erhalt  man,  wenn  man 
singulare  Stellen  der  Differentialgleichung  zuläßt,  man  kommt  dann 
bekanntlich  iiueh  auf  Integraldarstellungen  wi'Ukfirlicher  Funktionen 
und  auf  gemischte  Darstellungen,  teils  durch  Summen,  teils  durch  Inte> 

Ij  Hilbert  Gottinger  Xachmhteu  1904.    S.  7». 
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grale.  Auch  diese  P^bleme  kann  man  yennittelat  der  neuen  Hi  1  b  e  r  tsehen 
Theorie  leicht  erledigen  und  zwar  auch  eolche,  die  eich  wie  der  Ton 
Wirtinger')  angeregte  Fall  oder  die  von  Bdcher*)  durch  Analogie- 
Bchlfisee  Temrateten  Formeln  bisher  der  Behandlung  entaogen.  Ich  werde 
an  anderer  Stelle  die  Ableitung  dieser  letaterwShnteu  Reeoltate  bringen. 

Augsburg,  Septembw  1906. 


BemerknBgen  zu  einem  fnnktionentheoretisclien  Satze  des 

Herrn  Hadamard. 

Von  G.  Faber  in  Karlsruhe. 

Detiiüert  man  nach  Weieistraß  eine  analytische  Funktion  aix) 

durch  ein  Funktionselement  ^\a,.x*,  so  ist  damit  zugleich  auch  das 

(» 

Problem  gestellt,  sämtliche  Eigenschaften  der  Funktion  aus  den  Koef- 
fizienten abzuleiten,  insbesondre  den  Zusammenbang  zwischen  den 
Koeffizirritf'n  und  doii  singulären  Stellen,  die  ich  genereU  mit  a  bezeichnen 
will,  aufzudecicen.  Herr  Hadamard  hat  zuerst  in  seiner  These^)  dieses 
Problem  unter  vereinfachenden  Voraussetzungen  mit  großem  Erfolge  in 
Anritt"  genommen ;  später  bewies  er  folgenden  Satz,  der  eine  sehr  interes- 
sante Beziehung  zwischen  Koeftizieuteu  und  Singularitäten  hersteUt^): 
Besitgt  die  FitnJUion 

TO 

(1)  a{x)  «^-a^u;- 

9 

die  smyulären  Stellen  a  und  die  Funktion 

9 

die  sinyidären  Üidlcn  (i,  dtiim  imt  die  Funktion 


1  Riptnauus  Methode  für  hjrperbolische  Differentialgl^ehnagen.  Math. 

Annalen  48.  S.  3H7  ii  f 

2)  Böcher,  Keiheiifntwickluugea  der  rotentialthcorie  S.  227. 
8)  Jonm.  d«  Math.  (4)  8  (iä<J2). 
4)  Acta  matii.  2S  (1899)  p.  56. 
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*«  der  ganssen  E^>cnr  Irine  andern  singnlärtn  Stellen,  als  die  man  erhältf 
wenn  man  irgend  eine  Zahl  u  mit  irgend  einer  Zaid  ß  multipliziert. 

Ich  möchte  zu  diesem  Had  am  ardsehen  Satze  im  folgenden  einen 
Beibrag  liefern;  Herr  Bord  hat  BchoD  in  gleicher  Richtung  einige  Be* 
merktingen  gemacht^);  er  hat  znnächst  den  Hadaniard scheu  Beweis  in 
wenige  Worte  zusammengefaßt  und  dann  die  Behauptung  aufgestellt,  die 
Hadaiii  ardsche  Bozidnnig  gelte  nicht  nur  ,.in  der  ganzen  Ebene"  sondern 
auch  tiir  die  übrigen  Blätter  der  eventuell  melinloiitigen,  ja  uuendlieh  viel 
deutigen  Funktionen  (  1\  (2),  (3),  mit  der  einzigen  Ausnahme,  dali  in  den 
übrigen  Blättern  der  Funktion  (3)  die  Pnnkte  r  —  O  Itn  nll^jenieiueii  als 
singulare  bintreten.  Mir  seheint  nun,  dali  «b  r  11  a dumardsche  Beweis 
über  (las  Verhalten  der  Funktion  in  eiriein  gan/cn  Existenzgebiete  eine 
Aubsage  zn  uiachen  nicht  erlaubt,  ebensowenig  der  Burelsche. 

Ich  widme  der  Besprechung  der  sich  hier  er^jebenden  Sehwiorigkeiten 
und  ihrer  Behebung  den  ersten  Punigrajdien  der  vtjrliegenden  Arbeit. 

Tlerr  Borel  hat  des  weiteren  gezeigt,  daß  die  Art  irgend  einer 
singulären  Stelle  y  aß  der  Funktion  (3)  nur  von  der  Art  der  zn- 
gebörigen  Singularitäten  u  und  ß  der  Funktionen  (\)  und  i^2)  abhängt; 
da  mir  auch  in  diesem  Punkte  der  Beweis  des  Herrn  Borel  nicht 
völlig  bindend  erscheint^),  präzisiere  ich  im  zweiten  Paragraphen  die 
Boreischen  iieaultate  unter  gleichzeitiger  Erweiterung  derselben. 

Wenn  sich  die  Zahl  y  a  -  ß  nur  auf  eine  Weise  als  Produkt 
zweier  Zahlen  tt,  ß  danieUoit  lä&t,  d.  h.  wenn  «ß  Tcm  allen  anderen 
Zahlen  aß',  die  dordh  Multiplikation  einer  singulären  Stelle  Ton  (1) 
mit  einer  solehen  von  (2)  eitstehen,  verschieden  ist,  so  ist  nach  all- 
gemeiner Ywnratnng  a  •  ß  tatsächlich  eine  singulare  Stelle  von  (3). 
Diese  Vermutung,  die  sich  in  allen  Fällen,  die  eine  Nachprüfung 
gestatteten,  bisher  bestätigt  fand,  ohne  dafi  ein  Beweis  für  sie  erbracht 
werden  konnte,  soll  zum  Schluß  des  zweiten  Paragraphen,  wenn  auch 
nicht  ganz  vollslandig,  so  dodi  fQr  sehr  viele  E^lle  bewiesen  werden, 
u.  a.  z.  B.  immer  wenn  wenigstens  eine  der  zwei  Singulari1»t«i  a  oder  ß  kein 
Verzweigungspunkt  ist. 

§  1. 

Es  erscheint  im  Interesse  einer  lückenlosen  Verständlichkeit  des 
Folgenden  zweckmäßig,  einen  Beweis  des  Hadamar  dachen  Satzes  voraus* 

1)  BttU.  de  la  .Soc.  math.  de  France  26  (1898)  p.  238. 

•2i  Herr  Borel  benutzt  zum  Beweise  nur  den  distributiven  Charakter  der 
Funktionalopcrntion,  durch  die  /'  r  an^  a{x)  entsteht,  wührend  mir  noch  die  An- 
gabe eines  YcrfuhrcnB  notwendig  eracheint,  das  eiae  Funktion  0|(jc)  henuBtellen 
erlaubt,  von  der  Art,  daß  an.  einer  beliebigen  isoliwten  singulBien  Stelle  von 
a{»)  die  ÜifEorenz  a(A')'— sich  xeguUir  verhftlt,  während  OjC«)  außer  «j  im 
Endlichen  keine  aingul&re  Stelle  besitzt. 
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zuschicken,  der  im  wesentlichen  mit  dem  lladamardschen  überein- 
atimnit. 

Mau  betrachte  für  einen  festen  Wert  von  x  das  Integral 

erstreckt  über  eine  ofiene  oder  geschlossene  Kurve  C  der  x^-£bene,  welche 

folgenden  Bedingungen  genügt: 

a)  auf  0  liegt  kein  Punkt  a: 

b)  die  Punkte  0  und  oo  liegen  nicht  aui 

c)  verhalt  sich  regulär  auf      d.  h.  kein  Punkt  '  ^  ^ 

auf  a 

Sind  diese  Bedingungen  für  einen  Punkt  x  erf&llt,  so  sind  sie 
sicher  auch  fUr  alle  Werte  von  x  in  einer  gewissen  Umgebung  B  des- 
selben erfüllt  und  in  B  stellt  dann  J  eine  analytische  Funktion  von 
X  dar}  das  letztere  kann  man  leicht  auf  zwei  verschiedene  Arten  be- 
weisen; entweder  man  geht  auf  die  Definition  des  bestimmten  ^tegrals 
alä  Grenzwert  endlicher  Summen  «urück;  die  letztern  sind  in  B  ana- 
^rtiache  Funktionen  und  streben  gleichmäßig  für  alle  x  m  B  der  Orenz- 
ftmktion  «T  zu^  die  sich  dann  auf  Grund  des  Weierstnißschen  Doppel- 
reihensatzes als  analytische  Funktion  von  x  erweist.  Oder  man  zeigte 

dafi  J  fttr  alle  x  m  B  einen  Differential (|uotientea       besitzt,  mid 

ers.  lili.  Iii  liuraus  auf  Grund  dos  Oanchy-G oursatschen  Satzes,  daß 
innerhall»  B  eine  analytiscliH  Funktimi  ist. 

Ist  speziell  der  /m  ist  für  x  gewühlte  Wert  die  Null,  ist  femer 
Ii  der  wahre  Kuuvergeuzrailiiis  der  Reihe  (1),  Ii'  derjenige  (1<t  lu'ihe 
[2)  und  ist  endlich  (!  ein  Kreis  um  den  >iullpunkt  mit  dem  Kadius 
r  <  7i,  8o  sind  die  Bedingungen  a),  b),  c),  erfüllt,  wenn  man  x  auf  das 
Innere  des  mit  dem  Kadius  R'  >  r  um  den  Nullpunkt  beschriebenen 
Kieises  beschränkt;  innerhalb  dieses  Kreises  läßt  mch  also  J  nach 
Potenzen  ron  x  entwickeln,  und  zwar  ergibt  sich  auf  Gmnd  des  C  »u  chysehen 
Residoensatzes:  « 


KP) 


J ^  f(x)  a,h,x\ 


Ändert  mau  nun  die  Kurve  C  kontinuierlich  in  der  Weise,  daß 
sie  stets  gesi  hlossen  bleibt  und  die  Bedingungen  a),  b),  c),  erfüllt,  in 
eine  Kurve  C  ab,  so  geliört  zu  dieser  ein  eln  iitails  den  Nullpunkt  der 
j-Ebene  enthaltender  Ben  ieh  />'  und  eine  innerhalb  desselben  definierte 
Funktion  fiCi);  dieselbe  stimmt  in  dem  den  Gebieten  B  und  B  ge- 
meinsamen Teil  der  Ebene  mit  f(x)  übereiu;  denn  für  jeden  dieser 
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Werte  von  ist  der  Integrand  in  Ueui  Gebiete  (h  v  £  Ebene,  das  zwischen 
den  KurvoTi  C  und  C  liegt,  eine  reguläre  aualytisclie  Funktion  vou  2-^ 
das  über  die  Kurve  C  ei^streckte  Integi'al  liefert  daher  genau  den  gleichen 
Wert  wie  das  über  die  Kurve  C  erstreckte.  Damach  ist  die  Funktion 
in  dem  Teile  vou  I»',  der  nicht  zu  B  j^ehört,  die  analytische 
Fortsetzung  von  f{x}. 

Für  x^O  ist  die  Bedingung  e  von  selbst  erfüllt;  genügt  daher 
die  den  Nullpunkt  umsehliefiMide  Kurve  C  den  Bedingungen  a  und  h 
und  hat  femer  h(z)  nur  eine  singulare  Stdle  ß  im  Endlichen,  so  besteht 
der  %u  0  gdiörige  Bereich  B  ftus  dem  Innern  einer  zu  C  fthnlidien 
Kurve  die  aus  den  Punkten  der  ar-Ebene  besteht,  welche  durch  die 
Gleichung  x^ßg  ans  den  Punkten  e  der  Kurve  C  hervorgehen  (nach 
Bedingung  (e)).  Da  nun  C  bei  der  kontinuierlichen  AbSndernng  aus 
C  nor  der  Beechiänknng,  keinen  der  Punkte  «  oder  den  Nullpunkt  zu 
überschreiten,  unierliegt,  so  unterliegt  die  C  ähnliche  den  Nullpunkt 
umeehließende  Kurve  C'^  schließlidi  nur  der  Beschrankung,  keinen  der 
Punkte  • «  zu  fibersohreiten,  und  letztere  erweisen  eich  daher  als  die 
einzig  möglichen  singularen  Punkte  der  Ebene  fttr  f\i)^. 

Dieselbe  Überlegung  gilt  auch,  wenn  die  Punkte  «ß  m.  beliebiger 
endlicher  od«  unendlicher  Menge  vorhanden  sind.  Nur  eine  Bemerkung 
ist  hier  zu  machen.  Es  könnte  z.  B.  sein,  daß  Stellen  «  eine  ge- 
schlossene singulare  Linie  V  bilden;  nehmen  wir  der  Einfachheit  halber 
'wieder  nur  cim  Stelle  /3;  dann  wäre  eine  Fortsetznng  der  Funktion 
/\./)  nach  dem  ITadamardschen  Verfahren  ins  innere  der  Kurve 
(die  aus  F  entsteht  wie  C'^  aus  C)  nicht  möglich;  nun  aber  ist  nicht 
bewiesen,  daß  die  Punkte  a  ■  ß  wirklich  singuläre  von  f\x)  sind:  es 
wäre  also  zum  mindesten  denkbar,  daß  kein  Punkt  von  F^  sich  als 
singulär  für  fix)  herausstellt,  während  dies  mit  einem  ganz  innerhalb 
gelegenen  Punkte  Xq  der  Fall  sein  könnte,  ohne  daß  Xq  sich  ais 
Produkt  et  •  ß  darstellen  ließe. 

Der  hier  ali<  eventuell  möglich  dartrestollte  Ausuahmefull '  i  des 
Hadamardschen  Satzes  stellt  sich  als  wirklich  \ dihandeu  heraus, 
wenigstens  in  dem  Falle,  wo  auch  bix)  singulare  Linien  hat. 

Beispiel:  Es  sei  in  a(x)    ^  a^X'  kein  Koeffizient  gleich 

« 

Null  und  die      seien  außerdem  so  gewählt,  daß  sowohl  die  Reihe 


den  Einheitskreis  zur  natürlichen  Grenze  hat 


1)  Herr  Hadamard  spricht  übrigeoB  seinen  Sats  auadrücküch  nur  für  iso- 
hert«  u,  p  aus. 


Digitized  by  Goo^^Ie 


Bemerkungen  sn  einem  Satse  dee  Heim  Hadunard.  ^89 

(z.  B.  Oy  =- 1,  wenn  v  keine  Potenz  Ton  2  mit  ganzem  Exponenten  ist« 
flt^  —  2  für  V  —  2'');  fconer  sei  5.     f-^  +  -~ )  ^  ;  dann  hat  die  Reihe 

li'  i'}  den  Kipis    .r  i  =  2  zur  natürlichen  Grenze;  es  ist  cc  —  p^""'*'  und 
2  r"  '  '  bei  willkfirlichpin  reellen  {>,  und         die  Gefjaintheit  der 
Stellen  aß  besteht  daher  aach  aus  den  Punkten  des  Kreises  = 

trotzdem  hat  f(x)  —      a^b^x*         ^  +  singulare  Stelle  «—S. 

Natilrlieh  läßt  sieh  dieser  Ausnahmefall  vermeiden,  wenn  man 
entpi'geu  der  ühliclien  Definition  als  siuj^uläre  Stellen  alle  jene  ansieht, 
an  denen  keine  Tayloische  Reihe  für  die  i'unktittn  existiert  lutid  nicht 
nur  diejenigen  unter  ihnen,  die  Häufungsstellen  reiruliirer  Steilen  sind). 

Ein  anderer  Punkt  von  sj;rüßerer  Wiehti^-keil  wurde  schon  in  der 
Einleitung  l»eriihrt:  frllt  (ins  Hada  iti  r*! srlic  Theorem  für  alle  IMätU'r 
der  w'ntiliclierweise  itiifiu/Urh  rirldmiiiiru  }  ankfionm  a\.r],  hir),  f(x]? 
Um  die  hier  sich  bietemien  Schwierigkeiten  ganz  klar  hervortreten  zu 
lassen,  will  ieh  die  Untersuchungen  an  sehr  einfachen,  geradezu  tri- 

Tialen  Beispielen  durchfahren.  Es  sei  a{js)  =  ig  (1  —  s),  b(e)  =  y^jj  • 

Das  Hadamar d sehe  Integral  geht  dann  in  das  Canchjsehe  fiQr  die 
Funktion  f{x)  —  lg  (1  —  a;)  über  und  die  mit  C  und  bezeichneten 
Eurren  fallen  zusammen. 

Es  ist  klar,  daß  man  dnroh  das  im  Vorausgehenden  auseinander- 
gesetzte Hadamardsche  Verfiihren  der  analytischen  Fortsetzung  Ton 
f(x)  zu  jedem  Punkte  der  Fföehe  für  lg  (1  —  x)  vordringen  kann; 
anderseits  aber  w^ird  man  selbstTerständlich,  da  die  Kurven  C  keine 
Doppelpunkte   haben   dQrfen,   nicht   durch   einen  Int^pnlaosdmck 


8 


—  die  Funktion  f(x)  in  einem  Teile  der  Ebene  mehi"- 


fach  flberdeckenden  Gebiete  (wie  demjenigen  der  Fig.  1)  darstellen 
können.  (Für  den  Ponkt  ^r^  d«r  Figur  ist  z.  B. 


nicht    gleich    Ig(l— Xq)') 


sondern  gleich  -  •  lg  (1  —  Tq)  +  2;r/). 

In  diesem   einfachen  Beispiel  würde  es 
nun  (wie  schon  hervorgehoben)  nichts  schaden,  j 
daß  man  keinen  Bereich  Ji  im  oben  definierten 

Sinne  herstellen  kann,  indem  zwei  in  verschiedenen  Blättern  ührr  ein- 
ander liegende  Punkte  enüialten  sind;  dagegen  lassen  sich  leicht  Funk- 

1)  Unter  lg  (1  —  je)  werde  der  Uauptwert  des  Logarithmas  ventanden. 
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tionen  fr(3),  h{z)  deukeii,  für  welche  die  analytische  Fortsetztm«^^  der 
zugehörigen  Funktion  fix)  iu  «.ädere  Blätter  nach  dem  Haduuiurd- 
sehen  Verfahren  überhaupt  unmöcrlich  ist:  man  nehme  z.  B.  an,  die 
Kurve  C  d*tr  Kig.  2.  sei  die  niitürlicrhe  Grenze  der  Funktion  ai-  i,  die 

also  mehrdeutig,  aber  unverzweigt  ist,  und  b{Z) 

sei  etwa  .wieder  gleich  ;  dann  ist  eine 

FortsetBung  von  f(a^)  bis  zum  Punkte  Xi  nach 
dem  Hadamardschen  Yerfahi'en  offenbar  un- 
möglich. 

Man  kann  sich  iu  solchen  Fällen  durch 
eine  paegende  Yariabelntransformation  helfen. 


0. 


Fig.  Eb  sei     „-)  beliebig  verzweigt  und  B  sei  irgend 

eine  den  Nullpunkt  *lt  s  ersten  Blattes  (um 
welchen  die  Entwickeluug  il)  gilt),  jedoch  nicht  auch  den  Nullpunkt 
eines  andern  Blattes  enthaltendes  einfach  zusammenhängendes,  aber 
Teile  der  Ebene  mehrfach  überdeckendes  Gebiet,  in  welchem  sich  a{e) 
regulär  verhält;  C  sei  die  Randkurve  von  J5. 

Es  möge  nun  zuerst  angenommen  werden,  h(z)  habe  im  Endlichen 
nur  die  eine  singulare  Stelle  a: »  1;  dann  verhält  sich,  wie  ich  zeigen 

will,  auch  f(.T)  =  ^    //,  ./ '  regulär  innerhalb  B,   Zum  Beweise  bilde 

0 

man  das  Gebiet  B  der  ä- Fläche  durch  eine  passende  Transformation 
(6)  ^-Vtt) 

auf  ein  schlichtes  (d.  h.  ein&ch  zusammenhängendes  und  keinen  Teil 
der  Ebene  mehrfiich  überdeckendes)  Gebiet  B  der  ^-Ebene  ab,  so  daß 
dem  Punkte  t  *  0  der  Nullpunkt  des  ersten  Blattes  der  ir-Flache  ent- 
spricht.   (Im  Falle  der  Fig.  2  leisten  z.  B.  die  Transformationen 

ir— yi  —  ^— l,*-=lg(l-  g)das  Gewünschte).  Man  transformiere 
auch  X  in  g^d)  und  betrachte  das  Integral: 

erstreckt  übt-r  die  Rnndknrvr  C  von  B,  Da  der  Integrand  für  allt>  g 
auf  C  und  tur  ir^cud  ein  t  iuiierbalb  Ji  regnlliren  Verhaltens  ist, 
so  ergibt  hieb  das  Inti  L^ral  nach  dem  Beweis vprt'ahren  von  S.  287  als 
iiiiii'ilialb  J!  K'guiüre  anulytisclie  Funktion  von  macht  man  nun 
WHMler  ilic  zu    r  iiiverüe  Transformation,  so  erhält  mau  aus 

FiX)  eine  iuutrhulb  7^  reguläre  analytische  Funktion  f^ix).  Nun  kann 
mau  die  Kurve  C  «^irli  /.usaiiimenzieheu  lassen,  bis  sie  einen  Bereicb 
T  in  der  Umgebung  von  |  ^  0  begrenzt,  dem  ein  schlichter  Bericht 
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T  der  :r-Ebeiie  in  der  Umgebung  dea  Punktes  x^O  entspricht,  ohne 
daß  dadurch  die  Diirstellung  (7)  von  F{^)  ungültig  würde,  TOrauflge- 
gesetzt  nur,  daß  4  innerhalb  T  liegt*);  durch  Rücktransformation  in  die 


und  d^-Ebene  findet  man  dum  f^{x)  *      /  erstreckt 

Aber  die  Randkurve  yon  T]  d.  h.  die  innerhalb  B  reguläre  Funktion 
entsteht  durch  analytiBcfae  FortaetKung  aus  der  früher  mit  f(x) 
bezeichneten  Reihe  ^  \  of.  Statt  das  Gebiet  B  auf  der  Riemann- 
sehen  Flache  für  a{g)  anzunehmen,  kann  man  es  auch  auf  einer  Riem ann- 
schtti  Fläche  annehmen,  die  an  jeder  isolierten  singnlären  Stelle  Ton 
u(x)f  sowie  an  den  Nullpunkten  außer  an  demjenigen  des  ersten  Bkttes, 
einen  Yensweigungspunkt  unendlich  hoher  Ordnung  besitzt;  diese  Wahl 
hat  dann  den  Vorteil,  daß  auf  der  gewählten  Fläche  auch  f(x)  eindeutig 
ist,  vrahreud  dies  auf  der  FUiefae  ffir  a{ß)  nicht  notwendig  «lar  Fall  istj 
da  ein  Yerzweigungspunkt  n^'  Ordnung  von  a{x)  ein  Verzweigungs- 
pnnkt  höherer  Ordnung  fÖr  /(.r )  werden  kann. 

Damit  ist  die  AlIgeTiu  ingültigkeit  des  Hadamardschen  Theorems 
zunächst  für  den  Fall  bewiesen,  daß  die  eine  der  beiden  Funktionen 
ai' .'•'),  fi' .,■)  im  Endlichen  nur  die  eine  singulüre  Stelle  x~\  besitzt; 
der  ßowcis  läßt  sich  dann  sehr  leicht  auf  den  Fall  ausdelineu,  daß 
«  ine  der  Funktionen  nur  eine  endliche  Anzahl  singulärer  Stellen 
besitzt 

Doch  will  ich  statt  dessen  gleich  den  Beweis  für  den  Fall  skiz- 
zieren, wo  bezüglich  a(r)  und  h(z)  keine  speziellen  Voraussetzungen 
gemacht  werden.  Es  sei  B  «nno  Riemannsche  l'Mäche,  auf  der  sowohl 
ti{z)  als  bin)  eiiidoutiuf  ist  und  (h\'  im  Nnüpunkte  des  ersten  Blattes 
keine  Verzweigung  liositzt.  während  die  Null}tnnkte  der  übrigen  Blätter 
Verzweigtm^spunkte  unendlicli  liolier  Ordnung  sind.  Aneh  soll  jeder 
isolierten  Singularität  von  aijs)  und  von  b{z)  auf  Ii  ein  Verzweiguiigs- 

l)  Die  letzten  ScbliisBe  wän>n  nicht  erlaubt  geweieu,  wenn  B  noch  einen 
zweiten  N'ulli>mikt  der  :  Flnclio  enthielte:  denn  dann  htitte  die  Kurve  C  beim 
Ziitiammen/.ieheu  einmal  diesen  i'uukl  überschreiten  nitiüHeu,  in  diesem  Moment 
aber  wäre  der  Integrand  von  (7)  möglicherweise  unatetig  geworden,  schon  wegen 
der  im  Nenner  stehenden  Tenchwindenden  Funktion  qp(£);  die  Möglichkeit  dieser 
den  NuUpuakt  betreffenden  Ausnahme  vom  fiadamatdtchen  Satee  hebt  auch 


Herr Borel hervor.  —  BeiBpiel:  a^a')™6(*)     lg  (1  —xj  ~  hat  im 

1 

II»  Hill  Hill  nur  die  eine  aiuguUlre  Stelle  .1  =  1,  wilhreud  f(JC)  —  ^  in  den 

t 

andern  Bl&tlem  der  sugehttrigea  Bie  mann  sehen  FUlcfaen  auch  die  Stelle  x^O 
zur  singulftren  hat. 
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punkt  unendlich  hoher  Ordoiing  entspredien.  Herr  Poincare*)  hat 
gezeigt,  wie  man  sich  eine  solche  Riem  an  n  sehe  Fläche  entstanden 
denken  kann  und  wie  man  dieselbe  auf  ein  schlichtes  StQck  B  der 
^-Ebene  abbilden  kann.  Diese  Abbildung  mdge  mittels  der  Funktion 
ira-y(^)  bewerkstelligt  werden  und  zwar  so,  daß  die  Punkte  ^  =  0 
(des  ersten  Blattes)  und  S  =  ^  einander  entspredien.  C  sei  die  Rand- 
kurre  von  B  und  C  sei  eine  ganz  innerhalb  B  verlaufende  den  Punkt 
g  —  0   umschließende   Kurve.     Dann   betrachte  man   das  Integral 

F(8  =       f         ^{^)^§dt.   Dasselbe  steUt  in  einer  gewissen 


Umgebung  T  der  Stelle  |  =  0  eine  analytische  Funktion  Fii)  dar,  die, 

wenn  man  statt  i  wieder  die  Variable  x  (—  9>(|))  einführt,  sich  als 

■ji 

mit  der  Funktion  f(!t)  — K  ^  identisch  erweist 

0 

Der  Bereich  T  uiniaßt  jene  Punkte,  die  mit  dem  Punkte  |  =  0 
durch  eine  Kurve  verbunden  werden  kennen,  für  deren  sämtliche 

Punkte  I  die  Funktion  hi^^f!)  regulSr  ist,  wom  t  samüiche  Punkte 

von  C  durchläuft  Bezeichnet  man  daher  die  Punkte  t,  die  auf  C 
liegen,  lui:  t.'  und  die  zugehörigen  Werte  von  z  mit  5'~qr(^'),  so 
wird  die  Begrenzung  voa  T  von  solchen  Paukten  gebildet,  für  welche 

7(rT  ^  ^  wenn  man  wieder  auf  die      und  xr-Fläche  zurück- 

gebt, für  welche  x>=  ß'g'  ist  Von  den  letzteren  Funkten  ist  aber 
kein  einziger  ein  singulSrer  für  f(x),  da  ja  C*  durch  eine  swiscli^  C 
und  €  verlaufende  Kurve  ersetzt  werden  kann.   Als  sii^Kre  Punkte 

von  /(.r)  kommen  daher  nur  die  Punkte  X  "  ßS  in  Betracht,  wo  die 
Punkte  z  durchs  — den  Punkten  I  von  C  zugeordnet  sind^ 

Unter  diesen  z  befinden  sich  die  Stellen  7,  an  denen  eine  der 
Funktionen  a(x)  oder  /  siucrulilr  sind;  also  sind  unter  den  Punkten 
ß-z  insbesondere  auch  die  Punkte  ß  y  enthalten;  die  nhrigen  Punkte 
ßz  können  sicher  keine  singuläreu  für  fix)  sein,  da  sie  durch  Abändenmg 
der  gewählten  konformen  Abbildung  zu  inneren  Punkten  des  abgeänderten 
Bereiches  B  gemacht  werden  können:  es  bleiben  also  nur  die  Punkte 
/j  •  y  übrig,  und  das  heißt:  die  Funktion  fix)  hat  nur  solche  singuliire 
Sti  lhm,  <lie  durch  Multiplikation  einer  Zahl  a  mit  einer  Zahl  ß  oder 
zweier  Zahlen  ß  miteinander  erhalten  werden.  Üa  aber  die  Koeffizienten 
von  fix)  aus  denjenigen  von  «(.'  )  und  von )  in  ^\^^vc\\^L^^B  fiymmrtrisrfirr 
Weise  zut^nmmeuiiesft'/t  sind,  bleiben  schließlich  als  singuläre  Punkte 
von  f\x)  nur  die  Stelleu  aß  übrig. 

1)  Buli.  de  tft  Suc.  math.  de  France  11  (1883)  p.  \\% 
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Bei  den  Untenuchungen  dee  folgenden  ParAgraphen  beeehränke 
ich  mich  nnn  wieder  anf  die  Singularitäten  ß  der  enten  Zweige  der 
Funktionen  a(^);  hix)^  durch  Anwendung  des  soeben  angegebenen 
YerfahreDs  der  konformen  Abbildung  liefien  eick  die  Sätse  dann  un* 
achwer  auf  alle  Zweige  der  Funktionen  ausdehnen. 

£Üne  andere  Bemerkung  mdekte  ich  hier  noch  anknüpfen.  Für 
die  Tonrasgehenden  Entwicklungen  war  es  ganz  unwesentlich,  dafi  die 

£nrre  C,  Aber  welche  f s(z)b^^^Yz  WBtreckt  wurde,  in  ihrem  Innern 

keinen  singulären  Punkt  von  a(z)  enthielt;  läßt  man  diese  Voraussetzung 

/*  X  dz 

fallen,  so  werden  die  Koe£&2ienten  der  Funktion  ftix)^^\  j  aC')^^)  / 

r 

zwar  nicht  mehr  so  einfach  wie  diejenigen  der  Funktion  f(x}  Ton  den 
Koeffizienten  der  Funktionen  a{x)  und  b{x)  nblmngen,  aber  auch  die 
Funktion  f^{x)  wird  sidi  in  ganz  analoger  Weise  wie  f{x)  durch  Ver- 
inderung  der  Kurve  C,  die  nur  keinen  singuläran  Punkt  Ton  a(#) 
überschreiten  darf,  Tom  Punkte  ^  0  aus  anÜTtiB«^  fortsetzen  lassen 
und  auch  die  Singularititen  dieser  Funktion  werden  nur  unter  den 
Punkten  uß  zu  suchen  sein. 

Ist  speziell  b(z)  =         und  die  ursprüngliche  Kurvu  C  ein  Kreis 

K  um  den  Nullpunkt,  für  dessen  sämtliche  Punkte  die  Laurentsche 

Entwicklung  gilt  a{e)  —        +  so  wird  f^{x)  —        und  man 

hat  daber  den  Satz: 

Gesiattet   die   Fankium   a(x)   die   Laurentsdte  Entvidielmg: 

=  "^[x)  +  Fmtliion  ^{x}  in  keinew  ihrer  Zweige 

eine  singulare  Stdle,  die  nickt  au^  eine  singulare  Stelle  von  a(x)  wäre. 

§  2 

ist  Kl  eine  isolierte  singuläre  Steile  ron  a{x),  eine  solche  von 
h{x),  so  kann  man  a{x)  und  h{x)  folgendermaßen  schreiben: 

■so  v 

(1)  a{x)  =^a^x'  -^^arX*, 

0  0 
0»  « 

(2)  b(x)  -h^^Kaf^, 


0 


WO  die  Funktionen  ^;a'tX^  und  ^;btX'  sich  bezw,  au  den  JSteüen  «4 
und  /?j  regulär  verhalten,  während  die  Funktionen  ^^aj' o,'  nüd^jKx" 
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2y4  G.  Pabe»: 

im  Endiiehen  nur  je  eine  singulare  Stelle  beeitaen,  nämlich  ce,  und  ßy^) 
Bildet  man  nun 

(3)  f{x)  =  y^lia'rK  +  a'X  +  a^K)x'  -f- 

0 

dann  kat  die  durch  den  zweiten  Summanden  auf  der  rechten  beite 
von  (3):  ^a^KV  dajrge«teUte  Funktion  im  Endliehen  höchstens  die 

0 

eine  singulare  Stelle  x^a^ßit,  wenu  nun  die  Zahl  Ui  ■  ßi  nicht  du«  h 
in  einer  zweiten  Weise  durch  ein  Produkt  •  dargestellt  werden 
kann,  so  verhält  sich  die  analytische  Fortsetzung  des  ersten  Summanden 
auf  der  rechten  Seite  Ton  (3)  an  der  Stelle  a,  •     regulär;  denn  die 

OD 

singulären  Stellen  der  Funktion  ^j{aiK  +  alhy  +  a'th',)x*  sind  unter 

0 

denjenigw  Zahlen  a-  ß  zn  rochen,  für  welche  nicht  gleichzeitig  a  — 
und  ß"  ßi  ist;  f{x)  TerhSlt  sich  also  an  der  Stelle        g«mu  so  wie 


die  Funktion^^'-öi.'fcra;*. 


Damit  ist  folgendes  gezeigt: 

Sind  «1,  isolmie  shiguläre  StSUen  von  a{x),  h{x)  und  ist  t^ißi^^t^^ß^, 
wo  «j,  ß^  ZHci  aitdere  sifttfuläre  Stellen  mn  a(.r),  h(x)  sind^  so  hämjt 

das  Virhäten  der  FmkHon  f{x)  »  ^(^pK^"     der  l^eUe  CC|  •  /3|  eifwff 

0 

ah  ton  dem  V(frluUten  der  FimktiomH  a(x)  und  b{x)  an  den  tStdlen  «j 
und  (iy 

Sind  insbesondre  a(.r)  und  h{x)  in  der  Umgebung  der  Stelleu  «j 
und  eindeutig/,  so  ist  auch  f{x)  in  der  Umgebung  der  Stelle  u^ß^ 
eimkutig-^  es  sind  nämlich  folgende  Fälle  möglich: 

1)  €u  ist  ein  Pol        Ordnung,       daher  gleich  mnltipliziert 

«1 

mit  einer  ganzen  rationalen  Funktion  (p  —  1)^  Grades  von  v  (deren 

Koeffizienten  von  v  unabhängig  sind):  a'^      ^  <j{v\-i\  ß^  ist  ein  Pol 

1  "»1 
^  Ordnung,  daher  6;'—   g{v)o - 1.  Dann  ist    -K^    ^  •  <7  Wp- 1  •  giv)^  - 1, 

also  gleich  — -       multipliziert  mit  einer  ganzen  rationalen  Funktion 
+  _  2)t«B  Grades,  mithin    •  ß^  ein  Pol  (^p + 6^  If"  Ordnung  für  fix), 

2)  «j  ist  ein  Pol  p*^  Ordnung,  also  «r  =      ('');  - li  ßi  '»t  eine 


«1 


1)  Faber«  Math.  Ann.  60,  S.  879. 
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wesentüch  singuläre  Steile,  also  K  =  \  ■  6r(v),  wo  G{x)  eine  ganze 
innneiideiiite  Funktion  ist^  die  für  jede  positiTe  Zahl  s  der  Bediagung: 

genügt');  dzim  ist  a'X ~  ,^^Mvk^  wo  G,{x) 

ebenso  wie  Cri  r)  fler  cbarakteristischen  Bedingung  (4)  genügt,  also  Ui'ßg 

eine  wesentiicli  sin^nliii-e  Stelle.^) 

3)  f(^  ist  eine  wesentlieh  sins^uläre  Stelle,  /i^  ein  Pol.  Dieser  Fall 

ist  iin  <Truu(le  der  Lrlt^'icli^"  ^vie  der  vori^jp. 

-  1 
■i)       und  j^^  sind  wesentlich  suiguläre  Ö  teilen  j  also  a'^  —Giv) 

und     <— —  {rt(v)y  wo  (7(0?)  und         ganze  transzendente  Fanktionen 

„   „  1 

Bind,  die  der  Bedingung  \4t)  genügen j  dann  ist  a't  •  K  =  ,     •  G{v)  •  G^iv) 

—  r-  *  Gt^\  WO  die  ganze  transzendente  Funktion  Gi{x)  ebenfalls 

(«1  ) 

der  Bedingung  (4)  genügt,  und  a^/ij  ist  somit  eine  wesentlich  singuläre 
Stelle  für  t\x). 

Ist  wenigstens  eine  der  beiden  Stellen  (4,  von  a(^),  eine 
teeren fUcJi  singulare,  während  die  andre  eben&lls  eine  wesentlich 
singulare  oder  eine  außerweseutlich  singulare  Stelle  ist,  so  kann 
man  über  die  Art  der  weeentlii^  singvlaren  Stelle  *  Ton  f(x) 
noch  genauere  Aussagen  machen.  Bezeichnet  man  nämlich  als  Ordnung 
einer  wesentlich  singniaren  Stelle  «Cj  der  Funktion  a{x)  die  Ordnung^) 

der  ijanzen  transzendenten  Funktion  von  — ^    ,  die  sich  an  der  Stelle 

«1  wie  a(x)  verhält,  so  bestehen  folgende  Sat/.e: 

Ts>t  die  Ordnung  wenigstens  ^'h^rr  der  singulären  Stellen  «j  und 
unendlirh,  m  ist  auch  die  Ordnung  von      •  unendlich. 

Sind  lieide  OrdnungiMi  endlicii  und  ist  diejenige  von  gleich  q, 
diejenige  von  ß^  gleich  4»',  so  ist  die  Ordnung  von  «i  •  ^1  gleich  der 
größeren  der  zwei  Zahlen  p  und  q\  falls  dieselben  voneinander  ver- 
schieden sind,  im  andern  Falle  gleich  c)  y'. 

Gehört  ferner  wenigstens  eine   der   beiden  ganzen  Funktionen 

6f^J^)    und    ^i{^  lrff  )f  ****  Stellen       und  ßg 

Terhalten  wie  a(x)  bezw.  dem  Maximaltypns  der  Ordnung 

if^g'  an,  so  gehört  auch  die  p^anze  Funktion  G^^y^^  -      die  sich 

1  Falier,  Matli.  Amt.  67,  S.  874,  oder  Vivauti-GuUmei,  Theor.  der 
analjt.  Funkt,  ö.  462  -4:)7. 

2}  Wegen  der  Tcrmiuologic  s.  z.  ü.  Priugsheiiu,  Math.  Ann.  08. 
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G.  Faukk: 


an  der  Stelle  ct^  •  ßi  wie  f(x)  Terbalt,  dem  Maximaltypas  dieser  Ordnung 
an;  gebort  keine  der  Funktionen  G  und  (r,  dem  Hazimaltjpus  der 
Ordnung  p  ^  9'  an,  mindeBtens  aber  eine  dem  Normaltjpue,  so  gekört 
auch  (?,  dem  Nonnaltjpus  an;  endlich  gehört  6r,  dem  Minimaltypus 
der  Ordnung  q  an,  wenn  dies  sowohl  mit  G  als  mit  Gi  dor  Fall 
ist.  Uro  nicht  zu  weit  absuschweifeu,  gebe  ich  hier  nicht  die  Beweise 
für  die  nngeftibrten  Sätze,  zumal  ich  auf  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Koeffizienten  der  Taylorsehen  Reihe  filr  eine  nieromorphe  Funktion 
und  der  Art  der  wesentlich  singulären  Stellen  derselben  bei  andrer 
Gelegenheit  zurückzukommen  gedenke. 

Auch  untersuche  ich  nicht  näher  den  I  all,  wo  wenigstens  eine 
der  zwei  Stellen  «j,  /3,  eine  Verzweigimgsstelle  ist.') 

Ich  will  vielmehr  für  gewisse  Fälle  noch  den  Naeliwois  führen, 
daß  tt,  •  ß^  immer  dann  wirklich  eine  singulare  Stelle  von  /\:r  i  ist, 
wenn  t(^ß^=^a^ß^  ist,  wo  wieder  unter  von  u^,  verschiedene 

isolierte  Singularitäten  der  Funktionen  a{x),  bix)  verstanden  sind.') 

30 

Ich  betrachte  wieder  die  schon  oben  eingeführten  Funktionen  ^a»V 
und  y  die  im  Endlichen  nnr  je  eine  singul&re  Stelle,  nämlich  «i 
und      besitaen.   Die  Funktion  h{x)  ^^'a^li^sf  vethält  sich  an  der 

Ü 

Stelle  «I  •  ß^  genau  wie  f(x);  ist  also  f(x)  an  der  Stelle  •  ß^  regulären 
Verhaltens,  so  muß  die  Funktion  h{x),  die  nach  dem  Hadamardschen 
Satze  im  Kndliciim  iKichstens  die  eine  singnUire  Stelle  •  ßi  besitzt, 
eine  ganze  transzendente  l'uuktiou  sein.  Setzt  mau  nun  c,.  =  u',',  wenn 
'  n'y  '  <  b"  dagegen  c,.  =  0,  wenn  ,     j  >  b',\  femer  f/,  =  //,',  wenn  |  a'y  >  K 

und      ="  U,  wenn  ^  ai-'  |  <  b",  so  ist  sowohi        |  als  iä^i^  Vß^b'^  , 

also  sind  auch  ^rc,  j!'  und  ^r<^,af  §pnze  transzendente  Funktionen. 
0  0 

Setzt  man  daher  noch  a"  —  c^*^  at'w  nnd  K  —  ä^^  h7,  so  verhält  sich 
die  Funktion  ^^  a^'x*  an  der  Stelle      genau  wie  ^  a^a'  -,  und 

^^h^^sf  an  der  Stelle  ß^^  genau  wie  ^'  b^x^i  andrerseits  ist  ftlr  jeden 
0  0 

Index  v: 

(5)  a7  '  h":  -  0; 

1)  ä.  darüber  Boiel  a.  a.  0.  p.  243. 

3)  Ist  weder       noch  (j,  ein  Venweigungspimkt,  eo  ist  schon  nach  dem 
Vorhexgobenden  sieher     •     eine  singulare  Stelle  von  f{x). 
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da  nach  Yoraussetzang  die  beiden  Reihen      a",'x*  und  ^^h"^x'  uu- 

0  0 

endlieh  viele  Ton  Null  Tenchiedene  Koeffizienten  haben  (weil  sie  ja 
andern£Blls  keine  nngnllren  Stellen  im  Endliehen  h&tten),  muB  naeh  (5) 
mch  jede  der  beiden  Reihen  nnendÜch  Tide  Koeffizienten  gleich  Null 
besitzen;  daraus  erkennt  man  aehon,  daß  04  •  sieher  eine  smgviäre 
Stdle  fwr  h(x)  ist,  wenn  eine  der  SkUen  oder  ßi  wn  der  Art  ist, 
daß  die  Tt^hrst^  Beihe  mU  dieser  einsiffen  Singukurität  (mm  JEndlü^m) 
nur  eim  enäÜäte  Angähl  ver$(0wfindender  oder  von  der  Art  der  Koeffi- 
gienten  einer  ganeen  FunikHm  mU  wadtsendem  v  unendHih  klein  teerdender 
Koefßinmten  hesitgt]  z.  B.  wenn  em  Pol  beliebiger  Ordnung  iet^ 
dann  ist  a7  gleich  einer  ganzen  rationalen  Funktion  von  v  und 

Inn  y  |rt"'|  =-^;  daher  ist,  von  wns  für  einer  Art  auch  die  singulare 

Stelle  /ij  von  h(.r)  sein  mag,  cf^  ■  stets  eiuc  ginguläre  Stelle  von  /;(./). 
Das  Gleidie  gilt,  wie  ich  zum  Schluß  noch  hervorheben  möchte,  auch 

wenn  Oj  eine  wesentlich  singulare  Stelle  ist.  Denn  dann  ist  a'r  =  \  ■  0{v)f 

wo  G{x)  eine  transzendente  Funktion  ist,  die  der  Bedingung  (4)  ge- 
nügt;      ist  entweder  gleich  «j'  oder  gleich  Null,  das  let/.tore  gilt  nur 

far  solche  a^,  für  die  lim  )/;ar:  —0  ist^  für  die  also  sicher  weuigsteus 

»SB  9 

von  einem  gewissen  v^v'  ab 

(6)  G(v)  <e'"  " 

islt,  fUr  ein  beliebig  gegebenes  positives  e  (etwa  für  t  =  1).  Bezeichnet 
man  nun  mit  n{ft)  die  Anzalil  derjenigen  ganzen  Zahlen  v  zwischen 
Null  imd  (i,  für  welche  die  Ungleichung  (6)  erfüllt  ist,  so  ist  nach 
«inem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  ganzen  Funktionen^) 


1)  Für  Fanktionen  Cr  (x),  deren  Oidiraiig  kleine  als  1,  iit  diewr  Satz  von 
Herrn  Hadamazd  und  Borel  (s.  Berel,  Le^oni  sur  les  fonctioiM  entiteee  p.  78), 

fBr  Funktionen  von  der  Ordnung  1  und  dem  Range  (=  geore  nach  der  Bezeich- 
nung von  Laguerrot  Null  von  Herrn  Lindelöf  (acta  soc.  scicnt.  fennicae  31 
(11(02)'  bewiesen  worden;  es  kami  aber  auch  sein,  daß  G  {x)  von  der  Ordnung  und 
Tom  Range  1  ist;  unter  letzterer  VorauüHetzung,  die  nach  Herrn  Linde  Löf 
(Ann.  Ec.  nom.  (8)  81  (1905)  p.  876)  für  die  NutUteUen  a„  d,  .  .  .  von  G{x)  die  Be- 

Ziehung  Um      ,  =»     sowie  die  Konvergenz  xon^l  j-  zur  Folge  hat,  scheint 

der  im  Texte  benotftte  Satz  nirgends  erwiesen  zu  sein;  doch  gilt  er  aneh  in 
diesem  FaUe. 

JalmilMiielit  4.  DaulMlm  3btiwn.*Tn«liilgaiitf.  ZTX.  H«(l  6.  80 
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Pai-aus  folgt  auch 


wenn  mit  M|(p)  die  ÄnsaU  der  Tenohwindenden  Koeffizioaten  a7  be- 
seidinet  wird,  deren  Indizes  v  zwischen  0  und  (i  liegen;  denn  nach 
dem  znTOT  Bemerkten  kann  «i  (f»)  höchstens  um  eine  endlich  blethende 
ganze  Zahl  größer  als  n(ft)  sein.  Fenier  ist^  sobald,  wie  angenommen 

OB 

wurde,  6,'  x'  =  0,  die  Anzahl     (ft)  der  nicht  Tersch windenden 

Koeffizienten  &7  mit  Indizes  v  zwischen  0  und  fi  kleiner  oder  höchstens 
gleich  tiidi),  also  anch 

ac 

Das  wibrde  aber  heißen:  die  Funktion  ^  K'     hat  ihren  Kon- 

0 

vergeu/.kreis  zur  natürlichen  Grenze'»,  was  der  Voraussetzung  wider- 
spricht, daß  diese  Funktion  im  ijinllichen  nur  die  eine  singulare 
Stelle  X  —      besitzen  soll. 

Damit  ist  also  bewiesen:  Die  Stdh  •          sicher  dann  wirliid^ 

nur  smffuVire  Stelle  von  f  \jx:),  wenn  cc^  ^  ce^ß,  ist,  und  wenn  timifj- 

stcns  ihw  der  singuHärm  Stellen  «j  oder  ß^  von  bezw.  h{x)  kein 
Verzu  eigungspunkt  ist. 

Wenn  auch  die  ^um  Schluß  dieses  Paragraphen  gemachten  Be- 
trachtungen, deren  Ziel  in  einem  gewissen  Sinne  die  Umkehrung  des 
Hadiimardschen  Satzes  war,  dieses  Ziel  nicht  völlig  erreichen  ließen, 
8ü  glaubte  ich  dieselben  doch  nicht  unterdrücken  zu  sollen,  da  vielleicht 
doeli  einem  andern  auf  (jrund  dieser  Entwicklungen  der  völlige  Be- 
weis gelingt. 

Karlsruhe,  Januar  1907. 


1)  Pabry,  Acta  math.  22  (189U),  Faber,  Mänchner  Ber.  S4  (im). 
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Ober  die  arithmetisclien  £igeii8cli&fte&  der  Z&lüeu. 

Von  K.  Heksel  in  Marburg. 
L 

§  1- 

In  einem  auf  der  Meraner  NaturforscherTersammlnng  gehaltenen 
Vortrage'»  habe  ich  kurz  üht-r  raeine  Untersuchungen  über  ^lie  -ilgebra- 
ischen  und  transzendenten  Zahlen  reff-rirrt,  deren  auf  die  ul>:ei)raischen 
Zahlen  be/flglichen  iiesuitate  ich  bereits  früher  in  vier  Abliandlongen^) 
begründet  hatte. 

Ich  führte  dort  die  sogenannten  p-ndittrJioi  Zahlen  ein,  definiert« 
för  sie  die  elementaren  Reclinungsoperaiionfu  und  zeigte,  daß  jede  al- 
gebraische (ileichung  N-ten  Grades  mit  rationalen  ZahlkoeffizientKeii  .stets  n 
und  nur  n  jj-adische  Wurzeln  hat.  deren  elementare  Eigenschaften 
ebenso  einen  Einblick  in  die  arithmetische  Natur  der  algebraischen 
Zahlen  gewähren,  wie  sich  z.  B.  die  Eigenschaften  der  algebraischen 
Funktionen  einer  Variablen  vollstiindig  aus  der  Natur  der  sie  defi- 
nierenden Potenzreihen  erkennen  lassen. 

Die  zu  diesem  Zwecke  eingeführten  redüziertm  p-admhen  ZaJilen, 
liämlicii  die  unendlichen  Keihen  von  der  Form 

(1)  Ä  =  «0  +  <^iP  +  (hP^    (P)y 

deren  Koeffizienten  wohl  definierte  Zahlen  der  Jäeihe  (0,  l,2,...p—l) 
Bind,  sind  zunächst  reine  liechniingssym&o?«;  jede  j9-adische  Zahl  A  ist 
nämlich  eine  begriffliche  Zusammenfassung  des  Systems  der  folgenden^ 
gesetaunäfiig  gebildeten  positiven  ganzen  Zahlen: 


1)  übet  die  arithmetischen  Eigenschaften  der  algebraischen  uud  trauäKen- 
deuten  Zahlen.  Jshzesbericht  der  deutschen  Mafbematik«  > Vexe&iigung  XIV 
S.  645— 65S. 

2)  Nene  Grundlagen  der  Arithmetik.  Crellesches  Journal  Bd.  127  S.  61—84. 
über  eine  neue  Bogriindnnp  fler  Theorif  der  algcbraiprhpn  Zahlen  das».  J.  Bd.  128, 
S.  1—32.  Über  die  zu  einem  algebiaiäi  heu  Körper  gehörigen  Invarianten  daas.  J. 
Bd.  129  S.  68—86.  Über  die  Entwicklung  der  algebzaiicben  Zahlen  in  Potena^ 
reihen«  Math.  Ann.  Bd.  55,  8.  501  -856. 
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welche  ich  den  nnUien,  eralen,  neeiten  uaw,  Nähena^meri  der  jHidiBchen 
2«ahl  Ä  nenne.  Zwei  aolche  p-adische  Zahlen 

heißen  gikidi  für  den  BereiA  wm  p,  wenn  ihre  Nahernngswerte  ge* 
nflgend  hoher  Ordnung  für  jede  nodi  so  hohe  Poiienz  tod  p  als  Modul 
kongruent  sind.  Diese  Beaiehung  wird  durch  die  Formel 

(ib)  A==A'  (p) 

ausgedrückt. 

Man  sieht,  daß  die  hier  eingeführten  Symbole  mit  den  ihnen  für 
den  Bereich  TOn  ^  etwa  gleichen  rationalen  oder  irrationalen  Zahlen 
zunächst  gar  nidits  zu  tun  haben,  weil  der  hiw  benutzte  Begriff  der 
Gkidiheit  für  de»  Bereitet  von  p  von  dem  der  Glei<MeU  der  Größe  nach 
ganz  yerschieden  ist.  So  beweist  man  z.  B.  leicht,  dafl  jede  rationale 
positire  oder  negative  Zahl  für  den  Bereich  von  p  einer  einzigen  und 
zwar  periodischen  j^-adischen  Zahl  gleich  ist;  aber  selbstrerstandli«^ 
besteht  diese  Gleichheit  nicht  auch  der  Chrdße  nach,  und  ebensowenig 
existiert  irgend  eine  GrSßenbeziehung  zwischen  der  rationalen  Zahl  und 
den  ganzzahligen  Näherungswerten  der  ihr  für  den  Bereich  Ton  p 
gleichen  periodischen  p-adischen  ZahL 

Man  kann  aber,  wie  ich  jetzt  zeigen  wiU,  die  hier  eingefOhrtea 
B^riffe  so  erweitem,  daß  die  J9>adi8che]i  DarsteUungen  der  rationalen 
und  der  algebraischen  Zahlen  diesen  Zahlen  nicht  bbß  ftlr  den  Bereich 
Ton  Pf  sondern  auch  der  Größe  nach  gleich  werden. 

Ich  betrachtf  m  diesem  Zwecke  neben  den  reduzierten  auch  die 
bereits  frühor  (Cr.  J.  Bd.  127  S.  54)  eingeführten  nicht  reduzierten 
|)-adi8chen  Zahlen.   Es  sei 

(2)  ft«+6iJ>  +  6,f>*  +  --' 

wieder  eine  nach  steigenden  Potenzen  der  Primzahl  p  fortschreitende 
Reihe,  derc»  Koeffizienten  aber  jetzt  nicht  ganze  Zahlen  der  Reihe 
(0,  1,  2,  ...p  —  1),  sondern  beliebige  rationale  Brüche  in  ihrer  re- 
duzierten Form  sind,  deren  Nenner  nur  nicht  durch  p  teilbar  sein 
sollen;  solche  rationale  Brttche  soll«ti  moätUo  p  ganee  rationale  ZaJdm 
genannt  werden. 

Wählt  man  nun  die  Brüche  hf  so»  daß  die  obige  ReSie  im  ge- 
wöhnhchen  Sinne,  d.  h.  ^trer  Größe  na^i,  konvergiert ,  und  ist  B  der 
Grenzwert  dieser  Reihe,  so  liefert  die  Gleichung 

eine  Darstellung  der  Zahl  B  durch  eine  p-adische  kouTCrgente  Reihe. 
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Aach  bier  soUen  non  die  rationalen  Zahlen 

der  nuSlIef  erste,  Bumte  usw.  NälierungaweH  jener  R^ihe  genannt  werden. 
Sie  konTergieren  ilirer  Größe  nach  gegen  eben  diese  Zahl  B.  Dagegen 
sind  diese  rationalen  Zahlen  modnlo  ji'^  jB^t  betrachtet  bzw.  kon- 
gment  d«i  Naherongawerten 

^0  +  kih  K  +  kp  +  M»  •  •  • 

einer  eindeutig  bestimmten,  redmierUn  i^-adischen  Zahl 

(2b)  Ä-&o+M  +  M'  +  --'. 

dfron  Koeffizienten  h.  aus  (2)  leicht  beliebig  weit  berechnet  werden 
können.    Dieselbe  ^^-adische  K«'ihe  ist  also  für  den  Jirn  icii  vmi  p  der 

reduzierten  Zahl  JB  in  dem  oben  bei  (Ib)  angegebenen  Sinne  gleich,  d.  h. 

die  Näherungswerte  genügend  hoher  Ordnung  von  B  und  B  sind  einander 
für  jede  noch  so  hohe  Potenz  von  p  als  Modul  k^mgruent.  Diese 
beiden  Tatsachen  drücke  ich  durch  die  Gleichungen 

yb,p'=B 

^hl^^B  (p) 

aus.  Auch  im  folgendeii  sollen  stets  die  Gleichheit  der  Größe  r^rwh  und 
die  Gleichheit  für  den  Bereich  von  p  streng  voneinander  geschieden 
werden,  da  ja  beide  über  die  Näherungswerte  der  betreffenden  Reihen 
ganz  verschiedenes  aussagen. 

Mau  kiinn  nun  eine  beliebige  reelle  Zahl  Ji  stets  in  eiue  solche 
kon vorteilte  //-adische  Reihe  entwickeln,  daß  diese  iur  den  Bereich  von  B 
einer  beliebig  gegebenen  reduzierten  2)-adi sehen  Zahl 

^eich  wird.  Es  sei  nämlich  n  eine  beliebige,  aber  durch  p  nicht  teil- 
bare ganze  Zahl,  welche  größer  als  p  ist.  Ist  duun  ^'j  das  größte 
Mnltiplnm  Ton  welches  gerade  noch  kleiner  ist  als  B,  so  bilden 
die  p  aufeinander  folgenden  Brüche 

X  ...  y  — Cp-  ') 

« '     «  '  n 

ein  vollständiges  Restsy stein  modulo  p.  Es  gil)t  also  unter  ihnen  einen 
einigen  Brucb^  etwa       weicher  dem  nullten  Näherungswerte     von  B 
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modnlo  p  kongruent  iet  Da  ferner  das  ganze  Intervall  •  •  •  ^ ,  J?) 

höchsteoB  gleich.  —  iat,  so  ist,  wo  auch  jeaer  Bruch,  —  in  diesem.  Inter- 
▼all  liegen  stete 

Setzt  man  also 

»  n 

SO  ist  eine  positiTe  Zahl,  welche  hSehstens  gleich  Eins  sein  It^pBi 
In  derselben  Weise  ^lile  ich  jetzt  einen  neuen  Brach      so  ans,  daß 

nnd  daß  angleich 

ist,  wodurch  nach  der  über  getroflfenen  Festsetzung  wieHer  mt 
modulo  p  bestimmt  wird.  Fährt  mau  in  derselben  Weise  foi*t,  so  er^ 
halt  man  eine  Reihe  von  Gleichungen  von  der  folgenden  Form: 


(3) 


n  ^  n  ^?+*» 

wo  allgemein 

(3a)  0<Bi^l  (.  =  1,  + 

isty  und  wo  die  ganzen  Zahlen     so  bestimmt  sind,  daß  allgemein 

ist 

Aus  deu  obigen  Gleichungen  ergibt  sich  also  eine  Darstellung 
von  B 

in  welcher  das  llestglied  ^^^j  positiv  und  höchstens  gleich  Eins  ist. 
Da  nun  nach  der  Auiialiuie  '|  <  1  ist,  so  wird  dieses  Restglied  mit 
wadisendem  q  unendlich  klein;  die  so  bestimmte  unendliche i^adiscbe  Eeihe 
(4a)  '-^  +£l(^^)  +  _^>  (/')>... 
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konvergiert  also  und  stellt  ihrer  Orode  nach  wirklich  die  Zahl  B  dar. 
Da  femer  die  ganzen  Zdhlen  c.  so  gewählt  sind,  daß  nach  (3b)  all- 
gemein der  fe-te  Näherungswert  dieser  Reihe  dem  Z  ten  Nälienmgs werte 
der  Reihe  B  modulo  i)^***^  kongruent  ist,  so  ist  dieselbe  |)-adi8che  Reihe 
für  (h  n  Bereich  von  p  der  reduzierten  jp-adischen  Zahl  B  gleidif  d.  h. 
68  bestehen  wirklieh  die  beiden  Gleidumgm 

(4b) 

0 

was  zu  beweisen  war. 

So  zeigt  zum  Beispiel  eine  leichte  Reehwingy  daß  schon  die  vier 
ersten  Glieder  der  nicht  reduzierten  triadischen  Reihe 


S12        70^      ^    A.  1-    /  3  \«      27      /  3  Y 

100    100 '  100 100  *  \ioo/     100 '  Viooy 


der  Grofie  nach  die  Zahl  JB^sr  bis  zur  siebenten  SteUe,  dagegen  f&r  den 
Bereich  von  3  die  Zahl  £  —  0  bis  zur  dritten  Stelle  genau  ergeben. 

Die  hier  angegeboM  Darstellung  kann  natflrlich  suumig&oh  ab- 
geändert  werden;  in  jedem  Falle  ist  aber  die  8i<^  ei^ebende  unendliche 
Reihe  sowohl  ihrer  Große  nach  als  auch  für  den  Bei«ioh  von  p  durch 
die  Forderung  eindeutig  bestimmt,  daß  sie  der  Größe  nach  gegen  B, 
für  den  Bereut  von  p  gegen  B  konvergieren  soll. 

So  stellt  z.  B.  die  nicht  reduzierte  j»-adische  Zahl 


sowohl  der  Größe  nach  als  auch  fttr  den  Bereich  von|»  den  rationalen  Bruch 

g 

n 

dar,  wenn  fi>|»  und  kein  Multiplnm  von  p  ist,  weil  ihr  X:-ter  Nahe* 
rui^swert  /p\'^'^^ 


1  — 


sich  von  dem  obigen  Bruche  um  die  Zahl  a       —  unterscheidet, 

1  —  ^ 
n 

wel(!he  mit  wueliseudem  k  sowohl  der  Große  nach  als  auch  für  den 


Bereich  von  p  beliebig  klein  wird. 
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Ganz  ebenso  beweist  man,  daß  man  auch  jede  komplexe  Zahl  Ji  +  Ci 
in  eine  konvergente  |)-adische  Beihe 

(5)        B  +  Ci-  ^-+^-  +  +  ^  (f )'+  . . . 

mit  komplexen  Eoeffisienten  so  entwiekdn  kann,  daß  sie  für  den  Be- 
reich ?on  p  einer  beliebig  gegebenen  reduzierten  p-adisohen  Zahl 

gleich  wird*  Setzt  man  nämlich  in  (5)  die  reellen  und  die  imagimiren 
Bestandteile  bsw.  einander  gleich,  so  ergeben  sich  die  beiden  reellen 
Gleichungen 

Wählt  man  nun  die  Koeffizienten  h,^  und  nach  der  soeben  angegebenen 
Methode  so  aus,  daß  diese  beiden  Gleichungen  erfQUt  sind  und  daß 
außerdem 

(oc) 


ist,  80  ist  tlen  beiden  Fordeningen  (5)  und  (oa)  vollständig  i^enüfft, 
und  auch  hier  ist  die  Keihe  (.')  i  sowohl  ihrer  Größe  nach  als  auch  tür 
den  Bereich  von  p  eindeutiii  lustiinmt. 

Jede  reelle  0(h:M'  komplexe  Zalil  kann  als(t  so  in  eine  konver- 
gente Keihe  piitwirkelt  werden,  duB  die.^e  jür  den  Bereich  von  p 
einer  beliebig  gegebenen  reduzierten  y>-adischen  Zahl  gleich  ist. 

Sind  B  und  C  zwei  reduzierte  oder  nicht  reduzierte  j>-adische 
Zahlen,  so  verstehe  ich  unter  den  Symbolen 

B+C,   B-C,  BC,  i- 

diejenigen  dndeutig  bestimmten  p-adischen  Zahlen,  deren  l^herungs- 
werte  genügend  hoher  Ordnung  für  eine  beliebig  hohe  Potenz  Ton  p 
als  Modul  bzw.  gleich  der  Summe,  der  Differenz,  dem  Produkt  und  dem 

Quotioiten  der  NäherungBwerte  von  B  und  C  kongruent  sind.  Genau 
dieselbe  Definition  besteht  aber  auch  für  die  Zahlen 

B+C,  B-C,  BC,  |, 

welche  aus  zwei  ihrer  Größe  nach  gegebenen  reellen  oder  komplexen 
Zahlen  B  und  C  durch  die  elementaren  Kechenoperationen  gebildet 
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Bind.  Hier  wie  oben  muß  natürlieh  bei  der  Division  dor  Fall  was- 
geschloseen  werden,  daß  dw  Nenner  gleieh  Null  ist   Sind  also 

x  -'^hi^       und       y  —  ^Cjl?* 

zwei  konTMgente  p-adieche  Reiliein,  wddie  ihrer  Grüße  nocft  baw.  gleieh 
B  und  C,  für  dm  Bareidt  tfon  p  bzw.  gleieh  B md  C  aind,  und  ist  B{Xfy) 
eine  rationale  Funktion  dieser  Reihen  mit  ganzzahligNi  Koeffizienten^ 
so  läßt  sich  diese  eben&Ua  in  eine  konvergente  jy-adisehe  Reihe  ent- 
wickeln^ welche  ihrer  Große  nach  gleich  12  (B,  C)  und  für  den  Bereich 
von  p  gleich  Biß,  C)  ist 

£me  reelle  oder  komplexe  ^^-adische  Reihe 
(1)  I -2»,+ + 

heißt  ihrer  Größe  rmch  eine  Wurzel  einer  Gleichung 

mit  rationalen  Koeffizienten,  wenn  für  ihre  Näherungswerte  von 
genügend  hoher  Ordnung  die  absoluten  Betrage 

kleiner  werden  als  jede  noch  m  kleine  Größe.  Dieselbe  Zahl  nenne 
ich  eine  Wurzel  derselben  Gleichung  für  dm  Bereich  wm  p,  wenn  für 
ihre  Näherungswerte  l^*'  von  genfigend  hoher  Ordnung  die  reellen  oder 
komplexen  rationalen  Brüche 

durch  jede  noch  so  hohe  Potenz  von  p  teilbar  werden.  Jene  Zahl  ist 
also  atneohl  ^rer  Größe  noch  als  aueh  /Vir  den  Bavidi  vonp  eine  Wurzel 
der  Gleichung  (2),  wenn  allgemein 

(8)  W) 

ist,  wo  die  Zahlen  c^^^  modulo  p  ganze  reelle  oder  komplexe  Zahlen 
sind  und  wo 

(3a)  limd^^j  =  0,  limrjt^j -f-  oo 

ist 

Ist  zunacht  die  Gleichung  (2)  vom  ersten  Grade^  also 

F{x)  =  a^x  4-  Oj  =  0    oder   x  =  —  —  , 

so  gibt  ea  nach  den  Ergebnissen  des  Torigen  Abschnittes  eine  einzige, 
sowohl  nach  ihrer  Große  wie  für  den  Bereich  von  p  eindeut^  be> 
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etimmte  konvergente  jp-adische  Reihe,  welche  diese  Gleichung  sowohl 
fOr  den  Bereich  tou  p  als  auch  der  Größe  nach  befriedigt,  welche  also  in 
dem  einen  wie  in  dem  anderen  Sinne  gleich  der  zstioiialen  21ahl  —  — 
ist   Es  ergibt  sich  also  der  Salz: 

Jede  rationale  Zahl  A  laßt  sich  anf  eine  einzige  Weise  so  in 
eine  konvergente  p-adisehe  Reihe  entwickeln,  dafi  ihre  Nahenings- 
werte  genügend  hoher  Ordnung  mit  jeder  Toigegebenen  Genauig- 
keit sowohl  der  Größe  nach  als  auch  für  den  Bereich  von  p 
gleich  A  sind.   Eine  solche  Darstellung 

soll  die  p-adisehe  DorsUHung  der  ratkmaien  Zahl  A  genannt  werden. 

Es  seien  A^,  A^,  . .»  A^pk  rationale  Zahlen,  nnd  B.  {A^^  A^^ . . .  A^ 
irgend  eine  rationale  Funktion  derselbm  mit  xationalaiZahlkoefiBzienten; 
sabstituiert  man  dann  für  A^^  ,\ .  A^^  üire  p-adisehen  Darstellungen, 
so  erhält  man,  nach  den  am  Schlüsse  des  Torigen  Abschnittes  ge- 
machten Bemerkungen,  wieder  eine  konvergente  p-adische  Reihe,  welche 
dem  rationalen  Bruche  B,{A^f.,.A^  sowohl  der  Große  nadi  als  auch 
für  den  Bereich  Ton  p  gleich  ist^  welche  also  die  p-adische  Darstellung 
▼on  J2(ili,  . . .  A^  ist   Hieraus  folgt,  daß  jede  Gleichung 

B(.r,,a:j,...A-.,)  -  0 

mit  rationalen  Zalilkoeffizienten,  welch«>  Hnrch  rüc  u  rationalen  Zahlen 
A^y  -  lo,  .  .  .  A^^  liefrietlitrt  wird,  sowohl  ihrer  Größe  nach  als  auch  für 
den  Renirh  \on  p  besU-hen  bleibt,  wenn  x^,x^,...x^  bzw.  durch  die 
2i-adis(  lieu  Reihen  für  A^,  A^,  .  .  .  A^^  ersetzt  werden. 

Eine  rationale  Zalil  A  ist  dann  und  nur  dann  für  den  Bereich 
einer  Primzahl  gleich  Null,  wenn  sie  ihrer  (irüße  nach  gleich  Null 
ist  und  umgekehrt,  denn  jede  von  Null  versdiirdene  rationale  Zahl  ist 
nur  durch  eine  endliclie  Potfu/  von  p  teilbar.  Klieuso  ist  eine  rationale 
Fuuktiuu  i\x)  mit  rationalen  Zahlkoeili/jenteu  dann  und  nur  dann 
für  jeden  Wert  von  x  für  den  Bereich  von  p  gleich  Null,  wenn  sie 
auch  der  Größe  nach  gleich  Null  ist,  denn  beide  Fälle  treten  dann  und 
nur  dann  ein,  wenn  die  sämtlichen  Zahlkoeffizienten  des  Zahlers  Ton  F{x) 
gleich  Null  sind.    Hieraus  folgen  die  beiden  Sitze: 

Besteht  zwischen  belifliiir  vielt-u  rationalen  Zahlenvli, -^Ij, ...  .<4^, 
ihrer  Größe  nach  eine  rationale  Gleichung 

(4i  q>iA^,  .U,  .  .  .  .4^,)  =0 

mit  rationalen  Koe£&zieuten,  so  bleibt  sie  auch  f&r  den  Bereich 
von  p  richtig  nnd  umgekehrt 
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Besteht  zwischen  beliebig  vielen  rationalen  FiinktioDeia/j(a;)y 
(x), . . .   (x)  mit  rationalen  Eoeffixienten  eine  rationale  Gleichung, 

(4a)  <P  (f\(3:\  •  •  ■  f,M))  -  0 

mit  rationalen  Koeffizienten,  so  bleibt  sie  auch  Gkr  den  Bereich 

von  ;)  richtig  und  umgekehrt. 

In  der  Tat  sind  ja  die  beiden  Seiten  von  (4)  nnd  von  (Aa.)  bzw. 
einer  rationalen  Zahl  bzw.  einer  rationalen  J-uuktion  mit  rationalen 
Zahlkoefti/ienfen  gleich,  und  diese  sind  dann  und  nur  dann  ihrer  Größe 
nach  gleich  iNull,  wenn  das  Gleiche  für  den  Bereich  von  p  gilt. 

Ich  untersuche  nun  allgemeiner,  unter  weicher  Bedingung  eine 
Wurzel  der  Gleichung  w-ten  Grades: 

(5)   F(x)  =  o^as"  +  Oj«!»-*    •••  +  ««  =  OfC«  —  W  *••(«  —  U  —  0 

so  in  eine  konvergente  ly^adische  Reihe  entwickelt  werden  kann,  daß 
diese  auch  filr  den  Bereich  von  p  eine  Wurzel  derselben  Gleichung  ist 
Dies  ist  dann  nnd  nur  dann  möglich,  wenn  jene  Gleichnis  fKr  den 
Bereich  von  p  mindestens  eine  i»-adische  Wurzel  besitzt.  Ist  dies 
nämlich  der  Fall  und  ist: 

(öa)  I  —  ^  +  ä,p  H  

eine  der  reduzierten  ;>adi sehen  Zahlen,  welche  jene  Gleichung  für  dun 
.*  Bereich  von  p  befriedigen,  ,so  kann  man  ja  nach  den  Ergebnissen  des 
§  1  jede  der  n  reellen  oder  kümpiexcn  Zaliku  ,  ...  |„,  z.  B. 
in  eine  konvergente  ;>-adische  Reihe  entwickeln,  welche  für  den  Bereich 
von  p  gleich  §  wird.  Besitzt  dagegen  jene  Gleicliimg  für  den  Bereich 
von  p  keine  reduzierte  jp-adische  Wurzel,  so  kann  sie  auch  keine  nicht 
reduzierte  Wunel  haben,  weil  eine  solche  ja  einer  einzigen  reduzierten 
Zahl  ftlr  den  Bereich  von  jp  gleich  ware^  die  wieder  eine  Wurzel  jener 
Gleichung  fOr  den  Bereich  von  p  sein  müßte. 

Hat  die  Gleichung  F{x)  =-  0  mehrere  Wurzeln  Ij,  1^,  ...  |^  für 
den  Bereidb  von  jp,  so  kann  man  jede  der  n  reellen  oder  komplexen 
Wurzebi  . . .  |,  jener  Gleichung  auf  genau  r  verschiedene  Weisen 

so  in  konvergente  j^-adische  Reihen  entwickeln,  daß  diese  auch  fBr  den 
Bereich  von  p  Wurzeln  derselben  Gleichung  sind,  denn  man  kann  ja 
jede  der  n  Wurzeln  1^  so  als  jp-adische  konvergente  Reihe  dar- 
stellen, daß  sie  fflr  den  Bereich  von  p  gleich  einer  der  r  reduzierten 
Zahlen  ^,  . . .  1^  dieses  sind  auch  alle  möglichen  Dar^ 

Stellung^  dieser  Art 

Nur  in  dem  Falle  also,  daß  die  Gleichung  F(x)  —  0  mindestens 
eine  i^-adische  Wurzel: 
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hat,  können  die  n  Oleichungswurzeln  1^,  ...  |,  überhaupt  in  komer* 
gente  />-adische  Reihen  so  entwickelt  werden,  daß  ihre  Nähenmgsweite 
die  Gleichung  sowohl  der  Größe  nach  als  auch  für  den  Bereich  von  p 
mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  befriedigen.  Besitzt  nun  die  vor- 
gelr-fite  Gleirhnng  keine  jiJ-adisrhe  Wurzel  ^,  und  dies  ist  im  allgemeinen 
der  l^iill,  so  ist  der  Begriff  der  j^adi8cbeu  Zahlen  folgendermaßen  zu 
erweitern : 

?sel)eii  den  Reihen  von  der  Form  (5  b),  deren  Näherungswerte  ge- 
wöhnliche rationale  Zahlen  sind,  nnd  die  ich  deshalb  p-adisrho  Zahlen 
roH  rdfioiialeiH  diarfilier  oder  ktirüer  nitiomih'  p-adisciie  Zahlen  nenne, 
betrachte  ich  ailgenieinere  />-a(lisohe  l?eiheii,  deren  Näherungswerte 
algebraische  Zahlen  sind,  und  die  detihalb  p-tuiische  Zahlen  von  ah/e- 
hraiscJwm  Cliarakter  oder  kürzer  p-adlsüie  cUye^aiscJie  Zahlen  genannt 
werden  sollen. 

Diese  Reihen  brauchen  eiuniul  nirht  nach  (janzm  Potenzen  von  p 
fortzu.schreiten,  sondern  können  die  Form  haben: 

(5c)  S-->«<i>*, 

und  zweitens  bmuchen  ihre  Koeffizienten  nicht  Zahlen  der  Reihe 
(0,  1,  . . .  |}  —  1)  zn  «ein,  sondern  sie  k&inen  die  Form  haben: 

(r)d)  ä— ö„+c,^^  \-c^__^t^-\ 

wo  a  eine  geeignet  gewählte  algebraische  Zahl  /"-ter  Orduuntr  i^t,  und 
die  Koeffizienten  c.  Znlilen  der  R«ihe  i  n,  1,  1)  bedeuten.  Genau 

wie  vorher  heißen  die  ganzen  algebraischen  Zahlen: 

(6)  |'^  =  a,  +  ä.i»% 

1  s 
fct*)  ,  II 


der  nullte,  erste,  zweite,  , , .  Kähernnir>\\  ert  der  ;>-adischen  algebraischen 
Zahl  |.  Dann  besteht,  wie  ich  (Crelles  Journal  £d.  128,  S.  28  u.  29) 
bewiesen  habe,  der  folgende  Fnndamentalsatz: 

Jede  Gleichung  tt^ten  Grades 

F{x)  -  «0«"  +     '      +  . .  •  4-     =  0  ip) 

mit  ganzzahligen  Küttii/.ienten  besitzt  genau  n  und  nur  n  alge- 
braische j>-adi8che  Wurzeln 

("^ '  ^1?       •  •  •  tu» 
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für  welcbe  also 

(7  a)  F(l/)-0      (p)   -) 

ist.  Diese  j;-a(liHclieii  Zalilon  kfuuien  mit  jeder  vorgeji^ehent'n  Ge- 
nauigkeit berechnet  werdeu,  und  für  sie  besteht  die  Identität: 

(7b)  F(i,)^a,(x^l,),..{x-i,)  O). 

Die  in  jeder  dieser  n  Wurzeln      auftretenden  algebraischen  h'ratio- 
1 

nftUtäten  £  und  p*  können  nicht  beliebig  gewablt  werden,  Mxndem  ne 
ergeben  sich  mit  Notwmdigkeit  aus  der  Natur  der  behandelten  Glei- 
chung. Insbesondere  schreiten  diese  Reihen  nur  dann  nicht  alle  nach 
ganxen,  sondern  gewisse  unter  ihnen  nacli  ^erbrochenen  Potenzen  ronp 
fort,  wenn  p  eine  s.  g.  Verztccufungsgfthl  für  jene  Gleichung  ist;  dies 
ist  wieder  nur  für  gewisse  Primteiler  der  Gleichungsdiskriminante  der 
Fall,  während  für  alle  übrigen  Primzahlen  p  der  Nenner  v  der  Ex- 
ponenten in  (5c)  gleich  Eins  ist. 

Auch  diese  s.  g.  r&buierten  algebraischen  Zahlen  (5c)  sind  ihrer 
Natur  nach  im  allgemeinen  nnendlich  groß.  Ich  betrachte  daher  neben 
ihnen  wieder  auch  die  .v.  </.  nicht  reduzierten  algebraisckea  p-adischen 
Meihen,  nämlich  Reihen  Yon  derselben  Form: 

in  deren  Koeffizienten 

«  — <i>  +  Ci«H  h<>_ie^"* 

die  füllen  nicht  mehr  modulo  p  reduzierte  ganee  Zahlen  zu  sein 
brauchen,  sondern  wieder  beliebige  rationale  Brüche  sein  können,  deren 
Nenner  in  ihrer  reduzierten  Form  nur  nicht  mehr  p  enthalten  dürfen. 

Jede  solche  J^adische  Reihe  ist  dann  wied«r  ßir  den  Bereit  von  p 
einer  einzigen  reduzierten  jT-adisohen  SSahl  (5  c)  gleicli,  sie  kann  aber 
auch  ihrer  Gröfie  sehr  wohl  g^n  einen  bestimmten  endliehen 
Grenzwert  konveigieren,  ond  ich  will  jetat  zeigen,  daß  man  stets  f^enau  n 
nicht  reduzierte  p-adische  Reihen: 

fc    t  t 

SO  bestimmen  kann,  daß  sie  sowohl  der  Größe  nach  als  auch  für  den 
Bereich  von  p  die  vorgeleirtc  Gleichung  iK'fri'digttL  Zu  diesem 
wichtigen  Resultate  flihren  die  folgenden  Betnichtungen: 

Ist  f|  eine  der  n  ^;-adischen  Wurzeln  (7)  der  Grundgleichaug,  so 
bildet  die  Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen 
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▼on  Ii  mit  gewöhnlichen  rationalen  Zahlkoeffizieaten  einen  in  sich  ab- 
geschlossenen Bereich  von  jhadischen  algebnüschen  Zahlen,  welcher  der 
durch  I,  Imistituierte  Körper  Ä^(fi)  genannt  wird.  Zu  den  «  kon- 
jugierten Zahlen  f , ,  ...  ^,  in  (7)  gehören  so  die  fi  konjugierten 
Köiper  Ki^\  •  •  •  ^(IJ-   Jede  Zahl 

(9a)  l-^PCW-^S'^i»^  (P) 

des  Edipen  läßt  sieh  dann  ebenfalls  in  eindeutig  bestimmter 

Weise  naeh  Potenzen  von  p  entwickeln  nnd  enthält  genau  dieselben 

algebraischen  Irrationalitäten  f  und  j?*  ,  wie  |j  selbst    Die  n  zu 
konjugierten  />-adischeu  Zahlen 

C9b)  iP)  (.-!.•..•«) 

genügen  endlich  für  den  Bereich  Ton  p  einer  algebraisdiai  Oleidiungt 

(10)  ÖW-(Ä-"£i).-(Ä-£j-=if''  +  6iii''-»  +  -..  +  ft,-0  {p) 

mit  gewdhnliehen  rationalen  Koef&sienten. 

AUe  algebraisebm  Zahlen  des  Eöipers  könnmi  nun,  wie  ich 

Math.  Ann.  Bd.  55,  S.  325f.  geaeigt  habe,  dureh  ein  jfFundamentalsjstem 
für  den  Bereich  Ton  j/'  dargestellt  w^den.  Man  kann  namlidh  stets  n 
gewöhnliche  algebraische  Zahlen 

(11)  8«, . . .  8->, 

welche  aus  den  zu  A'v^i)  gehörigen  algebraischen  Irrationalitätcu  £ 

und  p*  in  einfacher  Weise  zusammengesetzt  sind,  so  aaswähh  n,  dafi 
jede  Zahl  von  Jr(f,)  durch  jene  n  Elemente  homogen  und  linear 
mit  rationalen  ji-adischen  Koeffizienten  u^  dargestellt  sind.  Sind  allgemein 

(11*)  &\  e«, . . . 

die  konjugierten  Zahlen  fttr  den  Körper  ^(Ij,  so  best^t  üEbr  die  8U  ^ 
konjugierte  Zahl  ^  die  entsprechende  Darstellung  mit  denselbm  Koeffi- 
zienten. Sind  umgekehrt  die  «i  konjugierten  Zahlen  \i  =  q>  (IJ  gegeben, 
so  bestimmen  sich  die  n  rationalfin  jp-adisehen  Koeffizienten  «i,  • . . 
aus  den  n  Gleichungen: 

(IIb)  +  +  (P) 


eindeutig,  weil  die  Determinante  [^''l  Fon  Null  Terschieden  ist. 
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Es  sei  nun 

(12)  t-<p(l) 

eiue  beliebige  rationale  Funktion  von  |  nüt  gewölinliclien  rationalen 
Koeffizienten.  Ersetzt  man  daim  ^  der  Reihe  ua(;]i  durch  die  u  reellen 
oder  komplexen  Wurzeln  (^i,  ...  in  (ö),  welche  die  (irund- 
gleichnnn;  ihrer  Größe  nach  besitzt,  so  erhält  man  für  £  ebeulalls  die 
n  konjugierten  algebraischen  Zahlen 

tit  tit  •  •  •  tmf 

WO  allgemein  ist,  welche  der  Crröfie  na^  die  Wuizeln  der- 

jenigen Gleichong  mit  rationalen  gewölinliclien  Zahlkoeüfizienten 

(12a)      G^.-j  -  (z  -  ^i)  •♦•(*-  y  =  ir"  +  b^z"-^  +  •  •  •  +  6, 

sind,  der  nebst  seinen  konjugierten  genfigt.  Ersetzt  man  dagegen  ^ 
der  Reihe  nach  durch  die  n  konjugierten  j)-adischen  Wurzeln  in  (7) 
(Ii,  i^,  ...  fj  derselben  Grundgleidiung  fOr  den  Bereich  von  so 
erhält  man  für  (  die  n  konjugierten  j^adiachen  Reihen: 

(1»)  lfl,'"'C 

welche  die  n  Wurzeln  dersdhrn  (lleichung  G  iz)  0  für  den  Bereich 
von  p  sind,  und  welche  mit  Hilfe  der  eindeutig  bestimmten  rationalen 
j^adischen  Küefliiiienteu  Wj,  «j,  ...  in  i^llb)  dargestellt  wurden. 
Daun  gilt  der  folgende  wichtige  Satz: 

Man  kann  die  n  Koeffizienten  x^,  u^,  als  konvoi^ente 

rationale  adische  Reihen  stets  und  nur  auf  eine  Weise  so  bestimmen, 
daü  die  n  Zahlen: 

far  (»  —  1,  2,  . . .  n)  ihrer  Größe  nach  gleich 

sind,  während  sie  für  den  Bereit  von  p  bzw.  gleich 

werden.  Die  so  bestimmten  Zahlen  haben  daher  die  Eigenschaft^  daft 
sie  sowohl  der  Größe  nach,  als  auch  fUr  den  Bereich  Ton  p  die 
Wurzebi  der  Gleichung  Gijf)^0  sind. 
Lost  man  nämlich  zuerst  die  »  Gleichungen: 
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Aofy  SO  beBÜmmen  sieli  die  tt  Unbekannten  tt^^,  . . .  %  eindentig  ihrer 
Größe  naäif  da  die  Deiearminante  |  |  ihrer  Größe  nach  Yon  Noll  Ter- 
sebieden  ist   Es  seien 

(15)  »,  - 

die  sich  so  ergebenden  reellen  oder  komplexen  Zahhverte  für  diese 
Koeffizienten.  Andererseits  bestimmen  sieb,  wie  oben  bewiesen  wurde, 
aus  den  n  linearen  Gleichungen  (11h)  für  den  Bereich  von  p: 

:  Cp) 

die  Größen  U{  eindeutig  als  rationale  p-adisehe  Zahlen.   Es  seien 

(15  a)  M.  3= «.       (;)  ) 

die  ans  diespn  Gleichungen  folgenden  /j-ndisphen  Zahlen.  Bestimmt 
man  mui .  was  uach  dem  im  §  1  bewieseiu  n  Hauptsatze  stets  und  nur 
auf  eine  Weise  möglich  ist^  n  konvergente  2>*adiscke  Eeiheu: 

so,  daß  allgemein  der  Größe  nach: 

- 

und  für  dm  Bereich  von  p: 

tt,  =  fl, 

ist,  so  stellen  die  so  bestimmten  honvergenton  ihadischen  Reihen 

(16)  ^Xßi 

sowohl  der  Größe  nad^y  als  auch  für  den  Bereid^  von  p  die  Wurzeln 
unserer  Gleichung  G(ß)'^0  in  der  oben  angegebenen  Beihenfolge  dar, 
und  damit  ist  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 

§  3. 

Man  kann  ein  Fundamentalsystem  für  die  Darstellung  aller  Zahlen 
eines  Körpors  fdr  den  Bereich  Ton  p  auf  sehr  rerschiedene  Arten 
wShlen,  denn  alle  jene  Systeme  gehen  aus  einem  Ton  ihnen  durch  eine 
modnlo  p  umkehrbare  lineare  Tranrformation  mit  modulo  p  ganzen 
j>-adischen  Koeffizienten  herror.  Zu  dem  einfachsten  Systeme  dieser 
Art,  welches  fttr  die  rolle  Erkenntnis  der  arithmetischen  Eigeuschafteu 
der  algebraischen  Zahlen  die  beste  Einsicht  gibt,  gelangt  man  auf  die 
folgende  Weise: 
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Ich  betrachte  zuerst  den  eüiiachston  Fall,  auf  deu  sich  der  all- 
gemeine leicht  reduzieren  läßt,  den  Fall  nämlich,  daß  die  irredukiible 
Gi-uudgieichung  n-ten  Grades 

<l;  F(x)  -  0 

aueh  für  den  Bereich  von  p  irreduetibel  bleiK 

ATiiftiin  kann  man  n  steti  und  nur  auf  eine  Weiie  in  ein  Produkt 
ef  80  zerlegen,  dafi  die  folgonden  ef^n  ganzen  algebraisohen  ZaMen: 

(2)    1,  €,  .  .  .  .-r,  ;rf,  .  .  .  . .     :f-\  sr— *f,  .  . .  3««-V-^ 

ein  Fundamentalsysteni  ftir  die  ganzen  algebraischen  Zahlen  von  K{Ji) 
sowohl  ihrer  Große  nach,  als  auch  ftir  den  Bereich  von  p  bilden.  Hier 
bedeutet  c  eine  der  f  Wurzeln  iif^oid  einer  irreduktiblen  ganzzahligen 
Oleichimg  Grades. 

deren  linke  Seite  nur  so  zu  wählen  ist,  daß  sie  auch  für  die  Prim- 
zaiil  p  als  Modul  irreduktibel  ist.  Für  s  kann  irgend  eine  der /*  Wurzeln : 

^3a)  c, ,      . , .  «y. 

von  (3)  gewählt  werden.  Die  Gesamtheit  aller  rationalen  Funkfcionen  von 
s  mit  gewdhxilieheii  rationalen  Zahlkoef&sienten  konstitiiiert  dann  den 
Zahlkdiper  Grades  K(£),  welcher  der  0u  f  (|)  gdiäriffe  Koeffürimten- 
Idörper  genannt  werden  wSL  Jede  Zahl  dieaee  Körpers  Jr(s)  ISßt  sich 
dann  stets  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form: 

mit  rationalen  Zahlkoeffizienten  ^,  darstellen. 

Die  zweite  Zahl  %  des  Fnndamentalsystems  (2)  ist  eine  ^  Wurzel 
aus  p.  Ist  c  nämlich  nicht  durch  p  teilbar,  so  genfigt  »  einer  rmnen 
Gleichung  von  der  Form: 

wo  eine  modulo  p  ganze  und  durdi  p  nicht  teilbare  Zahl  des 

Koeffizientenkorpers  bedeutet.  Ist  dagegen  e  ein  Multipluni  von  j»,  so 
genfigt  n  einer  allgemeineren  sog.  Eisenstein  sehen  Gleichung  von  der 
Form: 

.(4a)  -pC,  -  pC.   pCiW  -  0, 

deren  Koefiizieuten  ulle  modulo  p  ganz  sind,  und  in  welcher  der 

letzte  Koeffizient  C,.  (#i  wieder  eine  Einheit  uiodulo  ist.  Naoh  dorn  be- 
kannten Eiscnsteinseheu  Theorem  ist  diese  Gleichung  in  dem  Körper 
Kijs)  irreduktibel.    Ist  i^  irgend  eine  der  f  Wurzeln  der  Gleichung 

JBiinsb«riaM  d.  Dcntaebm  ]fsth«a.-TmlBtfaag.  XTI.  H«ft  B.  Sl 
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^(f)  — 0  in  (3),  80  werden  dardi  dit  Gleichuugen  (4)  Iww.  (4  a)  für 
£  «  <i  <;  konjugierte  algebraisehe  Zahlen 

(4b)  Äj, 

definier^  deren  e**  Potenzen  gntan  dnrch  p  teilbar  sind;  denn  ane  der 
aUgemeinen  Gleichung  (4a)  folgt  ja: 

=  p  {Cr      +  C-i  (f.)  ;ra  +  •  •  •  +  C'i  (£,)  .T^f'); 

da  alte  C«(«|)  n.  d.  V.  jp  nicht  enthalt,  eo  folgt  in  der  Tat,  dafi 

i 

r/etwu  durch  p,  :r^^  selbst  also  p!:eDau  durch  algebraisch  teilbar  ist, 
daß  also  alle  Zahlen  rr.^  wirklich  als  c**  Wuraeln  aus  p  im  weiteren 
Sinne  definiert  werden  können 

Nach  dem  im  rorigen  Abschnitte  bewiesenen  Hauptsatze  ist  nun 
jede  Zahl  |  des  Körpers  sowohl  iJirrr  Gruße  nach,  als  auch  für 

den  Bereut  von  p  durch  das  Fondameutalsystem  (2),  also  in  der  Form 

darstellbar^  wo  die  Zahlen: 

(6»)  «^.--2»I'*V 

konvergtntt'  7>-adische  Keihen  sind.  Substituiert  man  diese  NN  erte  und 
setzt  zugleich  die  modulo  p  ganzen  algebraischen  Zahlen  des  Koef- 
fizientenkörpers  Ä'(f): 

/— 1 

(5b)     ^  "i  *  =  «(     +  a,      -f  ■  •  +  ö/  —  ^aAO» 

so  ei^bt  sich  für  g  die  Darstellung: 

(öc)  l^^'^AM^^. 

Man  erhalt  also  zunächst  für  %  eine  DarsteUnng,  welche  nadi  ganzen 

Potenzen  der  Primzahl  und  der  algebraischen  Zahl  n  ^p'  fortschreitet^ 
und  wdche  für  alle  konjugierten  Zahlen  {;,,  ...  sowohl  ihi«r 
Große  nadh,  als  auch  für  den  Bereich  von  p  güt. 

Genfigt  nun  zunSchst  »  der  reinen  Gleichung  (4),  so  ist 
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wo  C,  (i)  emd  Emlmt  modnlo  p  bedeutet.  Sabetituiert  man  diese  Werte 
in  (5  c),  und  ordnet  dann  nach  steigendea  Potenzoi  ▼on  stj  80  ei^bt 
sich  für  f  die  folgende  Reihe: 

(6)  S-^c,(f;.T', 

in  welcher  die  Koeffizienten  {e  \  modulo  p  ganze  algebraische  Zahlen 
des  Koeffizientenkörpers  K^s)  sind.  Diese  Reihe  konvergiert  genau 
ebenso  wie  die  Iveihe  (5e)  sowohl  für  dm  Bereich  von  p,  als  auch 
ihrer  Größe  nach  und  stellt  die  algebraische  Zahl  g  mit  jeder  vor- 
gegebenen (jenauigkeit  dar,  denn  sie  unterscheidet  sich  ja  von  jeuer 
ßeihe  nur  dadurch,  daß  die  Potenzen  }/  durch  die  ihnen  gleichen  Potenzen 

^      ersetzt  sind.   Ersetzt  mau  in  (6)  s  durch  die  konjugierten  Zahlen 

£i,  ...  £p  und  suhstitniert  man  zugleich  bei  jedem  £^  fQr  x  die  e 
zugehörigen  Wurzeln  :nr,.p  st^^j  ...  der  reinen  Gleichung  (4),  80  er» 
hält  man  genau  n  —  ef  konjugierte  konvergente  Reihen: 

(öa)  tttf  titt  .  • .  tttf  (,-1, 

welche  die  »  zu  £  koigugierben  algebxaiachen  Zahlen  sowohl  ihrer  GrOße 
nach,  als  auch  fttr  d«ai  Bereich  von  p  dantelleE. 

Oenau  dasselbe  einfache  Reeultat  ergibt  sich  aber  auch  in  dem 
Falle^  dafi  die  Zahl  ac  als  e**  Wurzel  aus  p  dnreh  die  allgemeinere 
Eisensteinsche  Gleichung  (4a)  definiert  ist;  dieser  Fall  harn  nur  dann 
eintreten,  wenn  p  ein  Divisor  TOn  e,  d.  h.  wenn  p  ein  Teiler  des  Orades 
n  der  Gleichung  (1)  ist.  Es  genüge  nun  die  Entwicklungszahl  ^  dieser 
allgemeineren  Eisensteinsdien  Gleichung: 

(7)  «•  -/)(6\;r-»  +  C,«-«  +  . . .  +      =  0. 

Dann  kanu  n»an  zwar  p  nicht  in  der  einfachen  Weise  ^^öd)  durch  7t 
ausdrücken,  aber  man  zeigt  leicht,  daß  man  x  a  priori  stets  so  wählen 
kaun,  daß  p  durch  eine  sowohl  der  Größe  nach,  als  auch  für  den  Be- 
reich von  p  absolut  konvergente  nach  ganzen  Potenzen  von  x  fort- 
schreitende Reihe  dargestellt  wird.  In  der  Tat  folgt  ja  in  diesem  Falle 
aus  der  Gleichung  \J )  durch  Auiiösung  nach  p: 

wo 

(8a)  ar-    ^,  , 

oder  durch  Erweiterung  mit  p  und  BerQcksichtigung  der  Gleichung  (7) 


ist. 

21' 
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Ans  (8a)  folgt,  daß  x  durch  m  teilbar  iaty  daß  abo  die  Entwicklung 

(9)  j»-^(l-ar  +  ««  +  ---) 


eine  /V/r  dm  Bernrh  von  p  uubedinj^t  konvergente  Potenzreilip  liefert. 
Entwiekelt  man  hIso  die  Potenzen  sf  nach  dem  polynomischen  Satse,  so 
erhält  man  eine  Keihe: 

(9a)  jp  -  rfX«)«'  -H       («) + 

deren  Koeffizienten  modtilo  p  ganze  Zahlen  von  £(«)  sind,-  welche  be- 
liebig weit  bereehnet  werden  k^^en,  nnd  diese  Entwiddung  konTer- 
giert  f&r  den  Bereich  Ton  p  absolut  fSr  alle  koigugierten  Werte  von  b 
und  X,  Setzt  man  also  diese  Reihe  filr  j»  in  die  DarsteUuug  (5  c)  von 
f  ein,  so  ergeben  sich  auch  hier  für  die  n  konjugierten  Werte  von  ^  die 
ft  konjugierten  Beihen  Ton  der  Fonn  (6),  welche  für  den  Bereuk  von  p 
unbedingt  konvergieren. 

Dieselben  Entwicklungen  konTMrgieren  aber  ihrer  Größe  nach  nur 
dann,  wenn  die  konjugierten  Zahlen  9  so  gewählt  sind,  daß  der  Größe  nach: 


-1  <1 


(10) 

ist  für  alle  n  konjugierten  Werte  von  7i\  und  das  braucht  für  die  ge- 
rade zu  gründe  gelegte  und  durch  (7)  definierte  Entwicklungszahl  a 
nicht  notwendig  der  Fall  zu  sein. 

Man  fiberzeugt  sich  aber  leicht,  daß  mau  die  Entwicklungszahl  x 
dnreh  eine  iquivalente 

(11;  «'       Mj  (  £  j      +  »/,  («)        H  V  ^ 

ersetzen  kann,  deren  n  konjugierte  xlt  der  orderung  (10)  genügen.  Die 
Zahl  tt'  in  (11)  ist  niinilich  äquivalent  yr,  wenn  nur  n^if  )  nicht  durch  p 
teilbar  ist;  son.st  k("innen  m,  ^t  ), . . .  ( t )  als  beliebige  niodnlo  p  gun/.e  alge- 
braische Ziihlen  von  Kii)  angenommen  werden.  Die  cf^n  in  df>n  u^is) 
Huftreteuden  beliebigen  rationalen  Zahikoeftizienten  kann  miiii  ilmm  leicht 
so  bestiinmeo,  daü  sie  modulo  }>  ganz  sind  und  den  yt  eiiiia*.'li«M!  Un- 
gleichheitsbedingnngen  f  lOi  genügen,  da  man  durch  zweckmäßigf  \N  \\\\ 
derselben  die  n  konjugiertitn  Zahlen  Ji'u  jedem  Sijstem  von  n  Werten 
beliebig  uaiie  bringen  kann. 

Denkt  man  si(  h  die  Eutwicklungszahl  n;  selbst  schon  diesen  An- 
forderungen gemiili  gewählt,  so  konvergieren  die  n  Entwi<  klnngen  von 
p  in  (9a)  auch  tler  Größe  uacii,  imd  duuu  gilt  dasselbe  für  die  w  kon- 
jugierten Entwicklungen 

(12)  ga-->'c,(.,);ii* 
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welche  nim  die  9  konjugierteii  Zahlen  sowohl  Ourer  GrQBe  naoh^ 
als  auch  fUr  den  Bereich  Ton  p  mit  jeder  Torgegebenen  Genaiiigkeit 
darstellen. 

Ist  elio  die  den  Koxpw  definierende  GUeidmngf»***  Gradee 
F{x)  »  0  auch  ftlr  den  Beveidi  der  Pnnueehl  p  irreduktibely  so 
können  alle  Zahlen  t  dieses  Körpers  in  konvergente  algebraisdie 
Potenzreihen: 

so  entwickelt  werden,  daß  sie  und  ihi"e  n  konjugierten  iieihen 
die  n  zu.  J  konjugierten  Zahlen  sowohl  ihrer  r}rr)ße  nach,  als 
aucli  für  den  Bereich  von  p  darstellen.  Diese  n  konjugierten 
Iteiheu  bilden  für  jede  Zahl  J  von  Kii)  einen  einzigen  Zyklus, 
und  Bowohl  der  Kuettizientenkörper  K{£)  als  auch  die  Enfc- 
wicklungszahl  7t  ist  durch  die  Natur  des  betrachteten  Körpers 
A'i;^)  völlig  bestimmt. 

Es  sei  nun  allgemeiner  die  den  Körper  tt**'  Ordnung  definierende 
Gruudgleichung  F(x)  ==  0  absolut  irreduktibel,  aber  sie  möge  für  dm 
üereich  der  Frimßohl  p  in  mehrere^  etwa  in  drei  irredaktible  Faktoren 
serfoUen.   Es  sei: 

(13)  F(x)^f{x)9i$i)hix)  (p) 

jene  Zerlegunpr,  und  er^  m-'ij^ren  A,  ^  >md  r  die  Grade  der  drei  irre- 

dnktiblen  Faktoren  sein.  Dann  kann  man  für  jede  der  drei  irreduktibien 
Gleichungen: 

(13a)            nx)~0  (1»),  ffix)~i)   (p),  h{x)~0  ip) 

je  ein  Fundumeutalsystem  modulo  p  von  bzw  ,u  und  v  Elementen 
aufstelleil,  welche  genau  ebenso  gebildet  sind,  wie  das  Fundamental- 
sjstem  (2). 

Es  seien: 

(w)    jf ,  •  ■ .  m  «f>,  «f»,  •  ■  •    «1«,  ^,  • . . G-ji  ■ ") 

\S^B],y  S|  ■  r  •  •*/ 

dia  l,  ft,v  Elemente  jener  Fundamentalsjsteme  nebst  ihren  koigngierten. 
Dann  kann  man,  wie  ieh  in  §  8  der  Abhandlung  ,,Über  die  Entwicke- 
Ini^;  der  algebraischen  Zahlen  in  Poienzreihen"  (MaA.  Ann.  Bd.  55 
S.  301—336)  nachgewiesen  habe,  aus  diesen  drei  Partialsystemen  fttr 
den  Körper  K(i)  und  seinen  +  +  v  »  konjugierten  ein  Fonda- 
mentalsystem  filr  den  Bereich  vonj»  zDsammenxasetK^,  dessen»*  Elemente 
die  folgenden  sind: 
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yi»)  ...  yjji),     0    ...0,    0  ...0 

0    .,,0,    0  ...0 

0    ...  0,       d\»)  ...  d>  ,  0  ...  0 


(15; 


0    ...0,      dt^i  . . .  diC>,  0  ...0 
0    ...  0,      0    ...  0,    i-^'  f;') 


0    ...  0,      0    ...  0,        ...  e['K 

Ist  al80  i;  eine  beliebige  Zahl  des  Körpers  K(i),  so  kaim  maii 
iL  +  M  +  ^  gauze  /^-adische  Zahlen: 

BO  bestimmeiiy  dafi: 


(15a) 


ti+^+t  =   h  Wt^p^ 


ist.  Hieraas  folgt  aber,  nach  dem  im  zweiten  Abschnitte  dieser  Ar- 
beit bewiesenen  Satze ,  daß  man  diese  u  Koeffizienten  u^,  v,^,  iv^  als 
lonvfrgmfe  jp-adische  Reihen  stets  so  bestimmen  kann,  daß  dit  selbeiT  n 
Gleichungen  auch  der  Größe  nach  bestehen,  wenn  man  unter  ...  ^ 
die  »  zu  £;  konjugierten  Zahlen  in  irgend  einer  Reihenfolge  Tersteht. 
Es  seien  nun  jene  Fundameutalsjsteme  (j/^,  ...  y^^  {9^  . . .  d^), 
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(«1,  ...  speziell  so  augenommeu,  wie  dies  vorher  iu  {2)  geschehen 
war;  es  seien: 

(16)  ^  =  ef,    ii  =  e'f,  v^e'T 

die  zxK  k,      V  gehörigeil  Zerleguugeu,  ferner 

K{i),  Kis), 

die  zu  f(9)f  g{x)  imd  h(x)  geh5rig«ii  KoeffizientenkÖrper^ 
(16a) 

die  ilmen  entsprechenden  Entwieklnnys^ahleu,  und  es  werden  die  kon- 
jugierten algebraischen  Zahlen  wie  vorher  durch  ungestrichene,  einmal 
bzw.  zweinuil  gestrichene  Indices  bezeichnet. 

Dann  ergibt  sich  aus  dem  soeben  bei  einem  für  den  Bereich  von|>  un- 
zerlegbaren Körper  bewiesenen  Resultate  der  folgende  allgemeine  Satz: 

Ist  K{^)  ein  beliebiger  ivürper  w'*"^  Ordnung,  deäSfii  (rrund- 
gieiclmng  F{x)  =^  0  fflr  den  Bereich  einer  beliebig  augeuommeuen 
F*riniziihl  p  etwa  in  drei  irreduktible  Faktoren  von  A'^",  und 
Grade  zerfällt,  und  ist  £  irgend  eine  algebraische  Zahl  dieses  Körpers, 
so  zerfallen  die  n  l  u  +  v  zu  ^  konjugierten  Zahlen  ebenfalls  in 
drei  Zyklen  von  je  A  =  e/i     =  e'f,  v  =  e"f"  Wurzeln: 

/*  =i,  -  /  , '  =1,...»  \ 

Die  Wurzeln  je  eines  Zyklus  lassen  sich  dann  souohl  ihrer  (iröße 
nach,  a/.i  auch  für  den  Bereich  von  p  eindeutig  durch  konjugierte 
konvergente  Reihen: 

t 

dantellen,  welche  nach  ganzen  Potenzen  der  koujugieiten  Entwiek- 
Inngszi^len  »r,  ir',  n"  foitsehreiten. 

Im  Allgemeinen  sind  diese  Entwicklimgszahlen  a:^,  alle  gleich  p 
selbst,  nur  für  gewisse  Primzahlen,  nämlich  allein  für  die  Teiler  der 
Diskriminante  des  Körpers  K(i)  ist  mindestens  eine  unt^r  ihnen  gleich 
einer  WunBel  ans  ^,  wo  e  >  1  iefc.  Ist  e  durch  p  nicht  teilbar,  so 
kann  fQr  x  immer  die  Wurzel  einer  reinen  Gleichung  (4)  ge^^hlt  werden, 
ist  aber  e  ein  Vielfaches  Ton  p,  so  ist  dies  im  Allgemeinen  nicht  möglich, 
sondern    genügt  einer  Eisens teinsohen  Gleichung  von  der  Form  (4a). 

(Sofalvfi  folgt.) 
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Bemerkung  zu  einem  Punkte  in  der  Festrede  LScMeeingerB 

ftber  Jobiinn  Bolyai. 

« 

(JaluY-Bbericht  XU,  1903,  S.  166—194.; 

Von  Vladiur  Vabioak  in  Agxam. 

Am  12.  (24.)  Februar  1826  legte  Lobatflchefskij  der  physiko-matbe" 
mat&schen  Abtoilnng  der  KManer  UniTersitit  eine  Arbeit  vor,  in  der  er  den 

zweitaoBPndjährigen  Streit  Aber  das  Euklidische  Parallelenaxiom  zum  Aus- 
trage «gebracht  hiitie.  Diese  Arbeit  ist  niemals  gfulrurkt  worden  nnd  da« 
Manuskript  ist  verloren.*)  Aus  der  Fassung  des  l'itels  „FjXposiiion  succincte 
des  prtnctpes  de  la  Geometrie^  arec  nne  demonntration  rigoureiise  du  theoretne 
des  paraüüal"  folgert  BoUesinger'),  „daß  Lobatschefskij,  damals,  also 
SU  einer  Zeit,  wo  Johann  Bolyai  im  vollen  Besitze  seiner  neuen  Lehre 
war,  höcbstens  auf  dem  Standpunkt*  sein  konnte,  den  .Johann  in  seint-m 
Briefe  vom  3.  November  1823  andeutet,  also  auf  dem  .Stamlpunkte 
Saccheris  oder  der  Apagoge''.  Zur  Bekräftigung  seiner  Meinung  sagt 
Schlesinger  weiter: 

»Damit  stdit  auch  der  Umstand  nicht  im  Widerspruche,  daß  Lobat- 
schefskij in  einer  Fußnote,  auf  der  ersten  Seite  seiner  1829  veröffent- 
lichten Abhand)un<r  „über  die  Anfan*,'i;trründr'  der  Geometrie"  sagt:  ..Vom 
Verfasser  selbst  aus  einer  Abhandlung  ausgezogen,  die  er  den  12.  Februar 
1826  gelesen  hat  imd  swar  anter  dem  Titel  „Exposition  sncdncte  des 
prindpes  de  la  Geometrie  etc.",  denn  die  UnterdrQcliung  des  ominösen 
Nachsatzes  „avec  une  demonstration  rigoureuse  du  theoreme  des  paralleles** 
bei  dtT  'l'itelangnbe.  I)i>re<b1iu't  zu  der  Annidun*',  daß  Lobatschefskij  /war 
die  Ausarbeitung  des  anit  euklidischen  Systetus  —  wie  es  Wolf  gang  nauntL  — 
aus  der  Abhandlung  von  1826  in  die  von  1829  übernommen  haben  mag, 
daß  aber  der  Gedanke  von  der  Widerspruchslosigkeit  des  neupn  Systems 
erst  in  der  Zeit  lion  1826 — 1829  in  ihm  gereift  sei.«^ 

Trotz  dieser  Arptimentation  glaube  ich  doch  Kni,'.'!  Ixipflicbteii  zu 
riinssen,  wenn  er  seiner  l  berzeugung  Ausdruck  gibt'  j,  daß  ni^ht  der 
geringste  Grund  vorliegt,  das  eigene  Zeugnis  Lobatschefskijs  über  das 
Veriiftltnis  zwischen  der  Exposition  und  der  1829  und  18S0  im  Kasaner 
Boten  gedruckten  Arbeit  anzuzweifeln.  Einem  Manne  wie  Lobatschefskij 
gegenüber  kann  mau  —  wie  Engel  treffend  bemerkt^)  —  nicht  mißtrauisch 
genug  g^gen  sich  selbst  sein. 

Die  vermeintliche  ^Unterdrückung  des  ominösen  NacfisaUcs'^''  .scheint  mir 
bloß  die  gebrftnchliche  AbkOrsung  eines  ISngeren  Titels  zu  sein.  Jen« 
„Untertbrädatn^  stammt  ans  dem  Jahre  1829.  An  einw  Stelle  der  jjNeum 
ÄnfanfffgrUnde**%  di«  1837  gedruckt  wurde,  läßt  Lobatschefskij  auch 

1)  Engfl,  N,  .1.  Lobat.schefpkii,      Hll.        2)  Jährt  sin  rieht  XII,  S.  116. 
3)  Engel,  N.  J.  Lobatiichetfikij ,  8.  372.        i)  Ebenda  ^.  473. 
b)  Engel,  a.  a.  0.  S.  214. 
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die  Worte  „des  principes"  aus  und  ändert  so  den  iiiti  m  „Exposition  suc- 
cinete  de  G^om^trie  etc/^  DaB  aber  Lobatsch efskij  an  eine  irre- 
führende ÜDtertbrftcknng  jenes  Zusatzes  gar  nicht  dachte,  ersieht  man  aus 
der  Fußnote  naf  der  ersten  Seile  der  ..Neuen  Anf(m<jsrjriindr''\  die  1835 
erschienen  ist.  ^)  Dort  gibt  er  unpHniert  den  vollen  Titel  seiner  Abhandlung- 
vom  Jahre  1826  folgendermaßen  an:  ffExposition  succinde  des  principes  de 
la  €r4(märief  ovee  um  dimonOraHm  rigcmtum  än  ihierkiite  des  patnäUHe^. 

Engels  Vennntung  über  die  Bedeutung  dieses  Zuiatises  wird  wohl 
das  Bichtige  treffen. 

Sprechsaal 

für  die  Enoyklopftdie  der  mathematischeii  Wissenscliafteii. 

|Nach  Vereinl>arnng  7'n'iHchen  den  Redaktionen  des  Arrhi\>  der  Mathematik  und 
l'hjsik  und  des  Jahresberichts  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung,  sowie 
der  yerlagsbnchha&dliing  B,  6.  Teubner  in  Leipzig  ^ixd  der  Sprechsaal  fBr  die 
Encjklopädie  der  mathematiBehen  WieMDW^aften  von  jetzt  ab  an  dieser  Stelle 
nur  Veröffentlichung  gelangen.  Einsend n n f»en  für  den  Sprechsaal  sind 
aasschließlicb  zu  richten  an  Herrn  Prot.  Dr.  Franz  Meyei,  Königs- 
berg i.  Pr.,  Tillenkolonie  Marannetthef,  Herseg  Albreehieallee  27.] 

Zu  TCl,  Bai  bmann,  Niedere  Zahlentheorie,  p.  572. 
II  n'est  pas  fait  montiou  de  ma  tormuie  pour  1  equation 

.Tai  resolu  *  onipletement  cette  eqnation.  "Voir  Literm.  d.  m.  1902  p.  164, 
1904  p.  96  et  Math.  Sboniik  t.  XXV. 

Le  23  avrü  1907.  A.  Wbrbbrusov. 


Zu  IV,  2,  H.  E.  Timerding,  Geometrische  Grundlegang  der  Mechanik  eines 

starren  KdrperSj  p.  177. 

I^ber  Zusammeusetzmig  gebundmer  Kiftfte. 

In  Bezug  anf  die  Zusunmenseteung  von  Kräften 

—  ( A'i,  y,,  z;),  1.  »,•.•»  «> 

die  an  ihre  Angriffspunkte 

gebunden  sind,  ist  sn  bemerken,  daB  es  zwei  \  i  rsehiedene  solche  Zusammen- 
setzungen gibt.  Die  erste  ist  die  bekannte,  bei  der  erstens  panilleb'  Kräfte 
eine  in  ihrem  Miftelpnnkt  augreifVndo  Resultante  bekommen,  zweitens  uur 
noch  das  Paralleiogiamm  von  Krätten  mit  demselben  Angriffspunkt  ver- 
wendet wird.  Jede  Kraft  B^  serfftUt  hiemach  in  drei  Kräfte  X^,  7,,  mit 
demselben  Angriffspunkt  ^j,  y,,  z^.  Die  Sanimai  der  parallelen  Kräfte 
2:X^  =  X,  £Y^^Y^  SZf  ^  Z  exgeben  drei  resultierende  Krftfte  X,  Y,  Z 
mit  den  Angriffspunkten 

i)  Engel,  a.  a.  0.  S.  67. 
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X  ' 

X  » 

irr,*, 

t  ' 

t  ' 

£Z,x, 

Z  ' 

z  ' 

z 

Demnach  sind  die  zwölf  Gröfien  ZX,,  ZF,,  ZZ,,  2:A><  .  .  .  Koordi- 
naten des  gebundt^nen  KrHft<»sr<Jtfnis  in  dem  Sinne,  daß  zwei  Kräftesrsteme 
durch  die  obige  gebundene  Zusammtuäützuug  und  Zerlegung  ineinander  über- 
führbar sind,  wenn  und  nur  wenn  sie  in  den  Werten  ihrer  zwölf  (astatischen) 
Koordinateit  ftbereinatimmeiu 

Bei  der  zweiten  Art  Zusammensetzung  gebundener  Krüfte  werden 
parallt'lf  Kräfte  wie  oben  zusammengeset/t,  zwei  nicht  parallel»-,  atur  kom- 
planare  Kräti«  i?^,  könuen  auch  bti  virsclitcdenen  Angrifl'spunkteii  . 
zu  einer  Resultante  Ii  mit  dem  Angrifispunkt  P  zusanuuengcsctzt  werden: 
mau  lege  den  Angrifispimlct  P  so,  daß  er  mit  P^,  and  dem  Selmittpunkfc 
der  beiden  Wirkungslinien  von  i^^,  auf  einem  Kreise  liegt.  Diese  Zu- 
sanimcnspt/ung  benutzt  Möbius  (Statik  ^  H^),  wm  einen  Mittelpunkt  für 
nicht  parallele,  aber  in  einer  Kbeue  enthaltene  Kräfte  nachzuweisen.  Er 
bemerkt  nicht,  daß  damit  eine  neue  ZusaumiensetzuDg  gebundener  Kräfte 
Torliegt,  der  alle  wetentlidien  Markmale  emer  Mlchen  xaVommen.  Jedes 
KrUftesystem  reduziert  sich  auf  böefastens  zwei  gebundene  Beenltierende. 
Denn  nimmt  man  eine  Ebene  E  und  einen  Punkt  Ä,  nicht  in  belieb^ 
an,  so  kaTin  man  jede  Kraft  ('Eindeutig i  gebunden  in  zwei  zerlegen,  von 
denen  eine  in  E  liegt,  die  andere  durch  A  geht.  Alle  Komponenten  in  E 
und  alle  Komponenten  durch  A  setzen  sich  wieder  gebunden  zu  zwei  Re- 
sultierenden, resp.  in  E  und  dnreh  zusammen.  Zwei  Krftffcesjsteme  sind 
gebunden  ineinander  überführbar,  wenn,  also  nur  wenn  sie  außer  in  den 
Werten  der  sechs  Koonlinatf  ri 2^Z^,  Z{Y.z^  —  Z-y^^  Z{Z^x^  — X^^^), 
i:(X.'(r  y.x-)  noch  in  ihrem  Virial  T'  =  2'(A'jir,-|-  ^  +  >  übereinstimmen. 
In  der  Tat  bleibt  der  auf  zu  ei  koniplanare  Kräfte  iij,  iij  bezügliche  Teil 
des  Ybials  bei  dieser  und  nur  dieser  gebundenen  Zusammensetzung  udtot- 

ändert  Denn  ist  erstens  Ä,  J?„  so  sind     -        j"         o,  -  -    -t  v 

Z,  z  -\-  Z  z 

—  ^  Koordinaten  des  Angri£Eispunktes  ihrer  Besultante 

Xq  "  Xj  +  A'o,  i 0  ™  ^1  "f"  ^s»      ~  'V 

also 

Schneiden  sieb  aber  B^^      \xi  i7($,  i},      uncl  ist 


1', 
z 


«<  =  iIP|,  (.  =0, 1,  a) 
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so  ist 
also 

F,  +  F,  -     -    JJ,  -h  «t  J^t  -   ^  -  0 
mit  Rficksickt  auf 

i?o  :  i2i :  22,  —  sin  /ijiVj  :  sin  B^Ii^  :  sin  R^B^  —  P^P,  :  PjP^  :  P^P^ 

und  den  PtoleraSiidieii  Satz.  —  Reduziert  sich  das  System  auf  eine 
einzige  Resultante,  so  ist  ihr  Angriffspunkt  das  Ka iniltonsche  Centrum; 
es  genügt  und  ist  einfach,  sich  bei  zwei  Kräften  hien-'on  zu  überzeugen. 

Eldena  b.  Greifswald,  April  1907.  Yaoleh. 


MittdüungeiL  und  Nachrichten. 

Geeignete  Hitteümgen  wird  der  Henrasgeber  stets  mit  grOßt^  Danke  eatg^^en« 

nehmen. 

1.  AkadMnifln.  e«mUso1iafteB.  Veninigangen.  VeraunmliuigQtt. 

ICathemattselie  EMction  der  Sehleaiat^hen  OeseUsohaft  fttr  vatar* 
Uadiaehe  Kultur.  Sitzung  Dienstag,  dm  Ji3.  April  1907.  Tages- 
ordnung: Sturm,  Beweis  des  Halphenschen  Satzes  über  die  Abhängigkeit 
der  Doppelpunkte  einer  ehcnen  Kurve  sechster  Ordm^ncr  durch  Abbildnni^ 
auf  die  kubische  Fläche.  —  Kneser,  Zur  zweihuudertsten  Wiederkehr  de» 
Geburtstages  TiSonhard  Eulers. 

Naturforsohende  Gesellschaft  in  Görlitz.  1)  Mathematisch- 
astronomische Sektion.  JiJä.  Aovvmher  1900:  Liewald,  Graphische 
Methoden  sur  Auflösung  toü  Oleiohnngen.  Deckert,  Berieht  Aber  die 
Stuttgarter  Vorsammlniig.  —  13.  Dacetnbtr  1906.  Gemeinsani  mit  der 
[)liy-ik;il.  B^klion;  auch  war  der  Lausitzer  Bezirks  verein  deutscher  Ingenieure 
dazu  eingeladen.  Loroy:  Über  die  Göttinger  Vereinigung  zpr  Förderung 
der  angewandten  Physik  und  Mathematik  (vergl.  Mitt^iilungen  des  Lausitzer 
Bexirksrereins  deutscher  Ingenienre  Slai  1907).  —  Ji8,  Februar  1907: 
Weist:  Berechnung  der  Pyramide  (Ersatz  des  CaTaUexBchen  Gmudsatses 
durch  einen  anderen).  —  21.  März  1907:  Roelcke:  Über  die  Bäcklundsche 
Ti-nnsfonnation  der  Flächen  konstanter  KrnmTnnnp.  i'Diss.  Greifswald.  Al)- 
handl.  der  2sat  Ges.  Görlitz.  Bd.  25.  Bett  2,  llMiT.)  -  2)  Phj-sikal.- 
chemische  Sektion.  8,  November  1906:  Lorej:  Nachruf  auf  Paul  Drude 
und  Ludwig  Boltsmann  (erscheint  in  den  Abhandlungen  der  Nat.  Ges.  Garlitz 
Bd.  25.  Heft  2,  1907).  -  Ii,  Fetmtar  1907:  Jahn:  Lebende  Kristalle. 
-  Außerdem  hielt  am  9.  JJ/fr"  1907  vor  Damen  im<l  ITorren  Lorey  einen 
Vortrag  zum  Gedächtnis  von  Leonhard  Euler  i  fisrlu  int  in  den  Äbhaiiill.  «ler 
Nat.  Ges.  Görlitz.  Bd.  25.  Heft  2,  1907.  Auch  als  Sonderai )druck  m 
Kommimon  hei  B.  G.  Teubner.) 
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Mathematische  nnmlliinhnft  su  Heurburg.  Im  Winter  -  Semester 
19U0  07  fanden  4  Sitziinfren  statt.  Es  wurden  folgende  Vorträge  gehalten: 
Nofi-mbcf:  Dr.  Jnng  retVriprt«  über  Picards  Untersvichungen  nher  alge- 
braische Funktionen  von  zwei  VeränderHcben.  —  11.  Dezetnber:  Dr.  Fucter 
spraeh  fiber  die  zaUentiieoretieclie  Arbeit  Ton  H.  Weber  im  Diridilet-Bande 
des  CreUeschen  Journals.  —  18.  Dezember:  Prof.  Neumann  trug  über  die 
Methoden  von  D.  Hilbert  und  Erb,  Schmidt  vor.  vormittelst  ikr  Theorie 
dpr  Tnt^'gralgleichungf^ti  «Tie  Entwickelharkeit  willkürlicher  Funktionen  in 
Reihen  nach  Nonnalt unktiunen  zu  beweisen.  —  29.  Januar:  Dr.  Fui-ter 
sprach  über  die  Entwicklung  der  Probleme  der  KreiakSrper  uud  der  Körper 
der  komplttcen  Multiplikation  bis  zu  den  Arbeiten  von  Fnrtwftngler  und  zu 
seinen  eigenen  Arbeiten  Uber  ZaUstrahlen. 

San  Franoisoo  Beotton  of  the  Amevimn  Kathematioal  Society.  Die 

11.  ordentliche  Versammlung  der  San  Francisco  Section  fand  am  23.  Februar 
1907  in  tlor  Stanford  üniv(>r-it"tt  statt.  Folgende  wissenschaftliche  Vorträge 
wurden  gehalten:  W  ilc/y usk i,  l'rojertive  diflferential  geomotry  of  curved 
surfaces.  Blichfeldt,  Conceming  sonie  propcrties  of  surftoes  of  rerolution. 
Miller,  On  tiie  groups  generated  by  two  Operators  of  order  tbree  wbose 
product  is  of  order  four.  Hoskins,  The  practical  formulation  of  the  laws 
of  motion.  Allardice,  On  a  limit  nf  thr»  rnots  of  an  ef|uation  that  is 
independent  ol  all  hut  two  of  the  coet'ticieiits.  J5ell,  Note  on  linear  eon- 
gruences.  Mauniug,  On  the  limit  of  the  degree  of  primitive  gruups. 
Die  nlchste  Znsammenkanft  der  San  Praucisco  Section  soll  am  28.  September 
d.  J.  in  dw  Universitit  von  Californioi  abgehalten  werden. 

The  Amevloaii  Aaaoolation  for  the  Advaneement  of  Soienoe. 

Die  7ö.  Vei*sammlung  der  Association  fand  vom  27.  Dezember  1906  bis 
2.  Januar  1907  in  Nhw  York  shitt.  Tn  d*>r  S.ktlon  A  (Mathematik  und 
'Astronomie)  wurden  folgende  Vorirü^'r  ijL'lniltt  ii :  l'oolittle,  An  examinatinn 
of  the  results  of  seven  years'  Observation  witii  the  zeuith  tele.scope  ot  the 
Flower  Obserratoiy  for  latitude  terms  of  long  period.  Fox,  A  preliminaij 
report  on  a  solar  rotative  period  inTestigation.  Granger,  The  retrogi-ude 
motion  of  Phoebe.  Halsted,  The  sect-canier  and  the  set-sect.  Hancock, 
On  a  fundamental  tlirorem  of  \Vf  i  erstrn  ss  by  nieans  of  which  theory 
of  elUptic  iunctions  maj  be  estabiished.  Kasuer,  Djuamical  irajectories. 
McMabon,  The  stream  function  for  a  straight  ebiuinel  with  a  circular 
Island.  Mitchell,  Prdiminary  wave-lengths  of  flash  spectra  taken  in  Spain, 
August  30,  1905.  Miller,  On  the  minimum  munber  of  operat<i)  uliose 
ordere  "Xf^pfitl  two  in  anv  fiiiit«-  group.  Todd,  Results  of  physiciil  (il'-;pr- 
vations  on  the  Saturnian  sy.stem  \\n\\\  the  18-inch  Clark  refructor  oi  the 
Amherst  College  Observatory.  Die  nächste  Versammlung  der  Association 
soll  am  26.  Dezember  1907  in  Chicago  tagen. 


Proisaufgabe  der  Pliilofiopliischon  Fakultät  der  Universität  Breslau 
für  Studierende  der  Astronomie.  Untersuchung  der  2.'»<>  fcjtruveschen 
weiten  Doppelsteme  Ol?  m  bezug  auf  ihre  relative  und  absolute  Bewegung. 
—  Bewerbungaschriften  sind  in  der  üblichen  Weise  mit  Motto  und  einem 


2.  Prelsautt^abeii  und  gekrönte  Preisschriften. 
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verscblosstn«!  BrieAunseUftg«,  der  die.  Adresse  des  Verfassers  enthilt,  bis 
•xim  2.  DeMmber  1907  bei  dem  Univenitfttssekretariat  su  Breslau  einzureicbeu. 

Die  Preisanllpsbe  der  AllsemeliMa  Abteilung  der  Teohnieoheii 

Hooheohule  in  Dresden  fCU*  das  Jahr  1905/6:  ^Es  soll  die  aiudjtiscbe 

Theorie  des  ebenen  Gelenkvierecks  anf  Gnind  der  Parauieterdsirsitollung  und 
zwar  insb?*sondure  mit  Hilff*  der  elliptischen  Funktionen  entwickt'lt  werden", 
wurde  von  zwei  i^tudiereudeo  bearbeitet,  die  beide  mit  Preisen  ausgezeichnet 
wurden,  nnd  siwar  erbielt  Stnd.  H.  Erenl  einen  2.  Preis  von  200  JC  nnd 
Stud.  0.  Sehreiter  einen  3.  Fkeis  von  100  JC. 

PMisanfliEabe  der  TlifloaopliiMlieii  Taknltllt  der  UniTersitKt 
Orelfinrald  fOr  dae  Jalir  1907.  Es  sind  die  Bedingungen  zu  ermitteln, 
unter  denen  eine  Schar  von  cc*  Flächen  des  gewöhnlichen  Raiunes  durch 
BerühruQgstransformationen  in  eine  Schar  von  oo^  Kurven  überfUhrbar  ist. 

Preisaufgabe  der  FünH.  Jablonowskisohen  G^aellsohaft  an  Leipaig 

fflr  das  Jahr  1910:  Die  meisten  Aufgaben  der  Elektrostatik  sind  reduzier- 
bar auf  die  Ermittelung  der  (ireenschen  Masäenbelegungen,  und  es  sind 
daher  diese  Belegungen  für  die  Theorie  der  Elektrostatik,  sowie  überhaupt 
für  die  ganze  Potentialtheorie  von  henrom^ender  Wichtigkeit.  Dnrch 
neuerdings  publizierte  Unt«i-sucbungen  (Berichte  der  Kgl.  Sächs.  Ges.  der 
Wiss.  Math.-phys.  Kl.  Jahrg  1006,  S.  48:5  558)  dürfte  wohl  uußer  Zwcifpl 
gesetzt  sein,  daß  in  der  'rheorie  des  loirftrithniischen  Potentials  für  jedwede 
geschlossene  Kurve  die  dem  Innen-  und  Außenraum  entsprechenden  beiden 
Oreensohen  Belegungen  redurierbar  sind  auf  eine  einzige  Belegung,  anf  die 
sogenannte  „Grundbelegung",  und  daß  Analoges  ancb  gelte  in  der  Theorie 
des  Newtonschen  Potentials  fiir  jedwede  geschlossene  Obei'fläche.  Immerhin 
lassen  die  in  Rede  stf»henden  Untersuchungen  his  jetzt  noch  vieles  zu 
wünschen  übrig.  Deragemi^  stellt  die  Gesellschatt  folgende  Aufgabe:  £s 
soll  eine  Arbeit  geliefinrt  wnden,  dnreh  welche  die  Theorie  der  „Grand- 
belegnng**  in  besug  auf  Klarheit  nnd  Strenge  oder  in  heang  anf  ümfang 
nnd  Vollständigkeit  wesentlich  gefördert  wird. 

Der  Preis  &la  die  gekrönte  Abhandlang  beträgt  loOO  Mark. 

Freleatifgaben   der  Aoad^mie   royale  de  Belgique  fiir  ld06. 

I.  Faire  rex]iose  des  reeherches  executees  sur  les  phenomenes  critiques 
en  physique.  Compieter  nos  connai.ssances  aar  cette  question  par  des  re- 
cherche.s  uouvelles.  —  Preis  800  Francs. 

n.  On  demande  nue  contribution  importante  a  l'etude  de  l'eqoation 
differentielle  A  /j  +  Ydi/  =^o,  ou  X  et  T  designent  des  fonctions  donnees 
dn  SeCOnd  degre  des  variables  ./•  et  //.  —  Preis  800  Francs. 

III.  On  demaudo  de  n  nvelles  recherches  sur  Iii  eoaductibiiite  oalorifiqae 
des  liquides  et  des  dissoiutions.  —  Preis  800  Francs. 

IV.  Faire  lliistorique  et  la  critique  des  experiences  sur  Tinduetion 
unipolaire  de  Weber,  et  elueider,  au  moyen  de  nouvellea  e^>^enoes,  les 
lois  et  Tinterpr^tatioD  de  ce  fait  physique  —  Preis  800  Francs. 

V  Exposer  et  (  oiMplet  >r  les  rocherehes  faites  Sur  le  calcul  des  Variation» 
depuis  1H:»0.  —  l'reiü  tiUU  Francs. 

Die  Arlieiten  müssen  französisch  oder  tiümiscli  geschrieben  und  in 
ttblieher  Weise  mit  Motto  und  verschlossener  Adresse  des  Verfassers  vor 
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dem  1.  August.  1908  an  den  ständigen  SekreUr  im  Palais  des  Academies 

zu  Brüssel  eingeschickt  werden. 

Preisaufgabe  der  Aocademia  delle  scienze  fisiche  e  matematiohe 
zu  Neapel.  Die  Aocademia  delle  scienze  Üsiche  e  matematirbe  (SezioriP 
della  Societa  lieale  di  Napoli;  schreibt  einen  Preis  von  öüO  Lire  für  deu 
Verfasser  der  besten  Sebrift  Uber  folgendes  Thema  aus:  „Esposieione  slstC' 
moHea  äeUe  nogiom  siuora  aeqmtUe  auUa  eonfiffuragiom  ffeometrieke  M 
fnano  e  degli  spazi  wetlendoh  in  rdttßiane  con  la  tcorin  ddU  sogfUujtioni  e 
portüNdnvi.  posffihU»imte,  qnaJch»  titinro  enntnhufo." 

Die  I5e\vt.'rl>iingsschriften  müssfii  italipniscli,  Iritfinisch  oder  l'rau^ösiseh 
geschrieben  und  spätestens  am  30.  Tuin  ISUih  hu  den  Sekretär  der  Akademie 
eingesandt  sein.  Die  PreisTerkündigung  ündet  in  der  Oesamtsitznng  am 
eisten  Sonntag  1909  statt. 

flmlllii-PM^M.  Untw  den  Snütb-FreiseUf  die  in  diesen  Jahre  Texteilt 
wurdoQ,  befinden  sich  swei  für  mathematische  Arbeiten;  es  wurden  nlUnlieh 
mit  Preisen  gekrönt  die  Arbeiten:  A.  8.  Eddingtuu,  The  systMnatic  motions 
of  the  stai-s.  und  T.  W,  Nicholson,  The  beuding  of  waves  aronnd  a  large 
opaque  sphere  and  some  a^sociated  problems. 


3.  HoohselniliiAoIiiioliteii. 

Universität  Erlangen.  G.  li.-R.  Professor  Dr.  P.  üordan  an  der 
UniTersit&t  Erlangen  hat  die  Entbindung  von  seiner  Verpflichtung,  Vor* 
lesungen  sn  halten,  naohgesucht. 

DettlMlie  TMlmliohe  Hoehncfanle  m  Pkag.  Für  die  dnreh  die 
Berufting  des  Professors  Dr.  Zsigmondy  nach  Wien  frei  gewordrae  Professur 

der  Mathematik  sind  in  Vorschlag  gebracht  worden:  Prof.  Dr.  Carda 
(Technische  Hochschule,  Wien),  Prof.  Dr.  v  Sternpck  f Universität  Gzemowitz) 
und  Prof.  Dr.  Grünwald  (Technische  Hochschule,  WienJ. 


4.  Penoiiabiacliiloliton. 

BrnoiiiMUig«!!,  Aii»ioili]iaiig«n  usw.: 

Direktor  F.  S.  Arebenhold  von  der  Treptow-8ternwarte  wurde  von  der 

Western  Uuiversity   of  Pensylvania  gelegentlich  der  Einweihung  der 

f^ebäude  des  Curnosrlc  Instituts  mm  Doktor  ernannt. 
Prolcssor  Dr,  W.  Bjerkues  an  der  Ilorhsrhul«'  zu  Stockholm  wurde  zum 

Professor  der  Mechanik  und  mathematischen  Physik  an  der  Universität 

ZU  Kristiania  ernannt. 
Dr.  A.  L.  Caudy,  ao.  Professor  an  der  Universität  von  Nebraska,  wurde 

zum  o.  ProffS-      i 'r  reinen  MaÜn  iimiik  'laselbst  ernannt. 
Profc8<;or  Dr   1'.  Dini  m  Pisa  wurde  von  der  Universität  Glasgow  ehren- 
halber zum  doctor  ot  Imvs  ernannt. 
Dr.  P.  Dolezalek,  ao.  Professor  an  der  UniTersität  Göttingen,  wurde  sum 

etatm&ßigen  Professor  der  Physik  an  der  Technischen  Hodisdiiüe  zu 

Berlin  ernannt. 
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Dr.  C.  C.  Engberg,  ao.  Protessor  au  der  Universität  von  Nebraska,  wurde 
zum  o.  Professor  der  angewuu<lt«u  Mathematik  daselbst  ernannt. 

Professor  Dr.  W.  Fiedler  in  ZOrieh  wurde  von  der  Technisdien  Hoch- 
schule in  Wien  zum  Ehrendoktor  oruauut. 

Professor  Dr.  A.  R.  Forsyth  an  der  Universität  in  Cambridge  wurde  zum 
auswärtigen  Mitgliede  der  National  Academy  oi  Sciences  in  Washington 
ernannt. 

Professor  Dr.  D.  Hilbert  in  GOttingMi  wurde  zum  answttrtigett  Mitgliede 
der  National  Academy  of  Seiences  in  Washington  ernannt 

Professor  Dr.  Hohenner  an  der  Technischen  Hochsdrale  zu  Stuttgart  wurdo 
zum  0.  Professur  der  Gleodäsie  an  der  Technisdien  Hochschule  zu  Braon- 

schweig  ernannt 

Oberingenieur  J.  L.  W.  V.  Jensen  in  Kopenhagen  wurde  zum  Mitgliede  der 
Kgl.  dsnischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  ernannt 

Professor  Dr.  Kriemler,  Privatdozent  an  der  Technischen  Hochschule  in 

Karlsruhe,  wurde  zum  Professor  tlir  technische  Mechanik  an  der  Tech* 

nischen  Hochsehnle  in  Stuttgart  ernannt. 
Prolessor  Dr.  Lenard  au  der  UniversitÄt  Kiel  hat  einen  Ruf  als  Professor 

der  Physik  an  die  üniTerntät  Heidelberg  angenommen,  wo  ein  neues 

physikalisi  hes  Institut  erbaut  wird 
Professor  M.  Noether  an  der  Universität  Erlangen  wurde  zum  auswftrtigen 

MitcHedf  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Kopenhagen  ernannt. 
Professor  Dr.  H.  Poincare  in  Paris  wurde  von  der  Kojal  Irish  Academj 

zum  Ehreomitgliede  gewählt 
Professor  Dr.  H.  Poincar^  wurde  der  Tüel  eines  doetor  of  laws  direnhalber 

von  der  Universität  zu  Glasgow  verliehen. 
Professor  ]>r   L.  Pramltl  an  der  Universität  Orittin^en  hat  einen  Ruf  als 

o.  Prottäsor  für  technische  Mecbanik  an  die  technische  Hochschule  zu 

Stuttgart  abgelehnt. 
Professor  Dr.  L.  W.  Beid  wurde  zum  o.  Professor  der  Ifothematik  am 

Haverford  College  ernannt 
Privatilozent  Dr.  Keiner  an  der  Ünivorsitnt  Erlanj:fen  wurde  zum  ao.  Professor 

der  theoretischen  und  angewandten  Physik  daselbst  ernannt. 
Professor  Dr.  £.  Solling  an  der  Universität  WUrzburg  ist  in  den  Ruhestand 

getreten. 

Professor  Dr.  Jules  Tannery  au  der  Sorbonne  in  Paris  wurde  zum  Mit- 
gliede der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Paris  ernannt. 

Professor  Dr.  A.  Wan gerin  an  der  Universität  Halle,  Präsident  der  Carol.- 
Leop.  Akademie  der  Naturforscher,  wurde  von  der  Universität  zu  Upsala 
ans  Anlafi  der  Imm^Gedftchtnisfeier  ehrenhalber  zum  Dr.  med.  ernannt. 

Habilitation: 

Dr.  H.  Gerdien,  Assistent  am  Physikalischen  Institut  der  Universität  Göt- 
tingen, hat  sich  als  PHvatdosBent  der  Physik  daselbst  habiliert. 

Professor  I>r.  A.  Fnhrmann  in  Dresden  ist  am  23.  April  d.  J.  daselbst 

im  67.  Lebensjahre  gestorben. 
Professor  Dr.  J.  Bebstein  am  Polytechnikum  in  Zürich  ist  kürzlich  ge- 
storben. 
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5.  Vermisclites. 

Mathematisohe  Diapositive.  Das  „Educational  Museum,  Teaohers 
College,  Columbia  University ,  New  York  Ciij,'^  hat  die  Ausgabe  von  119  Dia- 
poiittT6D  Torbereitet,  dk  sur  ErlSatemng  des  UntamditB  in  der  Geaehiehte 
der  dLementaieii  Mathematik  dienen  sollen.  Die  Diapositive  werden  nur  in 
Serien  von  mindestens  25  Stflck  abgi^ben.  Das  Veraeichnis  ist  von  der 
genannten  Stelle  zu  beziehen. 

Erlangen :  Ehmng  von  Herrn  O.  H.-B.  Professor  Dr.  Faul  Gordan. 
Zur  Feier  seines  70.  Geburtstages,  am  27,  April  d.  J.,  hatten  sich  von 
ansvidbts  die  Herren  Professoren  Dr.  A.  v.  Brill,  G.  K.-K.  Dr.  F.  Klein, 
Dr.  F.  Lindemann  und  G.  H.-B.  Dr.  W.  v.  Dyck  in  Erlangen  eingefundoi. 

Am  Vormittag  fand  in  der  Wohnung  des  Jubilars  ein  Begrüßungsakt  statte 
bei  dem  der  Dekan  der  philosophischen  Fakultät,  Prof.  Lenk,  und  der 
IVorfktor  dpr  rniversitfit,  Prof  Kwald,  im  Niiraen  von  Fakultät  und  Senat, 
in  Gfgeuwatii  einer  groÜDU  Auxiihl  von  Mitgliedern,  in  längeren  Ansprachen 
die  Glttekwünsche  dieser  Körpcrsdiaften  darbrachten^  «rsterer  unter  Über- 
reidiuiig  einer  künstlerisch  ausgeführten  Adresse,  welche  den  VenKtiisteu 
des  Gefeierten  als  Forseher,  Lehrer  und  Kollege  Ausdruck  gab.  Herr  Prof 
V.  Brill  lieh  sodann,  nachdem  pr  seine  persönlichen  Beziehungen  zum 
Jubilar  in  der  Gießener  Zeit  berührt  hatte,  als  derzeitiger  Vorsitzender  der 
„Deutschen  Mathematiker^ Vereinigung"  deren  Gefühlen  und  Wünschen  beredte 
Worte  und  wieB  besonders  auf  die  nnunterbrodiene  erfolgreiche  algebraisdie 
Tätigkeit  des  Forschers  von  1868  an  bis  in  die  jüngste  Zeit  bin.  Ver^ 
tretungsweise  schloß  sicli  dor  ..rirrolo  Alattmatico  di  Palermo"  diesen 
Wünschen  warm  an.  Im  Namen  der  Animleuredaktion  und  in  dem  der 
Clebsch-Schule  hielt  G.  H.-R.  Klein  eine  längere  herzliche  Ansprache,  in 
der  er  audi  in  teilweise  hnmonroller  Weise  der  eigenen  Zusammenarbeit 
mit  Gordan  in  der  Theorie  der  Gleichungen  5.  bis  7.  Grades  gedachte; 
er  schloß  mit  der  Widmtinjr  oinor  nmien  Annalenarbeit.  Ks  folgte  eine 
Anziilil  weiterer  Ansprachen  von  lUputatioutüi,  dip  >ritteilung  von  Be- 
grüßungtiu  einer  Reihe  von  Akademien  und  Gesellschalten,  denen  der  Ge- 
feierte angehört;  aadn  Handschreiben  des  Staatsministers  Dr.  v.  Webner 
und  des  Ministerialdirekton  Staatsrats  v.  Bumm  waren  eingelaufm.  —  Bei 
dem  angeregten  Festmahl  sprachen  u.  a.  noch  Prof  Noether  auf  den 
Forscher  und  seine  in  sich  geschlossene  Persönliehkeit,  Prof  E.  Wie<lemann 
auf  den  Kollegen,  Prof.  Lindem  au  n  aut  den  Lehrer.  Aus  den  bewegten 
Erwiderungen  des  Geeierten  sei  nur  angeführt,  da0  er  sein  Zusammen» 
wirken  mit  Clebscb  als  eine  glflckliche  Art  der  Arbmtsgemeinsamkeit  be- 
zeichnete, bei  der  ihm  oft  die  Aufgabe  zufiel,  die  Ideen  des  geistreichen 
Forschers  in  die  Wirkli-hkeit  nnr/nvvt/PM  Der  Nnmc  Alfred  Clebsohs 
schwebte  wi-'  ein  Symbol  lilici-  (i*-r  '_'-dnyu  würdig'  vrrlaufi'inii  Feier. 

Gedenkfeier  für  Ludwig  Boltamann.  Die  Deut.s*jhe  l'hysikalische 
Gesellschaft  hat  am  17.  Mai  d.  J.  eine  Gedenkfeier  tlir  Ludwig  Boltzmann 
veranstaltet,  der  im  vorigen  Sommer  durch  eigene  Hand  aus  dem  Leben 
schied.    Die  Gedächtnisrede  hielt  Professor  H.  A.  Lorentsc  aus  Lejden. 

Feetakt  der  Univer»itHt  Basel  zur  Feier  des  sweihundertjährigen 

Gebiirtstages  Leonhard  EulorH.  Am  29.  April  <1  .1  veranstaltete  die 
Universität  Basel  eine  Euleiftier,  an  der  u.  a.  auch  \  ertretcr  der  Akademieu 
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zu  St  Petersburg  und  zu  Berlin  teilnahmen.  ÜLei  deu  Verlauf  dieser  Feier 
gibt  «in  Btrieht  ans  der  Teder  des  Herrn  Rudio  Auskuiift,  den  wir  hier 
»ns  der  JUwtn  Zikrt^er  Zviimg*  ▼om  4.  Hai  1907  xum  Abdruck  bringen. 

„Die  akademische  Eulorfeier  in  Basel. 

Zu  Ehren  des  zimhnndeiijälirigen  Gtburtskujes  des  großen  Mathematikers 
Leonhard  £uler  vmnetaltete  die  Basler  Unifenität  letasten  Montag  den 
29.  April  eine  GedftchtnisfSüer«  die  einen  höohst  wflrdigen  und  weihevollen 
Verlauf  nahm  und  die  allen  Teilnehmern  eine  unauslöschliche  Erinnerung 
zurücklassen  wird.  Was  der  Feier  einen  besonderen  Glanz  verlieh,  war 
natürlich  der  Umstand,  daß  rieben  deu  sämtlichen  schweizerischen  Hoch- 
schulen die  kaiserlich  russische  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg 
und  die  kBnig^ch  preuflieehe  Akademie  der  Wissenschaften  m  BerUn  durch 
persönliche  .\l)ordnnngen  vertreten  waren. 

Am  \'nrabt'nd  waren  die  siiintlichen  Delegierten,  zu  denen  .«ich  aneh 
noch  Vertreter  der  benachbarten  deutschen  Hochschulen  (Froiburtr,  Karlsnilie, 
ÖtraßburgJ,  sowie  der  Deutschen  Mathematiker -Vereiniguug  gesellten,  einer 
Binladnng  des  Reotor  magnifiens,  des  Hm.  Prof.  Dr.  John  Heier  gefolgt, 
wo  sie  auf  das  LiebenswtUdigste  empfangen  und  schließlich  noch  mit  einem 
pr&ditigen  Gastgeschenk,  dem  von  Friedrich  Webers  Kfinstlerfaand  her- 
rührenden Stiche  von  Eulers  Portrftt  überrascht  wurden. 

Der  eigentliche  Festakt  land  nun  am  Montag  vormittag  in  der  Martins- 
kirche statt.  Die  Kirche  war  prächtig  gesclimfldict,  vor  d»r  BednertrUMUie 
•erhob  sieh  die  ttber  lebensgroße  Bflste  Enlers  in  einem  fl^rmlioben  Lorbeer* 
walde.  Im  Schiff  wai'  der  leiste  Platz  besetzt,  als  um  halb  elf  Uhr  die 
Profes-soren  und  Stndenteu.  diese  natürlich  in  vollem  Wichs  mit  ihren  Fahnen, 
in  feierlichem  Ziige  und  unter  Or;;elklan<?e  erschienen  und  im  Chor  zu 
beiden  Seiten  der  Rednertribüne  Platz  nahmen.  Nachdem  das  akademische 
Orchester  Olucks  Onvertüre  sn  Iphigenie  vorgetragen  hatte,  erhob  sieh  Herr 
Professor  Dr.  K.  Von  der  Mühll,  um  die  eigentliche  Festrede  zu  halten. 
Er  knüpfte  an  die  fiedächtni-sfeier  an,  die  die  Basler  Naturf*  rschende  Gresell- 
<«('haft  1883  zum  hundertjährigen  Tnde'^tacre  Eulers  abgebalten  hatte,  um 
dann  besonders  eingehend  die  Jugendzeit  und  die  Lehrjahre  £ulers  zu  be- 
handeln. Hat  auch  Enier  von  seinem  nennsehnten  Jahre  an  im  Auslande  — 
in  Petersburgs  Berlin  und  wieder  m  Petersburg  —  gelebt,  so  darf  ihn  doch 
auch  die  Basler  Universität  zu  den  ihrigen  zählen.  Hat  er  doch  an  ibr 
von  seinem  vierzehnten  Lebensjahre  an  als  Schüler  der  großen  Bernoulli 
studiert  und  an  ihr  1724  die  Magisterwürde  erlangt.  Und  Basler  war  er 
nicht  nur  seiner  Abstammung  nach,  sondern  auch  nach  Spraehe  und  Sitte, 
und  er  bewahrte  sich  die  hnmatHche  Eigenart  bis  zu  semsm  Ende. 

In  dem  etwa  drei  Viertelstunden  währenden  inhaltsreichen  und  fesseln- 
den Vortrage  verbreitete  sieb  der  Redner  sodann  über  die  weiteren  fjebens- 
schicksale  des  großen  Matlu'inatikers  und  seine  geradezu  ans  Fabelbatte 
grenzende  wissenschaftliche  1  äiigkeit.  Indebseu  ist  darüber  in  diesem  Blatte 
bei  Anlaß  des  eigentlichen  Geburtstages  (15.  April)  ausfHhrlich  berichtet 
worden,  so  daß  wir  darauf  verziditen  müssen,  nochmals  auf  all*  die  un- 
verfränglichen  Leistungen  einzutret<.*n,  die  sich  an  den  Namen  Euler  knüpfen. 
HiiilVntlich  wini  der  Vortrag  des  Herrn  Von  der  Mülill  durch  den  Druck 
weiteren  Kreisen  zugänglich  gemacht. 

J«tar««bsriclit  d.  DentocIiM  llMbra>.-T«i«l]ilgiu>g.  STL  Haft  S.  22 
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Als  Vertreter  der  Petersbnrgor  Aka.demie  riditete  nim  Herr  Dr.  0.  Ba ek- 
ln nd,  Direktor  der  Sternwarte  in  Piilkowa,  eine  Ansprache  an  die  Ver« 

sainmlnncr,  wobei  er  sich  eines  feinen,  gewählten  Lateins  bediente.  Er 
übermittelte  dip  Ornßp  seiner  Akademie,  dankte  tur  die  Rinladiing  und  gab 
sodann  eine  von  höchster  Bewunderung  diktierte  Würdigung  der  Tätigkeit 
Enlers,  iDsbeeoudere  seiner  Verdienste  um  die  PetarslMiger  Akademie,  der 
Euler  von  1727  Mb  1741  und  dann  wieder  von  1766  his  m  seinem  am 
18.  Septeniber  1783  erfolgten  Tode  angehört  hat.  Mit  Dank  und  mit  Stolz 
gedenkt  beute  die  Akademie  dieses  ihres  unsterblichen  Mitgliedes. 

Nach  Herrn  Backlund  ergriti"  Herr  Prof.  Dr.  G.  Frobenius  das  Woit, 
als  Vertreter  der  Berliner  Akademie.  Daß  gerade  Herr  Frobenius  als  Ab- 
gesandter der  preuBiscfaen  Akademie  nach  Basel  gekommen  war,  durfte  als 
eine  besonders  freundliche  Ffkgong  angesehen  werden.  Denn  nicht  nur  hat 
Hon*  Frobeinns  viele  Jahre,  von  187.')  bis  1892,  am  eiiigen";-sischen  Poly- 
technikum gewirkt,  sondern  er  führt  aueh  .sein»!i  Stainnibanm  auf  jenen 
berühmten  Buchdrucker  Johannes  Froben  zurück,  der  um  loOO  in  Basel 
gelebt  und  dort  s.  B.  die  Werke  des  Erasmus  verlegt  hat.  So  konnte 
sieh  denn  Herr  Frobenius  am  Vorabende  im  Hause  des  Herrn  Bektors  in 
einer  scherzhaft  gehaltenen  Rede  als  Basler  vorstellen. 

Nachdem  sich  Herr  Frobenius  seines  offiziellen  Auftrages,  Gmß  \iud 
Dank  der  Berliner  Akademie,  entledigt  hatte,  teilte  er  mit,  daß  auch  üi 
Berlin  der  denkwürdige  Geburtstag  Eulers  in  würdiger  Weise  gefeiert  worden 
sei.  Die  Berliner  mathematiBche  GeseUscbaft  hat  dem  Andenken  Eulers 
eine  besondere  Festsitsung  gewidmet,  in  der  die  Professoren  Valentittt 
Kneser  und  Kötter  die  großen,  den  verschiedensten  Gebieten  angehörenden 
Verdienste  Eulers  gewürdigt  haben.  An  dem  \\  ()hnbanse  Enlers  iu  der 
Behrenstraße  wird  eine  Gedaiktnfel  angebracht  werden  und  eine  Straße  iu 
Berlin  wird  den  Namen  Eulerstrafie  erhalten. 

Im  Hinblick  auf  den  Vortrag  des  Herrn  Von  der  Mühll,  in  dem  die 
wiehtif.'sten  Werk*'  Eulers  einzeln  nambafl  i:cmacht  und  besprochen  worden 
waren,  glaubte  Herr  Frobenius  si' h  aut  eine  allgemeine  Charakteristik  der 
Gesamten>cheinung  Eulers  beschränken  zu  sollen:  „Nehmen  Sie  irgend  ein 
Lehrilmeh  der  Elementarmathematik,"  mit  diesen  Worten  wandte  si«^  der 
Bedner  an  die  studierende  Jugend,  „der  analytischen  Geometrie,  der  Differen- 
tial- und  Integralrechnung,  der  analytischen  Mechanik,  der  Astronomie,  der 
mathomati.sehf>n  Physik  oder  was  Sie  wollen  in  die  Hand,  was  Sie  darin 
finden,  das  kommt  von  Euler",  ^l&u  kann  sa^a-n,  alles  was  vor  Euler  ge- 
schaffen worden  ist,  das  hat  er  in  die  Form  gegossen,  deren  wir  uns  heute 
bedienen.  Fflrwahr,  eine  gewaltige  Leistnngl  Wer  aber  glanboi  wollte, 
Euler  .sei  nur  ein  grofies  Talent  gewesen,  nicht  aber  auch  ein  Genie,  der 
sei  auf  Eulers  Behandlung  des  Ima^rinären  verwiesen,  auf  den  von  ihtn  ge- 
fundenen ZusanmirnliaiiLT  zwischen  der  I'\|M»nentialt'uuktion  und  den  Kreis- 
funktionen, auf  die  Euierschen  Polyeder,  uul  das  Keziprozitätsgesetz  iu  der 
Zahlentheorie,  von  dem  erst  Kummer  hat  nachweisen  müssen,  daß  es  in 
seinem  ganzen  Umfange  Eulers  Eigentum  sei,  und  auf  so  manidies  andere 
n(»(:h.  Sfi  vermittelt  Euler  den  Übergang  von  der  alten  zur  neuen  ATathe- 
matik:  „Kr  hat  bereits  alle  Fäden  in  der  Hand  gehalten,  aus  der  das  bimte 
Gewetje  der  moderneu  Matheuiatik  hervorgegangen  ist.''  Wahrlich,  an  Genie 
hat  es  ihm  nicht  gefehlt.   In  einem  Punkte  sind  ja  vielleicht  die  Modemen 
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genialer:  in  der  Unklarheit.  Aber  die  hatte  freilich  Euler  nicht  nötig, 
davor  schützte  ihn  auch  sein  ^aitci  Virstajid  nnd  seine  Ehrlichkeit  Er 
hat  stets  mit  großer  Offenheit  die  giinze  Eiit.>tehungsgeschicbte  seiner  Ent- 
deckungen mit  allen  Wegen  und  Umwegen,  die  ihn  dszn  geftthrt  hatten, 
mitgeteilt,  und  dami  war  er  cr^t  recht  nocli  imstande,  zum  Schlüsse  noch 
einen  besonders  feinen  Weg  zu  bezeiclineii.  der  direkter  und  noch  eleganter 
zum  Ziele  führe.  Einer  so  liebenswürdigen  Freigebigkeit  können  sich  nicht 
viele  Mathematiker  rühmen.  Gauß  z.  B.  hat  stets  vorsichtig  die  Brücken 
liinter  suh  abgebroehen,  damit  man  niolit  allzu  deutiioli  erkenne,  wie  er  zu 
»einen  Resultaten  gelangt  sn. 

Herr  F^obenilI^  srhloß  mit  dem  Hinweise  auf  den  anfallenden  ümstaild, 
daß  gleichzeitig  mit  Kuler  noch  so  viele  andere  hervorragende  Schweizer 
an  der  Berliner  Akademie  tätig  gewesen  seien:  Sulzer,  Meriau  u.  a. 
Euler  freilich  war  weitaus  der  größte,  während  eines  Yierteljahrhunderts 
war  er  die  eigentliehe  Seele  der  Akademie,  und  www  auch  nicht  dem  Titel 
nach,  so  doch  tatsächlich  ihr  PrKsident  Auch  bei  Friedrich  dem  Großen 
stand  er  im  btichsfen  Ansehen. 

Nunmehr  erhob  sich  der  I?ektor,  HeiT  Prof.  Dr  .John  Meier,  um  den 
Vertretern  der  beiden  Akademien  und  auch  diesen  selbst  im  Namen  der 
üniversitftt  su  danken.  Wer  seine  groBen  MSnner  ehrt,  ehrt  sieh  selbst. 
Petersburg  hat  Euler  aiich  ein  Denkmal  gestutzt;  über  seinem  Grabe  auf  dem 
Petersburger  Friedhof  erhebt  sich  ein  Blork  aus  tinn ländischem  Granit  mit 
der  Inschrift:  Leonardo  Kulero  Academia  Petropolitana. 

im  Namen  der  sotiweiserisohen  Universitiiten  und  des  eidgenössischen 
Poljrtedmikums  übsxbtwäite  sodann  Henr  Rrof.  Dr.  7.  Bndio  den  GruB  der 
sftmtliehen  Hoehschulen  unseres  Landes.  Hit  dem  Gruße  TsHband  er  sugleioh 
den  Dank  für  die  Einladung,  mit  der  die  Basler  Universität  die  Schwest^r- 
anstaltcn  bci.hrt  habe.  Die  Ü7)iver^it5\t  Basel  hnb».  damit  dorn  schönen  Ge- 
danken Ausdruck  verlieben,  daÜ  ein  Festakt,  der  dem  Audenken  Leonhard 
Eulers  geweiht  ist,  zugleich  ein  Fest  sei,  an  dem  die  wissenschaftliche 
Welt  der  gansien  Schweiz  freudigsten  Anteil  nehme.  Und  fürwahr,  freudigen 
Herzens  sind  wir  dem  Rufe  gefolgt  in  ditse  alte  ehr^vürdige  Stadt,  um 
teilzunehmen  an  der  fted&chtnisfeier,  die  Basel  einem  der  gröfiitm  Söhne  des 
Schweizerlandes  bereitet. 

Wer  immer  als  Mathematiker  Basels  Boden  betritt,  der  wird  ja  nicht 
anders  kfinnen,  als  den  Manen  der  BernouUi,  den  Manen  Eolors  eine  stille 
Huldigung  darsubringen.  Heute  aber,  da  wir  die  Gebnrtsstfttte  Eulers  be- 
treten, um  seinen  zweihundertjährigen  Geburtstag  zu  feiern,  da  f&hrt  uns 
der  Gtdankr  an  all  das  Große,  was  von  diesem  eir?on  und  einzigen  aus- 
gegangen ist,  zu  wahrer  Andacht,  da  ist  uns,  als  müßten  wir  eine  biblische 
Stimme  vernehmen:  „Zeuch  deine  Schuhe  aus  von  dmnen  Füßen.  Denn  der 
Ort,  da  du  auf  stehest,  ist  ein  heilig  Land." 

Herr  Rudio  wandte  sich  nun  noch  besonders  an  die  Vertreter  der* 
beiden  großen  Akademien.  Di«  S«liweiz  wird  der  Petersburger  und  der 
Berliner  Akademie  stets  das  (iefühl  der  Dankbarkeit  bewahren,  daß  sie 
•  unserm  Eulcr,  für  den  das  eigene  Vaterland  /u  klein  w»ir,  ein  größeres 
geboten  und  ihm  die  Möglichkeit  bereitet  haben,  in  ungetrabter  Scbaffeus* 
freudigkett  sein  großes  Lebenswerk  zu  vollenden.  80  bedeutet  schon  der 
Name  Euler  allein  ein  unlösbares,  edles  Band,  das  die  Schweiz  mit  diesra 
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hochangosfhenen  wissenschaftliclioii  lostituten  verbindet.  Und  doch  ist  ein 
Wunsch  noch  nnerfQllt  geljlif^hon,  noch  bleibt  eine  große  und  «laiikbare 
Aufgabe  /u  lö&eu  übrig,  die  die  Schwei/  alleiu  wohl  uicht  m  bewältageu 
imstande  «in  wird,  so  sehiilichst  und  so  laut  anelt  mit  Jabren  die  LOsiing 
verlangt  wird:  Eine  Gesamtaiiitgahe  der  Werke  Eulers.'  Die  Erfüllung  diese» 
Wunsches  wBre  nicht  nur  ein  Akt  doi-  Pietiif ,  sondern  auch  —  darin  sind 
alle  einig  —  eine  emineut  wissi-nscliaftlieho  Tat  "^Tögc  die  heutige  Feier, 
möge  die  Teilnahme  der  beiden  Akademien  an  dem  schweizerischen  Feste 
den  Grund  l^gen  dieaem  Werke!  Wenn  dann  dereinst  durch  Tereinte 
Anstrengung  dieses  Werk  ToUendet  sein  wird,  dann  ist  ein  Denkmal  er- 
richtet, das  gewaltiger  zur  Menschheit  reden  wird  als  Erz  und  Stein,  ein 
Denkmal  mit  der  unsichtbaren  und  doch  weit  Tunaus  leuchtenden  Inschrift  t 
Leonardo  Eulvro  Äcademta  Fdropolikuta,  Amdetnia  BerolmeHsiSj  Can/oede- 
ratio  hdvetica! 

Nochmals  erhob  sich  der  Herr  Bektw,  um  auch  den  schweizerisehen 

Hochschulen  für  ihre  Beteiligung  zu  danken.  Dem  Vorreduoi  danke  er 
noch  besonders,  da  dieser  schon  an  der  bundertjtthrigen  Todesfeier  Kulers 
die  schweizerischen  Hothsr-biüeu  niitvertreten  habe.  Sodann  verlas  der 
Rektor  noch  ein  Telegramiu  der  physikalischen  Gesellschaft  in  Petersbuig, 
die  bei  dem  Feste  nicht  zurfiekbleiben  wolle  und  von  Henen  teilnehme  an 
der  Ehnmg  Eulers. 

Zum  Schlüsse  kam  nochmals  die  Musik  zum  Wort,  die  ja  auch  Euler 
so  sehr  geliebt  hat.  Pflegte  er  doch  seine  Mußestunden  am  Klavier  zuzu- 
bringen und  hat  er  doch  sogar  eine  Theorie  der  Tonkunst  gesehrieben. 
Hit  dßm  herrlichen  Kriegamarseh  der  Priester  ans  Athaüa  von  MoidelssohUf 
den  das  akademische  (hchester  treffUch  ▼ortmg,  erreichte  die  erhebende 
Feier  ihr  Ende. 

Die  auswärtigen  Pestteilnehmer  aber  folgten  einer  Einladung  in  das 
gastliche  Haus  des  Herrn  Prof.  Von  der  Mühll,  wo  sie  mit  einer  staillichen 
Zahl  von  Vertretern  Basler  Wissenschaft  und  Kunst  zusammentrafen  und 
wo  noch  manch  treffliches  Wort  gesprochen  wurde.  Und  am  Abend  ver- 
anstaltete die  Basler  StndentensohaA  einen  Eulerkommers,  an  dem  als  Gäste 
außer  den  Profeseoren  und  ihren  Damen  audt  fast  alle  £remden  Delegierten 
teilnahmen." 

So  weit  der  Bericht  der  Neuen  Zürcher  Zeitung.  Es  sei  hinzugefügt, 
daß  anlaBlich  der  Enlerfeter  in  den  R&umen  der  Universitlltsbibliothek  eine 
Ausstellung  von  Bildern  und  Werken  Eulers  und  der  Bernoulli  yet- 
anstaltet  wurde. 

Zum  Gedächtnis  Leonhard  Eulers  aus  Anlaß  seines  200.  Geburts- 
tages am  15.  April  d.  J.  sind  zahlreiche  Gedenkfeiern  veranstaltet,  Aufsätze 
geschrieben  worden  u.  dgl.  m.,  so  daß  es  nicht  uninteressant  ist,  eine  Über- 
sicht über  alle  diese  Yeranstaltungen  zu  geben,  wobei  auch  die  noch  ge- 
planten Ehrungen  berüdcsichtigt  werden  mögra.  1.  An  der  Universität 
Berlin  hielt  Professor  Knoblauch  im  Winter  eine  Vorlesung  Uber  Euler. 
2.  Dr.  W.  Tyorpv  hinlt  am  8.  ^f!lr/  *\.  .T.  in  (törlitz  einen  Vortrag  über  Euler. 
o.  Dif  lierliuer  Matliematisehe  Geseilschatt  veranstaltete  unter  dem  Vorsitz 
von  Prüf.  Schafbeitliu  am  1.').  April  eine  Festsitzung,  bei  der  die  Hen-en 
Valentin,  Kneser  und  F.  Kötter  sprachen.  4.  In  der  Mathematischen 
Sektion  der  Schlesischeu  Gesellschaft  fUr  Vaterländische  Kultur  hielt  am 
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23.  April  Herr  Kneser  eine  Rede  ,^ar  200.  Wiederkehr  des  Geburtstages 
LecMÜuurd  Eulen**.  6.  Die  üniTttsitit  Basel  veranstaltete  am  39.  April  eine 
akademische  Feier,  bei  der  Henr  Von  der  Müh  II  'li^^  Festrede  hielt,  und 
der  Vertreter  der  Akademien  m  St.  Petersburg  und  Berlin  b»  iwohnltn. 

6.  Die  Universitätsbibliothek  zu  15asel  veranfrtalt^te  eine  Ausstellung  von 
Bildnissen  und  Schriften,  die  aal  Euler  Be^ug  haben.  7.  Jjie  Abteiluugeu 
fOr  Mathematik  imd  Physik  der  Clark-Univerdtilt  (U.  8.  A.)  hidten  am 
15.  April  eine  gemeinsame  Sitzung,  in  der  Prof.  W.  E.  Story  über  Eulers 
Leben  und  Arbeiten  und  Prof.  A.  CJ.  \Vel).ster  über  Euler-^  I>ei.stungen  in 
Bezug  auf  Phvsik  und  Astronomie  sprachen.  8.  Auf  der  Versammlung  des 
Vereins  zur  Förderung  des  Unterrichts  in  der  Mathematik  und  den  JSatnr- 
tids8«iiBebafle&  n  ZhrMdeii  hisH  am  28.  Hai  Fnitaaof  Felix  Mflller  eis« 
Festrede  anf  Enler.  9.  Auf  ihrer  nlehsten  JahresTeisammlung  im  Septem- 
her  d.  J.  zu  Dresden  wird  die  Deutsche  Mathematiker -Vereinigang  das  Ge- 
dächtnis Euler.<  ehren.  10.  Der  Verein  filr  die  Oeschiehte  Berlins  wird  am 
Hause  Behrenstralie  21  zu  Berlin,  auf  desswn  (rrundstück  das  Haus  stand, 
in  welchem  Euler  1741 — 1766  wohnte,  eine  tiedenktafel  anbringen  lassen. 
11.  Es  soll  in  Berlin  eine  StraBe  naeh  Euler  benamit  werden. 

Außerdem  ist  der  Geburtstag  litwariscb  gefeiert  worden.  Es  verötfont- 
liehten  .\nfsätze:  1.  Pie  Tägliche  Kund.'^rhau  am  13.  April;  2.  Die  Neue 
Zürcher  Zeitung  am  16.  April;  3.  I>ie  Physikalische  Zeitschrift  in  Heft  8 
vom  l.j.  April  (Verfasser  E.  HojjpeJ;  4.  Die  Mathematisch -Xaiurwissen- 
scbaftliehen  BIfttter  im  Maiheft.  5.  Der  Jahresbericdit  der  Dentsoheii 
Mathematiker- Vereinigong  (Heft  3/4  vom  15.  April)  enthielt  einen  Aufsatz 
aus  der  Feder  von  Professor  Felix  Müller  und  ein  wohl  wenig  bekanntes 
Bild  von  Handtmann  nach  einem  Oricfinal  aus  dem  Nachlaß  des  verstrnhenen 
Px-ofessors  Möbius.  6.  Eine  besondere  kleine  Festschrift  veröffentlichte  ein 
Ururonkel  Enlers  unter  dem  Titel:  Leonhard  Euler.  Ein  Lebensbild  zu 
seinem  300.  Geburtstage  nach  Quellen  und  Familienpapiereu  bearbeitet  Ton 
8.  Schulz -Euler.  Mit  zwei  Porträts.  Carl  Fr.  Schulz,  Verlag,  Frank- 
fnrt  a.  .M.  r.i07  Es  sei  bemerkt,  daß  naeli  dieser  f^chrift  in  der  Familie 
stets  der  4.  April  als  Leonhard  Eiilers  (leburthUig  gegolten  hat. 

Die  vorstehende  Zusammenstellung  zeigt,  wie  lebhaft  die  allseitige 
Anteilaahme  an  dem  mathematischen  Festt^e  gewesen  ist.  Freilich  dtürflen 
die  angefiihrten  Angaben  recht  lückenhaft  sein.  JJenn  Indn  u  ar  thr  IlrrauS' 
ffeber  dabei,  irie  nuh'^u  sti-t:^.  fast  nusscJiließlirh  auf  die  Nachrichten  in  den 
T(iffe^>-n(}()itirn  i<n'}  auf  ili':  <t'  füllif/heit  nniger  i>ersönlirhi n  Fr>undi  und 
Gon»>  r  any<  ti  ienen.  Es  a<'i  deshalb  ermut  an  alle  Fudigenossen  die  dringende 
Bitte  yn  khiet,  di^  BtdakHon  des  JakroAerit^  reekteeUig  von  äUm  aktuellm 
EreiffHistm  im  Gebiäe  der  liaihematik  su  wUerrichten  und  Vtr  so  dir  u«i> 
sagbar  niühsrJige  Kleinarbnt  zu  erleichtern.  Wdre  es  nicht  £.  B.  für  ci'le 
Mathematiker  von  Intere^-ne  gewesen y  r/thf-Hfirf  r">>  Jim  Hatte  der  Küfer- 
Ausstellung  in  Basel  zu  hörc^n?  Gar  »tanciicr  teird  bidauem,  die  Gel^tnheil 
verpaß  zu  habend  ÄussteUunff  auf  der  BüdMr  am  dem  Süden  e« 
hesichüffen,  8cU  der  Jahre^fwkhi  mrMich  der  ihm  ffesteUten  Aufgabe  g^eeht 
«erden,  so  ist  das  nur  möglich,  trenn  ihm  seife^ns  dtr  Faehgenossen  an  den  l'ni- 
vert^/lf'ifrn  n»d  Horhschulm  und  in  den  große)}  h  issen.-^chaßlicJicn  Körprrsdiaflm 
und  Vereinen  eine  eid  intensivere  Unterstülsung  als  bisher  sateil  wird.  G. 
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L  Motisen  imd  BesprdclLuiigeiL 

Brlefirechsel  swlsoheii  C.  6.  J.  Jacobi  und  M.  H.  Jaoobi.  Heraus- 
gegeben von  W.  Ahrens  in  Magdeburg.    Mit  zwei  Bildnissen.     XX  und 

282  Seiten,    gr.  8.    Leip/ig  1907.  B.  G.  Teubner. 

Wer  den  iiriotwecbsel  zwisclien  C.  G.  J.  Jacobi  und  seinem  älteren 
Bruder,  M.  H.  Jacobi,  dem  £rtinder  der  Galvanoplastik,  in  die  Hand  nimmt, 
um  daraus  Neues  über  Jacobis  mathematische  Leistungen  m  erfiabren,  wird 
sich  ohne  Zweifel  enttftuscbt  fühlen;  denn  das  Wenige,  was  sich  auf 
^^:l^llem!ltik  lu'zieht ,  war  bereits  von  KTmigsberger  in  dei"  Biographie 
Jaet>bis  mitgeteilt  wonleu.  In  diesem  Sinup  kann  die  Publikatiun,  wie  es 
der  Herausgeber  selbst  in  dem  Vorwort  ausspruht,  „keinen  Anspruch  auf 
besonderen  wissensohaftliehen  Wert  maoben^,  und  mancher  Mathematiker 
wird  meinen,  daB  mit  der  Feststellung  dieser  Tatsache  bereits  alles  ge- 
sagt sei,  was  bei  »  int  r  Besprechung  in  einer  mathematischen  Zeitschrift  ge- 
sagt werden  hrauclite.  Hat  doch  ein  liebenswerter  Kollege  dpr  Hernns- 
gabe  solcher  Briet  Wechsel  jeglicbeu  Wert  abgesprochen  und  geurteilt,  daß 
sie  „das  Papier  nicht  wert  seien,  auf  dem  sie  gedruckt  sind*\  Ich  erlaube 
mir  anderer  Ansicht  au  sein  und  habe  mich  s<^ar  des  Verbrechens  schuldig 
gemacht,  den  BriefweiAsel  zwischen  Oauß  und  Wolfgang  Boljai  su  ver- 
oftVntlichpn:  ich  bin  namlich  geneigt,  solche  Anschan?in»:«*n  mit  einem  ge- 
wissfc-n  Mangel  an  historischem  Sinn  in  Zusamnienhung  zu  biiiigen,  einem 
Mangel,  aus  dem  jemanden  einen  Vorwurf  zu  machen  mir  selbstverständlich 
eben  so  fem  liegt,  als  wenn  ich  bemerke,  daB  er  farbenblind  sei 

Den  Mathematikern  aber,  die  an  der  Geschichte  ihrer  Wissenschaft  und 
an  der  Geschichte  der  Wissenscliaft  filMThaupi  Anteil  nehmen,  kann  der 
vorliegende  Briefwechsel  nur  emptolilen  werden:  gibt  er  uns  doch  ein  wahr- 
halt plastisches  Biid  der  eigenartigen  Persönlichkeit  Jacobis  mit  ibreu 
großen  Eigensdiaften  und  ihren  unleugbaren  SchwlU^en,  ein  Büd  von  einer 
Frische  und  Lebendigkeit,  wie  wir  es  bishor  nicht  besaßen,  ein  Bild,  bei 
dem.  wenigstens  meinem  Gefühle  nach,  Jacobi  gegenüber  dem,  was  wir  bis- 
her von  ihm  wußten,  entsehieden  gewonnen  hat. 

W^eiin  ich  vorher  für  die  Verötlentlichung  von  Briefen  eintrat,  so  bitte 
ich  das  nicht  so  verstehen  zu  wollen,  als  ob  ich  meinte,  daß  unterschiedslos 
alle  Briefe  aller  mehr  oder  weniger  berühmten  Mathematiker  abgedruckt 
werden  sollten,  im  (iegenteil  halte  ich  es  filr  sehr  richtig,  daß  der  Heraus- 
{.'eher  ganz^  Seiten  der  Briefe  fortgelassen  liat,  die  keine  allgemeinere  Rp- 
de!!tnn«j  liaheri;  ja  ich  würde  gewün^f^ht  haben,  daß  er  lin  ses  Verfahren 
uucii  auf  niauehe  Stellen  ausgedelml  hälie,  bei  denen  es  sich  lediglich  um 
akademischen  Klatsch  handelt. 

Durchaas  tn  billigen  ist  es,  daß  Ahrens  in  den  Anmerkungen  nicht 
nur  die  ?]rläriten]ngpii  darbietet,  die  sich,  wie  er  mit  einem  abscheulichen 
Ml  de  Wort  ^i.i,''.  ..veruotweiidigten"',  soutleni  auch  aus  Briefen,  die  ihm  die 
Familie  dacobis  in  dankenswerter  Weise  zur  Verfügung  gestellt  hatte,  Er- 
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gätuungen  gibt.  Als  eine  :»olche  Ergäuzuüg  ist  auch  die  gleiclueitig  er- 
schienene Ueine  Selirift  Ton  Ahreas:  C.  G.  tT.  Jaeohi  als  Politiker  aufru- 
fassen,  in  der  auf  Grund  eingehender  Forachimgen  Aber  Jacobifl  dflfonÜiches 
Auftreten  im  Jahre  1848  berichtet  wird 

Die  6orglalt  und  (»enanigkeit  des  Heraust^ebers  verdient  Anerkennung. 
Nicht  um  Kritik  zu  üben,  sondern  mn  einen  Beitrag  zu  liefern,  schließe  ich 
mit  einigen  Uemen  BemerkimgeiL 

1.  Am  9.  August  1832  berichtet  Jaoobi  seinem  Bruder,  Legendre 
habe  ihm  eine  kleine  Schrift  über  die  Parallelentheorie  geschickt.  Ahrens 
meint  dazu  „vermutlieli  LpsjfMidre,  N'oftrfille  ihrnrie  dcf^  pnrnUrlos.  Paris 
1803".  Allerdings  hat  Legendre  1803  eine  kieine  Öchritt  dieses  Titels 
erscheinen  lassen,  aber  im  JahreT  1832  wird  er  seinem  jungen  Freunde  wohl 
einen  8miderabdraok  der  Abhandlimg  gescMolct  haben:  Bifkxiom  «ur  tü/f«^ 
rmtes  manihes  de  demontrer  hi  iMorie  de»  paraüHes,  die  damals  gerade 
gedruckt  wurde  und  in  dem  12.  Bande  der  Pariser  Memoiren  für  1833  er- 
acbienen  ist. 

2.  In  dem  Briefe  vom  14.  Mai  1843  erzählt  Jacobi,  Dirichlet  besitze 
eine  zweite  Ausgabe  der  Tfmria  motM  eorporum  rigiäonm  yon  L.  Euler, 
von  der  er  nie  gehört  habe.  Ahrens  sagt,  gemeint  sei  die  zweite  Aus- 
gabe Greifswald  1790,  die  allerdings  auch  J.  G.  Hagen  in  seinem  Index 
opti'im  L.  Etil  er  i  S.  B5,  nicht  anßlhre.  Und  doch  ist  diese  zweite  Aus- 
gabe auf  der  angeführten  Seite  zu  finden:  sie  steht  unter  dem  Text  mit 
kleia«ren  Lettern.  Daß  ihr  als  Anbang  die  Abbandlnngan  No.  447,  448, 
523,  524,  526,  527  des  Hagenschen  Verzeiduusses  bsigeAlgt  sind,  hatte 
Übrigens  bereits  F.  Engel  in  seiner  Besprechung  (Zeitschrift  t  Ibih.  u. 
Phys.  41,  1896,  hist.-lit   Abt   S.  i'o:?)  angegeben. 

5.  .\hrens  hat  die  Briete  wohl  fast  überall  richtig  gelesen,  was  nicht 
von  jedem  Heransgeber  eines  Briefwechsels  zu  rühmen  ist.  Mit  der  Auf- 
zählung  der  wenigen  Stellen,  die  mir  bedenklieh  erscheinen,  will  i<Ak  die 
Leser  nicht  behelligen,  sondern  lieber  einen  Fehler  berichtigen,  der  sieh  in 
dem  Brief'weelisel  zwischen  Jacobi  und  Legendre  findet  und  der  ans  drm 
Abdnick  in  dem  Journal  für  die  n  iue  und  angewandte  Matliemutik  Band  S(t 
in  die  gesammelten  Werke  Jacobis,  Band  I,  S.  461  und  von  da  unbean- 
standet in  die  Biographie  Ton  KOnigsberger  8.  130  Übergegangen  ist.  In 
seinem  letzten  Briefe  vom  10.  Januar  1833  soll  uiimlich  Legendre  sagen: 
„Je  vais  bientöt  entrer  dans  ma  Sl"**  annee  et,  a  cet  agc,  il  faut  appli- 
quer  forcemeut  l'adage  salve  senectutem."  Wer  seinen  Horaz  kennt, 
weiB,  daB  hier  auf  die  Stelle  in  den  Episteln,  Buch  I,  1,  Vers  8  —  9  an- 
gespielt wird: 

Solve  senescentam  niature  sanus  equum,  ne 
Peccet  ad  extremum  ridendus  et  iüa  ducat. 

HannOTer.  Paui.  Btaokel. 

Die  physikaliMdieii  lustitote  der  Xrnivereitftt  GHSttingeii*  Pestsohrift 
im  Anschluß  an  die  Einweihung  der  Neubauten  am  9.  Desember  1905 

herausgegeben  von  der  Göttiuger  Vereinigimg  zur  Föi-derung  der  angewandten 
Physik  und  Mathematik.   Leipzig  und  Berlin  1906,  B.  G.  Teubnor.   4**  200. 

So  traurig  auch  die  politische  Zerrissenheit  unseres  Vaterlands  iu 
früherer  Zeit  war,  etwas  Gutes  hat  sie  mit  sich  gebracht:  diu  Bildung 
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zahlraicher  Eultannittolpiiiilcte.    Es  ist  freudig  zu  begrftBen,  daB  audi  in 

der  jetzigen  Zeit  die  preußische  Staatsregierung  insbesondere  ersichtlich  be- 
müht ist,  den  individuellen  Cliarakter  der  finzelnon  Kultur/cnticn  n:uli  Mßrr- 
lichkeit  zu  erlmlten.  So  war  es  denn  auch  möglich,  daß  an  der  Universität, 
wo  Gauü  gewirkt  hat,  nach  und  nach  £inrichtuugea  tür  das  ötudium 
der  mathematiichaii  Wissenseliafteii  getrofff^n  wurden,  die  jedem,  der  sie  kennen 
lernt,  den  bekannten  Ausspraeh  Ulrichs  von  Hutten  entlocken.  „Die  gute 
wissenschaftliche  Verständigung  und  Durchdringung  der  mathematischen  und 
physikalischen  Fächer  ist  eine  alte  Göttinger  Tradition"  ( Fpstschrift  8.  Iii). 
Diese  Tradition  in  unserer  Zeit  aber  wirklieb  aufrecht  zu  erhalt*>ii.  eilordert 
bedeutende  Geldmittel,  und  das  hat  die  Gttttinger  Vereinigung,  die  am 
26.  Februar  1898  gegrOndet  wurde,  zur  F5rderung  der  angewandten  Flijsik 
und  Mathematik,  zum  großen  Teil  geliefert;  aber  auch  die  Staataregierung 
hat  die  Zwecke  dieser  Vereinigung  wesentlich  gefördert. 

Die  Güttinui  r  Vereinigung  ist,  wie  es  in  d^r  Adressp  an  den  Leiter 
der  ünterrichtsttbteilung  des  preußischen  Kultusministeriums  heißi:  {S.  17) 
eine  Gesellschaft  ohne  Statut,  welche  ausschließlich  durch  freie  Betätigung 
imd  vertrauensvollen  Zusammenschluß  ihrer  Mitglieder  besteht.  Ihre  Mit- 
glieder setzen  sii  h  aus  21  Vertretern  der  großen  Industrie  des  Westens 
hauptsiuhlich  und  aus  20  Vertretern  der  TTniversitüt  Böttingen  zusammen. 
Auch  der  Verein  Deutscher  Ingenieure  gehört  der  Vereinigung  an.  ( Festschrift 
S.  198).  ESner  Überaidkt  fiber  die  för  die  Zwedce  der  Termnigung  verwendete 
Summe  (Festschrift  S.  198)  entnimmt  man,  daB  die  Vereinigung  selbst  bis 
sum  Jahre  1906:  220900  die  StaatsreL'ienuiLT  f  abgesehen  von  persönlii  lu  n 
und  indirekten  sachliehen  Ziischtlssen'^  1  SA 000  M  beii^^e^teuert  hat.  Z\i  den 
indirekten  sachlichen  Zuschüssen  sind  wohl  die  Kosten  tür  den  Neubau 
des  physikalischen  Institutes  zu  rechnen,  insofern  der  alte  Bau  dem  neuen 
Institut  fttr  angewandte  Mathematik  und  Mechanik  überwiesen  wurde. 
Gleichzeitig  mit  dem  neuen  physikalischen  Institut  wurde  das  mit  einem 
Kostenaufwand  von  1^7iH)0  M  erbaute  Institut  für  angewamb  Elekt-i/itüt 
eingeweiht.  Und  diese  HinweihuDgsfeier  gab  die  V'eraniaäsuag  zur  vor- 
liegenden prächtigen  Festschrift 

Abschnitt  I  und  II  bringen  einen  Beriebt  Über  die  Einweihungsfeier 
mit  den  bedeutungsvollen  Reden,  die  bei  dieser  Gelegenheit  gehalten  wurden. 
Es  sei  besonders  auf  die  Worte  des  Dekans  der  philosophischen  Fakultät, 
des  TTistorikers  M.  Lehmann  hingewiesen,  mit  denen  er  die  6  Ehrenpromotionen 
bekannt  gab. 

E.  Biecke  gibt  in  seiner  Rede  eine  Entwicklung  des  physikalischen 
Studiums  an  der  üniversität  Göttingen  von  Lichtenberg  an.  Tobias  Mayer, 

GauB,  Wilhelm  Wober,  Kohlrausch  ziehen  an  uns  vortlber.   Wir  hören,  wie 

nach  und  nach  aus  dem  Kabinett  mit  einem  bloßen  Denionstrationsappa- 
rate  ein  wicbtices  Institnt  wir*l.  dns  sieh  immer  weitere  Aufgaben  stellt. 
Ostern  1890  kam  durch  die  Linplehlung  Ostwalds  Nernst  als  Assistent  und 
Privatdozent  an  das  Institut  und  gliederte  die  physikalische  Chemie  an.  Es 
folgt  dann  die  Entwicklung  der  technischen  Fragen,  die  auch  in  dem  alten 
Institnt  ihre  erste  Läsung  gefunden  haben.  Zum  SchluB  trüit  K.  eine  kurze 
Beschreibung  des  Neubaues  und  charnkterisiert  itn  Anschluß  daran  die  augen- 
blicklich im  Vordergrund  stehenden  Fomhungeu  im  tiebiet  der  Elektruueii- 
theorie. 
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W.  Vingl  wttst  in  aeinar  Rede  zunäehst  auf  das  Besondere  des  Göitinger 
Institutes  lun,  da&  es,  obue  Torderliand  dnrcli  eme  Brandmauer  geschieden  su 

sun,  ans  zwei  selbständigen  Teilen  besteht,  einer  experimental-physikaliscfaen 
und  einer  mathematisch -physikalischen  Abteilung.  Er  «  hai-akterisiM-t  dann  sein 
Arbeitsgebiet,  die  Kristallphysik  „altmodische  Physik  im  stärksten  Öiuue".  — 
Wenn  auch  die  Arbeiten  dieaes  Institutes  außerhalb  der  Bestrebungen  der 
Vereinigung  liegen,  80  haben  die  Mitglieder  der  Vereinigung  das  Institut 
sehr  unterstützt,  denen  Voigt  am  Schluß  sdiier  Bede  Dank  spricht;  ins- 
besondere ist  dor  Vorsitzende  der  Vereinigung  zu  nennen,  der  Liuultasrs- 
alMrrordTHtp  Gell.  He-j^ieiimgsrat  v.  Böttinger,  der  wesentliche  Mittel  zum 
Ötuuium  des  Zeemannsehen  Phänomens  beigesteuert  bat. 

Th.  Simon  umschreibt  in  seiner  ErSffiiungsrede  die  Aufgabe  der  an- 
gewandten Elektnsitftt,  als  der  Veimittlerin  swischen  Physik  und  Elektro- 
technik. „Die  a.  E.  vennittelt  uns  die  Yoraussichti  die  uns  befilhigt^  die 
Eigenschaften  der  Elektrizitllt  praktisch  v.u  verwerten  —  sie  nimmt  aus  der 
Physik  Prol^lcme  und  Entdeckungen  auf,  die  einer  technischen  Verwertung 
geeigutit  erscheinen  — \  sie  schUit  aus  den  Erzeugnissen  technischer  Intelligenz 
die  allgemein  gültigen  Prinzipien  heraus;  —  sie  geht  den  Fn^n  naefa,  an 
denen  die  Elektrotechnik  in  ihren  bocbgespannien  Anforderungen  des  Tages 
vorbeigehen  nmß  usw."  — 

Im  Abschnitt  III  tolgt  rine  eingehende  Beschreibung  des  lutRn  physi- 
kaiist  heii  HauptiusiituteH  aus  der  Feder  der  beiden  Direktoren  liieck«  und  Voigt 
und  des  Bauleiters»  des  Begiemngsbaumeisters  Kropp.  Zahlreiche  Zeichnungen 
erl&utem  die  Beschreibung;  ich  erwähne  insbesondere  die  reichhaltige  Tafel 
des  Schaltungsscbernas  und  die  Werk  Zeichnung  der  Gitfe^auf^tellung  (deren 
Eisenteile  ein  Bärtiges  Geschenk  der  i?"irma  lu'upp  siud^.  lu  einer  An- 
merkung wird  über  die  von  Dr.  Bose  geleiteten  Kui>«e  in  physikalischer 
Handfertigkeit  berichtet 

In  Abschnitt  IV  berichtet  Rermann  Th.  Simon  über  s«m  InstüiU  für 
angeiratidte  MektrigiUit.  Sehr  amüsant  ist  das  Geschichtliche  dargestellt. 
Von  baulichen  Einzelheiten  maclie  v'h  auf  die  abgebildeteTi  Wandfriese 
aulmerksam,  die  stilisierte  Oszillogiapbenkurveu  bedeuten  und  somit  einen 
Beitrag  zur  Kunst  in  der  Physik  geben.  Für  die  elektrotechnischen  An- 
lagen muß  auf  die  Festschrift  selbst  Terwiesen  werden;  hier  sei  nur 
auf  die  besondere  Anordnung  der  Projektionslampe  hingewiesen,  die  sich  als 
bülig  und  sehr  brauchbar  liewährt  hat.  Am  Scbbiß  wird  über  die  Vor- 
lesungen, (las  Praktikum,  du-  Forschung  und  die  Exkursionen  des  Institutes 
berichtet.  Aus  den  11  Vorlesimgen  seien  genannt:  l)  Einführung  in  die 
Elektrotechnik  (fttr  Juristen,  jeden  Winter  einstOndig).  Im  Winter  1905 
hatten  25  dieses  CoUeg  belegt  2)  Fouriersdie  Reihen  und  ihre  Anwendung 
auf  elektrotechnische  l-'ragen. 

C.  Runge  und  L.  Prandtl  behandeln  in  Abschnitt  V'.  das  Jnf:fitul 
für  ongewandie  Mathematik  und  Mechanik.  Der  Geschiebte  des  Institutes 
folgt  seine  Beschreibung  und  der  Unterriehtsbettieb. 

Das  Institut  für  angewandte  Mathematik  hat  die  Aufgabe,  die  Mathematik 
in  ihren  Beziehungen  zu  den  experimentellen  Wissenschaften  7x\  l-  l  i  n.  Ins- 
besondere sollen  ili'^  "^Mi'b'nten  darin  die  numerische  und  graplüsehe  Durch- 
fübnmg  der  Probleme  lernen.  Demgemäß  sind  dort  ausgezeichnete  Ein- 
nchtungen  für  den  Uutcrnclit  in  darstellender  Geometrie  vorhanden j  auch 
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die  Graphostaiik  gehdit  in  den  Lelurplan  des  Institutes.    Des  weiteren 

werden  dort  die  Studenten  im  Gebrauch  des  Rechenschiebers  and  der  Tid  lien- 
mascliinö  geübt.  Ein  großer  T?pchenschieber  hefiii<l«'t  sich  unter  der  Tafel 
des  Hörsaals,  wie  im  Institut  tür  angewandte  Elektrizität.  Geodäsie  wird 
gleichfalls  in  dem  Institut  gelesen  und  von  praktischen  Übungen  unter- 
stdtxt  Sehr  beaditenswerte  methodis^  Bemerkungen  tther  die  Art  der 
mathamatisidien  übnngen  finden  sich  in  diesem  Absehnitt 

Die  andere  Abteilung  dieses  Institut«^  dient  der  Makropfaysik,  die  damit 
einen  Platz  an  der  Fnivcrsitüt  irefTindrTi  bat.  „Es  war  ein  froBer  Moment, 
als  an  unseren.  Maschineu  die  ersten  Indikatordiagramme  aufgenoraintin  werden 
konnten"  sagt  F.  Klein  in  einem  älteren  Artikel  zur  Geschichte  der  Ver- 
einigung (wieder  abgedruckt  in  der  FestBchrifb  S.  191).  Die  beiden  Bilder 
des  Wärmekraftmaschinensaales  und  des  Maschinensaal t  s  für  Festigkeitslehre 
und  Hydraulik  geben  dem  Leser  eine  prstp  Aufklärung  ühpr  rlie  Tätigkeit 
des  Institutes.  Wegen  der  l^iuzelheiten  muli  auf  die  Schrift  si'lijst  venviesen 
werden.  Aus  dein  ln.slilut  sind  schon  eine  große  Reibe  wissenschaftlicher 
Albeitra  henrorgegangen,  die  am  Sefaluft  aufgezählt  werden.  Das  Institut 
dient  aber  auch  den  Landwirten  und  den  Kisenbahiguristen  und  vor  allem 
natürlich  den  Studenten,  die  die  Lehrbefähigung  für  angewandte  Mathematik 
erwerben  wollen.  Vom  besonderen  Intere.sse  sind  dann  noch  die  Angaben 
über  das  von  F.  Klein  geleitete  mathematische  Seminar,  in  dem  in  den 
letzton  Jahren  wiederiiolt  tedbiuflofae  Fragaa  bdiandelt  worden.  Die  an** 
fOlirlidien  Berit^te  Ober  diese  SenuDarsitsungen  befinden  rieh  auf  dem 
mathematischen  Lesezimm«:  der  UniTersitftt,  wie  vielleicht  noch  hStte  be- 
merkt werdou  können. 

Im  VI.  Abschnitt  berichtet  Friedrich  Dolexalek  über  das  zwar  schon 
vor  10  Jahren  eingeweihte  Imiitut  für  physilculi;^che  Chemie^  das  aber  mit 
Beeht  auch  in  diese  Festsehrifb  aufgenommen  wurde,  zumal  durch  die  Be- 
rufung seines  ersten  Leiters  Nernst  nach  Berlin  ein  Abschnitt  in  der  Ent- 
wit-kluiii^  ik':^  Institutes  eiutjf^'rrt'tGn  i^t.  Auch  «lieses  Institut  ist  ilureh 
private  Mittel,  und  zwar  .seines  ersten  Leiters,  wesentlich  geftudert  wonlen. 

Der  umfangreichste  Abschnitt  ist  der  VII.,  in  dem  E.  Wiechert  das 
Institut  für  Creophpsik  behandelt.  Wir  lernen  die  Geschichte  der  erdmag- 
neiischai  Beobachtungen  von  Ganfi  und  Weber  an  kennen,  es  folgen  die 
Erdbebenuntersuchungen  mit  ihren  kostbaren  Seismographen,  deren  Herstellung 
durch  (lif  Unterstützung  von  Mifu'lipdern  der  VereiniLTUti^  mneliob  powe"^en 
ist,  und  schließlich  hören  wir  von  den  luftelektrischeu  ßeobachtuugen  und 
Problemen.  Die  Anzahl  der  Veröffentlichungen  dieses  ganzen  Institutes  f(Ult 
schon  zwei  Seitra  der  Festschrift.  Neben  Wiecherts  Name  ist  besonders 
H.  Gerdien  vertreten. 

In  einem  letzten  kurzen  Abschnitte  finden  sich  cest  l'.it  litlii  he  und 
statistisrlie  AnLriibt'M  über  die  \  «  i  pinigung,  insbesond^rt^  clor  schon  oben  er- 
wähnte iill*;re  Artikel  F.  Kieius  „über  die  Xeueiurichtuugeu  für  Elektro- 
technik und  allgemein  technische  Physik  an  der  üniveieität  Göttingen^.  — 
M5ge  diesp  Festschrift  viele  Leser  gerade  auch  in  industriellen  Kreisen  finden 
und  somit  dazii  beitragen,  daü  bei  uns  immer  mehr  ähnlich  wie  in  .Vnierika, 
die  Wissen-^'-liaft  ihre  materielle  Unterstützung  nicht  allein  vom  Staate  zu 
beziehen  braucht. 

Görlitz.  WiLUELM  Lobby. 


Digitized  by  Google 


LiterariAchft«. 


339 


W.  liaaka,  lieUrbuob.  dor  Aatronomie  uud  der  mathematiBolien 
Geographie*  Fllr  das  SeUiststudiam  und  zum  Oebranche  an  Lebianstalteik 
I.  Teil:  Sphlrische  Astronomie,    n.  Auflage.    Verlag  von  L.  r.  Vangerow, 

Bremerhaven  1906. 

Von  der  ersten  Auflage  untersclieiJet  sich  /.wt.'ite  (laJurcli.  (l;iü  di*J 
Form  der  Frage  uud  Antwort  aufgegeben  und  eine  zusammenhängende  Dar- 
stellung gewählt  wurde.  Der  Inhalt  ist  in  folgende  Abschnitte  gegliedert: 
I.  Mafhematiaolie  Einleitang.  II.  Die  Grundlagen  der  sphärisehen  Astro- 
nomie, ni.  Die  Refraktion.  IV.  Die  Parallaxe.  V.  Die  FrSzession  und 
Nntation.  VT.  Di»  Aberration  des  Lichtes.  VII.  Die  Stenueduktion. 
VIII.  Die  Zeit.    IX.  Die  Anwendungen.  Tafeln. 

The  Soientiflc  Papers  of  J.  Willard  Gibba.   In  two  volumes.  Vol.  L 
Therm()d\  namics.    With  Portrait.    Vol.  H.  Dynamics,   Vector  Ana- 
]y-;is  and  multiple  algebra,  HIoctrntnagnetic  theorj  of  light  etc. 
LongmanS)    Green    and    Co.      London    11)06.      Preis:    Vol.   I  24 
Vol.  n  18  s. 

Die  .Herren  Henry  Andrews  Bumstead  und  Ralph  Gibbs  van 
Käme  haben  sich  durdi  die  vorliegende  Ausgabe  der  gesammelten  wissen» 
sohaftlirhen  Abhandlungen  von  Josiah  Willard  Gibbs  den  Dank  der  wissen- 
schaftlielien  Welt  erworben.  Denn  abgesehen  von  den  beiden  selbständigen 
Schriften  „Elementar)"  Principles  in  Statistical  Mechanics"  und  den  Vor- 
lesungen über  „Vector- Analjsis",  die  E.  B.  Wilson  1901  herausgab,  sind 
die  groBenteÜs  ftuBerst  wertvollen  Untermiehungen  von  Oibbs  sRmtlicb  in 
Zeit-rliriften  ers«-hienen  und  daher  sehr  zerstreut. 

Die  Herausgeber  haben  in  dem  ersten  Bande  alle  Abhandlungen  über 
Thermodynamik  vereinigt,  und  zwar  in  chronologischer  Anordnung.  Insbe- 
sondere tindut  sich  hier  die  grundlegende  umtangreiche  Uutcräuchung  „On 
the  equilibrinm  of  bomogeneous  sjstems",  die  nebst  den  beiden  voran- 
gei^angenen  und  fllr  das  Verständnis  wichtigen  Schriften  ^Graphical  methods 
in  the  therm« »dynamic^  of  tluids"  und  „A  method  of  geoinetrical  repre^sen- 
tation  of  the  thennodynamic  properties  of  suhstaneps  by  means  ot"  surtafes" 
1<?92  von  Ostwaid  unter  dem  Titel  „Thennodynamische  Studien"  deutsch 
herausgegeben  wur^.  Es  folgen  die  writeren  Abhandlungen  ftber  Thermo- 
dynamik, und  insbesondere  sind  dem  ersten  Bande  noch  von  Gibbs 
herrtthronde  „Unpublished  fragments  of  a  Supplement  to  the  Equilibrinm  of 
b^^tf-iogenenns  snbstances"  beigegeben  worden.  Kröffnpf  wird  der  ei"ste 
band  mit  einem  Biidni«  von  Gibbs  und  einer  biographischen  SkL&ze  von 
H.  A.  Bumstead. 

Der  zweite  Band  enth&lt  xunSchst  swei  Abhandlungen  ttber  Dynamik, 
hieran  schlieflen  sich  acht  Abhandhmgen  über  „Vector  Analysis  und  Multiple 
Algebra",  wobei  nh  neu  zu  erwähnen  ist  ein  Brief  vom  Oktober  lHf)8  „On  the 
use  <«f  the  vector  tliod  in  the  determinatinu  of  orbits.  Letter  lo  the  editor 
of  Kimkerfues'  Theoretische  Astronomie''.  Femer  sei  auch  auf  die  erste  Ab- 
handlung dieser  Gruppe  hingewiesen;  sie  hat  den  Titel  ,,Elenient8  of  Vector 
Analysis,  arranged  for  the  use  of  studen ta  in  physics"  und  wurde  1881 — 
1881  als  Skelett  der  Vorlesung  über  Vektoranalysis  gedruckt,  aber  niebt 
in  den  Handel  gebraeht.  Diese  ..Elements"  enthalten  in  pebr  knapper  Form 
alles  Wesentliche  des  Gibbsschen  Systems  der  Vektoraualysis,  jedoch  ohne 
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Anwendnngen.  NanxiMhr  folgen,  immer  chronologisob  geordnet,  fBnf  Ab- 
handlungen über  die  elektromagnetifiohe  Lichttheorie ,  und  schließlich  sind 
unter  der  Überschriff  ..Miseellaneous  Pap*»rs"  sechs  meist  kurze  Notizen, 
Besprechunppn  und  Bio^napliipn  zuRammcn^'-ftaüt. 

Die  Herausgeber  haben  alle  Sorgfalt  angewendet,  um  eine  des  Meiätei'S 
würdige  Ausgabe  gdoer  Scfaziften  zu  sehaffw;  zu  statten  kam  ihnen,  daB 
Gibbs  selbst  in  sebein  Handexemplar  manche  Yerbesaerongen  Tdrgwiommen 
hat,  die  nun  verwertet  werden  konntm.  Audi  Sufierlioh  erscheint  die 
Sammlung  in  vornehmer  Ausstattung.  G, 

O.  Stande.  AnalytJaehe  Ctoomolrio  dea  PimktM,  der  gemdeii 
Itillle,  und  der  Ebene,  ein  Handbuch  zu  den  Vorlesungen  und  Übungen 
«ber  analytische  Geometrie.    Mit  387  Fig.    (B.  G.  Teubner  1905.) 

Der  Verfasser  hat  den  Plan,  ein  Buch  ftber  die  Theorie  der  FlBchen 
zweiter  Ovlmmcr  im  Anschluß  an  ««eiiion  Enzykloi^üiliraj-tikel  /u  verfassen. 
Da  diese  Theoriw  ihm  selbst  sehr  bedeuleude  Fortschritte  verdankt,  so  dart* 
ein  solcher  Plan  als  sehr  erfreulich  begrüßt  werden,  zumal  da  der  Verfatsser 
in  tiefer  Durchdringung  des  Gegenstandes  die  früher  von  ihm  auf  foans- 
zendenton  Wege  gewonnenen  Ansätze  und  Ergebnisse  jetzt  durch  reine 
algebraische  Herleitung  zu  einer  abgerundeten  Theone  ausgestaltet  hat. 

Als  Vorläufer  dieses  Werlcos  prscheint  der  vorliegeiidp  Band.  Es 
werden  in  diesem  alle  auf  die  analytische  Geometrie  der  linearen  Gleichungen 
und  Traosformationeii  bezUglichen  Sfitze  in  grofier  YoUständigkeit  und  sorg- 
fältiger Ordnung  hergeleitet. 

Jeder  Gegenstand  ist  besonders  betitelt  und  das  Auffinden  desselben  durch 
vollstÄndigp  VeT7eichnI>sf^  erleichtert,  so  daß  der  Charakter  als  Handbuch  duv<  h- 
aus  in  Erschcimmi:  tritt.  Zuverlässig  und  vielseitifj  *;ind  die  im  Anhang 
gegebenen  histonsclien  Notizen.  Das  ziemlich  umfangi-eiehe  Buch  durfte 
das  behandelte  Thema  in  jeder  Weise  erschöpfen.  F.  Bbrnstbuv. 

Hopotitorium    und   Aufgabensammlang   zur  Integralrechnung 

von  Dr.  Fr,  Junker.   Zweite  verbe-^^erte  Auflage.  (Leipzig,  Gö>chen  190B.^ 

Das  vorliegfiidf  Bui  h  luctct  für  oirr^Ti  wohlfeilen  Preis  eine  erhebliche 
Fülle  von  Material  und  wird  dalier  auch  weiterhin  vielfach  benutzt  werden. 

F.  Bkrnsteix. 

Bevieta  trimestral  de  Matemäticae.  Diese  seit  <»k1i>  Jahren  er- 
scheinende uml  von  Professor  J.  Rius  y  C'asas  in  Zaragoza  beraust^'cgebene 
Zeitschrift  ist  mit  der  Nummer  21  eingegangen.  Au  die  Stelle  der  Kevista 
trimestral  wird  ein  neues  Organ  unter  dem  Titel:  Anales  de  to  FaeMjfad 
de  Cifncias  de  Zarafjozn  treten,  das  neben  Abhandlungen  mathematischer 
Natur  solche  aas  den  Gebieten  der  Physik,  Astronomie,  Meteorologie,  Chemie 
und  Naturgeschichte  enthalten  soll. 
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S.  BftdwncluuL 
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7.—. 
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—  Mathematik  in  Nater  vnd  Kimet.  U  S.  Solothnm  1906.  0.80. 
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Riechert,  P, ,  Die  ganzen  rationalen  Funktionen  der  ersten  drei  Grade  und  ihre 
Kurven.    Expouentialreihen  höherer  Grade.  Progr.  77  S.  m.  3  Taf.  Berlin  1907. 

Silmon«  (teorge,  Analytitehe  Oeometrie  der  Kegdaelmitte  mit  beiondaer  Berück- 
sichtigung der  neueren  Methoden.  Nach  Salmon  frei  bearbeitet  von  Wilh. 
Fiedler.  7.  Aul  läge.  1.  Teil.  XXXY,  444  S.  mit  Figuren.  Leipeig  1907. 
JC  10.—. 

Setaeele,  F.,  Über  die  Dandelinsehen  Engeln.  Fkogr.  18  8.  m.8Tlaf.  Berlin  1907 

JC  1.—. 

Scbiilts?,  K.,  Leitfaden  der  Pliniimctrie  fBr  gewerbliche  Lehianatalten.  2.  Teil. 
4.  Aiitiage.    IV,  98  S.  m.  123  Fig.    Essen  iyu7.    JC  l.—. 

Sehnlz-Enler,  S.,  Leonhard  Eolttr.  Ein  Lebenabild  n  etinem  800.  Oebnrtstage, 
naeh  Quellen  nnd  FamilienpapieKea  heaxheitet  Ißt  iwei  Pottraite.  88  S.  Frank- 
furt ;i.  M.  l'.»OT.    J(.  1  50 
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-r  0 .  .io. 
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Jt.  5.50. 


3.  Zeitschrifteuschan. 

(Von  dem  Inhalt  der  Zeitschriften  werden  nur  die  Aufsätze  erwähnt,  welche  dem 
Gebiete  der  mathematischen  Wissenschaften  angehören.) 

Matheiiiutische  Anualeu.    68.  Band.  4.  Heft. 

Schmidt,  Zur  Theorie  der  linearen  und  niehtlinearen  integralgleichuugeu. 
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of  a  detinitf  integral.  Faber,  Ther  das  Anwachsen  analyti^^idier  Funktionen. 
BHchfeldt,  The  finite,  discontinuous,  primitive  groaps  of  coUineation«  in  three 
Tttriablea.  Mosch,  Über  Flftchenechaien ,  deren  orthogonale  Tnijektorien  ebene 
Kurven  aind. 
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A.  LeoU;  Über  das  elastische  Gleichgewicht  derjenigen  gleichmüßig  sich  drehenden 
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lind.  (SondeFabdinoke.) 
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geschithtp    A.  Hölder,  Wien  V.mi. 
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•n  <;  iilit  -  am  R   November  190('. 
K.  Meyer,  Natuilehre  (Physik  und  Chemie)  für  höhere  Mädchenschulen,  Lehrennuen- 
Seminare  und  MittelsGhnlen.    Mit  024  Abbildungen.   4.  yerbesserto  und  ver^ 

nu'hrte  Auflage.   Ü.  Freytag,  Leipzig  1906.  2,2<>. 
W.  Reichel,  Über  trilii:r       alternierende  Formen  in  sechs  und  sieben  Veränder- 
lichen  und  die  durch  sie  detinierten  geometrischen  Gebilde.  Dissertation. 
GreUewald  ItlOT. 

A.  Schttlke,  Ditferential-  und  Integralrechnung  im  Unterricht.   Pkogtamm.  1^1. 

Oherrealsrhule  auf  der  Burg  in  Krinifrsbersr  i   Pr.  r.i07. 
K*  Sundmannj  Hecherchea  sur  le  problem»  des  truis  corps.   [Acta  8oc.  Scientia- 

rum  Fennicae,  XXXIV,  Nr.  6.] 
A.  Wangerln,  Franz  Xeanmun  und  sein  Wirken  als  Forscher  und  Lehrer.  X, 

185  S.    Mit  einer  Texthgur  und  einem  Bildnis  Neumann«  in  Heliogravüre. 

Friedrich  Vieweg  und  Sohn,  Braunschweig  1907. 
A.  N.  IVhlteheMly  The  axioms  of  descnpÜTe  geometry.   [No.  5  der  Cambridge 

TrnctB  in  Mathematics  and  Mathematicftl  Phyiics.)  CSambridge  Univenitj  Ptoss 

Warehouse,  London  19U7.   2  s.  <«  d. 
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Uber  die  ßerulirungskugein  eines  Tetraeders. 
Yon  J.  Nbubbro  in  Lüttieb. 

Till  Bande  XII  (1903),  S.  13t)  IG")  des  Jahresberichtes  der  Deutschen 
Mathematiker- Vereinigung  hat  Herr  W.  Franz  Meyer  (Königsberg  i.Pr.) 
lehrreiche  Verallgemeinerungen  folgender  7.wf  i  Sätze  entwickelt: 

(A).  Verbindet  man  einen  der  vier  JU-rulirungsjmulcte  2?j,  i?,,  B^, 
einer  dnn  Tetraeder  A^A^A^A^^  ~      einhcscJiri ebenen  K'hjpI  (  Zeutrum  /, 
Radius  r)  mif  dm  drei  Telraedercrl-m  der  znyehörigen  Bcndtrumjsehcne, 
so  bilden  die  Verhindungsyeraden  drei  Winkel,  die  für  jede  der  vier 
Tetraederebenen  cc^,  cu,  a^,  «,  die  nämlichm  sind. 

(A').  Lefft  man  In  den  Eehm  eines  Tetnuders  an  die  ihm  nm- 
bcschriehene  Ku(/el  (Zentrum  0,  Radius  R)  die  Tangentialebenen  y^,  y^,  y^.  y^ 
und  schneidet  Jede  von  iiimn  mit  den  in  der  hczuglichen  Ecke  zusammen- 
stoßenden Tetraederebenen,  so  bilden  die  Spuren  der  letMteren  drei  Winkel, 
die  für  jede  der  vier  Ecken  die  nämlidien  sind. 

Satz  (Aj  wurde  iu  der  dänischen  Tidsakrift  for  Math.,  1897,  A, 
S.  48  von  Bang  als  Aufgabe  vorgelegt  und  von  Gehrke  (ibid.,  S.  84) 
bewiesen. 

Satz  (A')  wurde  von  Herrn  Meyer  (loc.  cit)  aas  den  ersten  Prin- 
zipien der  Inversion  abgeleitet;  er  ist  auch  in  einer  etwas  yersdiiedenen 
Form  enthalten  in  dem  Beweise,  welchen  t.  Staudt  für  den  Ansdruck 
des  Radins  der  einem  Tetraeder  nmbeechriebenen  Eugek  gegeben  hat 
(GreUe's  Jouma],  LVH,  S.  88). 

Es  sei  mir  gestattet,  hier  anf  diese  interessanten  Sätze  nuilck- 
«nhommen  und  auch  die  Geraden  A^B^,  ^l^t,  A^s?  ansfShrlich 
xa  behandeln,  obschon  ich  den  größten  Teil  d«:  bezUglichai  Fragen 
in  meinem  Memoire  sur  U  iäraedre  (1885)  entwickelt  habe.  Da  die 
«inschlagige  Literatur  meistens  schwer  zugänglich  ist,  kann  es  wohl 
geschehen,  daß  meine  üntersuchnngen  sieh  teilweise  mit  älteren  Arbeiten 
decken  oder  auch  in  späteren  Arbeiten  sich  wiederfinden. 

1.  Ich  beginne  mit  dem  Staadt  sehen  Beweise  des  Satzes  (A'). 

Eine  beliebige  durch  Ag,  gelegte  Kugel  0'  sdmeide  die 

Kanten  A^A^,  A^A^  -^^-^      <len  Punkten  J?|,       J?i;  daim  sind  die 

J«bn*b«il^t  4.  Deataehcn  lCiitliMD.-y«nlBigoiiff .  XTL  Haft  %.  SS 
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Seiten  des  I>reieekB  E^E^Eg  resp.  parallel  za  den  Schnittgeradaii  ti,it,t^ 
der  Tangentialebeiie  der  Umkogel  0  mit  den  Ebenen  «4,  des 
Tetroeden  T^. 

Beseidmet  P  die  Potenz  der  Eoke  4«  in  besng  auf  die  Kngel  0' 
und  a^^  die  Länge  der  Tetraederkante  Ä^Ä^,  (ifk^l,  2,  4),  so 
hat  man: 

Zur  Abkflnung  setze  ich: 

der  Wert  yon  i^ji^-a  und  die  ähnlichen  von  I^^^^,  J^i^^t  geben  aledann: 

Pi     ^    Mt     "     Pa  ' 

Das  Dreieck  E^E^E^  nennt  man  einen  antiparaUelen  Sdinitf  in  des 
Tetraeders  T^;  da  seine  drei  Seiten  zu  den  Produkten  der  Gegenkanten 
von  proportional  sind,  schließt  man  sofort,  daß  die  antiparaUelen 
Schnitte  in  den  vier  Ecken  des  Tetraeders  einander  ähnlich  sind. 

Ich  bezeichne  mit      den  inneren  Flackenwinkel  des  Tetraeders 
längs  (lor  Kaute  A^A,^    Nach  einem  bekannten  Satze  kann  man 
schreiben: 

sin  4/, :  sin      :  sin      —    :  jl|  :A 

SS  sin  d,,  sin     :  sin  d^i  sin  d^i :  sin  d,t  sin  • 

Das  oDi^H  Resultat  ist  auch  folgenden  Ausdrucks  ßlhig: 
Unterwirft  man  irgend  drei  Ecken  eines  i^ebeueu  oder  räumlichen) 

Vierecks  einer  Inversion,  deren  Zentrum  die  vierte  Ecke  isty  so  erhäU 

man  die  EeJceti  eines  Dreiedis  von  konstanter  Gestalt. 

« 

Ein  allgemeinerer  Satz  ist  folgender  1  von  licllavitisV  : 
Unterivirß  man  di*-  vier  Kchx  imes  KÄUUindnjtii  Vitncks  irgend 
einer  Inversion,  so  rrimU  man  die  J-jhen  einen  znvden  Viiytr]:?!^  dessen 
Produkte  der  Gegensviku      den  rrodidcten  der  entsprechenden  Gegenseiten 
des  ersten  Viereck s  projx>rtional  sind. 

Dieser  Satz  ergibt  sich  aus  der  Beweismethode  des  Herrn  Meyer 
für  den  Sat/  (A  )  (.»der  auch  diireh  eine  leichte  Reclinuug.  Möbius 
(Kreisvcrwanätsdiaft;  Ges.  W  crhc,  II,  S.  21>0)  gibt  ihm  eine  allgememcre 

Fassung,  indem  er  das  Verhältnis         -i—r'  /  t'  als  «iu  Doppelrer-* 

Iwltois  betrachtet,  sowohl  in  beeng  auf  die  Langen  als  auf  die  Rich> 
tungen  der  Strecken. 
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2.  Eb  wird  wobl  manohem  Leser  angenehm  eeiu,  hier  den 
Gehrke Beben  Beweis  des  Sfttses  (A)  za  finden,  mit  Ansdehniuig  anf 
die  An«  nnd  Daelikugeln. 

s)  Ich  becdehne  mit  die  beiden  Reichen  Winkel  ÄiSfA^ 
J^B^Af'f  mit  die  Winkel  A^B^A^,  A^S^A^  naw.  Aas  den  Gkieh- 
heiten 

2X  -        +  +        +  «II  -  «1«  +  «14  +  «41  -  «tt  +  «44  +  «4$ 

scbiieBt  mau: 

addiert  man  letztere,  so  kommt  e^^  —  «,4.   AIbo  hat  man 

was  den  Bangschen  Satz  beweist  und  ihm  zugleich  einen  präziseren 

Ausdruck  verleiht 

b)  Die  Zentren  der  Ankugeln  mögen  /',  7",  und  deren 
Benlhrungspimkte  (B[,  i?,',  B'^,  Bl  ),  ( li'^' ,  J>'^ ,  .  .)  .  .  .  heißen.  Belialten 
die  dieselt»'  Bedeutung  in  bezog  auf  die  Ankugel  JS^'^'\  so  findet 
man  die  Beziehungen: 

2*  ~  «11  +  ^  +  «»!>     «II  ^  «14  +  «Ml     «M  ~  «M       ««4»     «»t  ~  ^  +  «14» 

die  drei  letzteren  geben  durch  Addition;  «j^  H"  *m  +  *84  ^  woraus 
fließt: 

(1)  +      =       «ja  +  hl  =       h»  +  hi  ^^ 

c)  Das  Zentmm  einer  der  drei  Dachkugeln  ist  der  gemeinsame 
Schnitt  J  der  inneren  Halbierungsebenen  der  Flächen winkel  A^A^, 
A^A^  nnd  der  äußeren  Halbierungsebenen  der  übrigen  Flächen  winkel; 
i«^  nenne  J^,  Jj,  J3,  ihre  Berührungspunkte  und  nehme  an,  daß 
nnd  in  die  Winkel  .I^J,.!.,.  A^A^A^,  aber  außerlialb  der  ent- 
sprechenden Seitenflächen  des  Tetraeders  fallen,  während  und  in 
die  äußeren  Scheitelwinkel  A^A^A^f  A^A^A^  fallen.  Dann  gelten  die 
Gleichheiten: 

«W       «U  +  «1»  ^  «41  +  «4»>     «14       «II  ^'  «»4       «Bl  "l"  «*4> 

nnd  diese  haben  znr  Pdge  die  Relationen  (1). 

3.  Ein  enger  Znsammenhang  der  ^tze  (A)  nnd  (A')  ergibt  sich 
aus  folgenden  BetrachtuDgeo.  Die  Tangentialebenen  y^,  y.^,  in 
den  Ecken  Ton  T„  an  die  Umkugel  0  bilden  ein  Tetraeder  C\  l\ ( \  ^  T^. 
Die  Gerade  OC^  steht  senkrecht  zur  Ebene  im  Hittelpunkte  0,  dee 
Umkreises  A^A^^  A^\  die  Gerade  ^4  ist  lotrecht  zu  den  Geraden  OA^,  O^A^^ 
und  folglieh  zu  der  in  der  Ebene  Ovl^O,  liegenden  Geraden  A^Cy 

88* 
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Hieraus  schließt  mau,  daß  die  Geraden  ti,  i^f  h  senkrecht  za 
den  Geraden  '-ij'v  Ä^C^,  -'^4^8  sind;  man  findet  somit  dieselben  Winkel, 
wenn  man  den  Satz  (A)  anf  dae  Tetraeder  und  den  Satz  (A')  auf 
das  Tetnieder  T,  anwendet.  Je  nach  der  Art  des  Tetraeders  ist 
die  Kugel  0  In-,  An-  oder  Dachkogel  von  T^. 

4  Ich  gebe  jetzt  ewei  analytische  Beweise  des  Sataes  (A),  welche 
mir  ein  gewisses  Interesse  zn  bieten  scheinen. 

Man  beziehe  das  Tetraeder  auf  irgend  drei  rechtwinklige  Durch' 
messer  der  InkugeL  /  nnd  nehme  für  die  Gleichung  der  Ebene  «|  die 
Normalform 

80  daß  9  +     +  »f     1.   Die  ersten  Minoren  der  Determinante 


^5 


L  m,  II.,  (f.. 


^3   "'S  ":i 

mögen  mit  den  entspreehenden  großen  Buehstaben  bezeiehnet  werden. 
Dann  sind  die  Koordinaten  der  Punkte  Ap  Bf*. 

(  Li         _        Ml  Nf 

(2)  r'  —     '  ^*  — 

l »;  —  Hg ,        pt «-  r  m, ,       Mi  —  rn, , 
und  für  den  Winkel  A^IJ^A^  ^  Ä^BiA^  =      findet  man 

(3)  cos  &B  —  ,  _  _  , 

wo  das  Snmmeitseicheii  neb  nur  auf  die  Buchstaben  x,  ff,  t  erstreckt 
Nach  Einftthruug  der  Werte  (2)  kommen  im  Zahler  von  (3) 
folgende  Aggr^te  Tor: 

^  + 1»;  -h  I*; - 1,  L,is  -f  M,3i^  -f  x,N„ 

setzt  man  zur  Abkürzung: 
80  ksnn  man  achreiben: 

und  auch  aus  Analogie: 
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Die  Erweiiening  der  MoltiplikatioiiBiegel  IBr  Deteminanten  läßt  8^ 
als  Pkodttkt  der  Matrizen 

—  ^1  —  »»1  —  «1  1      dl  w^i  ii^  1 

—  /j  —  Wj  —  Wj  1 ,     { ?j  Wig  1 

""  ^4  —  »4  —  »4  1         U4  »»4  »4  1 

erwsheixien;  die  Elemente  der  neuen  Determinante  sind: 

1  —  ^Ifl/t  ==  1  —  COB  Ä^iJSJi  =  1  4-  COS      —  2  cos*  ^  ^ij. 

Auf  diesem  Wege  bekommt  man: 

I        0  2C08*  jdis    2co8*i<J,,  j 

2cos«Jd,i    2cos«5dj«  2cos>Jd,, 

2co8»Jd4i    2  cos*  Ad«  0 
Setst  man  noch: 

cos  I        cos  I        =  ^, ,     COS  {        COS  |        —  COS  |        COS  Y  ^48  9t> 

80  gibt  die  Entwicklung  der  letzteren  Dtiermiuanto: 

s„-8co8»id4j  («ä+öi-ji). 

Ähnlicherweise  findet  man 

Äjj—  16  cos*  I     cos*  ~     cos*  |  d^j,  633  =  16  cos*  j  d,,  cos*  J  d^^  cos*  |  ^4,. 

Somit  bekommt  die  Formel  .(4)  folgende  Gestalt: 

Ans  letzterer  Gleichheit  fo^: 

(5)  sin     :  sin     :  sin     —  gi :     :  (Za* 

was  den  Satz  (A)  heweist. 

Der  Beweis  gilt  aucii  für  eine  An-  oder  Dnchku^^el.  Die  Kiclitungs- 
kosimis  wi.,  beziehen  sich  näiiilicli  auf  das  vom  Zentrum  der 
Kugel  auf  die  El)eiie  u-  gefällte  Lot,  so  dali  tU  r  Winkel  zwischen  zwei 
solchen  Loten  das  Supplement  zu  dem  eutap  rech  enden  Flächenwinkel 
von  T ^  ist,  in  welcliem  die  Kugel  liegt. 

Für  die  Aukujjel  I^'*'^  hat  man  also: 


(5") 


Sin  f 


81  n  f, 


31 


sin  E 


it 


■ia  \  d„  cos  l  sin  ^  d,^  cos  g  d^,      sin  l  d^,  cos  \  d^. 
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und  fttr  die  Daehkugel  J: 


(5") 


xs 


8hl 


1  ^ 


•III«, 


it 


'4S 


C08  ^  dj,  coa  Y  d^,      sin  |  d,,  Bio  fin  «  ^, ,  sin  |  d^ 

5.  Das  Tetraeder       sei  jet/.t  auf  drei  rechtwinklige  Durchmesser 
der  Unikugel  0  liezogr^r ,   und   die  Koordinaten  der  Ecke  mögen 
ffff     heißen.}  die  Taugenüalebene     hat  alsdann  zur  Gleichung: 

Setzt  man: 

"  «1  yi  *i 

fft 

^  Ä  ^ 

^4  .V4  ^4  '^4 


Ts 


und  werden  die  i  rsten  Unterdeterminanten  von  T"  mit  A'j,  F,,  Zj, 
usw.  bezeiclinef,  so  erhält  man  für  die  Koordinaten  des  Schnittpunkts 
Ci  der  Ebenen  y„  y,,  j'jt 


^1  =  - 


und  almliche  Audiücke  für  C«. 

Dm  sweite  Glied  der  Fonnel  (3)  gilt  jetst  für  cos  nach  Ein- 
setzung der  Werte  ron  x'^^  j^^,  §\  usw.  und  EntwicUung  der  Pkodukte 
findet  man  im  ZaUer  die  Aggregate  ^ 

^\  +  y\  --  "1  =      ^4 +  \U ^\  "rZ.Z^"- A; 
X,  +  ^4    +  y^Z,  —  -  c/^i),,  X,  X,  4-  r,  1,  +  z,. 

Bedeutet  jetzt  5,«  den  Ausdruck  IB?  (XtX,^  +  T^  +  Z«^^— A-D» 
so  kann  man  schreiben: 


und  aus  Analogie: 

2 

so  daß 


OOS 


Nun  ist       gleich  dem  Produkte  der  rechtwinkligen  Matrizen, 


*i  yi  «1  -B* 

^  ^3  h 

•»■4  ^4 


-f^t  -^i  1; 
-  *-4  -    -  1 
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in  der  neuen  Detormmante  kommen  vor  die  Aggragate: 

Hieraus  folgt: 


0  «Ä< 

»M  ÖÄ 


ähiiiicherweise  findet  man: 


und  somit: 


Aus  letzterer  (jtleichnng  schliefit  man: 

sin  i^t^itmt^t^'.^t^i^^p^xptip^ 

nnd  Satz  (A'^  ist  bewiesen. 

Die  Übereinstimmung  der  Resultate  in  Nr.  4  und  5  Hißt  sich, 
folgendermaßen  erklären:  Betrachtet  mau  die  Kugel  0  als  EinliciLskugel, 
so  ist  A^Ä^  z.  B.  der  doppelte  Sinus  des  Winkels  \A^üA^,  und  da 
die  Ebenen  y,,  »eukreeht  zu  den  Radien  0.4»,  OA^  stehen,  hat  man: 
=  2  sin  i     (JA.^  =  2  cos  hy^y^^j  a^^  ==  2  cos  j^'jj'i,  usw. 

6.  Die  Berührungspunkte  einer  Seitenfläche  A^^jL^A^  des  Tetraeders 
mit  den  acht  Tangentialkugeln  bilden  eiue  merkwürdige  Konfiguration, 
die  ich  hier  in  Kürze  aufstelle,  obwohl  ich  sie  schon  in  meinem 
Memoire  sur  le  iÜraedre  behandelt  habe. 

Die  Zentren  1^  I^'*"^  der  Inkugel  und  einer  Ankngel  trennen  har- 
monisch die  Streke  A^  der  Geraden  A^I  zwischen  der  Eeke  und 
der  Eboie  tt^i  ist  also  ^^^  die  Projektion  von  A^,  auf  a^,  so  hat  man 
«ine  zweite  harmonische  Reihe  l\B^JJ  Da  aneh  die  Yerbindnngs- 
gerade  TJ  harmonisch  geteilt  wird  durch  nnd  «4,  sind  die  Punkte 
nnd      kollinear  mit  H^, 

Sind  fi,  r«,  Q  die  Halbmesser  der  Kugeln  J',  J,  so  findet 
man  ohne  Mfihe  die  Normalkoordinatai  der  Punkte       B^[^f  B^,  J^-. 

B^  ■  \rcoi  idgj,  Jrcot  Jdg,,  \r  cot  \8^'^ 
-BV  •  •  •     \U  tg  T^»,       tg  id„,  \u  tg  iditJ 

K  i»i  tg  i<^w»  in  «<»t  id,„  in  cot  1*1,; 

^4    •  •  ■  -  1(>  cot  {djjy   \q  tg  1*51,     |(»  tg  Jd«. 
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Da  die  Produkte  der  gleichnamigeii  Koordinaten  von  und  B'^[^'> 
deoaelben  Wert  rr^  haben ,  and  diese  Punkte  die  zwei  Brennpunkte 
eines  dem  Dreiecke  A^A^A^  einbeschriebenen  Eegekdinitts;  dieselbe 
Eigenflchaft  kommt  den  Punkten  B*^  und  zu.  Die  beiden  Kegel- 
schnitte haben  respektiTe  als  zweite  Axe  2yrr^,  ^V^' 

Diese  Ei^bniBse  kann  man  so  zusammen&ssen:  Die  Beruhfung9- 
pttttMe  einer  Seitenebene  «4  mit  den  itdA  Berührungspunkten  der  Tangential' 
hugdn  verteäe»  sidi  in  vier  Paare  von  sohlen  eum  Fwiüikn,  wdthe  auf 
einer  durth  ff^  geltenden  Geraden  liegen  und  winkdireu  (invers)  m  heeug 
auf  das  Breiede  A^A^J^  sind, 

7.  Im  allgemeinen  sind  die  vier  Geraden  Erawugende  eines 
Hyperboloids.  Obsolion  diese  Eigenschalt  sehr  bekannt  isl^  werde  ich 
sie  Her  beweisen,  um  andere  weniger  bekannte  Entwicklungen  yoi^ 
zubereiten.  Der  Beweis  wird  geführt  f&r  die  Inkngel,  überträgt  sich 
abw  unscliwer  auf  die  anderen  Tangeniialkugeln. 

Ich  bezeichne  mit  t^^  den  Flächeninhalt  der  beiden  kongruente' 
Dreiecke  A^A^B^,  AiA^B^]  f^^,  ^g, ,  •  •  •  haben  ähnliche  Bedeutungen. 

Um  die  hyperboloidische  Lage  der  Tier  Geraden  A^B^  aufzustellen^ 
genügt  es  zu  zeigen,  daß  von  irgend  einem  Punkte  der  einen,  z.  B. 
von  A^,  eine  Gerade  ausgeht,  welche  die  übrigen  A^B^,  A^B^^  A^B^ 
trifft.  Eine  solche  Gerade  liegt  aber  in  den  Ebenen  A^AiB^,  A^A^B^ 
A^A^B^;  somit  müssen  die  Geraden  A^^B^,  A^B^,  A^B^  die  Kanten 
A^A^y  Ay^Ai,  A^A^  iu  solchen  drei  Punkten  ^'j,  X«,  iS,  schneiden,  daß 
die  Verbindungsgeraden  ^i-^^i,  A^N^,  A^y.^  sich  im  selben  Pünkte  I)^ 
treffen.    Diese  Bedingung  ist  erfüllt;  denn  man  hat  die  Gleichheiten: 

_          *4»     -^^s-^    '43      -^  »'"ll  ^    *4l 

deren  rechte  Seiten  zum  rrodnkte      1  Imbon. 

Den  Erzeugenden  A^D^  kumnit  auch  eine  eintaihe  Bedeutung  zu. 
Die  Ebene  B^B^B^  schneidet  näiiilicli  ains  dem  Tneder  A^  und  der 
Kugel  7  ein  Dreieck  Pj  ^^2-^3  semeiii  Inkreis;  folglich  treffen  sich 
die  (icradrn  /'j/, ,  P-A-,  ^  a^s  '"^  Lemoineschen  Punkte  des  Dreiecks^ 
1>, /) , /;,,,  und  dieser  Punkt  liegt  offenbar  auf  der  Geraden  A^D^.  Geht 
man  vom  Tetraeder  BiB^B^B^  aus,  so  kann  man  dieses  Ergebnis 
folgeuderuiuÜen  aussprechen: 

Sind  A^,  A^,  A^.  (Ue  Pole  der  Scitenchemn  tiiws  Tdraeders 
B^B^B.B^  ht  htziuj  auf  die  L'mkuyel,  und  sind  Ä',  A'.,  K.y  die 
Ja  m(ti)irsdun  Bunktc  der  SciU  ndreicch',  so  sind  die  Geradt  n  B^A^,  B^A^, 
i'j^ljj,  B^  A  ^  vier  Ersetu/ende  einer  Art.  und  die  Geraden  B^K^,  B^K^, 
B^K^j  B^K^  vier  Erzeugende  der  andern  AH  eines  und  desselben 
Hyperholoids. 
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-  Die  baiysentriBch«!!  Koordinaten  der  Punkte  B^j  D^  in  bezug  auf 
das  Dreieck  A,A,A^  sind  xespektiye       /j^,       (f^,  t~^,  t-l). 

8.  Die  beiden  Geraden  il^f«,  Jiifj  trefiiBu  eich,  wenn  die  Geraden 
A^Sif  A^B^  einander  auf  der  Kante  A^A^-  begegnen  oder  diese  Knute 
nach  demselben  VerhSltniese  teilen;  diese  Bedingung  gibt: 

^11  •  ^18  ™     •  ^4*>  oder  ^u^w 

Damit  die  vier  Geraden  A^B^  einen  gemeinachafUicheii  Ponkt  be> 
Bitzen,  iet  erforderlidi: 

Die  Gleichungen  (6)  sind  mancher  Un^eataitungen  fähig. 
Da     «  »Ois^  cot  i^iif,,.,  hat  man  auch: 

jj,  oot  |d„  cot       —     cot  l     cot  }     —  A  cot  ^  ^li  cot  ]  Ö^^  5 

ersetzt  man  die  Großen  J\y  p^,  P3  dnrch  die  proportionalen  Produkte 
der  Sinus  der  entsprechenden  Gegendieder  des  Tetraeders,  so  kommt: 

(7)       coe       coB  \d„  —  cos  {dg,  cos  {d^^  »  cos       008  , 

oder  gl  =  (/a  —  </3,  nach  den  em^^etülirten  Bezeichnungen. 

Folglich  sind  (siehe  Nr.  4)  die  sechs  uut  {^^.  bezeichnet»'!!  Winkel 
einander  gleich.  Dieses  luiirt  uns  zu  einem  bekannten  Gebiide,  das 
ich  kurz  in  Erinnerung  bringe. 

Errichtet  man  nämlich  über  den  Seiten  eines  Dreicks  A^A^A^ 
nach  außen  und  nach  innen  gleichseitige  Dreiecke  A.,A.^Z^,  Aj.A^Z^f 
A-^A^Z^,  A«A^Z[y  A^A^Zl,  A^A^Z'^y  so  schneiden  sich  eineri^eits  die 
Verbindungslinien  A^Zij  A^Z^,  A^Z^  in  einem  Punkte  Z  und  anderseits 
die  Geraden  A^Z[,  A^Z'^,  A^Z'.^  in  einem  Punkte  Z'.  Die  beiden 
Strahlenti ipei  Z\^A^A.,A,^),  .Z',  .1,  .lo -l.,  1  sind  rejjjuliir.  Wenn  die 
Dreieckswinkel  kleiner  als  120*^  sind,  tüilt  Z  iu.s  innere  des  Dreiecks 
A^A^A^\  ist  der  Winkel  A^  =  120«  oder  >  120^  fallt  Z  in  A^  oder 
zwischen  die  Verlängerungen  der  Strecken  A^A^,  A^A^^  über  den 
Punkt  ^1  aus;  Z'  Uegt  jederzeit  außerhalb.  Diese  Punkte  Z'  heiBen 
respekÜTe  erstes  nnd  sweiies  isogonisdas  (isoptischesj  Zentmm  des 
Drneeka  A^^A^A^. 

Die  Relationen  (7)  erfabren  somit  folgenden  Ausdruck: 

Wem  die  Verbinäungsfferaden  der  Edtm  eines  Täraeders  mU  den 
gef/eniäferii^aulen  Beruhrungspunfden  der  Inkugd  sidi  m  emem  Ptmkte 
treffen,  ist  jeder  BsruhfwigspunU  das  erste  isogmistke  Zettkum  des 
enisprediende»  Seitendreieeks. 

Diese  besondere  Spezies  Yon  Tetraedern  nenne  ich  ancfa  isogomse^. 
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Auch  das  Tetraeder  B^B^B^B^  der  Berühnmgspunkte  besitast 
merkwftnlige  EigemchalteiL  Denn  nach  Nr.  5  hat  man: 

•  B^Bi  =  B^B^  •*B^Bf  =-  Bi^B^. 

Wenn  in  einem  (ebenen  oder  ranmlichen)  Vierecke  die  drei  Produkte 
der  Gegenkanten  einander  gleich  eiud,  nenne  ich  es  isodynamisch. 

Hiernach  sind  die  BerQhrungspunkte  der  Inkugel  einee  isogonischen 
Tebraederfl  die  Ecken  eines  isodynamischen  Tetraeders. 

Unter  den  Eigenschaften  eines  isodjuamischen  Tetraeders  hebe 
ich  folgende  hervor:  Die  aniiparallelen  Schnitte  sind  gleichseitige 
Dreiecke;  eine  Inversion  verwandelt  die  Ecken  in  die  Ecken  eines 
Tetraeders  von  derselben  Art;  das  Inversionszentmm  kann  so  geprahlt 
werden,  daß  das  zweite  Tetmeder  regulär  wird:  die  Yerbindungageraden 
der  Ecken  mit  den  luzeiitren  (oder  den  Lemoineschen  Punkten)  der 
gegenüberliegenden  Dreiecke  Liehen  durch  einen  und  denselben  I'imkt. 

Ich  kehre  zu  den  Relationen  [6)  und  (7)  zurück.  Bezeichnen 
KsfKi-'-  Flächeninhalte   der  Dreiecke   TAiA^,  lÄ^Ä^,...  und 

beachtet  man,  daß  ^„  »  t'^  cos  l^uf-,  so  tindet  mau  leicht: 

Da  aber  f'^  =  l  lA^  •  lA^  sin  A^IA^^ . . .,  hat  man  auch: 

(9)  sin^  J^sin  A^IÄ^  —  zinÄ^IA^  sin^ JJj  ^sin  A^IÄ^  sin  A^lÄ^. 

Die  Gleichheiten  (9)  kann  man  noch  daraus  folgern,  daß  die  Greraden 
Ä^I,  A.,1 .  .  .  senkrecht  zu  den  Seitenebenen  des  isodynamischen 
Tetraeders  B^B^BJi^  stehen. 

9.  Ein  Tetraeder  kann  auch  isogonisch  bezüglich  einer  An- 
oder  Dachkugel  sein;  d.  h.  die  vier  Verbiiidungsgeradeii  der  Ecken 
mit  den  gegcuüberUegendeu  Berührungspunkten  schneiden  sich  in  einem 
Funkte. 

Die  Relationen  (6),  (7);  (8)  und  (9)  bleiben  bestehen,  mit  dem 
Vorbehalt^  daß  d,^  das  gegen  die  Kugel  gerichtete  DiSder  des  Tetraeders 
bedentet;  sollen  aber  die  nur  innere  FiBchemwinkel  beseichnen,  hat 
man  die  in  (5')  und  (5")  angedeuteten  Veränderungen  Torsunehmim. 
Die  Winkel  e,^  sind  gleich  120«  oder  60« 

Bei  der  Ankugel  J^^^  ist       erstes  und  smd  B[,  B'^,  B'^  zweite 
isogonische  Zentren;  bei  der  Dachkugel  J  sind  Jj  und  erste, 
und      zweite  isogonische  Zentren. 

Die  Punktepaare  B^B[,  B^K,  B,B^',  BJf^''^  sind  winkeltreu  in 
den  entsprechenden  Seitendreiecken  von  T^.  Da  die  Tier  Geraden 
AiBif  A^B^,  A^B^j  A^B^  hyperboloidisch  sind,  kommt,  nach  einem 
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aUgeineixi«n  Satze,  diese  Eigeneeluift  auch  den  Geraden  Aili[,  Ä^B^', 
A^B^',  A^B^^^  KU.  Geht  man  ron  den  hyperholoidiseheii  Gonden 
A^B^'\  A^B'p,  A,Bf\  vl^Bf  >  aus,  so  findet  man  anf  demselben  Wege 
Tier  neae  hyperboloidisdie  Geraden. 

10.  Unter  welchen  Bedingungen  gehen  die  Geraden  A^B[j  A^B'^, 
A^B^',  A^WY^  durch  einen  und  denselben  Punkt? 

Aus  den  Normalkoordinaten  der  Punkte  B^'^,  B[  in  den  bezfig- 
Uchen  SeitendreiecksiL  von  leitet  man  ihre  Normalkoordinaten  im 
Tetraeder  ab: 

^  *8  i^»  "  i  ^Mf        sia'  f<^au        sin*  Jdj,, 

2r,  sin* |d,^ ,    2 r,  sin«  2r^  sin*  \ d,, , 

0 

und  aus  diesen  die  Bedingung,  damit  die  Geraden  A^BY\  A^B[  in 
einer  und  derselben  durch  A^Ä^  gelegten  Ebene  sich  befinden: 

sin  \  djj  sin  \  d^,  =  sin  j  d^j  sin  ^  d,^ . 

Die  gestfdlte  Frage  erfordert  also: 

sin        sin  ^d^,  =  «in  ^  d,,  siu  \  d^  =  sin  \ö^^  siu  |  d^. 

Diese  Gleichungen  drQcken  aue,  daß  die  drei  Produkte  der  Tom 
Iiizentrum  /  auf  zwei  Gegenkanten  gefällten  Lote  einander  ^eich  sind. 

11.  Wenn  drei  Ecken  A^,  A^,  A^  eines  isogonischen  Tetraeders  ge- 
geben sind,  kann  man  fragen  nach  dem  Orte  der  vierte  Ecke  A^» 

Es  sei  das  eiste  isogonisehe  Zentrum  des  Dreicks  A^AtA^», 
wir  nehmen  an,  es  liege  im  Lmem.  Beschreibt  man  dann  ±it  einem 
beliebigen  Halbmesser  r  eine  Kugel  welche  die  Ebene  A^A^A^  (auf 
der  einen  oder  anderen  Seite)  im  Punkte  berflhrti  und  legt  man  durch 
die  Geraden  A^A^,  -^t-^tt  -^i^  an  diese  Kugel  die  zweiten  Tangential- 
ebenen mit  den  BerOhrungspunkten  B^,  JG^,  S^j  so  schneiden  sich 
letztere  Ebenen  in  einem  Punkte  des  gesuchten  Ortes  {A^. 

Die  Schnittpunkte  der  Geraden  A^B^,  A^B^,  A^^t  den 
gegenUberli^nden  Seiten  des  Dreiecks  A^A^A^  seien,  wie  oben,  mit 

bezeichnet;  durch  diese  Punkte  gehen  auch  resp.  die  ^ 
Geraden  A^B^,  A^B^f  -^^i  ^d  man  hat  die  Gleichheiten: 

A^Bj^  «  Ä^B^  =  A^B^f    N^B^  = 

Setzt  man  JV)4|  =  Qu  ^tB^,         (*  *^  ^  findet  man, 

wenn  I  und  A^^  auf  derselben  Seite  der  Ebene  AiA^A^  liegen: 

(10;       -  ^5  =     -  w,,       -  Pj  «  Ha  -  Wj,    (»j  -  4»,  =  — 
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Im  Falle,  wo  I  und  auf  ▼erschiedenen  Sttten  der  Ebene  Ä^A^A^ 
liegen,  wird  die  Kugel  I  zar  Ankugel  des  Tetraeders  A^A^A^A^  und 
die  Relationen  (10)  gehen  ttber  in: 

(11)  -  (>8  =  »«3  —  —  Pi  =  «1  -  »3»      Pl  —  P2  =  «1  —  »r 

Die  Punkte  der  Ebene  u'iyA^A^^  welche  die  GUiclnuigen  q.,  -q^^ 
±(mj  —  Wj)  befriedigen,  liegen  auf  einer  Hyperbel  t\f  deren  Brenn- 
punkte und  sind.  Der  eine  Teil  dieser  Kurve,  für  den  (»,  — 
«"Jii  —  gebt  durch  den  Punkt  B^]  ich  beseichoe  ihn  mit  U[  und 
den  andern  Teil  mit  Ul'.  Den  GieichuD^n  —  =  ±  ("3  —  n,), 
Pi  "  Ps  ™  i  ('^i  "~  "a)  entsprechen  resp.  zwei  andere  Hyperbeln  V^, 
mit  den  Brennpunkten  (JN'g,  N^  ),  (N^,  -A,);  ich  nenne  i/j,  U'^  die  Teile, 
welche  durch  B^  gehen,  und  Lg',        die  übrigen. 

Man  erhält  alle  Funkte  A^.  welche  den  Gleichungen  (10)  oder  (11) 
genügen,  indem  man  die  Hyperbeln  U^,  U^,  um  ihre  reellen 
Achsen  N^N^^  ^s^v  drehen  läßt;  die  so  erzeugten  zwelscbaligon 

Hyperboloide  mögen  IFj,  W^,  Tr^  heißen;  die  Mäntel,  auf  welchen 
hegtf  nenne  ich  W[,  W^,  \V.[,  und  die  uiukren  IV',',  VKj',  Wj'. 

Wenn  das  TetrnodtM-  istj^juisch  711  einer  Inkugel  Bein  soll,  muß 
die  Ecke  den  ^TUMcliuijgeu  (10)  geuügen,  von  denen  aber  jede  eine 
Folge  d»'r  beiden  anderen  ist;  dann  ist  der  gesuchte  Ort  die  gemein- 
same Scliaittkurve  der  drei  Mäntel  W[,  W!,,  \V^.  Soll  hingegen  das 
Tetraeder  isnp^aniscli  zu  einer  Aakugel  sein,  so  muß  man  die  gemein- 
same Schnittkiirve  der  Alilritel   IV",  TF^',  W^'  nehmen. 

Der  vollständige  Schnitt  der  zwei  Flächen  W^,  besteht  aus  zwei 
Kegelschnitten  Q,  Q'.  Nennt  man  uänilich  Ö^,  6^  die  Abstände  eines 
Punktes  dieses  Schnittes  von  den  Leitebenen  ^j,  ^j,  welche  dem  gemein- 
schaftlichen Brennpunkte  in  \\\  und  It'^  entsprechen  und  ^i, 
die  Exzentritäten.  so  hat  man:  A^X.^~f\^^  =  (^„^,.  Folglich  ist  das 
Verhältnis  d^:d.,  konstant,  und  der  I'uakt  .4,  liegt  in  einer  von  zwei 
l^fcwissi-n  Ebenen  t',  v',  welche  mit  Uj,  u.,  ein  liarmonisches  Büschel 
bilden;  es  sei  v  tlio  Ebene,  welche  enthält,  uud  der  entsprechende 
Kegelschnitt. 

Es  liegt  nahe  zu  vermuten,  daß  Q  eine  Hyperbel  ist,  deren  einer 
Teil  der  Durchschnitt  von  TF/  mit  iat,  wKhiend  der  andene  Teil 
der  DurchBchnitt  von  mit  W'^'  ist;  so  auch,  daB  Q*  eine  Hyperbel 
ist,  deren  beide  Teile  resp.  den  Verbindungen  \V[  \V^',  H  ,"  ent- 
sprechen. Um  dies  zu  bestätigen,  lasse  ich  r  kontinuierlich  wachsen 
TOn  0  bis  zu  00  und  betrachte  zuerst  die  Kugeln  I,  welche  oberhalb 
der  horizontal  gedachten  Ebene  A^A^J^  liegen.  Wenn  r»0,  fallt  A^ 
mit       zusammen;  für  einen  gewissen  Wert  r^r^  geht  das  Tetra- 
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eder  A^AiA^A^  in  ein  Prisma  P  über;  wird  r>r%  so  fallt  A^  unter- 
halb der  Ebene  AiA^A^  und  die  Kugel  /  wird  zur  Änkugel;  wird  r 
unendlich,  so  ersetzt  die  Ebene  A^A^A^  die  Kugel  /  und  der  Punkt 
nähert  sieb  einer  Stellung,  die  ieh  mit  3'^  bezeichne  und  später  er- 
klären werde.  Es  ist  bequem  anzunehmen,  daß  die  unterhalb  der 
Ebene  A^A^A^  liegenden  Kugeln  negativen  Werten  von  r  entsprechen 
(ihre  Zentren  haben  negative  Ordinaten).  Variiert  jetzt  r  von  —  oo  bia 
2U  —  r',  so  }ipl,'omrat  man  filr  den  Ort  eine  Linie,  welche  in  be- 
zug  auf  die  £beoe  A^A^A^  symmetrisch  zu  der  Linie  ist,  welche  den 
Werten  von  r  zwischen  -f  oo  und  -|-  r'  entspricht.  Ftlr  r  =  —  r'  geht 
wieder  das  Tetraeder  A^A^A^A^  in  ein  Prisma  P'  über.  Zuletzt  be- 
kommt man  für  die  Werte  von  r  zwischen  —  r'  und  0  eine  Linie, 
welche  symmetrisch  in  bezug  auf  die  Ebene  A^A^A^  zu  derjenigen  ist, 
welche  man  im  Intervalle  ir',  o)  gefundfü  Diese  verschiedenen  Um- 
stünde stimmen  überein  mit  der  Annahme  einer  Hyperbel  i^,  welche 
in  einer  zur  Ebene  A^A^A^^  senkrei  hti  n  P]bene  v  liegt,  deren  Scheitel  B\ 
sind  und  deren  Asymptoten  parallel  zu  den  äeitenkanten  der  Prismen  P 
und  V  laufen. 

l!:^.  Es  mögen  noch  einige  Eigenschaften  der  vorigen  Figur  hervor- 
gehoben werden. 

Die  Genulen  B^A^y  ^\A^^  Pj^.i  halbieren  resp.  die  Winkel  N^B^N^y 
N^B^N^j  N^B^Ii^-j  folglich  tangieren  sie  in  B^  die  Hyperbeln 

In  den  kongruenten  Dreiecken  ^^AfA^,  ByA^A._^  sind  die  homo- 
logen GeriKien  B^N^,  B^N^  gleich  geneigt  gegen  die  Seite  -4,^,;  mit- 
hin erzeugt  die  Gerade  A^BiNi  einen  Rotationskegel,  im  Zeichen  (A',), 
mit  dem  Scheitel  .V,  nnd  der  Achse  A^A^;  der  Ort  des  Punktes  B^ 
ist  eine  Kreislinie,  deren  Ebene  zu  A^A^  lotrecht  ist.  Zwei  andere 
Rotntionskegel  ( AV),  ( A mit  den  Achsen  A^A^,  A^A^  entspredien 
den  Geraden  A^y^f  A^X^,  so  auch  zwei  Kreislinien  den  Punkten  7^,  B^. 

Die  Kegelmäntel,  welche  durch  den  Punkt  B^  gehen,  schneiden 
einander  in  dem  Teile  der  Hyperbel  Q,  welcher  die  Scheitel  der  zu 
einer  Inkugel  isogonischen  Tetraeder  AiAiA^A^  enthält;  die  zweiten 
Mantel  haben  zum  gemeinsamen  Schnitte  den  übrigen  Teil  von  Q, 
welcher  die  Eeken  der  vu  dner  Änkugel  isogonischm  Tetraeder  enthiUt. 

Die  zu  den  Geraden  yJ^iV^Z,,  A^N^Z^,  A^N^Z^^)  in  bezug  auf  yljvl,, 
A^A^f  A^A^  symmetrischen  Geraden  N^^Z[f  N^Z'^y  ^»^t  "i^d  auch 


1)  Die  l'uukte  ,  Z^,  Z,,  Z^^  Z^  sind  die  ScUeitel  der  über  deu 
Seiten  Ä^A^,  A^A^,  A^A^  des  Dr^eeks  AiA^A^^  nach  aufiea  and  innen  er- 
lichteten  gleidueitigen  Dreiecke. 
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Erzeugenden  der  Kegel  (J^^),  (N^),  (2s\),  ihr  gemeinsamer  SdbxiiHpiinkl; 
fallt  offenbar  mit  dem  oben  bezeichneten  Punkte  B'^  zusammen. 

Da  Scheitel  der  Hyperbel  Q  ist,  genügen  dio  Entfernungen  j?^ 
2fj,B'^f  N^B'^  den  Gleichheiten  (11);  bezeichnet  man  sie  »,',  m^,  n^,  so 
kommt: 

*t  —     =  «8  —  «j,        —     ~  *»i  — —  *lj     «j  —  Wj  • 

Schreibt  man  lür  diese  Relationen: 

80  sieht  man,  daß  nnd  ^  die  Brennpunlcte  einer  Ellipse  sind^ 
welche  die  Seiten  des  Dreiecks  AyÄ^A^  in  den  Funkten  N^,  iV, 
bertthrt       und  i9>^  sind  also  winkeLtreae  Punkte  im  Dreieck  AiÄ^Ä^. 

Jetst  sieht  man,  dafi,  wenn  der  Berfihrungspunkt  einer  In- 
oder  Ankugel  einer  fiher  der  Basis  A^A^A^  konstruierten  Tetraeder^ 
Seite,  BerQlunmgspankt  einer  An-  oder  der  Inkugel  dessdhen  Te- 
traeders ist.  Folglich  kann  man  auch  den  Eegelsehnitt  Q  ansehen  als 
Ort  der  Ecke  ^4  eines  Tetraeders  mit  der  Basis  ÄiA^A^f  dessen 
Seiteneboien  eine  yeranderliche  Kugel  berührt,  welche  die  Basis  be- 
standig in  tangiert 

Nach  einem  bekannten  Satae  ist  JB4  das  isoä^namisikB  Zaiinm 
des  Dreiecks  A^A^A^,  welches  der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  drei 
Apollonischen  Kreise  dieses  Dreiecks  ist  und  die  Eigenschaft  besitzt, 
daß  die  drei  Produkte  der  Gegenseiten  des  Vierecks  A^A^A^B^  ein- 
ander glek-h  siiid. 

13.  Das  isogonische  Tetraeder  gibt  Anlaß  zu  zwei  algebraischen 
AiifgaLeu,  deren  Lösung  Schwierigkeiten  bietet.  Bezeichnen  nämlich  fy 
fir  fit  fi  Flächeninhalte  der  Seitendreiecke  und  pj,  p,,  ^,  die 
Entfernungen  der  Ecken  A^,  A^,  A^  von  den  Berührung^unkten 
der  anliegenden  Seitenebenen,  so  hat  man  die  zwei  Gieichungssysteme 

^t+^  +  ^l-/4»    <l8  +  ^  +  '4t-A»  TW»- 

=     +  (>i  4-  (ft(/i,    «J,  -  ^?  +  9!  +  9t9i ,  ^  qI  +  Mtf 

^«Ji  =■     +     -f  Ml*        -     +     +  ^4^1*    »5>  -  d  -H     +  Q49»> 

wo  einerseits  die  t^^  und  anderseits  die  P|  Unbekannten  sind.  Das 
zweite  System  erfordert  zwei  Bedinguugsgleichungen  zwischen  den 
sechs  Tetraederkanten. 

Esneux  (^Lüttichj,  April  1907. 
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Ableitung  einiger  Kegelschnittsätze 
mit  Hilfe  yon  Selmittpunktsätzen. 

Ton  K.  Röhn  in  Leipzig. 

Es  irt  bekannt^  daß  die  SätEe  ttlMr  die  gemflinaamen  Schoitl^ankte 
zweier  Eoiren  yon  den  Ordnungen  m  bes.  n  dmek  Anwendung  mt 
spezielle  i%Ue  zu  einer  FOile  yon  Resultaten  ftthren,  die  auf  anderem 
Wege  meist  viel  umstSndlicher  abzuleiten  sind.  Gewöhnlich  handelt  es 
sich  hierbei  um  solche  Resultat^  die  aussagen,  dafi  mehrere  irreduzible 
oder  reduzible  Kurren  mit  einer  Anzahl  gemeinsamer  Punkte  noch 
emm  oäet  auch  mdurere  weitme  Punkte  gnnein  haben.  Sobald  man 
indessen  Kurven  in  Betracht  zieht,  die  durch  die  unendlich  fernen 
imaginiren  Kreispunkte  gehen,  oder  daselbst  sich  berühren  oder  Doppel- 
punkte besitzen,  können  jene  Schnittpunkt«itze  auch  zu  Strecken-  und 
Winkelrelationen  führen,  denen  man  von  Tomherein  kaum  ansieht,  in 
welcher  Beziehung  sie  zu  Scbnittpunktsätzen  stehen.  So  mögen  denn 
hier  einige  Beispiele  derartiger  Anwendungen  von  Sclinittpunktsätzen 
auf  Kegelschnitte  besprochen  werden,  die  als  besonders  instruktiv  in 
der  genannten  Richtung  wohl  einiges  Interesse  gewähren  können  Dabei 
lasst  es  sich  nicht  umgehen,  anch  ganz  bekannte  Beispiele  in  den  Kreis 
der  Betrachtung  mit  hereinzuziehen. 

Als  Grundlage  für  unsere  Betrachtung  stellen  wir  folgenden  Satz 
an  die  Spitze,  den  wir  hier  nicht  beweisen. 

I.  Zwei  Kurven  von  der  w""  bez.  n""  Ordnung  schneiden  sich  im 
alUjemcinm  in  )n  ■  n  Funlien,  die  nfifürUch  teilweise  'ummnunfnUen  können. 
Besitzcti  sie  dat/cffd/  melir  als  m-n  grmrinsame  Fnnkt<\  .<o  haJien  sie  eine 
gemeinsame  Teilkurve.  Im  folgenden  wird  dieser  Satz  nur  iiir  Kurven 
2.,  3.  und  4,  Ord.  benötigt. 

n.  Alle  Knny  n:  tp  (xy)  —  x  4' (xg)  =  0  hilden  einen  Büsche]  mn 
Kurven  w'""  Ord.  mit  nr  gemeinsamen  Grundpnnhtn}.  frenn  (f.(.rif)^()  und 
^(xy)  =  i)  irgend  zwei  Kunni  m'"''  Ord.  olnu?  griiifiitsaniini  Bcsf/nidtr/l  dar- 
stellen. Tiesifgen  insbe.sii>i*i(  re  die  Knrn  n  q  !  ,/ v  i  —  U  i<nd  ij'  {  :ri/  \  =  ^)  einen 
f/enirnisfime))  Pojypelpunkt,  su  ist  ditstr  ait(ii  Dniipelpunkt  für  (die  Kurven 
des  BUsfhrls.  Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  leuchtet  sofort  ein;  auch 
erkennt  man,  daß  sich  x  stets  derart  bestimmen  lässt,  daß  die  betr. 
Knrve  des  Büschels  durch  eim'n  beliebig  vorgegebenen  Punkt  i'^  hin- 
durchgeht; es  ergibt  sich  x  =  9  i  .(Y, ^  :  t/p\  Auch  bei  der  Ver- 
wendung dieses  Satzes  beschränken  wir  uns  aut  ivurven  2.,  o.  und  4.  Ord. 
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Aus  den  Sätaen  1.  und  II.  schliesseu  wir  zunächst  den  weiteren  Satz: 
III.  L'mim  v<m  dm  9  SchntUpwiktm  ßweier  Kurve»  ^.  Ord.  sedts 

€tuf  einem  Kegelschnitt  ^  so  Vwijrn  die  übrigen  drei  auf  einer  Gn-ndm. 

laegen  vm  den  16  Schnittpunkten  eweier  Kurven  4.  Ord.  acht  auf 

einem  Kegdadmittf  so  Hegen  die  übrige»  adU  auf  einem  ßweiten  Kegel- 

schmtt. 

Sind  nämlich  ^  [.'  »/)  ==  0  und  tixi/]  =  ()  zwei  derartige  Kurven  3. 
(bez.  4.)  Ord.,  dann  haben  alle  Kurven  des  Büschels  i  —  xV-f  r?/)  =0 
mit  lern  genannten  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  h  {j:i/)^0  sein 
möge,  sechs  (hc?  ichtl  feste  Punkte  gemein;  folglich  besitzen  sie 
noch  drei  (bez.  iiciii;  weitere  ^oiuoiusame  Punkte.  Bestimmt  mau  nun 
X  so,  fluß  die  betr.  Kuive  des  Büschels  noch  durch  einen  weiteren 


Punkt  etwa  P^,)  des  Kegelschnittes  k{xy)  —  0  hindurcligeht,  dann  muß 
nach  batz  i  die  Kurve  q)  —  xij;  =  0  in  diesen  Kegelschnitt  und  eine 
Gerade  (bez.  einen  weiteren  Kegelschnitt)  zerfallen.  Diese  Gerade  (bez. 
dieser  Kegelschnitt)  uniß  nach  Satz  II  durch  die  drei  (bez.  acht) 
Schnittpunkte  von  <p  ^  0  und  ^  0  gehen,  die  nicht  auf  dem  Kegel- 
schnitt A  (2*f/)==Ö  liegen. 

J.  lirisfud.  >>ind  J\,  1\,  1\,  T,  vier  beliebige  Funlie  eines  Kegd- 
schnitten  k{xy)  =  0  und  .sind  ^,  =  0,  t^^O,  t^  =  0,  t^  =  0  die  Gleichungen 
.der  zugehörigen  Tangenten^  so  sdweiden  sich  die  Geraden  T,  7,  oder  u  =  0 
.und  T^T^  oder  v^O  in  einem  Funkle  0,  der  auch  den  Geraden  FQ  und 
BS  angäiSrt,  wenn  P— /^x^,,  Q^liXt^,  R  =  t^xt^,  5  =  ^x<^  isi. 

Die  seifallenden  Kurren  4.  Ord. 
<^  t?* «  0  und  t^u^  —  0  haben  näm- 
lich mit  dem  Eegdsdmiit  k(xg)  =  0 
dieselben  acht  Punkte  gemein,  die  paar- 
weise in  die  Punkte  Ti,  T,,  2,, 
fallen  (Fig.  1).  Folglich  liegen  ihre 
fibrigen  Schnittpunkte,  namlidi  P, 
Bf  S  und  0  nach  Sats  III  ebenfidls 
auf  einem  E^|;dBehnitt,  etwa  =  0. 
Da  aber  jene  beiden  Kurren  4.  Ord.  in  0 
einen  Doppelpunkt  besitzen,  ist  güeiches 
mit  allen  Kurren  tit^v' —  nt^t^u*  ^  0 
der  Fall,  insbesondere  auch  mit  der 
Knrre  k(xg)l(xg)^0,  die  ja  nach  III 
dem  Büschel  angehört.  Nun  liegt  0 
außerhalb  des  Kegelschnittes  k(a'i/)  =  0, 
folglich  zerfällt  2(rt/)  =  0  in  ein  Geradenpaar,  dessen  Geraden  durch 
4)  gehen  und  die  Punkte  P,  Q  resp.  JR,  S  enthalten. 


Digitized  by  Google 


Ableitung  einiger  Kegelschnittsätze. 


361 


ri  * 

i'' 
io 


Z  Beiapid.   Bäben  drei  KegdsdmUie  q>  (xy)  ^0,  x  i^v)    ^  <^ 
(jcy) «  0  diesdben  leiden  Punkte  A  und  B  gemein^  so  sdmeiden  sie 
4td^  noch  g»  gwei  und  Mu/ei  m  drei  Puniktepaareii,  deren  VerifinduiHif8' 
Urnen  dureh  den  nämlidien  Funkt  0  gdnen. 

Es  mögen  ^  —  0  und  x  ^  aoBer  A  und,  B  noch  das  gomem- 
flame  Punkfeepaar  P^P,  bentaen,  in  gLeicber  Weise  ^  ^  ^  —  0 
das  gemeinsame  Ptmktopaar  Q^Q^  nnd  ebenso 
^  >"  0  nnd  9)  »  0  das  gemeinsame  Punkto- 
paar  8^8^\  imier  seien  p*-0,  g  —  0, 
die  Gleichungen  der  drei  Geraden  PtPfy 

QiQtf  S^S,  (^g>  2)<  1^  sind  ;(*s  -  0 
und  ^  '  p  —  0  zwei  Kurven  3.  Ord,,  die  mit 
dem  Kegelschnitt  tp  0  die  sechs  Punkte 
Af  B,  Pj,  Pj,,  Sj.  5o,  gemein  haben;  folg- 
lich liegen  nach  Satz  III  ihre  drei  weitereu 
Schnittpunkte,  nämlich  nud  0  auf 

einer  Oeraden,  wobei  0  =  p  xs  ist. 

Kennt  man  von  zwei  Kegelschnitten  9)«>0 
nnd  X'^O  zwei  Schnittpunkte  A  und  jB^  so 
kann  man  mit  Hilfe  dieses  Satzes  eine  Gerade  |) 

koustrmeren,  die  ihre  beiden  weiteren  reellen  oder  imaginären  Schnitt- 
punkte enthält  (Fig.  3)     Man  benutze  als  dritten  Kegelschnitt  darch 

A  und  7?  oin  Geradenpaar,  das  =  0 
in  i9j  und  S^,  sowie  2  ^  ^1 
schneiden  mag;  dauu  muß  p  durch  den 
Schnittpunkt  von  ^1  mit  *S\  S.,  cfoben. 
Führt  man  diese  Kou.struktiou  noi  l  iti  ils 
aus,  indem  man  die  Gerade  durch  A 
ändert,  so  erhält  man  einen  weiteren 
Punkt  für  die  gesuchte  Gerade  p  und 
damit  diese  Gerade  selbst. 

Da  alle  Kreise  einer  Ebene  die  näm- 
lichen beiden  unendlich  fernen,  konjugiert 
imaginären  Punkte  gemein  haben,  so  er- 
geben  sich   aus   (lein    vorstehenden  Satz  Fig.  3, 
unmittelbar  die  folgeudeu.    Drei  Kreise 

schneiden  sich  in  drei  Fimhtepaaren,  deren  Verhindutigslinien  einen 
(fiincinsamcn  Punkt  besitzen.  Lieym  die  Grundpunkte  A  und  B 
eines  Kreishiisehds  auf  einem  KegelsdmiU,  so  wird  dieser  von  dm 
Xreisen  in  Panktepaaren  geedmtten^  deren  VerbindMifigeiinien  paraRel 
laufen» 

«rsiuMbnfioht  d.  ItaalidMa  lüktlMOL-Tmotiitguig.  XTL  BMI  t.  S4 
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Imbea(mdeire  werden  aÜe  Kreisef  die  einen  KegdsehnUt  9  — 0  »r 
dem  nänüu^en  Pünkie  A  heHäum^  noA  Timästepamre  aw  i%f»  om- 

schneiden  j  die  auf  paräUde»  Gerade»  Ueffen,  UiUeir  diesen  gibt  es  Bwei 
JTmse,  <iff6  ihn  außer  in  Ä  «knA  je  in  einem  breiteren  Pttnkt  berühren- 

Wie  obuo  weiteres  ersichtlich^ 
erhält  man  diese  Berühruags- 
punkte  als  die  zu  A  sym- 
metrischen Punkte  J  und  K  in 
Bezug  auf  die  eine  oder  andere 
Achse  des  Kegelschnittes  9; »  0 
(Fig.  4).  Da  zu  dem  System 
der  vorher  erwähnten  Parallelen 
auch  die  Tanpfonten  in  J  und 
gehören  und  diese  mit  einer 
Achse  von  qp  ~  <  >  den  gleichen 
Winkel  einschließen  wie  die 
Tantrpnte  im  Punkte  .4,  so  kcmiui]  wir  s^en:  Alle  Kreise^  die  den 
Kegel schnitf  (f  =  0  im  Punl  fe  A  berühren,  schneiden  ihn  noch  in  Funkte- 
pnarfu,  deren  Verl i'nuhtnrjsl int m  die  gleiche  J^eigung  gegen  seine  Adise 
aufwetsi  n  n  ie  die  Taiigente  iv  A. 

3.  Jieispiel.  Einem  Kco'hrlniitfhiisrhel  mit  deti  vier  OrnndpHnkten 
Af  B,  Cf  D  gehören  drei  GeraäetiiMore  an.    Die  Beruhrunyspitnlie  alkr 

Tangetiten,  die  man  aus  dem  ScheiUi 
eines  solchen  Geradenpaares  an  die 
Kurven  des  Büschels  legen  kann^ 
bißmlen  sich  auf  einer  und  der- 
selben Gerade  iL 

Sei  g;  =  0  ein  bestimmter  und 
=  0  ein  beliebiger  Kegelschnitt 
des  Btlschels;  seien  ferner  5^  <— 0 
und  Sf^  0  ^  Gleichungen  der 
beiden  Qemden  AB  und  CD  nnd 
0  ihr  Schnittpimkt  (Fig.  Dann 
legen  wir  «as  0  die  beiden  Tangenten 
i^^0  und  1^  =  0  an  den  Kegel- 
schnitt 9  »  0  und  nennen  ihre  BerOhrungspunkte  nnd  T,.  Ist  nun 
47  —  0  die  Gerade     T^,  so  sind  tit^fO  und  0  zwei  Karren 

4.  Ord.,  die  mit  dem  Kegelschnitt  9  »  0  die  vier  Punkte  A,  B,  C,  D 
und  die  doppelt  geoShlten  Punkte  und  gemein  haben.  Unter 
den  Kurven  ^^;e  — 0  befindet  sich  nach  III  eine  Kurre 
4.  Ord.y  die  in  den  K^lschnitl  9>«>0  und  einen  weiterm  K^el- 


Flg.  5. 
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schnitt  l  (xy)  —  0  mfallt.  Der  letztere  mufi  aber  in  0  einen  Doppel- 
punkt besitzen,  da  dieses  für  die  Kurven  tit^x  =  0  und  SiS^(f=^0 
der  Fall  ist:  er  zerfällt  also  in  zwei  Strahlen  duroh  0,  Diese  StoaUen 
mOsBfliD  durch  die  Schnittpinikte  und  von  2  0  nnd  g  =  0 
geben  und  daselbst  den  Kegelsiduiitt  %  0  berühren;  denn  die  Pnnlcte 
T3  und  zählen  als  gemeinsame  Punkte  der  genannten  Kurven 
4.  Ord.  doppelt 

Wir  wenden  jetzt  unseren  Satz  auf  einen  Kreisbüschel  an  und 
setzen  dabei  voraus,  daß  die  Kreise  keine  reellen  Punkte  gemein  haben 

f  Fi*^,  6).  Die  vier  Grundpunkte  des  Büschels  sind  also  hier  paarweise 
konjugiert  irnnr^innr:  dem  Büschel  gehört  somit  ein  reelles  Geradeupaar 
an,  nämlich  die  un- 
endlich ferne  Gerade 
und  eine  weitere  Ge- 
rade, die  gemeinsame 
Potenzliiue  der  Kreise. 
Dem  Büschel  gehören 
aber  auch  zwei  Geraden- 
paare  an,  deren  jedes 
aus  zwei  konjugiert 
imaginären  Geraden  be- 
stelit,  also  einen  re- 
ellen Schnittpunkt  oder 
Scheitel  besitzt.  Nun 
stellen  diese  Paare  von 

konjugiert   imaginaimi  Fig.  6. 

QanMkn  qpeaieUe  Kmae 

ans  dem  Bfischei  dar;  die  Gleidinng  eines  Kreises  lässt  ndi  in- 
dessen BW  dann  in  swei  lineare  (oatfirlieh  konjugiert  imaginäre) 
Faktoren  zerlegen,  wenn  sein  Radios  gleich  Natt  isi  Sonach  enthält 
der  KreiBbllseh^  zwei  Kreise  mit  dem  Radius  Null  od«r  kurz  Nnll- 
kreise;  sin  solcher  Nnllkrais  besitzt  etnsn  einzigen  reellen  Punkt,  der 
mit  seinem  Mittelpunkt  identiseh  ist,  und  besteht  aus  zwei  konjugiert 
imaginiren  Geiaden  durch  diesen.  Die  Mittelpunkte  aller  Kreise  des 
Büschels,  also  auch  der  beiden  Nullkreise  J  und  K  liegen  auf  einer 
Geraden,  und  ihre  gemeinsame  Potenzlinie  steht  auf  dieser  senkrecht 
und  haihiert  JK  in  M.  Die  Tangenten  ans  Jf  sn  s&mtliche 'Kieise 
sind  {^eichlang;  sdilägt  man  um  M  mit  dieser  Lange  einen  Eieis,  so 
geht  derselbe  auch  durch  die  Nnllkreise  /  und  K.  Der  frühere  Satz 
nimmt  jetzt  die  folgende  Form  an.  Die  BeHämiwfspunkie  cUer 
Tamigeiümf  dk  num  an  dfie  Krei»  wies  Büsdids  van  einein  seiner  beiden 

24* 
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Ntlährate  ms  legen  liann,  liegen  auf  einer  Geraden:  <'^h\-^r  steht  auf 
der  Linie  der  KreismitkUpunkie  senkreeiU  und  gdit  durch  den  andern 
NuBkreis, 

4.  Beispiel    lWti}*rt  ein  Kegdschniä  p{xy)     0  den  KegelseJinift 
fp{xy)  =  0  in  den  beiden  Punkten  P^,  Pj  und  den  Kegelschnitt  x  (■''y) 
in  den  heidcn  Punkten  Pj,  P4,  so  id  der  Schnittpunl  f  0  von  PjPg  tmd 
P,p4  sugleich  Scheitel  eines  Geradenpaares,  das  durdi  die  vier  Sdmitt- 
puhkte  Ä,  B,  C,  D  von  <p  =  0  und  z  =  0  hindurchgeht. 

Sind  Ä"  —  0  uud  ?  =■  0  die  Gleichungen  der  Geraden  P,  P.  und 
PjP^,  so  sind  (f  l*=0  und  x  l'^^^^  zwei  Kurven  4.  Ord.:  sie  haben 
mit  dem  Kegelschnitt  =  O  dieselben  acht  i'unkte  gemein,  nämlich 
die  Ponkte  P^,  Pj,  Pg,  P4  und  zwar  jeden  doppoU  wählend  ( Fi^.  7). 

Nach  III  muß  eine  Kurve  des  Büschels: 
~  y.X  •  k^  ='  0  in  den  Kegelschnitt 
tl-  <)  und  einen  weiteren  Kcgel- 
scliHiti  f<)  >  rii)  -  0  zerfaHfU.  Da  aber 
die  geiwinulen  Kurven  4.  Ord.  in  0 
einen  Doppelpunkt  hesitzen,  muß  auch 
die  Kurve  tixy)  -  a(xif)  =  0  da- 
selbst einen  Doppelpunkt  haben,  d.  h. 
(0  =  0  muß  ein  Geradt  upaar  mit  dem 
Scheitel  0  sein,  da  0  nicht  auf  ^  0 
liegt.  Zu  den  Sehnittpunkteu  der 
Kurven  q  P  =  ()  und  x  '  k*  —  0  ge- 
pjf.  ^.  höreu  auch   die   vier  Punkt«  A,  ß, 

C,  D;  sie  müssen  auch  auf  der  Kurve 
^  •  o  »  0  liegen  und  somit  auf  dem  Geradenpaar  a> «  0,  da  sie  nicht 
auf  ^  =  0  liegen  können. 

o.  Beispiel.  Sind  P^,  P,,  P3,  P4  vier  Punkfe  eines  Kegdeehnittes 
^  i^y)  =  ^>  ^'"'^  femer  P^  Pj  bee.  Pj  1\  paraUd  en  seinen  Achsen  «  hez,  y, 
so  gibt  es  steei  Kreise  9  0  und  z^^»  ^  Kegdsehniü  in  P| 
und  P|  hes.  P,  und  heriOiren.  Dem  Büschd  q>  -^kx'^^  gehört 
der  Si^mUpunht  0  von  P^l\  mit  P^P^  als  NvUkreis  an;  die  MUtd- 
punkte  F  und  G  von  9  «—  0  und  x  —  0  li^en  mit  0  auf  einer 
Geraden. 

»  Der  Säte  im  Torigen  Beispiel  lehrt  uns  sofort,  da&  O  der  Scheitel 

eines  Oeradenpaares  ist,  das  dem  EreisbQscliel  9  — irj  — 0  angehdrt» 
d.  h.  daß  0  ein  Knllkreis  des  Bflschels  ist,  woraus  sieh  weiter  ergibt, 
daft  Ff  G  und  0  in  gerader  Linie  liegen.  Der  Kreis  9» » 0  liegt 
ganz  außerhalb,  der  Kreis  ganz  innerhalb  des  Kegelschrnttes 

(Fig.  8> 
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Man  kann  insbesondere  die 
Punkte  und  mit  dem 
Sekeitelpunkt  Ä  der  «-Achse 
sosammen&llen  lassen,  dann 
liat  der  Kreis  Z""^ 
XegeisGlmitt  ^  — *  0  im  Scheitel 
A  Tier  unendlich  nahe  Pmtkte 
gemein;  %^  0  ist  also  der 
Krflmmmigskreis  im  Scheitel  A 
und  G  sein  Mittelptmki  USi 
man  anch  nodh  Pj  und  P,  in 

den  Scheitelpunkt  B  der  ^-Achse  zusammenrficken,  so  wird  9» » 0  zum 
Krümmungskreis  im  Scheitel  B  und  JF  sein  Mittelpunkt.  Zugleich 
wird  0  zum  Schnittpunkt  der 

Scheiteltangenten  in  A  und  Ii 
und  üe^rt  mit  F  und  6r  auf 
einer  Geraden  (Fig.  9).  Die 
Krämmungskreise  in  den  Schei- 
teln A  und  B  '  einer  £llipse 
bestimmen  einen  Kreisbüschel, 
dem  der  Schnittpunkt  0  der 
Scheiteltangenteu  als  XuUkreis 
angehört.  Nach  Beispiel  3  liegen 
die  Ber'iltrnngspunkte  der  Tangenten,  die  man  von  0  aus  an  die 
beiden  Krümmungnkreise  leu^eu  kann,  auf  einer  Senkrechten  zur 
Geraden  GGF.  Das  liefert  fol- 
gende Konstruktion. 

M<in  erhält  die  Mitidputikte 
der  SU  den  ScJteiteln  A  Uffd  T$ 
riiipr  FUijiSf  nrhör'tqm  Kriim- 
mniKjskyetsc^  indem  luan  durch 
dm  Schnittpunkt  0  der  bi  idtn 
Scheiteltani/rnlen  eine  Senkrechte 
£u  AU  ^(fht. 

6.  Beispiel.  Es  seien  wieder 
P,,  Pj,   P3,  vier  Funkte 

eines  KegeUchnittes  ip{xy)  =^  0, 
ferner  seien  =  0,  =  0, 
<a  =  ^4  —  0  die  augehörigen 
Tangenton  und  itj  —  0,  = 
Normalen.    Endlich  nehmen  wir  wie  vorher  an,  daß  die  Gerade 


< 

M            1  \ 

ng.  9. 


Fig.  10. 


Ö,  «5  ==0,  0   die  zugeüorigen 
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PjPi  oder  k^O  zur  Achse  und  die  Gerade  P^P«  oder  {»0  sur 
y- Achse  parallel  eei,  ond  bezeiclinen  wieder  mit  9>»0  bes.  z^O 
die  beiden  Kreise,  die  den  K^pelsdhoiitt  in  Pj,  P^  bes.  P^,  P4  bortlltren 
(Fig.  10).  Dann  mufi  der  Bfiaehel  f*P  —  »X'i^ig^O  Ton  Emren 
4.  Ord.  ftos  gleicben  Gründen  wie  früher  eine  Knrre  enthalteni  die  in 
den  Kegelschnitt  4f  —  0  nnd  einen  weiteren  Kegelschnitt  n  (xf)  —  0 
zerlilli  Dieser  muß  durch  die  acht  Qnmdpiuikte  jenes  Bflsehels  gehen, 
die  nicht  auf  ^  —  0  gelegen  sind;  es  sind  das  die  Tier  Schnittpunkte 
von  I'«  0  mit  /jf,»  0,  die  also  paarweise  in  J  und  K  zosainmenf allen, 
sowie  die  vier  Schnittpunkte  der  Kreise  9>«^0  und  x^O.  Sonach  ist  ai**0 
ein  Kreis,  der  dem  Büschel  <p  —  1%^^  angehört  und  die  Oeraden  » 0 
nnd  ^  0  in  ihren  Schnittpunkten  mit  / »  0  berührt.  Der  Mittel- 
punkt Q  von  0)  —  0  ergibt  sich  aus  QU(\X  und  ^«7||nj  und  liegt  mit 
F  und  G  auf  einer  Geraden.  Die  gemeinsame  Potenzlinie  der  Kreise 
des  Büschels  steht  auf  FGQ  senkrecht  und  halbiert  die  Strecken  JP| 
und  KP,. 

In  gleicherweise  findet  man  einen  Kreis,  der  dem  Büschel  9— Aj— 0 
angehört  und  die  Geraden  t^^O  und  ^4  —  0  in  ihren  Schnittpunkten 

mit  Ä;  =»  0  berührt 

Betrachtet  man  den  Büschel  ^P-'j'i  —  ^  ^  Kurven 

4.  Ord  ,  so  gohört  ihm  eine  Kurve  an,  die  in  dm  Kegelschnitt  i/-  0 
und  einen  weiteren  Kegolst'huitt  zeifällt.  Letzterer  muß  wiederuin  ein 
Kreis  (Ips  Büschels  (p  —  X  y  sein  und  durch  die  vier  Schnittpunkte 
der  THTi<jfMiten  =  (>.  =  0  mit  den  Tangenten  —  0,  =  0  gehen. 
Wir  erhalten  sonach  sechs  Kreise,  die  alle  demselben  Büschel  znj/ohören. 
Sind  Pj,  Pj,  P,.  P^  vier  Punkte  eines  Kef;eUchm(tea  i'  =  U  imd  sind 
ti  "0,  =  0,  ^3  =^  0,  t^-^  0  di€  zugehijriijen  Tanqmten .  ist  ferner  die 
Gerade.  P^P,  oder  k^O  jxiraJlcl  eu  seiner  x-Ach-r  uwi  dit  (ifmdc  P^P^ 
odrr  l  —  O  parallel  eu  seiner  y- Achse,  so  yelivnn  die  folgenden  seehs 
Kreise  dem  nämlifliru  JJfischd  an.  Erstens  der  den  Kegelschnitt  ^i/ «0 
in  Pj  und  P,  berührende  KreiS;  zweitens  der  den  Kegelschnitt  ^  —  0 
in  P3  und  P^  berührende  Kreis,  drittens  der  die  Tangenten  ^^  und  /, 
in  ihren  Schnittpunkten  mit  /  berührende  Kreis,  viertens  der  die  Tan- 
genten ig  und  in  ihren  Schnittpunkten  mit  h  berührende  Kreis, 
fünftens  der  Kreis  durch  die  Schnittpunkte  der  Ijeiden  Tangenten 
imd  mit  den  beiden  TangeiitLii  /,.  und  t^,  Sechstens  der  Schnittpunkt 
von  A;  und  l  als  Nullkreis  des  Büschels.  Selbstverständlich  liegen  die 
Mittelpunkte  dieser  sechs  Kreise  auf  einer  Geraden.  Ihre  Poteuzlinie 
steht  auf  dieser  Geraden  senkrecht  und  halbiert  auf  den  Tangenten 
k)  h}  h  Streiken,  die  Ton  den  BerQhrangspunkten  der  «rsten 
Tier  Kreise  begrenzt  werden. 
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7.  Beispiel.  Wählt  man  die  vier  Punkte  P^,  Pj,  P,,  P^  auf  dem 
^Eegelsclinitt  ^  —  0  derart)  daß  die  Geraden  P^  P,  und  P^P^  der  //-Achse 
;pafaliel  laufen^  so  kann  man  gans  analoge  Betnehtungan  aastellen  und 
gelangt  zu  folgendem  Resultat. 

SM  Pi,  P,,  P,,  P4  vier  Punkte  eines  Kegelschnittes  =  0  und 
^nd  ^1  —  0,  ^2  =  0,  <j  =-  0,  <^  =-  0  die  suffehörigen  Tangmten,  sind  femer 
die  Geraden  P^P^  oder  k^O  und  P^P^  oder  l'^O  eu  seitier  y-Adtse 
*  parallel,  so  gehören  die  folgenden  fünf  Kreise  dem  nämlichen  BüscJtd  an. 
Erstens  der  den  Kegelst^hnitt  ^  —  0  in  P,  und  P,  berührende  Kreis, 
zweitens  der  cl^^n  Kf->^f*lpchnitt  ^  ==  0  in  P,  und  P^  berührende 
Kreie,  drittens  dor  die  Tangenten  ti  und  ^  in  ihren  tächnittpunkten 
mit  l  berührende  Kreis, 
viertens  der  die  Tangenten 
ij  und  in  ihren  Schnitt- 
punkten 171  it  k  berührende 
Kreis,  fihitteus  der  Kreis 
ilureh  die  Sclinittpunkte  der 
beiden  Tangenten  und 
mit  den  beiden  Tangenten 
ig  und  t^.  Der  Kreisbiischel 
kann  hier  reelle  oder  imagi- 
näre Schnittpunkte  besitzen; 
seine  Potenzlinie  iat  zu  den 
■Geraden    k    und    t   parallel  Mg.  il 

und  halbiert  ihre  Entfernung. 

Denn  sie  muß  auf  den  gemeinsamen  Tangeuten  je  zweier  Kreise  die 
^Strecke  zwischen  den  Berührungspunkten  halbieren.^) 

Wir  wenden  unser  Resultat  jetat  anf  eine  Hyperbel  ^  0  an,  die 
nir  mit  awei  zur  y- Achse  par^leten  Geraden  k^O  und  { —  0  in  den 
Punkten  und  P,  bes.  P3  und  P4  solineiden.  Der  Ereiabfiseliel,  dem 
die  Torher  erwShaten  fünf  KreiBe  angehören,  ist  bestimmt  durek  die 
T>eiden  Kreise^  welche  die  Hyperbel  in  und  P|  bes.  P,  und  P4  be- 
rühren; seine  Potenzlinie  m  halbiert  die  Entfernung  der  beiden  Paral- 
lelen k  und  l  Nun  wollen  wir  die  Gerade  k  festhalten,  dagegen  die 
Gerade  l  parallel  mit  sieh  selbst  immer  weiter  hinaus  Tosdueban;  dann 
Tersehiebt  sich  auch  die  Fotenzlinie  m  parallel  mit  sidi  selbst  immer 
weiter  hinaus.  Rückt  sohlieBUch  l  ins  Unendliche,  so  tritt  das  gleiche 
mit  m  ein;  dann  werden  aber  die  Kreise  unseres  Btfschels  konzentrisdi 
<Fig.  12).   Das  liefert  den  Sata:  Liegen  die  Punkte  P,  und  P,  emsr 


1)  T«igl.  Steiner,  Ges.  Werke  Bd.  II  p.  404  u.  IT. 
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FIf.  lt. 


Sgpahd  ^  —  0  auf  mn»  TaraBdm  h  m  einer  ihrer  beiden  A^aenf 
werden  ferner  ihre  Asgn^phkn  und  «r,  wn  1c  und  den  Tangenkn  ^ 
und  ^  IM  Q^,  (/|,  Kl  heg.  Q^,  J^,  Kf  geu^Uen,  so  gibi  es  drei  hon^ 

gentrieche  Kreise:  der  erste  herOhrt 
^•■0  in  P,  und  P^,  der  ziveiie  be- 
rührt die  Asympioien  in  und 
der  dritte  schneidet  die  Asjfmj^oim  in 
Jj .  A'j,  ,  JTj.  Ihr  gemeinsamer 
Mittelpunkt  0  liegt  auf  den  Normalen, 
die  man  in  auf  t^  und  in  Qi  auf 
a^  errieliten  kann.  Zugleich  folgt  der 
Satz,  daß  der  Berührungspunkt  eilier 
jeden  Hyperbeltangente  die  von  den 
Asymptoten  auf  ihr  abgeschnitten» 
Strecke  halbiert. 

Tiassen  wir  die  Gerade  /.•  —  0 
zur  Scheiteltangente  in  A  werden^ 
80  folgt  unmittelbar  dor  Satz:  Der  Miftelpanht  des  Kriinimnnfliilreises 
in  einem  Scheitel  der  Hyperbel  ist  zwfh'ich  Miitelpunlit  des  Kreisett,  der 
die  Asymptoten  in  ihren  SchnUfpiuilten  mit  der  zugehörigen  Schrltd- 
tanyentt  Imiihrt.  Der  Mittelpunkt  0  des  Kriimmuncr«kroises  im  Hyperbel- 
scheitel A  liegt  also  auf  der  Senkrechten, 
die  man  auf  einer  ihrer  Asymptoten  im 
Schnittpunkt  mit  der  Scheiteltangente  er- 
richtet (Fig.  13). 

8.  Beispiel.  Ein  früheres  Beispiel  hatte 
uns  gezeigt,  daß  alle  Kreise,  die  einen 
Kegelsehuitt  =  0  in  dem  nämlichen 
Punkt  1*  berühren,  denselben  uoch  lu 
Punktepaaren  schneiden,  deren  Verbindungs- 
linien parallel  laufen.  Durch  P  ziehen  wir 
einerseite  die  Tangeute  i^O  und  anderereeita 
den  Stralil  «  *  0  und  awar  derart^  daß  beid» 
gegen  eine  Achse  ron  4> »  0  gleich  geneigt 
sind.  Dann  ist  «  zu  den  eniriKhnten  Ter- 
bindimgBlini«!  parallel.  Wird  #rsO  von  9 
in  R  geschnitten,  so  geht  einer  von  den  BerQhrungskreiaen  in  P  durch 
er  oakuliert  zugleich  den  E^elschnitt  in  P;  denn  Ton  seinen  gemeinsamen 
Punkten  mit  ^  »  0  &Uen  drei  in  den  Punkt  P.  Dieser  Kreis  ist  der 
zum  Ponkt  P  gehörige  Krflmmnngskreis;  wir  wollen  ihn  mit  9)  0 
bezeichnen  und  seinen  Mittelpunkt  mit  P«  (Fig.  14).  AuBerdem  wählen 


Fig.  IJ. 
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wir  irgend  einen  den  Kegelschnitt  0  zweimal  berillirenden  Kreis 
X'^O  mit  den  Berührungspunkten  und  (^i^s"=Oi  Mittel^ 
pnnkt  G  liegt  auf  einer  der  beiden  Achsen  von  ^  (in  der  Figur  anf 
der  j;- Achse).  Dann  sind  i  fs=0  und  ^  Z'^O  «wei  Kurren  4.  Ord.; 
sie  haben  mit  ^=»0  die  nämlicben  acht  Punkte  gemein,  uämlich  den 
Punkt  I},  die  Punkte  Q^  und  doppelt  lahlend  und  den  Punkt  P 
dreifach  zählend.  Zu  dem  Bfischel  %•  ts  —  x(p  =  0  gehört  deshalb 
eine  Kurve  4.  Ord.,  die  in  den  Kegelschnitt  ^  »  0  und  einen  weiteren 
Kegelschnitt  o  0  zerfallt.  Es  mnsi  aber  a»  «  0  durch  die  acht 
nicht  auf  i^  =  0  liegenden  Schnittpnnkte  der  Knrren  X'ts^O  und 
qp  •  i*  ^  0    gehen.      Dem-  _ 


auf  eiuer  Geraden.  0  be-stimmt  sich  aber  daduroh,  daß  OP  x  und 
OT[\n  ist;  mit  Hilfe  von  0  und  G  ergibt  sich  iilso  1\ 

Nimmt  man  für  die  Gerade  1=^0  die  Tangente  im  Scheitel  Ä  des 
Kegelschnittes,  so  ergibt  sich  folgende  Konstruktion.  Man  errichte  auf 
der  Tangente  t  in  ikrem  Sehniitpmikt  mit  der  Scheiteltangeiite  I  die 
Sealnechte  und  schneide  »e  mit  der  Panllelen  snr  d^Aefase  dmdi  P 
im  Punkte  0.  Ist  dann  der  znm  Scheitel  Ä  gehörige  Krümtnungs- 
mittelpnnkt,  so  schneidet  OA^  auf  n  den  Mittelpunkt  P^  des  zu  P 
gehörigen  Krümmungskreises  aus. 

Nimmt  man  die  Direktrix  des  Kegelschnittes  als  Gerade 
l  ^  Of  80  tritt  der  zugehörige  Brennpunkt  an  die  Stelle  des 
▼orher  benutzten  Punktes  Ä^*^  im  übrigen  bleibt  die  Konstruktion 
dieselbe. 

Nimmt  man  die  i^Achse  als  (Gerade  { ^  0,  so  fiUlt  der  Mittdpunkt 
des  Kreises  x^O  mit  dem  Mittelpunkt  M  des  Kegelschnittes  zusammen, 
was  zu  folgender  Konstruktion  führt  ^g.  15).  DurtA  den  SiAnitipmki  J 


nach  muß  =  0  erstens 
durch  die  Schnittpunkt«  von 
qp  =  0  und  ;r  =  0  gehen, 
d.  h.  0  =  0  ist  ein  Kreis 
des  Büschels  ^  —  A ;[  =  0, 
zweitens  muß  w  =  0  die 
Geraden  t  und  s  in  ihren 
Schnittj)unkten  T  und 
mit  l  beriiliren.  Somit  liegt 
der  Mittelpaukt  0  von  ct  =  0 
mit  dem  Mittelpunkt  G  von 
X  ~  0  und  dem  Mittelpunkt 
Pq  des  zu  P  geliörigen 
Krümm  uiiu^skreises         =  0 


Vig.  14. 
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«0fi  t  mit  dar  f-Aäae  Mb  man  «itM  FanäUie  ßu  n  und  dmrdi  P 
eine  PartdMe  mir  x-^Aätae;  verbindd  man  den  SdmiUpunH  K  dieser 
PainMdm  mit  M,  so  mkneidet  diese  Gerade  auf  n  den  gu  P  jjfekorigen 
KrünmmnffmUttipunkt  anis,    Natflrlicb  kann  man  anch  ^Aelue  und 

y-Achra  ihre  Rolle  tauschen  iMsem. 

9.  Beispiel.  Sind  und  P, 
zwei  beliebige  Punkte  eines  Kegel- 
schnittes, zieht  man  dann  in  Pj  and 
P|  Mneneitf  die  Tau^enten  ti  and 
und  andererseits  die  Geraden  $1 
und  s,  derart,  daA  t  =^  Sj^x 
und  <^  hx  ^  s^x  ist,  so  bilden 
die  beiden  zu  und  P,  gehörigen 
Krümmungskreise  und  der  Kreis 
durch  die  Schnittpunkte  von  <,  und 
Si  mit  und  drei  Kreise  eines 
Büschels.  Man  erkennt  die  Wahr- 
heit dieses  Satzes,  wenn  man  den  Büschel  X  ^ .  '^i  ^  ^  ^  ' 
Kurven  4.  Ordnung  in  Üetracht  zieht,  in  dem  cp  0  und  Z^O  die 
zu  P|  und  P|  gehörigeu  Krümmungskreise  smd. 

Die  bisherigen  RtHultatH 
basieren  sämtlich  auf  den  ein- 
fachen Sätzen  I,  II  und  III,  die 
wir  an  die  Spitze  unserer  Be- 
trachtung gestellt  haben:  jene 
Sätze  beziehen  sich  aut  KuiTen, 
deren  Gleichungen  in  Punkt- 
koordinaten gegeben  sind.  Hun- 
delt es  sich  jedocli  um  die 
Gleich  unt(cu  von  Kurven  in 
Linieukoordinaten,  so  ändert 
sich  die  geometrische  Bedeutung 
der  Variabein,  während  sonst 
alles  beim  alten  bleibt.  Den 
n«.  M.  frfilieffeii  grundlegendem  S&tasen 

lassen  sieh  deshalb  duale  SStee 
an  die  Seite  stellen;  sie  gehen  auä  jenen  hervor,  wenn  man  überall 
statt:  Punkt,  Ordnung,  Schnittpunkt  die  Worte:  Gerade,  Klasse,  ge- 
meinsame Tangente  setzt. 

la)  Zwei  Kurven  m*^  benw,  n^  Klasse  hohen  m  aUffemeinen  m  •  m  pe* 
meinsame  TangenieUf  die  aticA  teilweise  gusammenfaUen  Irinnen.  Sind 
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^Ui^egm  me^  ob  m  • »  geumMme  Tem^mfeii  varhanätn,  so  }>et»Uen  sie 
eine  ffemeinsame  TeRkurve. 

IIa)  MU  Kurven:  9  (ti  v)  ~  x  4»  (u  tr)  »  0  hUdm  eme  Sdtaar  von 
Kwven  m*^  Klasse  mit  m*  gemeiusamen  ToN^wntoi,  toeim  q>  {uv)  —  0  und 
i(f(uv)^0  irgend  ewei  Kurven  Klasse  ohne  gemeinsamen  Bestandteil 
darstdkn,  Besibmi  insbesondere  die  Kurven  ^{uv)  «  0  und  it(i$v)  —  0 
eine  gemäinsame  Doppeltangenie,  90  ist  diese  auÄ  Iktppäiaingente  fSr  düe 
Kurven  der  SMiaar. 

Illa)  Seriäiren  von  den  16  gemeinsamen  Taingenien  sweier  Kurven 
4.  Klasse  acU  einen  Ktg^sdmitt,  so  berühren  idfrigen  atht  einen 
jnedten  Kegelschnitt. 

10.  Beispid.  Sdtreibt  man  einem  Kegdschnitt  ^  (m  v)  =  0  etoei  he- 
Uthige  Vierseite  um,  verbindet  dann  ein  Paar  Gegenechen  des  ersteren 
mit  einem  Faar  Gegenecken  des  letsieren  und  d^enso  ein  zweites  Paar 
Oegeneeken  des  ersteren  mif  ehmn  ziveitm  Paar  Gegenecken  des  letzteren, 
so  heriihrm  dirsr  arid  VerhindungsUnien  einen  KegelsrhnUt  ;jj(Mt;)  =  0. 

Die  Gegenecken  des  einen  Vierseits  seien  A^,  bez.  B^,  bee. 
C^^,  C\,  die  des  andern  K^,  bez.  L^,  bez.  M^,  M^,  während  wir 
die  Gleichungen  dieser  Punkte  mit  den  entsprechenden  kleinen  Buch- 
staben bezeichnen  wollen,  also:  (uv)  —  0,  {uv)  =  0  u.  3.  w.  Dann 
stellen  die  Gleichungen:  •  •  A'^  •  Ä",  =  0  und  &j  •  Z>,  •  •  =  0  zwei 
Kurven  4.  Klasse  dar,  die  freilich  in  je  vier  Punkte  zerfallen;  ihre 
16  Verbinilungj^linien  aind  die  gemeinsamen  Taugenten  beider  Kurven. 
Von  diesen  berühren  A^B^,  A^B^,  -^t^v  •'^t^i-  K^L..  A'L,,  K^L^, 
K^L^  die  Ktirve  u'Nm  i  =  (>;  also  berühren  die  acht  (ieraüeu  yi^Li, 
.4jL,,  .IfL^,  -^^t  J^i^i»  ^iK^i  einen  Kegeiscbnitt 

Wählt  man  insbe.suii<li  i L,  und  aul  der  Kurvp  ^'-(f<r)  =  0.  so 
faUen  K^  und  in  einen  l'unkt  K  7.usammen;  dann  berühren  KBi 
und  KBj  die  Kurve  i  (m  v)  =  U  in  Ji^  bez.  B^,  die  außerdem  noch  die 
Taugenten  A^  L^,  A^  L,,  A  L,  be.«iitzt. 

Liegen  auch  noch  J\  und  jN^  auf  tlniuv)  0,  so  daß  uud  A^ 
in  einen  Punkt  A  zusammenfallen,  so  berühren  die  Geraden  A  L^,  A  Lj, 
KB^,  KB^  den  Kegelschnitt  ;i;i»r)  --ü  beziehentlich  in  den  Punkten 
L^,  Lj,  iij,  iy»  I  f  itf.  IT).  Lajl  man  an  einen  Kegelschnitt  v  aus 
zwei  hdiehigcn  Ihuikkn  A  und  K  die  vier  Tangenten,  so  geht  durch  ihre 
Berührungspunhic  ein  Kegdschnitt  x ^  J^'schaffenheit,  daß 

seine  Tangenten  in  diesen  vier  Punkten  sich  wieder  paarweise  in  A  und  K 
Ofleiden.  Betrachtet  man  dagegen  die  Kurren  4.  Klasse:  a^'l^l^^O 
nnd  '^1^  =  0,  so  haben  sie  ebenfiüls  mit  ^  (u  r)  *  0  acht  Tangenten 
gemein,  nEmlioh  die  Geraden  ASi,  -^^t  doppelt  gezahlt 
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Jeder  Strahl  durek  Ä  üt  aber  eine  Doppeltengente  der  enten  Kurve 
4.  Ord.  und  jeder  SteaU  durch  K  eine  Doppeltangente  der  zweiten, 
da  ja  die  doppelt  gezählten  Punkto  A  bez.  K  der  ersten  bez.  sfreiten 
Enrre  angehören.  AK  ist  eonach  Doppeltangente  bader  Kurven  und 
mithin  auch  der  Kurve  0,  ako  Do])peltangente  Ton  Die 

Kurve  X^O  zerfallt  daher  in  ein  Funktepaar,  das  auf  AK  liegt;  die 
Geraden  BiL^  und  B^Li  bez.  BiL^  und  B^L^  schneiden  eich,  auf  ^JT. 

Ton  dem  Torher  erwähnten  Satz  (Fig.  17)  kann  man  eine  intereeaante 
Anwendung  machen,  indem  man  K  in  den  Mittelpunkt  der  Kurve  ^  =  0 
rttoken  laßt.  Dann  werden  die  Tangenten  aus  K  zu  den  Asymptoten 
von  ^  ^  0;  sie  sind  reell  oder  imaginär,  je  nachdem  ^  0  eine  Hy- 
perbel oder  Ellipse  i.st,  ihre  Be- 
rührungspunkte und  Z>,  liegen 
im  Unendlichen.  Die  Kurve  x  ~  ^ 
besitzt  alsdann  die  nämlichen  reellen 
oder  imaginären  unendlich  fernen 
Punkte;  da  aber  die  zugeh()rigen 
Tjuigenten  durcli  K  gehen,  so  ist  A 
der  Mittelpunkt  von  ;^  =  0.  Zwei 
Kegelschnitte  mit  jiaraüeien  Asymp- 
toten sind  ähnlich,  je  zwei  Durch- 
messer des  einen  verhalten  sich  wio 
die  zn  ihnen  [»arallclcn  Dnrchniesßer 
des  anciorn.  Obgleich  auch  dieser  be- 
kannte Satz  mit  den  hier  verwendeten 
llilfsinitteln  leicht  zu  beweisen  ist, 
übergehe  ich  den  Beweis.  Nacli  dem  (Jesagten  Bind  also  —  U  und  =  0 
ähnliche  Kegelschnitte  mit  den  Mittelpunkten  7t  bez.  A  imd  den  gemein- 
samen Punkten  i/,  und  B^]  die  nach  diesen  Punkten  gehenden  Halbmesser 
des  erneu  werden  jedesmal  von  dem  andern  berührt.  Hiernach  gilt 
auch  der  Satz:  Die  von  einem  hdidtigm  Punkt  an  einen  KeyelacJmiU 
yekgkn  Tangenten,  geredmei  bis  mm  BeruhrungspHtüit,  verhalten  neh 
wie  die  eu  ihnen  paraUeien  Halbmesser  des  Kegdsi^ittes,  Haoddt  es 
sich  um  eine  Ellipse  (Fig.  18),  so  sind  die  lUbmeeser  reell,  bei  einer 
Hyperbel  dagegen  sind  sie  imaginär;  man  darf  dann  die  beiden  Halb- 
messer durch  eine  Hyperbel  begrenzen,  die  mit  ^  0  die  i^unlichen 
Asymptoten  hat,  aber  im  andern  Winkelraum  liegt. 

ii.  Bds^pid»  Wir  spezialisieren  jetzt  das  vorherige  Beispiel  dadurch, 
daß  wir  zwar  die  allgemeine  Lage  des  Vierseite  mit  den  Gegenecken 
A^Äff  ByB^  und  C\C|  beibehalten,  dagegen  zwei  G^^ecken  des  andern 
Vietseits  in  die  beiden  unendlich  fiarnen,  koigugiert  imaginiwen  Kreis- 


Fig.  17. 


Digitized  by  Google 


Ableitung  einiger  Kegel  schnittBätze. 


373 


pun]cie  Terlegen.  Die  Gleidumg  diesea  Ptankipaares  ist  bekanntlieh 
n*  ^  0*  _  0;  wir  leg^  auf  diese  Fenn  kein  Gewiolit  und  eehreiben 
6aßtt  d>(fio)"*0.  Die  vier  Tangenteiiy  die  man  aas  dem  Punktopear 
(i)(t«v)  —  0  au  den  EegelAchniH  ^(«o)  =—  0  legexi  kann,  schneiden  rieli 
paarweise  in  seinen  reelle  Brennpunkten  J\  und  F^.  Der  analytische 
Nachweis  hierfür  sei  kor/  angegeben.  Die  Gleichung  des  Kegelschnittes 
■i'  (u  v)  =-  0   bezogen   auf  die   Achsen  ist: 

±  ft't?'  —1  =  0,  wobei  das  obere  Zeichen 
für  die  Ellipse,  das  untere  für  die  Hy- 
perbel gilt.  Sonach  stellt:  (a'u*±6't?'—  1) 
—  x(M*-fr')  —  0  eine  Schaar  von  Kegel- 
schnitten mit  vier  gemeinsamen  Tangenten 
dar;  dieser  gehört  aach  das  Punktepaar 
(a'T  M)u^-  1  -  0  an,  das  sich  für  x  -  ±«»* 
ergibt.  Die  vier  gemeinsamen  Tantjenten  des 
Kegelschnittes  p(n  r)=^()  und  des  Punktepaares  G)(?n:)  =  0  schneiden 
sich  also  paarweise  in  dem  Punktepaar  ±^  u  ]/a'  T  +  1  ^  dessen 
Koordinaten  .r  =  '•  T  \md  y  =  i)  diejenigen  der  Brennpunkte 
sind.  Die  Gleichungen  der  Brennjinnkte  und  F^  wollen  wir  mit 
/j  (i<  iA     0  und     (n  v)  ^  0  bezeichnen. 

Die  beiden  Kurven  4.  Klasse:  n^a.^  .  f.,  ^  0  und  2»i6j-o  =  0 
besitzen  lü  gemeinsame  Tangenten;  der  Kegelschnitt  ^  —  0  berührt 
acht  unter  ihnen,  nämlich  die  gemein- 
samen Tangenten  von  a^o,  =  0  und 
b^h^  =  {)  sowie  diejenigen  von  ^  0 
und  fij  -=  0.  Deshalb  mnssen  die  gemein- 
samen Tangenten  von  a^a^^O  und  0  =  0 
sowie  diejenigen  von  ?>,  iig  =  ü  und  /\^=0 
einen  Kegelschnitt  y(Hv)'=0  berühren. 
Für  diesen  Kegelschnitt  sind  aber  die 
Punkte  A^f  die  Brennpunkte,  denn 
ihre  Verbindnngslinien  mit  den  unendlich 
fernen  ^eispnnkten  m^O  sind  Tangenten 
desselben:  anfierdem  berfihrt  er  die  Geraden 
B^F„  BJ  \,  B^F,  und  B^F^  (  Fig.  19).  Daher 
der  Satc:  8md  A^^A^  hes.  B^B^  bez.  QC,  die  Geffeneekm  emes  hdiehigen  dem 
Kegdst^mU  ^—0  umgeschridtene»  Vierseits,  so  r/ibi  es  einen  Kegdst^mU 
der  em  Faar  Gegenedsen  mu  Smmpunklen  hat  und  die  Veründimge- 
hme»  eines  anderen  Paares  von  Gegenedten  mU  den  Brem^nkten  jF, 
und  F^  von  ^  —  0  berührt^).    Im  ganzen  treten  also  sechs  derartiger 

1}  YergL  Qundelfinger,  Anal.  Qeom.  d«r  Ebene  p.  194,  195. 
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Kegelschnitte  auf,  die  paarweise  konfokal  sind.  Die  Kegeischi  iüe 
4'  =  0  und  X  =  ^  stehen  in  der  nämlichen  Wechselbeziehung,  die 
Tangenten  nn^  den  Brennpunkten  und  F^  des  ersten  an  den  zweiten 
und  die  Tangenten  aus  d-  n  En  iinpnnkt»^n  und  des  zweiten  an 
den  ersten  gehen  durch  dieselben  Punkte        und  B^. 

Wühlen  wir  jetzt  die  Punkte  und  auf  dem  Kegelschnitt 
4»  =  0,  80  fallen  die  Punkte  B^  und  B^  in  einen  einzigen  Punkt  B 
zusammen.  Der  Kegelschnitt  ;j  —  0  besitzt  die  Breuu]>uukte  und  Af 
und  berührt  die  Geraden  BFi  und  BF^  in  bez.  F^,  wie  aus  der 
Kurvenschaar:  -  —  %h'  ■  a  =  0  hervorgeht.  Sind  Jp,,  F^  die 
Brennpnvlie  dnrs  Kf<iel'<clniiUes  i}?  '=  0  imd  Ai,  A^  etcei  heXiehige  Funkte 
seiner  Ftriplierie,  dci'cn  Tangenten  sich  in  B  schneiden .,  so  gibt  ca  stets 
emen  Kegdschniü  x==0  mit  den  Brennpunhien  A^,  A^^  der  durch 

und  F^  geht  und  daselbst  die  Geraden 
F^B  und  F^B  berührt  (Fig.  20). 

Oehra  wir  von  der  Karvensdiaar: 
fxft'  ^*  ~  X a,  •  «  —  0  aus,  so  er- 
kennen wk,  daß  sie  mit  ^(ur)<«0 
acht  Tangenten  gemein  hat,  nanüiolL 
die  Tier  Tangenten  aoa  den  Breim- 
punkten  imd  die  Oeraden  BA^  und 
BA^  doppelt  gezäUt  Daher  be- 
rOhrt  der  Eegebehnitt  x  ^)  °"  ^ 
die  vier  Geraden  fift^-  0,  0 
mid  die  Geraden  l^^O,  O'^O,  aha 
die  vier  Geraden  Ä^F^f  A^F^,  AfF^  A^F^  aofierdem  die  beiden 
▼on  B  nach  den  nnendlidi  fernen  Ereispunkten  gesogenen  Strahlen 
in  den  Punkten  id  —  0.  Die  letaijgenannten  Strahlen  sind  also  die 
Asymptoten  von  %  —     d. h.  ^  ^  Kreis  mid  B  sein  Ifitiel- 

pnnkt  (Fig.  21).  Verbindei  man  obo  ewei  hdiebige  Pmikte  Ag  wid  A^ 
eines  KegdsdmiHes  mÜ  seinen  Brem^nkien,  so  herähren  diese  vier 
Geraden  emen  Ems,  dessen  Mittdpmkt  auf  den  Tangenten  in  A^  ttnä  A^ 
liegi^).  Barans  folgt  weiter:  Bt  jedem  ^mki  eines  KsgdsiSmUies 
halbiert  die  Tangente  den  Wirikd  der  beiden  Brennstrahlen.  Bei  der 
F^pse  ist  die  Summe,  hei  der  Hyperbd  die  Differenz  der  Brenn^frahlen 
kensianL  Denn  für  zwei  beliebige  Punkte  A^  und  A^  einer  Ellipse 
gelten  nach  der  Figur  die  Relutionen  F^A^ F.A^  =  F^R -{- F^Q  = 
F^T  F^S  '^FiAf-^  F^A^.  Verbindet  man  einen  Brennpunkt  mit  den 
Beriihrungspunlten  zweier  Tangetden  sowie  ihrem  SchniUpunläf  so  halbiert 
der  ktetere  Strahl  den  Winkä  der  beiden  ersten. 
1)  Vergl.  Qua  d  elf  Inger,  a.  a.  0.  p.  187  u.  ff. 
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Fig.  II. 


Die  KnrreiucliAar:  ({f^  '^  —  %e^c^*  a^O  lehrt  uiUy  daß  und 

ancli  die  Brennponkte  eines  Kegelsohnittes  durch  die  Pimkto  (\ 
und  sind,  deren  Tangenten  ebeafüls  dnroih  B  gehen.  Einer  Spesiali- 
sierong  mag  nooh  gedacht  werden.  WaUt  man  und  ab  End- 
punkte einer  Sehne  dnrdi  F^,  so  ist 
der  Schnittpunkt  B  ihrw  Tangenten  der 
ICttelpnaki  einea  Ereiaee,  der  F^A^ 
und  F^A^  Bowie  A^A^  in  F^  berflhrt; 
ea  ateht  also  BF^  auf  Ä^Ä^  senkrecht. 

12.  Beispid.  Neben  dem  Kegel- 
schnitt ^(ut;) »  0  mit  den  Brennpunkten 
J^i  nnd  nehmen  wir  noch  einen  be- 
liebigen Kreis  tpiuv)  =  0  mit  dem 
Ifittriponkt  0  an.  Hienuif  siehen  wir 
die  gemeinsamen  Tangentm  an  9)  »•  0 
und  ^  ~  0  und  bezeichnen  die  Gegen- 
ecken des  so  entstehenden  Vier^eits 
wieder  mit  A^A^  bez.  B^B^  bez.  C\C,.  Dann  besitzt  die  Kurvenschaar; 
a^a,  CO  —  *9'  /'i/8"=0  sechzehn  gemeinsame  Tangenten,  von  denen 
acht  die  Kurve  «-  0  berühren,  nämlich  die  gemeinsamen  Tangenten 
von  rtj  0  und  «y»  U,  sowie  diejenigen  von  /i/i  ~  0  und  1»  0. 
Die  übrigen  acht  Tangenten,  uünilich  die 
gemeinsamen  Tangenten  von  Oj  =  0 
und  /'i  =  0,  sowie  die  von  =*  0  und 
o  —  0,  berühren  einen  Kegelschnitt 
X  (m  r)  =  0.  Da  (u  v)  =—  0  hiemach 
der  Schaar  cf  nv\  —  y.(a(nv^  =  0  an- 
gehört, die  aus  lauter  kon/.entriNchen 
Kreisen  besteht,  so  ist  auch  i  =  <l  ein 
Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  U.  Mithin 
gilt  der  Satz: 

Schreibt  man  einem  KcytlndtHitt 
tj;  =  0  und  i'i))em  Kreis  rp  =  ()  das  ge- 
nieins(iiiie  Virrselt  um,  hrn'ihyen  die 
vier   Vcrhindiingdinien  der  Bnmqmnhie 

von  =^  U  mit  je  za  d  Gegeneclcen  des  Vierseits  einen  mit  «—  0 
konzentrischen  Kreis.  Zugleich  folgt:  In  jedem  Punkt  der  Ebene 
schließen  die  beiden  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  ^  =  0  mü  den  heidm 
Straiden  nadi  den  Brennpunkten  gleidie  Wmkd  ein.  Die  drei  Paar 
Qegeneckoi  des  gememsamen  TangrateuTieraeits  von  ^  »  0  und  ^  «  0 
liegen  auf  drei  zu        0  koufokalen  Kegelschnitten;  ihre  Tangenten 
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in  diesen  techi  Ecken  gehen  alle  daxdi  den  Mittelpunkt  des  &eises 

Gehen  wir  andererseits  you  der  Earvenschaar:  •  f^f^ — «  97  •  oi  *  0 
aosy  so  hat  sie  mit  der  Kurve  i/'  0  die  nftmlich«ai  seht  Tangenten 
wie  vorher  gonein,  während  die  fibri^n  acht  gemeinsamen  Tangenten 
der  Schaar,  nämlich  die  gemeinfiamen  Tangenten  von  f^f^==0  und 
^  =  0  sowie  die  von  «3  =  0  und  o  —  0,  einoi  Kegelschnitt  z  ^='0 
berühren.  Dieser  hat  in  AyA^  seine  Brennpunkte  und  berührt  die 
Ton  und  I\  an  den  Kreis  <p  =  0  gelegten  Tangenten.  Das  führt 
zu  dem  Sats:  ZielU  man  aus  dm  Brmnpunkien  F^  eitm  Kegdschnittrs 
^  1»  0  die  vier  TangeMm  an  einen  helidtigen  Kreis  ^  —  0,  so  giU  es 
drei  KegdschniUe,  die  diese  vier  Tangenten  berühren  und  deren  Brennpunkte 

die  drei  Paar  Gegenecken  des  geniein- 
summ  Tiingrnteimers^s  von  ^  0 
und  (p  =  i)  sind. 

13.  BrispirJ  Zum  Schluß  wollen 
wir  auch  hier  noch  einmal  eine  An- 
wendung auf  die  Krümmungskreise 
eines  Kegelschnittes  il>(u  r  )  ^0  macheu. 
Wir  henut'/.eu  dazu  direkt  den  vor- 
letzten Sitz,  nur  wühlen  wir  einen 
Krtimniuugskreis  als  Krejs  g;  (//r>  =^0, 
der  den  Kegelschnitt  it  =  0  im  Punkte 
A^  oskulieren  möge.  Dann  fallen  von 
Fig.  SS.  den  vier  gemeiu^amen  Tangenten  der 

beider  Kurven  drei  mit  der  Tangente 
in  Ai  zu.saDHiien ,  und  außerdem  bt  sitzen  sie  noch  eine  gemeinsame 
Tangente  t^,  die  in  A^  schneiden  möge.  Hier  .siiul  yl^  und  zwei 
Gegenecken  des  ausgearteten  gemeinsamen  Taiigenteuvierseits  von  ti<  ^  0 
und  g)  =  0.  Folglich  berühren  nach  imsorem  8atz  die  Geraden  I'\Ayf 
F^Ai,  i  'j-lj  und  einen  Kreis  x  =  0,  dessen  Mittelpunkt  0  zugleich 

Mittelpunkt  des  Krümmmigskreiaes  qp  =  0  ist. 

Um  nun  den  Kreis  ;|;  —  0  zu  bestimmen,  machen  wir  noth  folgende 
Überlegung.  Die  Geraden  A^^F^,  A^F^,  AiF^,  A^F^  bilden  ein  dem 
Kreise  x^^O  umschriebenes  Vierseit  Nsush.  dem  ersten  Beispiel  schneiden 
sich  daher  die  Yerbindungslinie  der  BerfUirangspankte  der  Tangenten 
aus  A^f  die  Verbindungslinie  der  Berührongspunkte  der  Tangenten  aus 
Äff  die  Gerade  F^F^  und  die  andere  Diagonale  des  Vieraeits  in  einem 
Punkte  J.  Die  erste  der  genannten  Geraden  steht,  da  —  0  «n  Kreis 
ist,  auf  A^O,  die  aweite  auf  A^O  senkrecht;  ihr  Schnittpunkt  «Tli^ 
wie  gesagt  auf  F^F«.    Da  Ä^A^  wa£  A^O  senkrecht  steht,  liegt  er 
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aber  such  auf  A^O,  was  jRlr  dem  Kreis  leioht  naduBaweiaen  ist.  Somit 
haben  wir  den  Satz:  Sind  Fi  und  die  Brau^Mnkle  und  iat  ein 
heUebiffer  Funki  eines  EegeMnOiSt  so  erhäU  mm  den  Mittelpunkt  des 
tugdi9ir^»  Sr&mmungt^ereiseSf  indem  man  die  Nmwde  in  eis  Wivicd- 
halbierende  der  Brennstnhlen  eieht,  in  ihrem  SdinittpurüU  mit  Fi  eine 
Senkrechte  zu  flu;  und  in  ihren  S^mUtpunl^  mit  einem  Bretinstrahl  aber- 
ma^  eine  Senkrechte  tu  leteterem  erridiiet;  diese  schneidet  auf  der  Normalen 
den  gesueMen  Eifümmungsmittelpunkt  aus.  Zeichnet  man  den  Kreia 
ja-O,  der  die  Brennstrahlen  AiF^  und  A^F^  berühi-t  und  legt  von 
Fl  nnd  F^  die  weiteren  Tangenten  an  ihn,  so  schneiden  sie  «icb  auf  ^ 
in  einem  Pnnkte  durch  diesen  geht  auch  die  gemeinsame  Tluigente 
des  Kegelschnittes  und  seines  Krammongskreiaes  in 

Die  vorliegenden  Beispiele  mögen  genügen,  obgleich  sich  ihnen 
nocii  viele  weitere  an  die  Seite  stellen  liefien. 


Itber  neue  Meohaiüfliaen  zur  Lasiing  von  An^ben  der 
Dynamik,  mit  Anwendimgeii  auf  die  meclianiselie  Intef^tion 

von  Differentialgleicliüügen  zweiter  und  höherer  Ordnung 

nnd  von  Systemen  soicÄer/; 

Von  R.  Mbhmxe  in  Stattgart. 

Im  Jahre  1901  habe  icb  auf  der  Herbstversammlung  des  württem- 
bergischen mathematisch  -  DaturwissenaohafUichen  Vereins  folgenden 
kinematischen  Satz  mit- 
geteilt: Trägt  man  die 
Geschwindigkeit  und  die 
Beschleutiigujig  eines 
l'uiiktejj  p  (Fiff-  I  i  i^ls 
Vektoren,  d.  b.  nach 
Größe  und  Richtung  an 
diesen  Punkt  au,  und 
2war  die  Geschwindigkeit 
^yvorwlrts",  nSmlich  so, 
daß  ihr  Anfangspunkt 
in  p  fäUt)  die  Be- 
schleunigung dagegen  iprttekwarts",  d.  h.  eo^  daft  ihr  Endpunkt  in  j»  au 
liegen  konunt^  dann  muB,  wenn  man  den  Endpunkt  der  Gesehwindig- 

1)  Vortrag,  gehalten  auf  der  Versammlung  der  D.  M.-V.  va  Stuttgart  am 
19.  September  1906. 

Jahmbwicht  d.  SrnMaelnB  JIalliMn.-y«niiilgiug.  XTL  Httt  S.  26 


Fig.  t. 
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keit  mit  pj,  den  Anfangspunkt  der  Beschleunigung  mit  pn  bezeichnet^ 
dip  (rerade  pipu  den  geometrische u  Ort  von  pi,  den  ich  im  Anschhiß^ 
an  Keuleaux  die  Velozide^)  der  Bewegung  von  p  nenne,  im  Punkte |)i 
berühren.  Auf  der  Versinnmlung  der  Deutschen  Mathematiker  Vereini- 
gunpf  in  Cassel  1903  habe  i(;h  gezeigt,  -wie  man  diesen  Satz  benützeu 
kitiiu  ,  um  die  Bahn  des  Punktes  p  zu  koustruiercn,  wenn  außer  seiner 
Anfangslage  sowie  der  anfänglichen  Größe  und  Richtung  seiner  Ge- 
schwindigkeit noch  die  Beschleunigung  entweder  als  Funktion  der  Lag& 
des  Punktes  allein  oder  ab  Funktion  der  Lage  des  Binktes  sowie  der 
QrSBe  und  Biehtimg  seiner  Gesdiwindigkeit  gegeben  ist,  eine  Kon- 
struktion, die  ich  seitlier  water  ausgebildet  habe.  Bald  nach  jener 
Versammlung  habe  ich  bemerfci,  daß  der  firagliclie  kinematisclie  Säte 
audi  als  Qnindlage  für  eine  Reihe  von  tfechanismen  dienen  kann. 


Die  Gerade  j>j>i  (Fig.  2)  denke  man  sich  dnrch  einen  Stab  Terkdrperi^ 
mit  einem  Schlitz^  in  welchem  der  —  etwa  durch  einen  Stift  dargestellte— 
Punkt  2?i  gleiten  kann,  femer  die  Gerade  pipu  durch  einen  zweiten 
Stab  mit  einem  Schlitz  lOr  den  Punkt  pa-  Durch  eine  geeignete  kine- 
matische Verbindung,  die  in  der  Figur  bloB  durch  eine  Klammer  an- 
gedeutet ist^  sei  dafür  gesorgt,  daß  die  Beschleunigung  papi  fortwahiend 
die  ihr  zukommende  Größe  und  Richtung  hat,  d.  h.  die  €hröße  und 
Richtung,  die  sie  rermoge  der  augwblicklichen  Lage  von  p  sowie  der 
augenblicklichen  Größe  und  Richtung  der  G^eschwindigkeit  ppi  haben 
muß.  Dann  besteht  noch  die  Forderung,  daß  bei  der  Bewegung  des 
erhaltenen  Mechanismus  jederzeit  die  Gerade  ppt  die  Bahn  von  p  in  p 
berührt  und  Überdies  die  Gerade  pipa  die  Ton  pi  beschrieb^e  Kunre^ 


1)  Frflher  habe  ich  diese  Kurve  deo  lokalen  Hodographon  der  Bewegung' 
vuD  p  genannt,  im  Gigrn^atz  zu  dem  gewObnlicheu  oder  polaren  fiodogzai^ieik 
von  Möbius  und  üamilton. 


Fig. 
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die  Velozide,  in  j)i  berührt.  Findet  die  Bewegung  iu  eiuer  Ebene  statt, 
80  läßt  sich  diesen  Forderungen  dadurch  genügen,  daß  man  in  mit 
d«n  enten  Stabe  eine  8cliarfiruidig6  Holle  verbindet,  deren  Mittelebene 
aenkredit  rar  Zeiehenebene  iai  und  daroh  die  Hittellinie  des  Stabes  pjh 
gebt  Denn;  wie  bebumt,  bewegt  eich  eine  derartige  RoUe  immer  so, 
daß  die  Spar  ihrer  Mittolebene  mit  der  Ebene  des  Papiers  fortwährend 
Tangente  bleibt  an  der  7on  ihrem  Berührungspunkt  mit  dem  Papier 
bescbiiebenen  Korre,  Toranagesetst,  daß  die  Rolle  genügend  beschwert 
ist,  damit  sie  nidit  in  der  Richtung  ihrar  Adise  auf  dem  Papier 
rutscheii  kann.  Eine  ebensolche  Rolle  ist  in  |»i  an  dem  Stab  ih  pu. 
so  anzubringen,  daß  ihre  Mitteleb«ie  durch  die  MitteUinie  dieses  Stabes 
gehi  Wird  der  Band  der  in  j»  befindlichen  Rolle  mit  Farbe  Teiaehen, 
so  zeichnet  sie  die  Bahn  des  Punktes  p  auf  das  Piqpier,  wenn  man 
auf  irgend  «ne  Weise  den  ganzen  Mechanismus  in  Bewegung  setzt. 

Handelt  es  sich  um  eine  Bew^ung  im  Baum,  so  können  wir  die 
IrQheire  Figur  im  Grundriß  und  im  Au&iß  dsrsteßen  und  TerkStpem. 
Weil  jede  Projektion  einer  Tangente  einer  Enrre  fQr  die  Fh>jektion 
der  Eurre  wieder  Tangente  ist,  so  wird  man  f&r  den  Grundriß  und 
den  Aufriß  je  einen  Mechanismus  derselben  Art  erhalten,  wie  vorher. 
Es  wird  nur  noch  dafür  zu  sorgen  sein,  daß  Grundriß  nnd  Aufriß 
eines  jeden  der  drei  Punkte  p,  pi,  2>it  von  selbst  immer  in  einer  senk- 
rechten Geraden  bleiben,  was  ja  sehr  leicht  ist. 

Hat  man  statt  eines  einzelnen  Massenpnnktes  ein  Punktsystem, 
dessen  Lage  mid  gestaltliche  Beschaffenheit  von  n  Parametern  q^^  • 
abhängt^  so  können  diese  Parameter  in  der  üblichen  Weise  als  Koordi- 
naten eines  ßildpunktes  in  einem  Raum  von  n  Dimensionen  betrachtet 
werden.  Daher  ist  es  berechtigt  und  notwendig,  auch  den  FaU,  in 
welchem  der  Punkt  p  in  einem  Raum  Ton  n  Dimensionen  beweglich 
nnd  «  größer  als  3  ist,  ins  Auge  zu  fassen.  Man  wird  in  diesem  Fall 
den  Punkt  oder  vielnielir  die  ganze  Figur  ppipu  durch  («  —1)  Pro- 
jektionen darstellen,  die  man  in  der  Zeiehenebene  in  geeigneter  Weise 
anordnet.  Der  ganze  Meehanismus  wird  sich  jetzt  aus  [n  —  V)  Teilen 
von  der  Art  des  zuerst  betrachteten  Mechanismus  zusammensetzen, 
die  ähnlich  miteinander  kinematisch  verbunden  sind,  wie  die  Tcil- 
mechanismen  für  Grundriß  und  Aufriß  im  Fall  des  gewöhnlichen 
liauities. 

Es  ist  klar,  daß  unser  Mechanismus  nur  die  Bahn  des  Punktes  /> 
liefert,  nicht  den  zeitlichen  Verlauf  seiner  Bewegung.  \\\\\  man  auch 
diesen  kennen  lernen,  so  genügt  es,  die  Zeit  t  als  eine  neue  Koordinate 
einzuführen,  d.  h.  p  als  Projektion  eines  Hilfspunktes  zu  betrachten, 
der  außer  den  Koordinaten  von  p  noch  die  weitere  Koordinate  i  hat 
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Die  Zurückfnhi  ung  oines  J'uiiktsjstems  auf  einen  einzelnen  Bild- 
punkt oder  durstellenden  l'unkt  ist  bei  einer  endlichen  Anzahl  ver- 
einzelter Massenpunkte  nicht  notwendig.  Betrachten  wir  einmal  dus 
Dreikürperproblem  und  zwar  der  Einfachheit  wegen  in  dem  besonderen 
Fall  der  Bewegung  m  einer  und  derselben  Ebdie.  Es  ist  emerlei,  ob 
dis  AnzielningsgeBelas  das  Kewtonidie  ist/od«r  iigwd  ein  HndttSSi 
Die  drei  Masseuponkte  seien  a,  6,  c.  Wir  denken  uns  an  jeden  dieser 
Punkte  seine  (Geschwindigkeit  als  Vektor  angetragen,  was  die  Punkte  ai, 
hif  Ol  (Fig.  3)  ei^ebe.  Die  Besefalennigungen,  die  dem  Punkt  a  durch  h 
und  dnteh  e  erteilt  werden,  seien  rfickw&rts  an  a  angetragen,  es  sei 
auch  das  Pamllelogramm  ans  ihnen  konstruiert  worden  und  seine  dem 
Punkt  a  gegenflberliegende  Boke  heifie  aa,  so  dafi  ana  die  wirkliehe 


Beschleunigung  von  a  vorstellt  Dieselbe  Konstruktion  denken  wir  uns 
ftlr  die  Punkte  h  und  c  ausgeführt.  Alles  das  läßt  sich  kinematisch 
terwirkiichen,  d.  h.  durch  geeignete  kinematische  Verbindungen  kann 
man  eneicben,  daß,  welches  auch  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  a,  b,  e 
sein  mag,  die  Punkte  auf  hi,  Cu  von  selbst  die  richtige  Lage  ein- 
nehmen. Nun  verkörpere  man  die  (Jerade  nai  durch  einen  Stab  mit 
einem  Schlitz  für  den  Stift,  der  den  Funkt  öi  darstellt  und  mit  einer 
Rolle  in  a,  dann  die  Gerade  «iffn  durch  einen  Stab  mit  einem  Schlitz 
für  oii  und  einer  Rolle  in  (ix.  Dasselbe  geschehe  für  die  Punkte  b 
imd  c.  Dann  entsteht  ein  Mechanismus,  der  selb-sttätig  die  Bahnen  der 
drei  Funkte  n,  h.  r  dem  Papier  aufzeichnen  wird,  wenn  man  auf  iigend 
eine  Weise  He\vt>^ainif  einleitet. 

y\,\n  dfirf  sieh  iiieht  verhelileii,  dnß  von  den  eben  entwickelten 
Gedanken  l)is  zur  hrauchhaitn  (Jestjiltuii<r  eines  solchen  Mechanismus 
ein  weiter  und  mühevoller  Weg  sein  wird,  aber  wenn  einmal  ein  solcher 
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Bahnzeiebner  auch  nur  für  dia  muMuAm  FöUe  des  MehrkdrpeiproblemB 
aiugeftfart  wäre,  so  könnte  er  ohne  Zweifel  der  WitBenioliafl  numchen 
Pienst  leisiesn.  Ich  möchie  hier  einige  Gedanken  anfahren,  dio  Herr 
Hart  in  Brendel  in  awier  Theorie  des  Mondes,  die  1905  ersehienm 
iet,  aiiaapriehi  Er  sagt  dort  unter  anderem:  „Mit  dem  Dreikdtper- 
problem  können  wir  nicht  physisch  experimentieren;  wenn  wir  es 
könnten,  so  wäre  die  Arbeit  der  Analjsis  wesentlich  erleichtert;  sie 
würde  durch  die  Anschnanng  manchen  Wegweiser  erhalten''.  Herr 
Brendel  spricht  dann  von  den  analytischen  Fortschritten  durch 
Poincare  und  andere  und  fahrt  fort:  ,,So  bedeutend  diese  Wendung 
an  sich  ist,  so  ist  die  Auffassung,  daß  mm  das  £xperiment  überhaupt 
aufhöre,  jedenfalls  verfrüht.  Gylden  hat  zu  verschiedenen  Matoi  ge- 
äußert, daß  mm  daianf  hinstreben  mflsse^  eine  Anschauung  zu  gewinnen 
von  den  Bewegungen  im  Dreikörperproblem ,  am  so  die  analytischen 
Hilfsmittel  zu  seiner  Lösung  zu  entdecken,  und  solche  Anschauung 
gewinnt  man  eben  durch  das  Experiment."  Wenn  dor  Astronom 
Brf'ntlMl  hier  von  Experiment  spricht,  so  denkt  er  nur  an  das  nume- 
riöcho  Experiment,  die  Auereehuung  einzelner  Fälle.  Ich  möchte  al)er 
alle  .seine  Äußerungen  auch  für  das  fjraphische  Experiment  und  für 
das  Experiment  mit  Hilfe  eines  Apparates  in  Anspruch  nehmen.  Ahn- 
liches gilt  für  Probleme  der  Physik  und  der  technischen  Wissenschaften, 
welch«'  auf  Difierentialgleichuugen  führen,  deren  analytische  Lösung 
Schwierigkeiten  macht. 

Mit  Hilfe  so;i  Ikm  M rci)auis.iiieu,  wie  ich  sie  zu  Anlang  beschrieben 
habe,  kann  man  gi  \s  iiivnliehe  Dift'erentialgleicliungen  Zweiter  Ordnung 
und  Systeme  von  solchen  integrieren.    Ist  z.  B.  gegeben 

mit  t  als  nnabhangiger  Verinderlicber>  so  füge  ich  hinzu 
worans  folgt 

Wir  können  diese  Gleichungen  betrachten  als  Bewegungsgleichungen 
eines  in  der  Ebene  beweglichen  Punktes  y\  bei  welchem  die  zur 
|f-Achse  paraUde  Komponente  der  Oesdiwindigkeit  die  konstante  Jjange 
Eins  hat  und  deshalb  die  Beschlemiigung  fortwShmid  parallel  zur 
jC-Achse  ist.  Ein  Mechanismus,  der  die  mÖglidien  Bahnen  dieses 
Punktes  zeichnet^  integriert  anch  die  gegebene  Differentialgleichung* 
Ffir  Systeme  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  ist  die  Sache  fthnlich. 
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Zum  Sclilnsse  will  ich  die  Anidehnuiig  auf  Differeniialgldichungen 
hdlierer  als  der  zweiten  Ordnung  kun  andeuten.  leh  nehme  als  Bei^ 
spiel  die  dritte  Ordnung.  Man  hedarf  einer  Yerallgemeinenuig  des  an 
die  Spitze  gestellten  kinematischen  Satzes,  auf  wdche  ich  sdicm  in 
meinem  Casseler  Vortrage  hiagewieeen  habe.  An  den  bewegten  Funkt  p 
trage  man  (F^.  4)  nicht  nur  seine  gewöhnliche  Geschwindigkeit  (vor> 

wärts)  und  seine  Beschleunigung 
oder  G^chwindigkeit  zweiter  Ord- 
nung (rfidcwarto)  als  Vektor  an, 
sondern  auch  seine  Geschwindig- 
keit dritter  Ordnung,  und  zwar 
diese  wieder  Torwarts;  der  End- 
punkt heiße  pui-  Dann  lautet  der 
fragliche  Satz:  Die  Gerade  pipm 
ist  parallel  der  Tangente  des  Ortes 
von  pu  (der  „Velozide  zweitt-r 
Ordnung")  in  diesem  Punkt.  Durch 
Vorkörpenmg  der  Figur  wird  man  einen  Mechanismus  orhalton.  und 
zwar  mit  drei  Rollen,  der  die  Aufgabe  löst,  die  Balm  eines  Punktes 
zu  bestimmen,  dessen  (Jeselnvindigkeit  dritter  Ordnung  als  Vektor 
eine  gegebene  Funktion  der  Lage  des  Punktes  und  allenfalls  noch 
sein^  Gesckwindtgkeitsvektors  und  seines  Beschleunignnfjsvektors  ist. 
Mit  Hilfe  derartiger  Mechanismen  wird  man  Differentialgleichungen 
dritter  Orduung  und  auch  Systeme  von  solchen  integrieren  können. 
Ganz  Enti^prechendes  gilt  für  Differentialgleichungen  von  höherer  als 
der  dritten  Ordnung. 


Zur  konstruktiven  Behandlung  des  Achsenkomplexes. ' j 

Von  Theodor  Schh n>  in  Wien. 

Die  Gebilde  der  Liniengeometric  finden  mit  Ausnahme  der  Regel- 
fläcbcn  in  den  Werken  über  darstellende  Geometrie  noch  wenig 
Berücksichtigung.  Ich  möchte  mir  daher  erlauben,  einiges  über  die 
konstruktiTe  Behandlung  des  Achsenkomplexes  Tonsubringen,  der  nicht 

1)  Vnrtrau:.  ^'ohalten  :uif  der  Versammlung  der  D.  M,-Y.  in  Stuttgart,  1906. 
Anhanpswf  ise  in  der  Al'hainihiug  „über  kubi.schc  Aufgaben  uiul  die  konstruktive 
Bebandlung  des  Achaenkompiexes",  Sitzuugsber.  d.  Akademie  d.  Wisa.  i.  Wien. 
Band  116.  1906. 
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bloß  für  geometriache  Fragen,  sonderu  auch  fUr  die  Theorie  der 
Tr^heitsmoraente^)  wichtig  ist. 

Ist  ein  Jvegelschuitt  gegeben  und  fällt  man  von  jedem  Punkte  P 
die  Normale  p'  auf  die  Polare  su  können  aus  der  Verwandtschaft 
der  normalen  konjugierten  Geraden  j3,  p'  für  den  Kegelschnitt  1.  die 
Fokaleigenachaften,  2.  Konstruktionen  der  Normalen  aus  einem  Punkte, 
3.  Konstruktionen  des  Krümmungsmittelpunktes  abgeleitet  werden.  Ist 
«ine  FlSehe  »weiter  Ordnung  gegeben  und  liUt  man  Ton  jedem 
Ptinkte  P  die  Normale  p  auf  die  Polarobene  so  heifit  p  nach 
Reye  eine  Adiee^  Der  Ton  den  Achsen  gebildete  Komplex  iat  ein* 
dentig  bexogen  auf  den  Baum  der  Punkte  sowie  auf  jenen  der 
Eb«iai  ar.  10t  diesen  YerwandtBchaftoi  können  in  analoger  Weise 
die  drei  Torgenaimten  Angaben  fOr  die  Fliehe  zweiter  Ordnung  durch* 
geführt  werden.  Was  den  eratm  Punkt  anbelangt,  so  findet  man  in 
den  großen  Werken  Uber  danteUende  Geometrie  Behandlmigen,  in 
welchen  die  beim  Achsenkomplexe  Torkommenden  B^;riffe  mehr  oder 
minder  benfitzt  werden  (fireilich  ohne  den  Komplex  selbst  zu  erwShnen), 
weshalb  ich  auf  diesen  Punkt  nicht  naher  eii^jehen  werde. 

1.  Einer  FUohe  zweiter  Ordnung  ijp'  mit  dem  Mittelpunkte  0 
werde  aus  einem  Punkte  P  «n  Kegel  umschrieben.  Der  zugehörige 
BerUhrungskegelsohnitt  k  li^  auf  der  Polarebene  «  imd  hat  den 
iScfanittpunkt  0,  Ton  OP  mit  %  als  Mittelpunkt  Der  Faßpunkt  0^ 
4er  Normalen  p  von  P  auf  %  soll  als  Mittelpunkt  eines  imaginären 

Kreises  i  mit  dem  Radius  PÖ^*»  betrachtet  werden.  Den  Ebenen 
des  BOschels  p  entspredien  die  normalen  konjugi«i»n  Geraden  zu 
den  Strahlen  des  Bllschels  0,  in  bezug  auf  l\  also  die  Tangenten  einer 
Parabel     als  Komplexstrahlen,  welche  auf  %  Hegen. 

Der  KompHexkegelsdinitt  auf  der  Ebene  %  ist  die  St  einer  sehe 
Parabel-)  des  Büschels  0,  in  hemg  auf  den  BerührungskegelsdiniU  "k. 

Sucht  man  zu  den  Tangeuten  dieser  Parabel  die  Polargeraden  in 
bezug  auf  die  Fläche  so  erhalt  mau  die  Koiuplexstrahleu ,  welche 
durch  P  gehen.  Die  Pole  der  Tangenteu  in  bezug  auf  k  bilden  aber 
die  Apollonische  Hyperbel  [Oj,  0^]. 


1)  Jolles,  Synthetische  Theorie  der  Zeutrifugal-  und  Trägheitsmomente 
eines  KaumitückeB.  Aichiv  der  Math,  und  Physik.  III.  Reihe.  4.  Baad.  Schon 
1821  faad  Ampire  bei  seinen  Uotenuehungen  aber  die  Trftgheitndieeii  einet 
KQrpen  eiidg»  Eigeuchaften  de«  Achsenkomplem. 

2)  C.  Pelz  beseichnete  diese  Parabel  so,  weil  sie  1H54  bei  Steiner  Journal 
f.  Math.  Band  49)  vorkommt;  lie  ist  aber  nooh  früher  (1888)  bei  Chaales 
(Joorn.  de  math.  d)  zu  huden. 
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Ikr  Ko»^plezkegd  ßr  den  Punki  f  ist  der  gkichseiHge  Kegd 
gumkt  Ordmmgf  nodättr  P  uHU  Sp&jse  und  die  ApoBom8d»e  ffftpeiM 
des  Miisdids  0|  t»  heeug  airf  den  SeriäirttngiiiegdsdMiit  h  als  Basis  hat. 

Sucht  man  su  jedor  Bbene  jr,  des  Bttndels  P  die  Sdmittgerade 
mit  sodvm  den  Pol  P|  dieser  Sohnittgeraden  in  bezng  auf  den 
Kreis  i  und  den  Pol  P«  in  besqg  auf  den  Eegelschnitt  k,  so  ist  die 
Gerade  p^,  welehe  durch  P,  parallel  zu  PP^  gdit^  der  Komplezstrahl, 
welcher  der  Ebene  ^r,  und  dem  Punkte  P^  entspricht.  Anf  der 
£bene  n  entstehen  zwei  kollineare  Felder  9>|  und  g),,  von  welchen 
das  erstere  als  Projektion  des  unendlich  fernen  Feldes  aus  P 
aof  ^  betrachtet  werdeii  kann.  Den  Ebenen  des  Bündels  P  (oder  den 
Punkten  des  Feldes  entspricht  also  die  Achsenkongmens  einur 
kubischen  Parabel,  welche  von  den  kollinearen  Feldern  9^,  und 
erxengt  wird.  Den  Komplex  strahlen  von  P  entsprechen  die  Schmiegnngs- 
ebenen  dieser  kubischen  Parabel;  den  £benen,  welche  einen  solchen 
Komplezstrahl  als  Achse  haben,  entsprechen  die  Tangenten  der 
Eomplexparabel  auf  der  betreifenden  Schirtipcrungsebene.  Legt  man 
durch  P  Normalebenen  zn  den  Erzeugenden  des  Komplexkegels,  so 
erhält  man  den  Richtungskegel  der  kubischen  Parabel.  Seine  Basis 
auf  7t  ist  eine  Parabel  nämlich  die  Polarlinie  der  Hyperbel  [Oj,  0.,] 
in  bezug  auf  /.  Die  kubische  Parabel  hat  die  Ebene  n  nnd  die  zu  tc 
normalen  Ebenen  durch  die  Aehseji  von  l\  die  Ha\iptebenen  dp«  Be- 
röhrungskegels  sowie  die  Hauptebeuen  der  Fläche  (p^  selbst  als  Tripel 
von  rektan^ulären  S  litni(  gungsebenen,  also  die  Gerade  07*  als  Direktrix. 

Den  Ebenen  eines  IJUndels  P  mtsprirht  die  Achsrukmufraenz  einer 
Jiöklentiehen  Parabel  mit  der  DireJctriv  Ol*  und  mit  einem  Biehti(n;iS' 
Aeffd,  wekli&r  P  als  Spiüie  und  die  Parabd  l^  auf  st  als  Basis 
hesiist. 

Die  Polargeradeu  der  Achsen  und  die  Pole  dt-r  l^cliniiegungsebeneii 
dieser  kubischen  Parabel  sind  das  Erzeugnis  der  kcdlinearen  Bündel  0 
und  P,  wobei  jeder  Ebene  von  P  jene  I)iametral»  l»eue  entspricht, 
welche  zur  Kichtung  der  Xormalen  der  Ebene  konjugiert  ist,  also  die 
Hehneukungrueuz  einer  kubischen  gleichseitigen  Hyperbel,  welche  auf 
dem  Komplexkegel  liegt. 

Die  PolUnie  der  kuhischcu  Parabel  in  hezuy  auf  9-  ist  eine  kubische 
(jleichseilige  Hifjferbel,  welche  durdi  P  und  die  Eckpunkte  des  Hauptjiol- 
täraeders  geht. 

Die  Berflhmngspankte  der  gemeinsamen  Tangentialebenen  der 
knbisehen  Parabel  mit  der  FIfiche  (p*  oder  die  Schnittpunkte  der 
knbischen  gleichseitigen  Hyperbel  mit  sind  die  Fufyßunktß  der 
sedis  Normale»,  welche  man  aus  P  anf  die  FUiehe  9*  fallen  kann. 
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2.  Projiziert  man  P,  p  aus  dem  Mittelpunkte  0  und  aus  den 
anderen  Eckpunkten  des  Hauptpoltetraeders  auf  die  gegenüberliegenden 
Saitenfläehen  desselben,  so  erbiUI;  man      P\  P\  P"'  und 
Sndit  man  femer  die  Spuren  Ton      %  anf  diesen  SeitenflSeben,  so 
erbSlt  man      Pj,  P,,  P,  und  Die  Yenrandiadbaft  P',  j% 

ist  dann  die  Vdairim  äes  lOreffmäm  BaiiiigsMimiks  und  die  Vei^ 
wandtscbaft  P^,     ist  die  Polarilä^  <fes  betreffenden  Fokalhegelsfßimües  k^. 

Die  Verwandtschaft  P^p  bleibt  ,  Die  Verwandtschaft  py%  bleibt 
dieselbe,  wenn  man  dem  Punkte  P  |  dieselbe,  wenn  nian  der  Ebene  tc 
eine  zu  n  parallele  Ebene  als  ,  irgend  einen  auf  p  liegenden  Punkt 
Polarebene  zuweist,  also  für  alle  mit  als  Pol  zuweist,  also  für  alle  mit  75* 
qp"  homothetischen  Flächen  zweiter  /.•o>?/'o/i7//<'^rFlächen  zweiter  Oriinuug. 
Ordnnnj^.  Die  Normalen,  welche  Die  Normalen,  welche  man  von 
niHu  vüii  einem  Punkte  T  auf  diese  einem  Punkte  T  auf  diese  Flächen 
Flächen  fällen  kann,  ergeben  sich  \  fällen  kann,  ergeben  sich  aus  der- 
aus  derselben  kubischen  Hyperbel.  I  sdben  kubischen  Parabel. 

Diese  Ergebnisse  über  die  Normalen  findet  man  schon  bei  Steiner'), 
beziehungsweise  Chasles")  zu  einer  Zeit,  wo  der  Begrilt'  „Komplex** 
noch  gar  nicht  bekannt  war. 

Die  Zuordnung  p'y  p^  eri?il)t  die  Verwandtschaft  der  normalen 
konjugieiteu  Geraden  in  bezug  jnif  die  Hauptschnitte  aller  mit  qp* 
konfokalen  Flächen.  Dk  Yrrn  andtschaft  1'',  p'  bildet  ein  Nullsystem 
jsweiien  Grudes^^,  welches  dfls.sel})e  bleibt  für  alle  mit  *  homothetischen 
Flächen.  Einem  Büschel  7  '  von  Strahlen  p'  entspricht  die  Apollonische 
Hyperbel  in  hezug  auf  den  Hauptscknitlj  welche  die  Projektion  der  oben 
genannten  kubischen  gleichseitigen  Hyperbel  ist,  bo  Uuß  (iie  i  ußpunkte 
der  Noruialen  von  T  auf  f  ^  leicht  konstruiert  werden  können,  indem 
uuiu  Line  zweite  Projektion  der  Schnittlinie  des  projizierenden  gleich- 
seitig hyperbolischen  Zylinders  mit  9:'  sucht.*) 

Die  Verwandtschaft  p',  1\  ist  ebenfalls  ein  solches  Nullsystem 
zweiten  Grades,  welches  aus  den  Verwandtschaften  p'^Py  und  p^j  P, 
bervorgefat  Dreht  sich  die  Ebene  %  um  die  Spur  p^,  so  bescbreibt  p 
ein  Strablenbüscbel  mit  dem  Scbeitel  P|  auf  der  projizierenden  Ebene 
mit       Spur  ;)'. 

1)  Steiner,  Jouru;»!  für  Mathematik,  49.  Band  ilHru). 

2)  Chasles,  Aperyu  histoiique,  Note  XXVI,  n*  66  (1837)  und  Jooraal  de 
matli^Biatiqnea,  Tom«  m.  (1888). 

B)  Ameseder,  das  allgsmsine  Tftnmlidie  NnllsTitsni  cwsitsn  Gtades.  Jonnal 

für  Mathematik,  97.  B^d  (1884).    S.  83. 

4)  Adler,  über  «las  .N'urmaleiiprublem  der  FlAcben  zweiten  Gxadef.  Sitnmg** 
behebte  der  Akad.  d.  Wisd.  i.  Wien,  III.  Band  i^Wi). 
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Thsooob  Sohxid: 


Einem  Bflsehel  T  toh  Stnhl«ii 
j}'  flntBpneht  hier  dk  ApolUmMe 
Effpahd  [T',  O]  in  bezug  auf  den 
Fohailkeffd9(AmU  Jc^  als  Spur  äUer 
Konipl^iskeffd,  deren  Spitien  auf 
dem  Sehetrahle  TT'  liegen. 


Säner  Reihe  Ton  PunUen 
entspridit  die  SteinersAe  Parabd 
des  Poles  von  in  besag  auf  den 
Fitkaikeffdsdim^  als  PnjäkUon 
aüer  Ebmpleiparab^,  welche  auf 
den  Ebenen  mit  der  Spur  r|  liegen. 


Der  imaginSre  EreiB  tj,  welcher  T*  als  Mittelpunkt  und  TT'  *  i 
ab  Radius  beeitsl^  ergibt  mit  ein  gemeinsames  Poldreieck  'L^Mj^Ni, 
dessen  Eckpunkte  die  Spuren  der  Achsen')  des  Kegels  Th^  cdcor  der 
Normalen  1,  m,  n  der  drei  mit  q>*  konfokalen  Flächen  (EU.,  einsch. 
Hjp.,  zweisch.  Hyp.)  sind,  welche  durch  T  gehen.  Die  HauplsdmiUe 


i)  Vf^].  die  eingangb  erwtUinte  Abh.:  :Sitzuiigäbei.  d.  Ak.  d.  W.  i.  Wiea, 

115.  Bd.  iyu6. 
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dieser  drei  FlSdtm  erg^jm  sich  aus  dm  drei  Pdaritäien,  in  welchen 
äBm  Punfefe  T'  üb  Seitm  des  Dreiecks  L^M^N^^  ent^echen^  Die  Pole 
der  Ebene  In  in  bezog  auf  alle  zu  ^*  konfokalen  Flachen  liegen  auf 
dem  ^mplexetrahle  m.  Die  Eomplexpoxabel  der  Ebene  In  irt  also 
die  Steinereehe  Paraliel  des  Punktee  T  in  bezug  auf  die  Schnitte  mit 
allen  zu  ip*  konfokalen  Fliehen  und  berflhrt  daher  die  Normale  l  des 
Schnittes  mit  dem  EUipeoide  im  KrOmmungemittelpunkte  und  die 
Normale  n  des  Schnittes  mit  dem  sweischaligen  Hyperboloide  im 
ErOmmnugsmittelpmikte        Die  Punkte  sind  aueh  die  Pole 

Ton  2y  M  in  beaog  auf  jene  Schnitte,  also  auch  die  Pole  d«r  Ebene  Im 
in  bezug  auf  das  Ellipsoid,  bsaiehungsweise  der  Ebene  nm  in  besug 
auf  das  Ewdschslige  Hypwboloid.  Ebenso  sind.X^  und  JV^  die  Pole 
der  Ebenen  nm  und  Im  in  beeng  auf  das  einsehalige  Hjperbobid. 
Die  Gerade  L^N^  ist  also  die  Polsrgerade  au  m  in  besug  auf  das 
einschalige  Hyperboloid,  daher  selbst  Tangente  der  Parabel  (fn). 

Die  Komplex^aM^  der  Ebene  In  herUhi  die  Normalen  1,  n  m 
den  Haupßariimmmßmii(i^?niiiien  L^,  N^,  femer  die  Verhimhmffs^^erode 
der  Sm^päeriimmtinffsmiU^unkfe  L^,  N^, 

Die  Projektion  der  Komplcxparabeli  welche  auf  der  Eb^e  In 
mit  der  Spur  L^N^  liegt,  ist  die  Stein  ersehe  Parabel  des  Sirahlen- 
bflsohels  Ml  in  bezug  auf  den  Fokalkegelschnitt  k^.  Sie  hat  Oitf^ 
als  Leitgerade  und  berOhrt  aufier  den  Achsen  a,  h  Ton  und  der 
Spur  LiNi  noch  1"  in  und  it'  in  2fl>  Der  Punkt  £^  liegt  in  bezug 
auf  Zj,  Ii,  ahnlich  wie  T'  in  bezug  auf  N^,  Die  Pro-. 
jektianen  der  «ecft«  Emtpfkriimmmi^smiUelpitti^  ^  l^iseen  gith 
hienach  einfadi  honstruieren,  z.  B.:  Man  zieht  durch  T  eine  Parallele 
zu  M^N^,  sucht  ihre  Schnittpunkte  mit  OM^  und  ON^f  fällt  von 
diesen  Scfauittpim]  die  Normalen  zu  n',  beziehungsweise  m'\  dann 
schneiden  diese  Normalen  auf  V  die  Projekt ionon  und  L'„t  der 
Hanptkrfimmungsmittelpunkte  aus,  welche  auf  l  liegen. 


1)  A.  Mannheim  [Joxirnal  de  matht^matiques,  3.  serie,  tome  VIII  (18H2) 
und  5.  8<?rie,  tonie  II  (1896)]  kommt  auf  an'h'r'-  Weise  zu  den  Parabeln  und  zeigt 
daraus  räumliche  Konstruktionen  für  die  Uaupikrimimtingsmittelpuukte,  darunter 
«ne,  w«ldi6  Laguerre  schoo  ▼othttr  analytisch  abgeleitet  hatte. 
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Über  die  arithmetischen  Eigenschaften  der  Zahlen. 

Von  JL  Hbnbbl  in  Murbnrg. 

II.  (FortofiUaDg.) 
§4. 

Aus  dem  im  vorigen  Paragraphej^  bewiesenen  b^tze  »ehe  ich  nun 
eine  wichtige  Folgerung.   £8  sei 

(1)  f(*)-0 

ein«  irreduktible  ganmahlige  Gleidrang  «i*^  GFradei,  nnd 

sei  eine  j^-adische  algebraische  Reihe,  welche  sowohl  der  GidBe  nach 
als  auch  fOr  den  Bereich  Ton  p  eine  Wnizel  dieser  Gleichung  darstellt 
Bs  seien  nun: 

(Ib)  Si-A^lj,    ■•  ^i-Är(l,) 

irgendwelche  rationale  Funktionen  toii  Ij  mit  gewöhnlichen  rationalen 
Zahlkoeffizienten,  d.  h.  also  irgendwelche  algebraische  Zahlen  des  durch 
konstituierten  Körpers  ir(^|).    Dann  besteht  zunächst  der  wich- 
tige Sats: 

Jede  rationale  Gleichung 
(Ic)  v(i?i,5i,-*-«*i)-0 

mit  rationalen  Koeffizienten  zwischen  In-liebi^  vielen  Zahlen  des 
Kftrpers  A'  i  i  bleibt  richtig,  wenn  mau  sie  als  Gleichung  für 
den  Bereicli  von  p  auffaßt,  und  umgekehrt  folgt  aus  dem  Be- 
stehen einer  solchen  Gleichung 

(Id)  9>(%,Ci,--^i)-0  O) 

für  den  Bereidi  Ton  daß  dieselbe  Gleichung  auch  ihrer  Größe 
nach  erf&Ut  ist. 

Besteht  nämlich  die  Gleichung  (Ic)  ihrer  GröBe  nach,  und  sub- 
stituiert man  in  ihr  fflr  die  Zahlen  ti,---  AusdrttdEe  (1  b) 
durch  so  geht  ihre  linke  Seite  in  eine  rationale  Funktion  von  Si 
mit  rationalen  Zahlkoeffizienten  über,  welche  in  ihrer  reduzierten  Form 
durch  0{ii)  beiseichnet  werden  möge.  der  Irreduktibilitat  der 
Grundgleichung  (1)  für  Ij  im  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  kann 
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nun  die  Qleichung  <2>(|,)=»0  nur  dann  btetehen,  wenn  die  Funktion 
0{x)  durch  F{x)  teilbar  ist,  wenn  also  fttr  ein  TariftUiee  »  eine  Iden- 
tität besteht, 

(2)  0{x)^Fix)G(x), 

in  der  6(x)  eine  ittionale  Fnnktion  von  x  mit  ntionalen  ZaU* 
koef&sienien  1>edeutety  deren  Nenner  dnreh  F(x)  nicht  teillwr  ist 
Diese  Identität  zwieclien  den  drei  Funktionen  mit  gewdhnlichen  ratio- 
nalen Koeffizienten  bleibt  nach  dem  Satse  (4*)  in  $  2  audi  für  den 
Bereidi  ron  p  riehtig.  Ersetzt  man  nun  in  der  G^leicbung  für  den 
Bereich  Ton  p 

(2a)  0(x)'^F{x)Gix)  (j)) 

wieder  x  durch  die  p-&dische  Reihe  in  (la)  und  beachtet,  daß  dann 
jPfl,)  auch  für  den  Bereich  von  p  gleich  Null  ist,  so  ergibt  sich  auch 
för  den  Bereich  dieser  Primzahl: 

(2b)    *(|,)-vÖr(|,),  A(|,),  ...  fe,... »0-0  0), 

und  damit  ist  der  erste  Teil  unserer  Behauptung  bewiesen. 

Besteht  nun  umgekehrt  für  die  Zahlen       bir  "  "  "  "^i  ^ine  rationale 
Gleichung  mit  rationalen  Koel^enten  für  den  Bereich  Ton  p: 

V (nif  fc, •  •  •  *t)  -  9(9(ti)y       •  •  •  Mit))  -  *(ti)  -  0  (p), 

sn    haben  die  beiden  rationalen  Gleichungen  mit  ralionalen  Zabl- 
koeffizienten 

(3)  «(a?)-0,  jP(a!)-0  {p) 

eine  gemeinsame  Wurzel  x  —  ^i,  d.h.  jene  beiden  Funktionen  0(x) 
und  F{x)  besitzen  für  den  Bereich  von  p  einen  größten  gemeinsamen 
Teil»,  welcher,  da  er  durch  das  euklidische  VerfahreUi  d  L  auf  rationalem 
Wege  aus  F{x)  und  ^{x)  gefunden  wird,  eben&Us  roHomä/ß  Zahl-* 
koeffizienten  bentzt.  Nun  kann  aber  F(x)  auob  für  den  Bereioh  Ton 
p  nicht  in  Faktoren  niedrigeren  Grades  mit  raÜonaUn  Koeffizienten 
zerfallen,  da  ans  einer  aolchen  Zerlegangsgleichung  fOr  den  Bereioih  vonp 

Fix)~f{x)gix)  ip) 

nach  dem  eoeben  erwSlmten  Satze  dieselbe  Zerlegung  der  Größe  iMieft 
folgen  würde,  was  mit  der  VoraussetBung  der  Unzmiegbarkeit  ron 
F{x)  im  Widemprueh  stehen  würde.  Also  muß  0(x)  för  den  Bereich 
▼on  p  durch  F(x)  teilbar  sein,  und  die  Gleichung 

(4)  *P[^x)^F{x)G(x)  (p), 
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in  weleber  F(x)  ebeiifiillB  rationale  Koeffizienten  besitst,  bleibt  wieder 
richtig,  wenn  man  sie  niolit  für  den  Bareich  Ton  p,  sondern  ihrer 
Größe  nach  betraehtet  Eisetst  man  nun  in  der  so  sieh  ergebenden 
Gleichuxig 

(4a)  ^(x)~F(x)G{x). 

wieder  x  durch       so  ergibt  sich,  daß  auch  der  Größe  nach 

(4b)      4&(y  =  9)(jr(fe),        . . .  *(«,))  -  9(nv  liif"-»t)-0 

ist,  und  damit  ist  unser  Theorem  ToUstündig  bewiesen. 

Es  seien  jetet  allgememer  ii,^,  ■  •  ^  n  p-adische  konTeigente 
Beihen 

I,  -=  2          ,  (*-»t  *.  •) 

welche  sowohl  ihrer  Größe  nach,  als  anch  fiir  den  Bereich  von  p  von- 
einander verschieden  sind,  und  för  beide  Bereiche  die  n  Wurzeln  der 
Gleichung  (1)  darstellen.  Beachtet  man  dann,  daß  aus  den  Gleichungen 
(2)  und  (4)  niclit  I  lub  für  x  =  die  Gleichungen  (2b)  und  (4b), 
sondern  aUgemein  für  x  bzw. 

0  (p)   nnd    «(y-O  (.-i.«  .  «> 

hervorgehen,  so  erhält  man  genau  wie  vorher  den  allgemeinen  Satz: 
Jede  rationale  Gleichung  mit  rationalen  Koettizieuten: 

y(«?i»-'*'^i)-0   {p)   (oder   y (%,•  •  •  «"i)  - 0), 

welche  für  den  Bereich  von  p  (oder  der  Größe  nach)  zwischen 
algebraischen  Zahlen  des  Körpers  KiJ^^)  besteht,  bleibt  richtige 
wenn  man  diese  Gleichung  ihr^  GrSfie  nach  (fiBr  den  B«reidi 
Ton  p)  betraditet,  und  sie  bleibt  fnmer  richtig,  wenn  man  die 
algebraischen  Zahlen  durch  ihre  n  konjugierten  ersetzt. 
Aus  diesem  Sat^e  leite  ich  uuu  ein  yehr  merkwürdiges  Theorem 
her,  welches  ich  zunächst  nur  für  den  Fall  aufstelle  und  beweise,  daß 
die  Gnmdgleichung  {V)  eine  sogen.  Galoissche  Gleichung,  d.  h.  eine 
solche  ist,  deren  n  konjugierte  Wurzeln  1^,     •  •     ihrer  Große  nack 
einen  und  denselben  Körper  definieren.   In  diesem  Falle  sind  also  die 
n  Wurzeln 

üirer  Größe  nach  sämtlich  rationale  Funktionen  Ton  einer  unter  ihnen 
mit  gewöhnlichen  rationalen  Koeffizient^ 
Es  sei  nun 

(8)  «.  -2'"^"'' 
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wieder  eine  konTergente  j^adieehe  Beihc^  welche  iluer  Gx5ße  nach  wnä 
tax  den  Bereieh  Ton  p  eine  Wurzel  der  Orondgleichiiiig  damtellt; 
dann  Bind 

(«•) 

n  jj-adische  konvergente  Reihen,  welche  nach  (äi  der  (iröße  nach  die 
w  —  1  übrigen  Wur/eln  derselben  Gleichung  darstellen,  d.  h.  es  ist  der 
Größe  nach  erstens  allgemein 

(7)  -  ^(9><(fe))  -  0  (*.i,»,  .  «> 

und  zweitens  ist  das  IKIferenzenprodukt 

(7  a )  n  (I,  -  I,)  -  iJ  [g., (I,;  -  ()P*  (1,^)  -  D  ^  0, 

wo  D  die  Gleichungsdiskriminante  bedeutet.  Nach  dem  soeben  be- 
wiesenen Satze  gelten  also  dieselben  Gleichungen  (7)  und  (7a)  aoch 
für  den  Bereich  von  j»;  es  ist  also  erstens 

jetti'  ;/  Zahlen  (G)  und  (Ga)  sind  nho  mich  für  den  Bereich  von  j) 
Wurzeln  der  Grundgleichung,  und  zweit*  us  crUt  auch  die  Gleichung  (7a) 
für  den  Bereich  von  p,  d.  h.  die  )i  Wurzeln  ^,  sind  auch  für  den  Bereich 
von  p  voneinander  versrhieden.  Wären  nämlich  auch  nur  zwei  von 
jenen  Wurzeln  |,  und  einander  für  den  Bereich  von  p  gleich,  so 
müßte  ja  die  rntlonak  Zahl  D  für  den  Bereieh  von  p  Null  sein,  und 
dies  wäre  nur  der  Fall,  wenn  sie  ihrer  Größe  nach  Null  wäre. 

Da  somit  auch  die  n  p  adischen  GUichuiiifswurzelu  ^j.lj,---!^ 
dieselben  rationalen  Funktionen  (5)  von  einer  unter  ihnen  sind  und  da 
offenbar  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt,  so  ergibt  sich  zunächst 
das  Resultat: 

£ine  Gleichung  F{x)'^0  ist  dann  und  nur  dann  ihrer 
Größe  nach  eine  Galoissdie  Gleichung,  wenn  dasselbe  für  den 
Bereieh  einer  beliebigen  Primzahl  p  der  Fall  ist,  und  umgekehrt. 

Angenommen  nun,  zwischen  den  h  Wurzeln  dieser  Galoisscheu 
Gleichung  besteht  eine  rationale  Gleichung 

mit  gewöhnlichen  rationalen  Zahlkoefifizientm,  so  bleibt  diese  nach 
dem  am  Anfang  dieses  Paragraphen  bewiesenen  Satze  audi  für  den 
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E.  Hbmsil: 


Bereich  Ton  p  richtig.  Es  ei^ibt  sieh  abo  das  folgmde  FnadamentaU 
fheorem: 

Ist 

F(x)  -  0 

eine  bdiehige  GaloisBche  Gieiehnng  dee       Gntdes,  so  kann 
man  ihre  n  Wuxzehi  li>     '  ■  ■  1«  m>  in  konreigente  /»-adische* 
Reihen  eotwidceln,  daß  diese  sowohl  ihrer  GroBe  nach  als  anch 
für  den  Bereich  Ton  p  jene  Gleichung  erfOllen,  und  daß  jede 
rationale  Gleichung 

mit  rationalen  Koeftizienteo,  welche  der  Größe  nach  zwischen 
ihnen  besteht,  auch  für  den  Bereich  von  p  erfüllt  ist^  und  um- 
gekehrt. 

Da  mau  |,  so  in  eine  /»-adisclie  Reihe  entwickeln  kann,  daß  sie 
für  den  B<  i ,  ich  von  p  jeder  der  n  ^)-adischen  Wurzeln  deraelhen 
Gleichung'  gleich  wird,  und  da  dann  durch  diV  Gleichungen  (5)  die 
j>-adi8chcii  En t Wickelungen  von  |^  emdtutig  bestimmt  sind,  so 

folgt,  dali  mau  die  Wurzeln  |,,  l^.  •  •  ■  genau  nuf  )/  verschiedene 
Arten  so  in  konvergente  jj-adische  Reihen  entwickeln  kann,  daß  den 
Forderungen  des  obigen  Satzes  genügt  wird. 

.lede  Zahl  t^j  eines  Galuisschen  Körpers  Ä'(|j),  also  anch 
jede   Zahl   irgend   eines  Unterkörpers  von  ist  ebenfalls  eine 

rationale  Funktion  von  |,  — ^c-;r':  sie  läßt  sich  also  ebenfalls  als  eine 
konvergente  l'otenzreiho  derselben  Art,  sowohl  ihrer  Größe  nach  als 
auch  für  den  Bereich  von  p  durstelleu.  Sind  »j, ,  ,  •  •  •  •O-j  wieder 
irgendwelche  Zahlen  eineJ?  Galois scheu  Körpers  zwischen  denen 

eine  rationale  Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten  der  Größe  nach 
besteht,  und  ersetzt  man  diese  Zahlen  durch  ihre  /)-adischen  £nt- 
vicklongen,  so  bleibt  dieselbe  Gleichung  auch  fSr  den  Bereich  von  p 
riditig,  und  umgekehrt. 

Es  sei  nun,  um  jenes  Theorem  für  beliebige  Körper  zu  beweieeni 
(9)  G  (y)  =  (y  -      (//  -    )  ■■■{y~  i?,,)  =  0 

eine  beUebige  irreduktible  Gleichung  des  v"""  Grades,  welche  keine 
Galois  sehe  Gleichung  sein  möge.  Dann  sind  die  durch  ihre  v  Wurzeln 
konstituierten  konjugierten  Körper  A'(>;i),  •  •  •  K(r),)  keine  Galoisschen 
Körper,  wohl  aber  sind  sie  alle  Unterkörper  des  ( i  u  1  ( *  i  s  ^clien  Körpers 
itVit'  * '  Vt)'  .  ^  dieser  Körper  vom  Grad«,  ist  eine  primi- 
tive Zahl  desselben  und 

(9  a)  F(x)  ^{x-  fc)  (a;  - 1.) . . .  (-r  -  y  -  0 
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die  irreduktible  Gleichung  n*^  Grade^  der  1^  genttgfc,  so  hangen  die  v 
Zahlen  ij|  mit  ||  dureh  rationale  GleiohuiigBii  mit  rationalen  Koeffistenten 

(10)  =     (gx),  Iii  =     (Si),  •  •  •     =  (Si) 

zosammen;  ist  also  wieder 

eine  konvergente  j^-adtsche  Darstellimg  yon  weldhe  auch  für  den 
Bereich  von  p  eine  Wmml  tod  (9  a)  ergibt,  so  liefert  die  Snhstitation 
dieser  Reihe  in  die  Gleichungen  (10)  v  konrergeute  |>-adisohe  Reihen 
deradboL  Art  * 

dl  (I- 1, 1, . . .  !■), 

welche  jene  Wurzeln  der  Grdfie  nach  darstellen,  fSa  welche  also  wieder 
die  beiden  Gleichungen 

0(17,) -0,   i7 (17,-1?,) -D^O 

der  Oröße  ii;ifh  erfüllt  sind.  Nach  dein  für  den  Galoisschen  Körper  be- 
wiesenen Satze  bestehen  dieselben  (ileichungeu  auch  für  den  Bereich 
von  Pf  jene  Reihen  stellen  also  für  den  Bereich  von  ]t  ebenfalls  die  v 
konjutfiertcn  ^-adischen  Wurzeln  der  Gleichung  (9)  dar.  Aus  demselben 
Satze  folgt  eudlichy  daß  jede  rationale  Öieichuug  mit  rationalen  Koeffi- 
zienten 

9  {nv  Viy"'  V,)  =  0, 

welche  zwischen  den  v  konjugierten  Zahlen  f/^  der  Größe  nach  besteht, 
auch  ftir  den  B^ich  von  p  richtig  bleibt,  und  umgekehrt.  So  ergibt 
eich  also  der  am  Anfange  dieses  Paragraphen  angekündigte  Funda- 
mentalsatz: 

Ist 

^'ly)  -  (y  -  %)  •  •  •   -  »ir)  - 

eine  beliebige  ganzssahlige  Gleichung  Grades,  so  lassen  nch 
ihre  v  Wurzeln  stets  so  in  konvergente  p-adisehe  Reihen  ent- 
wickeln, daß  diese  für  den  Bereich  Ton  p  den  v  j^adischsn 
Wurzeln  gleich  sind,  und  daß  jede  swischen  dieeen  Wurzeln 
ihrer  Größe  nach  bestehende  rationale  Gleichung  mit  rationalen 
Koeffizienten  auch  für  den  Bereich  von  p  richtig  bleibt  und 
umgekehrt 

(Schluß  folgt.) 


JaluwbnteM  d.  DtniidbMi  UHOnm.-'Vmwitaitmg.  XTX.  H«ft  «.  SS 
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Hitteilnngen  und  Nachrichten. 

Geeignete  Mitteilangea  wird  der  HerauBgeber  biet«  mit  größtem  Danke  entgegen- 

nehmen. 

1.  Akademien.   Gesellschaften.   Vereinigungen.  Versanimlungen. 

Yerändemiigeik  im  Feraonalbc stände  der  Deiitsohen  Hftthematikeap* 

Veiremigung.    März — Mai  1807. 

Neu  aufgenommen  als  Mitglieder: 

Eudolf  Dygnaa,  stad.  phiL  au  der  Universität  Lemberg  2,  Na,  Bionie- 
gasse 4, 

Dr.  Johanu  Möller,  Oberlehrer  an  der  Navigationssthule,  ElsfleÜi. 
B.  M.  Walker,  Direktor  des  Agricnltiural  College,  Mississippi  (U.  8.  A.), 

Gestorben:  ' 

Am  23.  April  starb  za  Dresden  der  Pkofenor  an  der  dortigen  Tecbnischea 

Hockseliiile  Geh.  Hofrat  Dr.  Arwed  Fahrmann. 
Am  21.  Mai  starb  zn  D(»imund  der  Oberlehrer  an  den  Masdunenbanschnlen» 

daseibat  Dr.  Hermann  Kühne. 

Adresseuändernngen: 

Böhm,  K.,  Dr.,  Professor  an  der  Universitftt  Heidelbarg,  Karl  Ludwig- 

stiaße  2. 

Brets&hneider,  W.,  Dr.,  Proiesäor  an  der  Fnedricb-Eugen-Kealschule  und 
Doient  an  der  Tedm.  Hochschule,  Stuttgart,  Militärstraße  26. 

Friesendorff,  Th.,  Fh>fessor  am  Elektroteehnisehen  Institut,  8t.  Petersburg,. 
Elektrotechnisches  Institut,  Qu.  16. 
.  Ludwig.  W.,  Dr.,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule,  Braunschweig,. 
Pockelsstrafie  6. 

Deutsohe  Mathematiker- Vor einigtuig.    Der  unterzeichnet«  Vorstand 

der  Abteilung  für  Mafhemafil:  sowie  der  Vorstand  der  Deutschen  Mathe-^ 
tuuiikir- Vercini(/urig  geben  sich  die  Ehre,  Sie  zu  der  in  der  Zeit  vom  15.  bis 
21.  8eptemb«r  ds.  Js.  in  Dresden  stattfindenden  79.  Versammlung 
Deutscher  Naturforscher  und  Arzte  ergebenst  einsuladen. 

Wir  bitt<^n,  Vorträge  bei  dem  mitunterzeichneten  Herrn  Prof.  Dr.  A. 
Krazfr,  Karlsruhe,  West^ndstraße  ')7  baldigst  anmelden  /n  wollen.  Vor- 
träge, die  erst  später,  in.sl»c.si)ii(lort!  er*<t  knr/  vor  od'')-  wiihreud  der  Ver- 
sammlung angemeldet  werden,  köiiuen  nur  dann  noch  aut  die  Tagcsordnimg' 
kommen,  wenn  dafHr  nach  Erledigung  der  froheren  Anmeldungen  Zeit  bleibt; 
eine  Gewähr  hierftLr  kann  dalier  nicht  übernommen  werden. 

Die  allgomtiiie  < tnippiennifr  der  Verhandlntigen  soll  so  stattfinden,  daß 
Zusammengehöriges  Tunlii  hst  lu  derselben  bUzung  zur  He.sprechung  gelangt;, 
im  übiigeu  ist  für  die  Keihentolge  der  Vorträge  die  Zeit  ihrer  Anmeldung 
mafigebend. 

Der  15.  April  d.  J.  ist  der  200.  Jahrestag  der  Geburt  von  Leonhard. 
Euler.   Mit  Rücksicht  hierauf  hat  die  Deutsche  Mathematiker-Vereinigung; 
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in  ihrer  Geschüftssitzimg  zu  Stattgart  am  20.  St^ptomber  v.  J.  beschlossen, 
daß  auf  d<*r  houriirrn  Tahr-  sversammlimg  in  Dresden  eine  Sitziintr  «lern  An- 
denken Euleis  gewKiiiiet  werUe  in  der  Weise,  daß  in  ihr  Vortrüge  statt- 
finden, die  auf  Euler,  seine  wissenschaftlichen  Arbeiten  und  seine  wisseu- 
scbafUiclie  Bedentung  Bezug  haben.  VortrSge  in  dieser  Biditiuig  aind  ans 
daher  sehr  Tsdllkommcn. 

Ganz  bt'sondi'r-;  (lanl<l>ar  wJh  en  wir  für  Vorträge  ülter  Gf^goTistünde,  welclift 
sich  zur  Besprechung  in  kombinierten  Sitzungen  zweier  o<]er  mehrerer  ver- 
wandter Abteilungen  eignen,  da  es  dem  universelleu  Ciiurakter  der  Gesell- 
sehaft  Deatscber  Natoiforseher  und  Irste,  in  weleher  im  Gegensatz  zn  den 
zahlreichen  alljährlich  stattfindendoi  Speualkongressen  simtliche  Zweige  der 
Naturwissenschaften  und  Medezin  vertreten  sind,  entspricht,  daß  gerade 
solche  mehrere  Abteilungen  interessierende  Fragen  zur  Yerbandlang  gelangen. 

Der  Vorstand  der  I.  Abteilung: 
•  Die  Einführenden: 

Krause,  Dr.,  Prof.  n.  d,  terhn.  Hochschule. 
Disteli,  Dr.,  Prof.  a  d.  techu.  Hochschule. 

Die  Schriftfulirer: 
Naetseh,  Dr.,  Prof.  a.  d.  t^chu.  Ilochschul«'. 
Wicke,  Dr. 

Der  Vorstand  der  Mathematiker-Vereinigung: 

Brill,  Dr.,  Prof.  a.  d.  Universität  Tübingen,  Vorsitzender. 
Kraier,  Dr.,  Fkof.  a.  d.  teohn.  Hoohsehule  Karlsrahe,  SchxiftfGUurer 

Tenalchils  der  Malier  ■■gwacMcleA  Tortrigei 
A.  Euler- Vorträge. 

1.  A.  y.  Brill,  Tttbingen:  Zur  Einkitang  der  Eolerfeier. 

2.  P.  Stil  ekel,  Hannover:  Euler  im  19.  Jahrhundert. 

3.  F.  Müller,  Eriedenau:  Eulers  Abhandlung  de  matheseos  sublimioriB 

utilitute. 

4.  L.  Schlesinger,  Klausenburg:   Uber  ein  Problem  der  diophantischen 
Analjsis  bei  Fermat,  Euler,  Jacobi  und  Poincare. 

5.  A.  Prlngsbeim,  München:  Über  dio  Eulersche  Keihentransformatioin. 

6.  K.  Heiin,  Karlsnibe:  Euler  und  das  Prinzip  von  Manpertuis. 

7.  E.  Timerdiiig,  Straß  bürg:  Über  Eulers  Arbeiten  xur  nautischen  Mechanik. 
b.  E.  Brauer,  Karlsruhe:  Die  Eulersche  Turbinentheorie. 

9.  W.  Hort,  Gr.  Lichterfislde:  Die  Bedeutung  Eulers  für  die  Wissenschaft' 
Uehe  Technik. 

10.  E.  Hoppe,  Hamburg:  Eulers  Verdienste  um  die  Optik. 

11.  R.  Gans.  TüHinwn:  Euler  als  Physiker. 

12.  F.  a.  Archenbold,  Treptow:  über  Briefe  von  Euler. 

B,  Sonstige  Vorträge. 

1.  L.  Schlesinger,  Klausenburg:  Über  dit-  Entwicklung  der  auulytischen 
Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  seit  1868  (Referat). 

2.  E.  Bohn,  Leipzig:  Ober  algebraische  Baumkurven  (Referat).  • 

SS» 
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3.  P.  Wcrnicki-,  Bt  l.ov.h'.    Über  den  kartographischen  Yiar&rbeDsatz 
unä  spinp  Ausdehnung  aijf  den  Raum. 

4.  ¥.  Klein,  Güttingen:  (Thema  noch  uubestitumt). 

5.  E.  Jshnke,  Berlin:  Ober  die  byperelliptische  i>- Funktion. 

6.  W.  Hortf  Gr.  Lichterfelde:  Bericht  Uber  dm  gegmwlitlfMt  Stand 
unserer  Kenntnis  der  Fonnänderungsvorgftnge  bei  plastiaeheik  Körpern. 

7.  Lorenz,  Danxig:  Zur  Turbinentheorie. 

Berliner  Mathematische  Qesellsohaft.    Sitzuuff  um  MitttcocJt ,  den 

29.  3f(ii  1007.  Jahnke,  Die  Graßnmnnsche  Fundainentalforme!  und  die 
Ad'litioiisthcoremc  der  Thetatunktionen  von  zwei  Arfrunvulen.  Iii  cht  er, 
Rationale  Autlösung  einer  kubischen  Gleicbuug  mit  rationalen  Koettizieuten 
und  Wurseln.  —  SUgung  am  MitHoodtf  dm  Juni  1907.  Wahl  der 
Revisionskommission.  Richert,  Bationale  Auflösung  einer  kubischen 
rileichun«?  mit  rationalpii  Ko'='nr/.ipnten  und  Wur/rln.  Ja  r o l)s  f  h  al .  Vrr- 
tauschbarkeit  iranstinitiver  Urdnunpszahleu.  Knoblauch,  Über  den  Plan 
der  Hfirausgaho  von  Leonhard  Eulei.s  gesamten  Werken, 

Mathematische  Sektion  der  Sohlesisoheu  Gesellschaft  für  vater- 
ländische Kultur.  Dienstag,  den  28.  Mai  1907.  H.  Vogji:.,  Die  antike 
Bestimmung  des  Jahres  und  der  JahrenMiteii  dnroh  Auf-  und  Untergänge 
der  Gestirne. 

MathematiBOlie  GeseUschaft  au  Göttingen.  Sommer- Semester  1907. 
'  SUxunff  *m  30,  AprH,    F.  Klein  gibt  einen  Berüsht  tlber  die  in  den 

Osterferien  eingelaufene  Literatur  und  spricht  dann  Über  den  Verlauf  der 

Yprsammlnng  der  angewandton  ^fatliemutiki  r,  welche  am  '22.  und  2;?.  Mänt 
in  Güttingen  stattfand,  sowie  über  die  Beschlüsse  der  Unten-ichtskoinniission 
der  Naturforscher,  welche  am  2ö.  bis  27.  März  in  Darmstadt  tagte.  Zueile 
Sitgtmff  am  7.  Mai,  G.  Bunge  referiert  Uber  seine  Arbelt  „Über  die  Zer> 
legung  von  Spektrallinien  im  magnetischen  Felde**;  (Ph\'s.  Zeitschr.  8.  Jahr- 
gang. No.  8.  p.  232—237).  Driflc  Sifzuuff  am  14.  Mai.  G.  Herglotz 
rpff>riert  über  seine  Arbeit  „Über  das  Benndorfsche  Prohleni  der  Fort- 
ptlan/.ungsgesch windigkeit  der  Erdbebenstrahlen";  (Phys.  Zeitschr.  8.  Jahr- 
gang. No.  5.  p.  145 — 147).  0.  Töplits  entwickelt  einige  Gedanken  ttber 
das  Wesen  des  Picardsehen  Satzes.  Vierte  Siiiuttff  am  28.  Mai.  P.  Koebe 
teilt  oine  Methode  «ur  Lösung  des  Problems  df»r  ünit'ormisiei*ung  beliebiger 
analytischer  Kurven  mit.  Fi'niffr  .SVVr'o?^  f'ni  1.  Jmii.  {_'.  Caratheodory 
spricht  über  den  allgemeinen  Knrvenbegrili  im  Anschluü  au  Sehoen flies, 
Osgood,  Youug.  Sechste  Sitziwg  am  11.  Juni.  F.  Klein  spricht  über 
Fragen  des  raathematisch-physikalischen  Schul-  und  Hochsehulunterrichts  im 
Ansehluß  an  Kl ein-Schimmack:  Der  mathematische  Unterricht  an  den 
höheren  Schulen.    Teil  I. 

Mathematisch -physikaliaolie  Oosellsohaft  zu  Brünn.    In  Brünn 

hat  sich  im  Herbst  190.')  eine  mathematisch -physikalische  Gesellschaft  ge- 
bildet. In  den  bei'lcn  bt/ttn  Spmestprn  wnrden  fol«jendf'  Vorträge  und 
liei'erate  gehalten:  id.  OkL  lOOb.  (i.  Hamel,  Ret.  über  einige  mathe- 
matische Vorträge  der  Stuttgarter  NaturforsdierTcrsanuniung.  30.  Okt.  Oß. 
E.  Lohr,  Bef.  über  „W.  Kaufmann,  über  die  Konstitution  des  Elektrons". 
G.  Hamel,  Bef.  über  M.  Plancks  Tortrag  auf  der  SitUtgarter  Versammlung. 
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13.  Nov.  06.  M.  Uagar,  Ref.  Uber  K.  Hensela  Yoitrag  auf  der  Mermer 
Versamrolving.  i^.  Nov.  06.  E.  WaeUch,  Über  Kugelfnnktionen  und  ibre 
Yielbeine.  11.  Deg.  00.  A.  S/.arvassi,  Über  einen  Kouipensator  zur 
MHS«\in}j  kloiner  Ganguntorschiede.  G.  Hamel,  ihm-  Eirifühnaif/  des  Kufrgip- 
begi'itfs.  M.  Ungar,  Beweis  eiues  von  G.  Jaumauu  zur  Sprache  gebrachten 
Determinantensatzes.  ^.  Jan.  07.  M.  Ungar,  Über  elliptüsche  und  hyper- 
bolische Differentialgleichuogen.  2Ü.  Jan.  07.  E.  Waeisch,  Über  die 
Differentialinvarianten  der  VelEtorflaiiktioiiMi.  G.  Hamel,  Übw  Dift'erential- 
gleichimgei)   zweiter  Ordnung   vom   hyperbolisehra  Typus.  Fihr.  07. 

M.  Ungar,  Fortsetzung  des  Vortrags  vom  H.  Jan.  E.  Waeisch,  Über  die 
Differentialgleichung  von  Lameschen  Flächentamilien.  19.  Febr.  07. 
B.  V.  Miseg,  ÜbM-  die  Integration  der  bydrodynainiscben  Gleichangen  und 
ihre  Anwmdiing  in  der  Torbinentheorie.  5.  Män  07.  E.  Fischer,  Über 
Fouriersche  Reihen.  10.  März  07.  E.  Fanta,  Vhei  Kollektivmaßlehre. 
9.  April  (i7.  A.  BerfrPr.  Über  die  eindcuti<je  Darst* llliarkf it  der  hyper- 
geometrischen Transzendenten.  30.  April  07.  G.  Jaumann,  Über  Strah- 
lungen in  starben  elektromagnetischen  Feldern.  Ji8,  M<U  07.  G.  Jaumann, 
FortsetKung  des  Vortrags  Tom  30.  April. 

XatlmiiatiMaw  GMÜMliaft  in  Wien.  Freiiay,  den  9.  NavenUMr  1906, 
1.  Reebenscbaftsberiebt  fiber  das  abgelaufene  Vereinsjabr.    2.  Wahlen, 

3.  Gustav  Jäger,  Ludwig  Boltzmaiws  //-Theorem.  —  Freitag^  dM 
23.  Norcmh'r  ]90f!.  Richard  Suppantsilntsch,  Über  einige  Fragen 
des  mathematischen  Unterrichts  und  eine  ueue  Organisation  in  Frankreich. 

—  Freitag,  den  7.  Dezember  1906.  Josef  Plemelj,  Über  die  Existenz 
Biemannscber  Funktionssjsteme  mit  vorgesdiriebener  Monodromiegruppe.  — 
Freitag,  den  11.  Janmr  1907.  Hans  Hahn,  Über  die  Theorie  der  wohl- 
geordnpfpn  Mengen.  —  Fnilaf/j  ihn  25.  Januar  1907.  Ernst  Fanta, 
Über  die  Koliektivmaßlehre.  —  Frdfag,  dm  S.  Februar  1907.  Heinrich 
Tietze,  Über  Analysis  situs,  insbesondere  Poincares  Arbeiten.  —  Freitag^ 
dm  6.  Märt  1907.  Philipp  Frank,  Über  die  Stabilit&t  von  Bewegungen. 

—  Freitag,  den  3.  Mai  1907.    Ernst  Fischer,  Über  Fouriersche  Reihen. 

—  Freilag,  den  24.  Mai  1907.  Eduard  Helly,  Über  das  Dirichlctsche 
Prinzip.  —  Freitag,  deti  7.  J'tni  1907.  Hans  Hahn,  Uber  •  das  Axiom 
des  Archimedes  und  die  nichtarchimedisehen  (irößensystenie.  — •  Freitag, 
den  Ml.  Juni  1907.  Lotbar  t.  Sebrutka,  Über  die  graphische  Dar- 
Stellung  Ton  Gruppen. 

16.  HftupiveariMHWinlimg  dee  Vereins  cur  FlScderang  des  mathe- 
matisehen  und  naturwIssrasohaftUohen  Unterrichts  xa  Dresden, 
Pfingsten  1907.  Versammlung  fand  in  den  Käuni'ii  dei  TtMhiüsrbt^n 

Hochschule  statt.  Neben  einer  großen  Reihf»  von  intiri'.s.saiit»'ii  ^  ort  rügen 
in  den  Abtoilungssitzungcn  hielt  Herr  Geheinirat  Prot.  i>r.  Ka  Ik  owsky  einen 
durch  zahlreiche  PMjektionsbilder  erläuterten  Vortrag  Aber  Nephrit  und 
Herr  Prof.  Fei  ix  Mfliller  eine  Ged&chtnisrede  auf  Leonhard  Euler.  Eine 
besondere  Bedeutung  erhielt  diese  Hauptversammlung  vor  allem  dadurch, 
daß  die  wichtige  Frage  der  Hochschulbildung  für  Lehrer  der  Mathematik 
und  Naturwissenschaften  eine  gründliche  Erörterung  gefunden  hat.  Herr 
G.-H.-E.  Prof.  Dr.  Krause  hielt  zunächst  einen  inhaltreichen  Vortrag \)  über 

1}  Der  Vortrttg  wirti  in  den  „Unterrichtubluttern"  des  Vereins  ubgeiJruckt. 
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dia  £utwickeluog  der  sait  Tielen  Jahrzehnten  au  der  Dresdner  Technischen 
Hodis<diiile  besteliendeii  Eiimchtungen ,  die  sicli  dnrcfaftus  bewShrt  haliMi. 
(Augenblicklich  studieren  79  Mathematiker  in  Dresden  und  auch  die  Staats- 
pfüfungen  werden  regelmäßig  abgelegt.)  Sodann  kamen  die  von  den  Herren 
Rektor  Prof.  Dr.  Reinhar  dt  (Freiberg)  und  Prof.  Dr.  Lßwenhardt  (Halle) 
ausgearbeiteten  und  von  diesen  Herren  erläuterten  Thesen  zur  Diskussion.  In 
den  allgemeinen  Thesen  werden  die  praktüicheu  Übungen  in  den  Natur» 
winenschafbm  und  die  Seminararbeiten  in  der  reinen  Mathematik  betont; 
ferner  wird  ge^vilnscht,  daß  auch  später  die  weitere  Ausbildung  durch  Ge« 
Währung  von  Urlaub  und  Beieestipendien  für  angestellte  —  auch  Altere  — 
Lehrer  gefördert  werde. 

Die  besond<>rftn  Leitsät?«  von  R.  für  Mathematiker  fordern: 
Au  Lniversitäteu  und  Techuischeu  Hochschuleu  eine  Studienzeit  von  8  Se» 

mestem  bis  aar  Staatsprüfung. 
Das  Studium  dt  r  reinen  Mathematik  soll  sich  auf  Analysis  und  Gcomelrie 

einse}ili(>ßlu-h  der  darst^llendon  (leometrie  erstrecken;  die BescbSftigung 

mit  ang<  \v;iiiiltin  Mathematik  wird  empfohlen. 
In  den  Vorlesungen  ist  das  geschichtliche  und  bibliographische  Moment  in 

gehöriger  Weise  su  berttcksiditlgen. 
Es  ist  in  geeigneter  Weise  dafür  zu  soi^n,  daß  an  d«i  Uniirersit&ten 
'  die  Lehramtskandidaten  durch  die  elementaren  Vorlesungen  über  Ex- 

perimental-Pbysik  keine  unnötigo  Verzögenincr  ihrer  Ausbildung  erfahren. 
Physikalisches  Praktikum  soll  schon  vom  1.  Semester  an  belegt  werden. 
Angemessene  Vorle.sungen  über  Philosophie  und  Pädagogik  sind  nötig. 

Bndlidi  wurden  noch  der  Versammlung  drei  von  Herrn  Dr.  Lohmann 
(Dresden)  ausgearbeitete  Leitstttse  des  Dresdner  Vereins  akademisch  gebildeter 

Mathematiker  und  Naturwissenschaftler  an  den  höheren  Schulen  vorgelesen 
und  ohne  Widersprnrh  ?nr  Konntnis  genommen.    Diese  Leitsüt/e  lauten: 

1.  EiiiH'  tpchnisehe  HochschuU',  auf  der  auch  die  allgemein  bildfnden 
Fächer  Utiiiosophie  und  Pädagogik,  Geschichte,  Geographie  und  deutsche 
Bprache)  durch  Professuren  vertreten  sind,  ist  fflr  die  Lehramtskandidaten 
der  reinen  und  angewandten  Mathematik,  Physik  und  Chemie  als  StKtte 
geeigneter  Vorbildung  zu  betrachten. 

2.  Im  Interesse  der  Anorkennune  dor  jrleirli wertigen  Ausbild nnir  auf 
Uuiversität  und  Technischer  Hochschule  und  um  einen  vollen  Abs*  hiuü  des 
Stadiums  zu  ermöglichen,  ist  es  anbedingt  nötig,  daß  auch  die  Stadenten 
der  allgemeiDen  Abteilung  der  technischen  Hochschulen  auf  diesen  promo- 
vieren dürfen, 

?).  Zwischen  üniversitHt  und  Toclini?cher  Hochschule  soll  Freizügigkeit 
bestellen  unter  voller  gegenseitiger  Anerkennung  der  an  der  anderen  Hoch- 
schule zugebrachten  Seinester.  Wittino. 

Deutache  Physikalische  Gesollsoliaft.  Übersicht  der  Sitzungen  für 
das  Vorstandsjabr  1907^,08.  Berlin,  Reichtagsufer  7  u.  8,  Abends  7*/^  Uhr. 
Tm  Jahre  1907:  Freitag,  den  3.,  17.  und  31.  Mai;  Freitag,  den  21.  und 
28.  Juni;  Freitag,  den  18.  Oktober;  Freitag,  den  1.,  15.  und  39.  November; 
Freitag,  den  1.'?.  Dezember.  Im  .Tiibre  lOOH:  Freitag,  den  10.  und  24. 
Januar;  Freitag,  den  7.  und  21.  Februar;  Freitag,  den  6,  und  20.  Wbeii 
Freitag,  den  1.,  15.  und  29.  Mai. 
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SdliweiBeiiM!!»  KnlnzfozMlieiide  OMtUaaliaft  Dia  90.  Jahres- 
TerMummliuig  wird  am  i^.,  S9.  wtd  30.  JnU  in  Freibutg  sbgduütra  werden. 

Amerioan  Mathematloal  Society.  Die  14.  Sommer -Versammluug 
•der  GeseUschait  wird  am  5.  «ml  6,  Seple»U>er  1907  in  der  Comell  Uni- 
Tersitilt  zu  Ithaca,  N.  Y.,  abgehalten  werden.    Aameldimgwi  von  Torträgen 

und  Anfragen  betreffs  der  Versammlung,  der  "Wohnungen  usw.  sind  Sil 
richten  an  Professor  J.  H.  Tann  er,  Comell  Ueights*  Ithaca,  N.  Y. 


%,  Preisao^aben  und  gekrönte  Preissohriftoiu 

pMiaaiillilftbe  der  König!.  Gesellsohaft  der  Wiaeensohafben.  sa 

Ofdttlngen  für  das  Jahr  1909.  Die  Kgl.  Ges.  d.  Wiss.  wünscht  pin-e 
neue  exakte  Beatiramiuig  der  spezitischen  Elektronenladung  und  ihrer  Ver- 
änderung mit  der  Geschwindigkeit,  sie  wünscht,  daß  das  ganze  vorhandene 
Beobaclitungsmaterial  einer  Icritiaclieii  Siditiing  nnteraogen  und  aaf  Grund 
•davon  eine  Prüfung  der  Terachiedenen  Elektronentheorien  ausgeführt  werde. 
Bewprbunpsschriften  müssen  vor  dem  1.  Febrnar  1909  an  die  Kgl.  Ges.  d. 
Wiss.  eingeliefert  werden  mit  Kennspruch  und  verschlossener  Adresse  des 
Vertassers.    Der  Preis  beträgt  1000  Mark. 


3.  HooltBolmliiiieliriclitaiL 

Columbia  Uuiversität.  Professor  D.  £.  Smith  vom  Teachers  College 
■der  Columbia  Universität  wird  im  n&ohsten  Jahre,  seinem  akademisehen 
Freijahre  (Sabbatlgafar),  sich  nach  Asien  begeben,  um  dort  Handsdiriften 
und  Instnimente  ZU  sammeln,  die  f&r  die  Gesehichte  der  Mathematik  von 
Interesse  sind.   


4.  Personalnaohrioliten. 

■mjemnmcan,  Aim«i«iliiniiig«ik  oaw.: 

Dr.  L.  E.  Dickson  wurde  som  ao.  Professor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
versität Chicago  ernannt. 

Profes-sor  Dr.  0.  Fischer  an  der  Univorsitilt  Leipzig  wurde  7um  Mitglied« 
der  Leopoldiuisch  -  Carolinischen  Deutschen  Akademie  der  Naturforscher 
gewfthli 

Dr.  J.  Halm,  Assistent  am  Kgl.  Observatorium  zu  fidiubuigh,  wurde  sum 

ei-sten  A.ssistenten  am  Kap-Observatorium  ernannt. 

Professor  Dr.  G,  Hessen ])erg  an  der  Teehiuscheu  Ilochsehule  zu  Char- 
lottenburg wurde  zum  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Landwirt- 
schaftlichen Akademie  au  Bonn-Poppelsdorf  emaiini. 

Dr.  Hough,  erster  Assistent  am  Kap-Obsenratorinm,  wurde  als  Nachfolger 
von  Sir  David  Gill  zum  Direktor  dieser  Sternwarte  ernannt 

Professor  Dr.  A.  Korn  an  der  Universität  München  wurde  zum  Mitgliede 
der  Leopoldiuisch -Caroiinischen  Deutschen  Akademie  der  Naturforscher 
gewählt 
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FriT»tdoz«iit  Dr.  M.  Katta  an  der  Techmschen  Hocfasdrale  tu  MUndieii 

wurde  zum  ao.  Professor  fOr  angewandte  MafhematilE  emannl 
Professor  O.  Lauricella  in  Catania  erhielt  von  der  Sodetii  Italiana  delle 

Scicnze  die  goldene  Denkmünze  ..für  MatVTnntik'^ 

Dr.  L  Passano  wnrde  7A\m  ao.  Piotessor  der  Mathematik  an  dem  Massa« 
chu.setts  fastitute  of  Tfclmology  ernannt. 

Professor  Dr.  M.  Planck  an  der  Universität  Berlin  hat  einen  Kut  als 
o.  Professor  der  theoretischen  Physik  an  die  UniTersitöt  Wien  als  Nach- 
folger Ton  Boltzmann  abgelehnt. 

Professor  Dr.  Fr.  Richarz  an  der  Universität  Marburg  vmrde  zum  Mitgliede 
der  Leopoldinisch-Garoliniaehen  Deutsohen  Akademie  der  Katurforsoher 
gewählt. 

Professor  Dr.  K  Daublebsky  von  Sterneck  an  der  Universität  Czerno- 
witB  wurde  vom  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  Univetsitftt  Gras 
ernannt. 

Dr.  8.  T.  Townley,  Astronom  des  internationalen  Breiten -Observatoriums 

zti  rTviiih  in  Califoniien,  wurde  zum  ao.  Professor  der  Astronomie  an 

der  Leland  Stanford  Junior  Universität  priiauut. 
Protessor  Dr.  Budolf  Weber,  Privatdozeui  au  der  Universität  Heidelberg, 

wurde    zum   etatmäßigen   ao.   Professor  an  der  Universität  Rostock 

ernannt. 

Professor  E.  B.  Wilson  an  der  Yale  ünivereitüt  wurde  zum  ao.  Professor 
der  Mathematik  an  dem  Massachosetts  Institute  of  Technology  er- 
nannt. 

Oeatorben: 

Professor  F.  Aschieri  an  der  UniversitSt  nt  Paria  ist  am  14.  April  d.  J. 

im  Alter  von  60  Jahren  gestorben. 
Professor  Dr.  Egon  Ritter  von  Oppolzer,  o.  Professor  der  Astronomie 

an  der  Universität  Innsbruck,  ist  am  15.  Juni  d.  J.  im  Alter  von 

37  Jahren  gestorben. 
Generalleuüiant  Zachariae,  Vizepräsident  der  Lit^ationalen  Oeoditisohen 

Kommission,  ist  am  18.  Ifoi  d.  J.  im  Alter  von  73  Jahren  zu  Kopen> 

hagen  gestorben. 


b.  Vermischtes. 

Ziun  Gedächtnis  Leonhard  Eulers.   In  Ergänzung  der  8.  332 — 33S 

gemai'liten  Mitteilungen  ülier  die  Yemnstaltnneen  und  Verfifft-ntliihungeu 
aus  Aüiali  des  200.  Geburtstage:»  Kuiers  sei  noch  auf  folgende  öehritten 
hingewiesen,  auf  die  der  Herausgeber  in  sehr  dankenswerter  Weise  auf- 
merksam gemacht  worden  isi  Dr.  W.  Abrens-Magdebu^  Teröffentlichte 
in  den  „Hamburger  Nacbricht<>n"  (Abendausgabe  vom  13.  April  1907)  einen 
Aufsatz  ühpv  ,,r,eniihard  Euler  und  Friedrich  der  Große"  und  in  der  „Bei- 
lage zur  All^'umoinen  /•  ituiiL''"  vom  3.  Mai  d.  J.  eine  Arbeit  über  „Leonhard 
Kulers  W  erke",  die  dann  auch  im  Junihett  der  „Mathem.-Naturw.  Blätter" 
erschienen  ist.    Femer  bat  Prof.  Dr.  6.  Landsberg-Eiel  einen  Artikel 
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über  „Leonhard  Euler''  in  Nr.  104  der  „Frankfurter  ZtiLuug  '  vium  1,'>.  April  d.  J. 
publixiori.  In  Nr.  108  derselben  Zeitung  vom  19.  April  findet  sich  ferner 
die  Angabe,  daß  die  Schweizer  Presse  Euler  ^manchen  bemerkenswerten 
Artikel  gewidmet"  habe.  Zu  den  bereits  im  Maiheft  gemachten  Mitteilungen 
Über  solche  Artikel  kommt  insbesondere  noch  ein  Anfsatz  von  Professor 
Dr.  J.  H.  Graf -Bern:  „Der  Basler  Mathematiker  Leonhard  Euler  bei  Anlaß 
der  i'eier  «einea  200.  Gebnrtstages'^  Mit  Porbttt.  Bnehdmekerei  „Bemer 
Tagblatt",  Bern  1907.  In  diesem  Aufsats  finden  sich  auch  Angaben  über 
Bildnisse  Enlers.  Qt, 

IiaoMkaoher  Winktfl^DreiteiliuiBv-SirkeL  Die  flrma  FHedrieh 
Ganzenmüller  in  Nürnberg  versendet  einen  Prospekt,  in  dem  in  reklame- 
hafter  Weise  auf  einen  von  dem  Lehrer  St.  Luezak  erfundenen  und  durch 
D.  R.  P.  geschützten  Winkeldreiteilungszirkel  hingewiesen  wird.  In  diesem 
Prospekt  findet  sich  u.  a.  der  Veimerk:  „Das  L'rteil  der  Universität 
Halle  lautet:  Die  mathematisch  geometrische  L9snng  der  Aufgabe  der 
Dreiteilnng  beliebiger  Winkel  in  gleiche  Teile  mit  dem  neu  erfundenen 
liUCZaksirkel  D.  K.  P.  175233  ist  einfach  frappant;**  sodann  findet  sich 
noch  an  anderer  btflle  <lip  Arii^fahf:  ..Kbon^^o  sind  wir  von  folgenden  Uni- 
versitäten aufgf^fordert  worden,  je  eint-n  Zirkel  zur  "Wrt'ÜL'ung  zu  stpllpn 
zwecks  Begutachtung  und  event.  Einfuhrung:  Tübingen,  Münelieu,  Leipzig, 
Heidelberg,  Kiel,  GreUiiwald,  Halle,  ATarbnrg,  Göttingen"  Soweit  die 
üniversitttt  Halle  hierbei  in  Frage  kommt,  sind  die  Angaben 
unwahr! 

Zwar  is,t  am  H.  Dezi  iiiliiT  l'.H)()  ein  vom  (>.  Dezember  1906  datiertes 
Schreiben  des  p.  Luezak  aus  Öeiborze,  Kr.  Hohensalza,  bei  dem  Kektorat 
der  Universitlt  Halle  eingegangen,  worin  untor  Beifügung  dner  ftosdiQre:  , 
„Mathematisch-geometrische  Lösung  des  Problems  der  Dreiteilung  beUeMger 
Winkel  in  gleiche  Teile  und  verwandte  Konstruktionen  von  8t.  Lucsak** 
um  Beurteilung  der  Krfindune  geboten  wurde,  und  woiin  in  Aussicht  gestellt 
wurde,  der  Universität  eui  Exemplar  des  Zirkels  nach  seiner  fal»rikmJlßigen 
Herstellung  zur  A'^erfügung  zu  stellen;  eine  Antwort  auf  das  Schreiben  ist 
jedoch,  wie  wir  durch  das  Rektorat  zu  erklären  ermBchtigt  sind,  über- 
haupt nicht  ergangen.  Ebenso  wem«.'  haben  sich  die  Mathematiker  der 
Universiffit  Hallr-  als  Privatpersonen  dein  Erfinder  oder  dorn  Fabrikanten 
gegenüber  betrefl's  des  in  Rod^-  stehenden  Instruments  geSiuÜtrt.  Wie  der 
Erfinder  bezw.  der  Fabrikant  dazu  kommen,  aus  diesem  beredten  Öcliweigen 
sich  ein  „l'rteil**  und  eine  AufTorderung  zur  Einlieferung  eines  Instrumentes 
zu  konstruieren,  das  bleibt  völlig  unverBtändlich. 
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Litdramclies. 

1.  Nottsen  und  BMpnolnuig«!. 

Eine  neue  Arohimedeskandfichrift.   Unter  diesem  Titel  Teröffeutliuht 
J.  L.  Heiberg  im  XLIL  Bande  des  „Harmes**,  Zeiiaehiiflt  ftkr  klassiache 

Philologie,  herausgegelieik  von  Fr?  od  rieh  Leo  und  Carl  Robert,  eine  ftna- 
führliche  Abhandlung,  die  das  Icldiaftesto  Interesse  der  ^ratlieniatikfr  ver- 
dient, i'hfv  die  Entdeckung  dieser  neuen  Handschritt  und  deren  Bedeutung 
macht  Heiberg  an  genannter  Stelle  nähere  Mitteilungen,  die  im  Nach- 
stehenden in  fast  MTfiitlicher  Anlehnung  auszugsweise  wiedergegeben 
werden.  Es  möchte  das  um  so  mehr  angezeigt  sein,  als  über  den  neuen 
Fund  bereits  in  Tagesblättern  nicht  immer  ganz  zutreffende  Angaben  ent- 
halten waren,  bemerkt  sei  noch,  daß  die  in  Kode  .stehende  Ahhandlimg  die 
neuen  Teile  der  Handschrift  wiedergibt  und  d&&  sie  auch  die  photographische 
Wiedergabe  einer  Seite  der  Handschrift  enthält. 

Heiberg  schreibt  n.  a.:  „Mit  der  Neubearbeitung  meiner  vor  mehr  als 
35  Jahren  erschienenen  Ausgabe  des  Archimedes  beschäftigt,  wurde  ich  von 
Herrn  Prof.  Dr.  H.  Schrine  darauf  aufmerksam  gemaeht,  daß  in  dem  1899 
herausgegebenen  IV.  Band  der  ' /f^oöoivfitnxtj  ßißkio&ijKrf  von  Papadopulos 
Kerameus  ein  Palimpsest  mathematischen  Inhalts  verzeichnet  sei.  Glück- 
licherweise hat  der  Herausgeber  ...  ein  paar  Zeilen  des  . . .  Textes  mitgeteilt, 
die  mir  genügten  um  festzustellen,  daß  es  sich  um  Archimedes  handelte. 
Da  ein  Versuch,  durch  diplomatische  Vermittlung  die  Handschrift  nach  Kopen- 
hafreii  zu  erhalten,  mißlang,  ginir  ich  in  den  Sommnrferien  lOOG  nach 
Konstantinopel,  wo  die  Handschrift  in  der  Bibliothek  des  Klosters  rov  Ttavaylov 
tMqpoi;  aufbewahrt  wird,  und  durch  die  aufopfernde  Freundlichkeit  des  Biblio" 
thekars,  Herrn  Nikolaos  Tsonkaladakis,  gelang  es  mir,  in  TerhKltnismftßig 
kurzer  Zeit  eineu  großen  Teil  der  Handschrift  zu  vergleichen  oder  abzuschreiben. 
Da  es  sich  aber  bald  zeigte,  daß  die  Handschrift  auch  neue  Sachen  enthielt, 
die  viel  mehr  Zeit  kosten  würden,  als  ich  zur  Verführung  hatte,  und  ohne 
eindringendes  Studium  überhaupt  nicht  herauszubriugeu  waren,  lieU  ich  die 
betrefFenden  Seiten,  soweit  es  möglich  schien,  photogi-aphieren  und  lege  hier 
die  nach  diesen  Photo^rrapbien  Torgenommene  provisorische  Herstellung  des 
Neugefundenen  den  Fachgenosseu  vor.  .  .  Der  Inhalt  ist  der  folgende: 
1)  von  irriecliisfh  schon  vorliegenden  Schritten  des  Archimedes  große  Stücke 
der  beiden  Bücher  Ihgi  aipaC^ag  nal  nvXivÖQov^  fast  das  ganze  Werk.  IIsqI 
iA/x«9v,  einiges  aus  Kvnkov  ^it^iiaig  und  laog^oniKÜ;  2)  große  Stfleke  des 
Werkes  Hegi  ixov^vmv  (nanrantUch  aus  d«n  II.  Buche),  das  sonst  nur  in 
einer  lateinischen  Übersetzung  Wilhelms  von  Moerbek  vorliegt;  3)  von 
bisher  unbekannten  Schriften  die  fin  der  in  Rede  stehenden  Abhandlung) 
herausgegebene  und  der  Anfang  von  Agnu^qdovs  £toiuii{ix6v)  oder 
2^xo(iüxioi'.  .  .  . 

Die  Bedeutung  der  neuen  Schrift  liegt  nicht  nur  in  dem  direkten  Ge* 

winu,  den  die  Bekanntschaft  mit  einer  Arbeit  eines  so  genialen  Forschers 

wie  Archimede';  immer  mit  sieh  bringt.  ist  eine  alte  Klage,  daß  die 

griechischen  Mathematiker  in  ihren  Schriften  immer  in  voller  Küstung  auf- 
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treteu,  ohne  vou  deu  Vorbereitungen  etwas  zu  verraten,  so  daß  nur  durch 
mühsame  Kombination  zu  erscIiUeßen  ist,  auf  welchem  Wege  sie  zu  ihren 
Aeanltaten  gekommen  und.  Hier  Hegen  mm  zum  ersten  Male  ftutbentische 
Aufzeichnungen  eines  gnecbiaclieii  Mathematikers,  und  zwur  des  größten 
und  eigtM:;irtifTst«'ii  von  allon,  über  seine  Metlitxle  vor,  so  daß  wir  jetzt 
ziemlich  klar  überblicken,  wie  tr  seine  epochemachenden  Ergebnisse  ge- 
wonnen hat  und  welchen  Gang  seine  Forschungen  genommen  haben.  Allem 
Ansefaem  nach  ist  Archimedea,  der  Sohn  des  Astronomen  Pheidias,  von 
der  Maihematik  ausgegangen;  durch  die  dahin  gehörigen  Sehwexpunktsbe- 
stinunungen  ...  ist  er  auf  Areal-  .  .  .  und  Yoluraenhestimmnngeii  krumm- 
lini^'er  Figuren  und  Körper  .  .  geftlhrt-  worden.  Während  er,  was  das  Be- 
weis verfall  ren  betrifft,  in  seinen  streng  wissenschaftlichen  Schriften  sich  an 
die  hergebrachte,  sozusagen  offizielle  und  kanonische  Form  hält,  die  er  aller- 
dings mit  der  grOftten  Virtuositit  handhabt,  aber  ohne  prinupiell  neues 
hinzuzutun,  so  hat  er  sich,  gewissermaßen  zum  Privatgebrauch,  fUr  die  vor- 
läufige I^ntersuchun<T  und  Auffindung  der  Ergebnisse  eine  übersichtliche  und 
bandliche  Methode  ausfrüMldet,  die  auf  den  Sätzen  der  Statik  aufgebaut  ist. 

Diese  seine  Methode  teilt  Archiniedes  in  der  vorliegeuden  [an  Eratosthenes 
IfBrichteten]  Schrift  mit,  in  vollem  Bewußtsein  ihrer  Neuheit  und  Frucht- 
barkeit und  mit  dem  ausgesprochenen  Wunsch,  die  Faehgenossen  zu  ihrer 
Ausnutzung  anzuregen.  Er  erläutert  sir  an  Beispielen  . . .,  zuerst  an  dem  schon 
fmher  bewiesenen  Satz  vom  Flacheninhalt  eine^  Parabelsegments,  sodann 
an  einer  Iteihe  von  neuen  Sätzen  über  Volumina  und  Schwerpunktslageu, 
axaa  Teil  i^en  solchen,  die  er  sdion  den  alexandrimsehen  Uathematikern 
vorgelegt  hatte  und  fBr  welche  er  die  stret^ien  geometrischen  Beweise  erst 
in  seinen  spSteren  Schriften  . .  .  veröffentlidht;  zum  Schluß  gibt  er  noch 
eiTUMi  Satz  an  ohne  Beweis,  mit  der  Anweisnnjr,  den  Beweis  mittels  der 
neuen  Methode  zu  finden.  .  .  Die  übrigen,  als  Beispiele  angefCLbrten  Sätze 
handeln  alle  vou  der  Lage  vou  Schwerpunkten.  .  . 

Die  neue  Metbode  des  Ardiimedes  ist  tatsBchUch  mit  der  Integralrechnung 
identisch.  Während  man  früher  nur  sagen  konnte,  das  Beweisverfahren 
vertrete  und  ersetze  ihm  die  Infinitesimalrechminp',  i^o  zeigt  die  vurliesrende 
Schrift,  daß  er  in  seiner  TTnterstiehungsmetbot.le  den  entscheidenden  8ehri*t 
voll  und  mit  Bewußtsein  getan  hat;  er  spricht  nämlich  tortwährend  da  vou, 
daß  die  Flftche  aus  Geraden,  der  EOrper  ans  Kreisen  besteht  und  von 
ihnen  ausgefüllt  wird.  Eben  damit  hftngt  es  zusammen,  dtA  er  dies 
Baisonnement  attsdrflcklich  als  nicht  beweisend  VMV^chnet  .  .  .  Selbst- 
verstänillieh  war  »»r  von  der  Richtigkeit  der  so  gewonnenen  Ergehnisse 
überzeugt^  aber  der  Be>rriff  des  Unendlichen  war  in  der  Mathematik  verpönt, 
weil  man  mit  seiner  tiefUiirlichkeit  nicht  nur  in  den  Händen  der  Gegner 
wie  Zenon  und  der  Sophisten,  sondttn  auch  in  der  Ifothonalik  selbst  bOse 
Erfahrungen  gemacht  hatte  Ks  ist  schon  viel,  daß  Archimedes  es  gewagt 
hat,  bei  seinen  Voruntersuchungen  mit  diesem  Begriff  r.n  operieren  und  es 
•den  Fachgenossen,  wenn  auch  mit  allem  \  orhelmlt  zu  verrnti-u.  Wie  streng 
die  Tradition  fui"  schriftliche  Mitteilungen  über  Mathematik  war,  zeigt 
am  besten  der  Umstand,  daß  Archimedes  zum  Satze  vom  Zylinderhuf  nicht 
nur  außer  dem  mechanischen  einen  geometriaeben  Beweis  in  der  Fonn  der 
Infinitesimalrechnung  gibt,  sondern  dazu  noch  einen  regulSren  Exhaustions- 
beweis;  nur  dieser  gilt  als  voll. 
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Auf  deit  znleizt  erwfthnteu  Umstand  hat  mich  Zeutheu  aufmerk^ala 
gemaeht.  Es  ist  mir  eine  besondeire  Getragtaungf  zum  ScbluB  herromihebeiif 
daft  die  neue  Schrift  die  Ansichten  Zeuthens  mehrfach  glissend  bestäti(?t, 
so  inbetreflF  der  den  heutigen  Hhnlichen  Untersuchungsmethodcn  der 
griechischen  Mathematiker  und  des  Verhältnisses  des  Archimedcs  zur  In- 
tegi'alrechnung;  in  seinem  Buch  „Die  Lehre  von  den  Kegelschnitten  im 
Altectum"  8.  453  ff.  luit  er  fiber  das  BeweisTerfahren  des  Archimedes  heim 
Satze  vom  Schwerpimkt  eines  Paraboloidsegments  eine  Vennutung  aa^estellt, 
die  in  Bezug  auf  Methode  und  Darstellungsform  genau  das  Richtige  trifft» 
wie  jetzt  aus  Kap.  V  unserer  Schrift  hervorgeht." 

Indem  wir  die  heiler  im  übrigen  auf  die  Originalmitteilung  Heibergs 
venrasen^  bemerken  wir,  daß  eine  deutsi^e  Übersetzung  der  neuen 
Arcbimedeahandsehrüt  nebst  Erlttutmmgen  Ton  Zeuthen  demnttcbst  in  Heft  4 
des  7.  Bandes  der  Bibliotheca  Hathematica  verdffenüicht  werden  wird.  6. 

Die  mathematiadhe  Bibliothek  In  Vsaakflut  a.  M.    Trotx  der 

vielen  mit  niche'i  ^litteln  versehenen  Bibliotlicken  war  die  Mathematik  in 
Frankfurt  a.  M.  bisher  recht  kümmerlich  bedacht.  Die  große  Stiidtblbliothek 
hatte  Anfans?  des  vorigen  Jahrhunderts  die  Anschaifung  mathematiücher 
Werke  eingestellt,  weil  das  eine  Aufgabe  der  Scnkenbergischen  Bibliothek 
seL  Aber  dort  wurde  fOr  Mathematik  kaum  etwas  getan.  Sie  enthielt  swar 
dit  ^^'erke  von  Gauß;  auch  wurde  bis  Anfang  der  90 er  Jahre  die 
SchiOmih-lische  Zeitsvlirift  dort  gr-hülten.  Das  Crellf' si-he  Journal  und 
die  Acta  uiathoinatica,  eine  Zeitlang  avicb  die  Hildintheca  matheraatica,  fand 
man  in  der  Bibliothek  des  freien  deutschen  Hochstiftes.  —  Diesem  Mangel 
ist  nun  auf  Drängen  der  Frankforter  Mathematiker  abgdielfen  winden,  nach- 
dem die  Stadtverordneten  eine  recht  bedeutende  Summe  sur  Enisbtung' 
einer  mathematischen  Abteilung  der  Stadtbibliothek  bewilligt  haben.  Zunächst 
wurde  eine  mathematische  Handbibliothek  eröffnet,  und  außerdem  eine  An- 
zahl der  wichtigsten  Zeitschriften  ausgelegt.  Die  Verwaltung  der  Ötadt- 
bibliothek  hatte  sich  hierbei  des  sachkundigen  Rates  der  Herrn  K.  H.  Müller, 
0.  Rausenberger  und  H.  Schütz  zu  erfreuen.  Der  Direktor  der  Stadt- 
bibliothek hat  jetzt  ein  Verzeiehnis  der  Bücher  der  Handbibliothek  und  der 
Zeitschriften  herausg**c'eben,  dessen  Einteilunu'  freilich  ni<  lii  übt^rall  natürlich 
ist.  Auffallend  ist  e.<i,  diiU  die  Km  vklopädie  der  Mathematischen  Wissen- 
schaften noch  nicht  vertreten  ist,  während  die  ältereu  Wörterbücher  von 
Klügel  und  Hoffmann  sieh  ▼orBnden.  Sehr  reichhaltig  sind  die  Zeit^ 
Schriften  vorhanden.  Zunilchst  die  Akademie-  und  Gcsollschaft«berichte  usw. 
von  Berlin,  Göttingen,  Leipzig,  München.  TiOndnn,  Paris,  Wien,  Petersburg, 
Königsberg,  Halle,  Hambtn-tr,  Zürich.  Die  mathematischen  Zeitschriften 
Deutschlands  sind  alle  vertreten  bis  auf  die  ünterrichtsblätter  und  die 
Matfaemati8ch''Naturwissen8d3aftlidien  BlStter.  Vom  Avnland  Yermifite  man 
höchstens:  Bendiconti  del  ciroolo  matematico  di  Palermo,  Tidskriffc,  l'Inter- 
mediaire  und  FEnseignomeut,  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society. 
Das  Frankfurter  Beispiel  wirkt  hotfentürii  auch  anderwärts  günstig  auf  die 
Ergänzung  der  Bibliotheken  in  mathematischer  Richtung. 

Görlitz.  W',  LOKEY. 

La  Bevue  de  rEnseignement  des  Sciences.  Unter  diesem  Titel 
erscheint  seit  Beginn  dieses  Jahies  im  Verlag  von  H.  Le  Soudier  zu  Parii» 
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«ine  neue  Zeitschrift,  deren  Redaktion  in  den  Händen  von  F.  Marotte  in 
Paris,  35  bis,  i-ue  de  ReuUly,  liegt.  Die  neue  Zeitschrift  verfolgt  neben  den 
theoretischen  Interessen  des  cxakt^v'issenschaftlichen  Unterrichts  vor  allem 
auch  dessen  praktische  Seiten,  die  in  Frankreich  jetzt  nach  den  tiefgreitenden 
Unterrichtsreformen  dw  letzten  Jaluw  mIu*  in  den  Vordergrund  gerüukt  sind. 
Mit  Aasnalinie  der  beiden  Feriounonate  wird  monatlidli  ein  Heft  von  32 
bis  48  Seiten  Umfang  ausgegeben;  das  Jahresabonnement  ist  auf  5  Francs 
festgesetzt.  Der  Inhalt  der  einzelnen  Hfftt^  soll  umfasson:  AufsRt/e  über 
FracTPn  des  Unterrichts;  Mitteilun^jen  übfT  AutLralinn  und  praktische  Übungen 
iu  Physik,  Chemie  und  ^aturwisäeuschafttiii;  interessante  Dokumente  des 
«lakiwissenschaftlicben  Unterrichts;  eine  Chronik  des  Unterrichts  in  Frank- 
reich und  im  Auälandi-,  sowie  eine  Zeitschriften-  und  Bflehersohau.  Nach 
allem  stellt  «lie  neue  Zeitschrift,  zu  dpren  Grümlern  u.  a.  BoipI  und 
Hadamard  zählen,  ein  sehr  b('achtt'ü.swertes  UntoriK'hmcn  dar,  auf  das  die 
Leser  des  Jahresberichts  und  alle,  die  sich  für  die  Fragen  der  Unterrichts- 
reform im  Gebiete  der  mathematischen  und  natarmasenschaflliehen  Fftoher 
intwessieren,  naehdrfbeUiöh  aufinerksam  gemaeht  seien.  ^) 

H.  Steckelberg.    Die  Elemente  der  Differential-  und  Integral- 
xeefanimg.    8^    48  8.    Leipzig  u.  Berlin  1906,  B.  G.  Teubner. 

Fttr  die  Schfiler  d«r  höheren  Lehranstalten  hat  der  Verlasser  dieses 

kleine  Büchlein  bestimmt.  Er  treibt,  wie  or  in  der  Vorrede  sagt,  angeregt 
durch  die  Bestrebungen  Ftlix  Klcius  -t  it  tiuitren  Jahren  die  Klciiunto  der 
DifFerential-  nnd  Integralrechnung  in  der  Prima,  bisher  in  Vtrbindung  mit 
der  analytischen  Geometiie,  im  letzten  Jahre  aber  iu  Unterprima  ohne  be- 
sondere Rücksicht  auf  diese.  Dadurch  entsteht  aber  die  Gefahr,  daß  die 
Differential-  und  Integrak^chnung  auf  der  höheren  Schale  in  einen  Forma« 
lismus  ausartet,  and  gerade  der  vorliegende  Leitfaden  scheint  mir  diese  Ge- 
fahr mit  sich  zu  bringen.  Zudem  finden  sich  recht  bedenkliche  Er- 
klärungen, wie  S.  7:  dy  =  MmJ  t/^  oder  S.  34:  y  =  fdy  =  dfy\  Für  die 
Bestimmung  der  Dififerentialquotienten  von  wird  der  Binomische  Lehrsatz 
fOr  beliebige  Werte  des  Exponenten  benutzt,  was  mir  fttr  Unterprima  des 
Gymnasiums  Bedenken  erregt  (der  Verfasser  wirkt  an  einem  Gymnasium, 
was  aus  dem  Bufb  allerdings  nicht  hcrvorj^plit).  Die  Ablpitnn;j  der  Funktion 
y~  x"  filr  rationale  Werte  von  n  liißt  sirli  streng  und  ohne  Roiheneutwicklung 
bildeuj  «s  fragt  sich  aber,  ob  man  ülierliaupt  soweit  gehen  soll.  Der  vor- 
liegende Leitfaden  scheint  mir  fiber  das  wfinschenswerte  Ziel  namentlich 
auch  in  der  Integralrechnung  zu  weit  hinaiis  zu  geJien.  Ich  kann  ihn  da- 
bnr  aus  methodischen  und  inhaltlichen  Gründen  fdr  den  Gebrauch  der 
Schüler  nicht  empfehlen. 

Görlitz.    W.  LoK£v. 

2.  BftoheTflchaii. 

Barkhausen,  H.,  Das  Problem  der  Schwiugungserregung  mit  beeoaderer  Berück- 
sichtigung schneller  elektrischer  Schwingongen.  IV,  IIS  8.  mit  47  Abbildungen. 
Leipzig  1907.   JL  i.—. 


1)  Eine  ausführliche  luhaltä Übersicht  der  bisher  erschienenen  sechs  dummem 
wird  die  Zeitschrifteniehau  des  nl&cheten  Heiles  enttialten. 
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Bnmni ,  ('.,  TatVln  der  Funktionen  Cosinus  und  Sinti!-  n.it  df  n  natürlichen,  so- 
wohl reellen  als  rein  imaginären  Zahlen  als  Argument.  (Kreis-  und  Hjperbel- 
fonktioneo.)  XX,  6S  S.  Berlin  1907.  JC 

Caiitor,  M.,  Vorlesungen  über  Getcbiohte  der  Mathematik.  IT.  I  an  1    V n  i: 
bis  1799.  Zweite  Liefcining.  XXI.  Abschnitt:  E.  Netto,  Kombijiatorik .  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. Reihen.   Imaginäres.  XXII.  Abschnitt:  V.  Bobynin, 
Elemente!«  Geomebie.  S.  801—402.  Leipzig  1907.  5.60. 

CapplIIeri,  A.,  Kinfiihrang  in  die  Aasgleicbun):;<rechnimg.  (Methode  der  klein- 
sten Quadrate.}    VI,  132  S.  m.  Fig.    Wien  lyuT.    .K.  3.—. 

Fourrey,  E«,  Curioaites  geometriques.   VIII,        S.    i'urib  VJOl.    Fr.  3.50. 

ÜMiber,  W.»  StaUk  I.  Teil.  148  8.  mit  89  Fig.  H.  Teil.  148  8.  mit  61  Fig. 
Neudnirke.    Leipzig  1907.    Je  0.80. 

Helmert)  F*  fi»y  Die  Ausgleichonguechaaiig  nach  der  Methode  der  kleinsten  Qua- 
drate mit  Anwendungen  anf  die  Cteoditefe,  die  Physik  nnd  die  Theorie  der 
Mefibstrumente.    2.  Auila^^e.    XVIII.  hlt^  S     Leijizig  1907.    JC  16.—. 

Hering,  K.,  Dan  SOOjtlhrif^o  .Fubililum  der  I >ampfmas>chine  1706—1906.  Eine 
historisch- tecbnisch-wisaeuschaftUche Betrachtimg.  IV.öbS.  Leipzig  1907.  JLi.60. 

Kveaeit,  J.  P.,  Die  Znitandegleicbnng  der  Gase  und  FlOMigkeiten  und  die  Kon- 
tinuitätetheorie.   Mit  0  Abliildungen.   X,  241  S.   Braunschweig  1007.  JC  6.50. 

Mflller^Breslan )  II.,  Die  graphische  Statik  der  Baukonstruktionen.  I!  Band. 
1.  Abteilung.  4.  vermehrte  Auflage.  VIII,  484  S.  nut  388  Abbildungen  und 
7  Tafeln.  Stntlfrart  1907.   JL  16.—. 

Schnster,  A.,  Einrnhning  in  die  theoretische  Optik.  Autorisierte  deutsche  Aus- 
gabe, übersetzt  von  ilcinr.  Konen.  XIV,  418  8.  mit  196  Fig.  und  i  Tafeln. 
Leipzig  1907.    .k.  12.  ~. 

Timpenfdd,  P.»  Tabellen  der  Quadrate  von  1  bis  10000,  Knben  von  1  bia  9500» 
Quadrat-  und  Kubikwurzeln  von  1  h\s  looo,  Kreisumf^nge  und  -inlialte  von 
1  bis  lÜOO.   4.  Auflage.   109  ä.   Dortmund  1907.   JC  S.öO. 


3.  ZeltscIlriftoiifloliaiiL 

(Von  dem  Lukalt  der  ZeitBohrillen  werden  nur  die  Anfobtee  erw&hut,  welche  dem 
Gebiete  der  mattiematiiohen  Wiasenscbaflen  angehOfen.) 

Katiieaintiteiie  Annnlen«  64.  Band.  i.  Heft. 

Perron,  Grundlagen  für  eine  Theorie  des  Jacobischen  Kettenbruchalgorith- 
mnfi,  Hardy,  !^onu"  theoremfi  conceming  infinite  .«erie-?.  Car  n  th»'odor_v,  f'ber 
den  Variabilitittobereich  der  Koeltiicicuten  von  Poteuzireiiieu,  die  gegebene  Werte 
nicht  umebmen.  Fnber,  Über  polynomische  Entwicklungen.  II.  Pra and.  Über 
eine  Klasse  von  nichtanalytisrhen  Flärhen  konstanter  ])<isitlver  Haiiß.'irher  Knlm- 
mung.  Müller,  Über  die  Anziehung  eines  homogenen  Ellipsoids.  Whittomore, 
A  note  on  the  problem  of  thiee  bodies.  iiethy,  Bemerkungen  zur  Xoie  des 
Herrn  Philip  B.  B.  Jonrdain  ttber  da«  Pkinsip  der  Ueiniten  Aktion. 

Abhandlnngwi  der  Natarforsoheiiden  Geeellaefcnft  in  CWrllte.  Band  96,  Heft  9. 

1907, 

P.  Koelcke,  Über  die  Bäcklundsche  Transformation  der  Flächen  konstanter 
Krümmung.  W.  Lorey,  Nachruf  für  Paul  Drude  und  Ludwig  Boltsmann. 
W.  Lorey,  Leonhard  Enler. 

Jounal  fttr  die  x«lne  and  nngewandte  Hafkematlk.  B«nd  189.  Heft  m. 

"Weber,  über  zyklische  Zalilkoriier.  Xeunifirin,  über  eine  neue  Reduktions- 
theoric  bei  hydrodynamischen  Problemen.  Stuyvacrt,  Congruences  de  tria^lea 
cubique«  gauches  et  autres  vari^t^a  anuulant  des  matrices.  Jacobsthal,  über 
die  Darstellung  der  Primsahlen  der  Form  4  n  +  1  als  Summe  sweier  Quadrate. 
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Zeitschrift  für  Matb«matlk  nid  Phjlik.  M.  Baad.  S.  Heft. 

St  übler,  Der  Impuls  bei  der  Bewcf^ung^  eines  starren  Körpera.  Runge  und 
Prandtl,  Das  Institut  für  angewandte  Mathematik  und  Mechanik.  Schillinge 
Die  Bewegung  in  der  Ebene  alt  BerOhiungstnuisfoiiiiation.  Sommerfeld,  Nach- 
trag und  Berichtigung  zu  der  Abhandlung:  Ül>er  dk*  Knicksicheclieit  der  ^ege 
Ton  Walzwerkjirofilen.    Kleinere  Mittcünnn-i'r  Bücherschau. 

Zeltsclirift   Tür  iiiathematiseheu   und  naturviseenschaftlichen  ünterrichU. 
38.  Jahrgang.    1.  und  2,  Heft  1907. 

Weinmeister,  ünendtidikeitereehiraiig  in  der  Schule.  Knllrieh,  Bemer» 

kungen  über  die  Figuren  des  mathematischen  f'chulunterncbts.  Haggc,  Zur 
Theorie  der  einem  Dreieck  eingeschriebenen^Kreise.  Janiach,  Beitrag  zur  Lehre 
Ton  den  EckirautjveräalöQ  eines  Dreiecks.  Glauer,  Zur  EinfQhrung  in  das 
Qaadratwiurzelausziehen.  Haag,  Hanuonische  Vektoren.  Hoyer,  Zur  Theorie 
von  Pol  und  Polare.  Traub,  AnsehauHclier  Beweis  der  Heronscben  Dreiecks- 
formel. Pfliegcr,  Rechenregeln.  Zdelar,  Zur  Berechnung  der  IXreiecksfl&che 
in  der  analytischen  Geometrie.  Eekhardt,  Der  hihaHt  des  Draecke  in  der  aita> 
lytischen  Geometrie.  Aufgaben-Bepwtozinm.  Idteraritdie  Berichte.  Fftdagogiaohe 
Zeitung. 

ÜOOTelles  Annal^s  de  Mathdmatiqnes.  Quatrieme  ^6ne.  Tomo  VII.   Avril  1907. 

Laleaco,  Sur  la  composition  des  formes  quadratiques.  Hilaire,  D^mou- 
»tration  d'nn  thtor^me  attrilmö  k  Leibnis.  Bricard«  Note  aar  Tarticle  prietdent 

Pellet,  Sur  la  sph^e  pädal  et  le  cercle  ptdal.  Ponten^,  Sur  le  theor^me  de 
Feuerbach.  HeTnoundos.  Sur  les  forces  centrales  multifonnes.  Lanreanx, 
Divisions  homogrnphique«  sur  uue  conique.  Varit^t^^s. 

L'Enaelgnement  Maib^matique.  1X°  Anuee.   No.  &.  Mai  vjOT. 

Laieant,  La  rie  et  Im  tratanx  d'Amdd^  Mannheim  ^avee  nn  portmit)» 

C'omb^biac,  Sur  la  d^tennination  des  mütri<|ueu.  Lebon,  Tables  d'dl^ents 
relatifs  a  la  hase  800HO  pour  la  recherche  rapide  des  facteurs  premiers  des  grands 
nonibres.  Miller,  La  tlieorie  des  gruupet»  appliquee  aux  mathematiques  elemen- 
tairM.  Bovrlet,  La  notion  de»  gronpes  et  la  ih^orie  de»  parattties.  Bryan^ 
Ndtes  de  htati<jue.  Flonrnoy,  Knqur'to  eur  la  mdthode  de  trayail  de»  maUuSma- 
ticiensi  questions  19.   Melange«  et  Corxespondauces. 

4b  Kataloge. 

Aa  Hermann^  Paris,  rue  de  la  S'orboiuu'  G.    Cntalogap  d'ouvragoh  et  coUeeüone 

BUr  les  math^matiqut's  et  J'astronomie.    XXXI'  Aunee.    No.  80.  11)07. 
B.  0.  Teabner^  Leipzig,  i'oststr.  8.   Mitteiluugeu.   4U.  Jahrgang.   Nr.  1'.  1907. 


5.  Bei  der  Redaktion  eingegaügtJüö  Schriften. 

[Titel,  Preis  usw.  <U'r  »'iogesaudten  Schriften  werden  hier  regelmäßig  verötfentlicht. 
Besprechungen  geeignt^ter  Bücher  bleiben  vorbehalten.    Eine  Rücksendung  der 
eingegangenea  ^Schriften  kann  nioht  erfoIgeiL] 

6*  H.  Brjaa,  Thermodynamici.   An  iatrodnctorjr  treatise  dealing  matiüj  with 
first  priuciple^^  and  their  dliect  appUcations.  X,  S04  8.    B.  Q.  Tenbner, 

Leipaig  1U07.  7.—, 

H.  Bnrkhardt,  Vorlesungen  über  die  Elemente  der  Differential-  vmd  Integral- 
rechnung und  ihre  Anwendung  zur  BeR«  lin  ii,un^  von  Natnrereeheiaungen. 
•252  8.    Mit  88  Figmcn  im  Text     B.  (i  T.  ubner.  L.  ipzig  1U07.  6.—. 

U.  Dingleri  über  die  Grundlagen  der  Euklidischen  Geometrie.  [Sonderabdruck 
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über  nieht-arcUmedisehe  Algebra. 

Yon  K.  Th.  Vahlen  in  Eldm. 

Im  folgenden  komme  ich  auf  die  von  mir  venvendete  Stetigkeit 
und  ihre  Beziehungen  zur  Meaabarkeit,  zur  Vfron  es  eschen  uiid 
Dedekindschen  Stetigkeit  zurück*).  Insbeson  iere  zeige  ich,  dafi  es 
Systeme  von  nicht -messbaren,  nber  in  nieHiciii  Sinne  stetigen  Zahlen 
|riht,  in  denen  der  Fundanientalsiitr  der  Algebra  besteht;  während  dies 
bei  Systemen  mit  bloß-Veron  es  escher  Stetigkeit  nicht  der  Fall  ist. 

fl)  Es  werden  nur  Systeme  betrachtet,  in  welchen  die  Ii»  kniiuten 
VerknüpfungB-  und  Anordnongs- Gesetze  der  Addition  und  ^rultiplikation 
gelten,  sowie  die  Null  und  Eins,  die  negativen  und  reziproken  Zahlen, 
wie  im  System  der  ratiou.ilen  Zahlen  existieren.  Ein  System  heißt 
„messbar'*  oder  j.Archiniedisch",  wenn  für  je  zwei  positive  Zahlen  a,  h 
eine  der  Ungleichungen  a  <Ch,  <        <C  3!>,  usw.  besteht. 

(2)  Ein  System  heißt  „stetig"  und  zwar  im  Sinne  Dedekinds, 
wenn  jede  Menge  von  nicht  über  jede  Zahl  wachsenden  Zahlen  ent- 
weder ein  Maximum  oder  eine  obere  Grenze  hat.  Ist  ein  Sjstem  nicht 
messbar,  so  gibt  es  wenigstens  zwei  positive  ZaJilen  a^h,  so  daß  jede 
der  Un^eichiuigeii  &>a,  >2a, >3a, ...  statthat.  Also  ist  ein  nieht- 
messbazei  System  aaeh  nielit  stetig;  denn  ist  o  eine  Zahl  grOBer  als 
jede  der  nidit  Ober  6  hinaus  wachsenden  Zahlen  a,  2a,  3a, . . so  ist 
Mt  die  gaaae  Zahl  h  aneh  e>>o — a>A;a,  wegm  a  +  c><^>(^M- 
so  daß  es  keine  kleinste  solche  Zahl  m  gibt.  Die  Zahlen  a,  '2a,  3a, . . . 
haben  also  weder  ein  Mazininni^  nodi  eine  obere  Qrenxe.*) 

Demnaeh  ist  die  Hessbarkeit  eine  Folge  der  Stetigkeit,  nnd  man 
kann  die  Aa%»be  stellen,  die  Stetigkeit  in  zwei  Bestandteile  zu  zerlegen, 
deren  einer  die  Hessbarkeit  ist.  Der  andere,  hypothetisehe  Bestandteil 
m6ge  «reine"  Stetigkeit  heißen.  Die  Aufjo^be  is^  wie  sich  (s.  9)  zeigen 
wird,  unbestimmt;  sie  wird  zn  einer  bestimmteren,  nicht  absolut  bestimmten, 

1)  V^I.  muino  ..Abstrakte  Oeometrie"  (B.  a.  Teabner  1S06);  tmr  diese 
Bericht«  XV  p.  214. 

2)  Ähnlich  bewiesen  bei  H  öl  der,  Leipz.  Ber.,  math.-phyä.  Kl.  IdUi  p.  10. 
Jiiluwbttlsht  d.  DMMhn  lUtli«M..TtNliiiCBftf.  XTL  Btft  7/8.  ST 
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dnroh  die  Fordemng,  daB  in  lem-Btetigen  Syrtemeu  jamk  Adjanktion 
T<m      y  —  1,  die  algebraiaehen  Operaüoiieo  aiufllhrbar  lein  soUeiL 

Wir  wollen  sonidiet  dn  nielit-DedekindeeheB  Syiiem  keistelkn, 
in  dem  jedenfalb  ^ine^  Stetigkeit  bestidii 

(S)  Erweitern  wir  zu  diesem  Zweck  das  System  der  reelkn  ZaUen 
um  eine  Zahl  x,  so  sind  folgende  zwei  Fälle  möglich.  Entweder  es 
ist  der  positive  Wert  \x\  großer  als  jede  reelle  Zahl,  oder  es  gibt 
reelle  Zahlen  größer  and  kleiner  als  x.  Ist  im  letzteren  Falle  x  grSfter 
als  alle  Zahlen,  die  kleiner  als  die  reelle  Zahl  a  sind,  und  j-  kleiner 
als  alle  Zahlen,  die  grQßor  als  «i  sind,  so  Ähren  wir  die  Gtdße 
|x— a  1*1,  nnd  im  ersten  Falle  die  Größen         l>  als  neue  GrSsse  ein. 

Dtnn  ist  |  größer  als  Null,  aber  kldner  als  jede  positive  redle  Zslü^ 
und  das  System  besteht  infolge  -  der  Verknüpfungsaxiome  ans  Größen 

wo  Oq,  a^J  o,, . . .  reelle  Zahlen,  v^Kv^  <Vf<.,.  game  Zahlen  sind. 
Für  jede  ganie  Zahl  Jk  ist  A|  <  1,  entgegen  der  tfessbarkeii  Foidert 
man  also  Meesbarkeity  so  ist  die  Größe  |  anssaseUießen,  und  es  Uetbt 
das  System  der  reellai  Zahlen  übrig,  in  dem  nun  Dedekindsche 
Stetigkeit  besteht  Diese  kommt  also  an  dem  gegebenen  System  durch 
bloße  Hiuranahme  der  Hessbarkeit  zustande:  das  System  muß  also 
Torher  schon  reme  Stetigkeit  besitaen. 

(4)  Einem  solehen  System  kommt  auiüiohst  j^Veronesesdie^  Stetig- 
keit SU,  d.  h. 

Sind  a',a"ya'",...  und  h'fVfh'",...  zwei  Tdlmengen'}  TOn  Zahlen 
derart,  daß  die  DiÜBrenzen  h  —  a  alle  positiT  sind,  aber  Üeiner  werden 
als  jede  positiTe  Zahl  des  Systems,  so  existiert  eine  Zahl  x  ^  a',  ^  a'*, . . 
^ ^'t ^^"f  "  ^  ^  durch  die  Ungleichung^ 

a^x^h  emäeutig  bestimmt;  gpibe  es  inmlich  zwei  solcher  Zahlen  x 
und  ff,  so  wäre  stets  b^a>'ff  —  x\,  g^gwn  die  Voraussetzung. 

Umgekehrt,  wenn  die  Differenzen  h  —  a  stets  ^  5  >  0  bleiben,  so 
kann  den  wmtlichen  Ungl«  >«  bungen  a^x^h  entweder  keine  Zahl  x 
genügen,  oder  mehrere.  Ea  folgt  nämlich  zuuaclist,  daß,  wenn  eine 
solche  Zahl  x  existiert,  dann  auch  eina  der  beiden  Systeme  Ton  Un- 

«^"B"  «^x  +  .'^6  («'<J.) 

oder 

  a£x-t'£h 

1'  Diese  Teilmengen  braucheu  nicht  abzählbar  zn  sein,  wie  man  nach  der 
iie^eicbuung  a\a  ,a"  . . .  glauben  konnte;  die  Bezeichnung  läßt  Bich  nicht  gut 
aadais  wftbleti. 
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steUihAi  WSie  nSmlieh  kmas  von  beiden  ftr  alk  a  und  alle  h-n 

» 

80  ^Slhe  ea  besw.  o  und  d  daS 

»  — «'<  a  <  6  <  a:  +  «' 

also 

,6  — «<2«'<« 

wäre,  gegen  die  Voraossetzung.  Demnach  finden  also  alle  Ungleichungen 

für  das  obere  oder  ffir  das  tmtere  Vorzeichen  statt. 

Bilden  insbesondere  die  Zalilen  a,  a", . . .,  h\  h", . . .  eine  relativ  dichte^) 
Teilmenge,  so  existiert  keitie  Zahl  x,  die  allen  Ungleichungen  a-^x-^b 
genügte,  da  sonst  zwischen  x  und  x  :t  a'  keine  Zahl  a  oder  b  läge. 

(5)  Die  Eigenschaft  4  ist  in  dem  System  3  in  der  Tat  vorhanden. 
Denn  seien 

öor+oir  +  -..  nnd 


vwm  Repweentanten  der  Teihnengen  a',  a",  a"\  .  .    und  5',  h",  ?/", . . 
so  ist  zunächst  stets  Uq'^Vq,  und  da  es  in  beiden  Mengen  Zahlen  gibt, 
gibt  es  einen  kleinsten  Wert      von  /i^  und  einen  größten  Wert  Vq  von 
£b  mufi  |to~w»  seini  denn  sonst  wäre  die  Differenz  der  betreffenden 

Zahlen    —  +    •  nicht  kleiner  ab  1'^'*^^  gegen  die  Toittii»- 

setBong.  Bei  den  zu  gehdiigen  Zahlen  a  und  h  moB  aleta 

a^^b^  sein.  Wäre  hier  niemab     » ^,  so  wiie  h  —  a  stete  größer 

als  l"^   ,  abo  iat  ein  gröfites     —  gq  und  ein  Ueinetee  vorhanden, 

diese  einander  crleich,  und  man  kann  x  =-  Oq  I'*'*  +  setzen  und  ebenso 
das  erste  Glied  von      bestimmen,  usw. 

(6)  Läßt  man  in  der  Definition  der  Veroneseschen  Stetigkeit  die 
Einschränkung  fallen,  daß  die  DiflFerenzen  h  —  a  beliebig  klein  werden 
Süllen,  so  erhält  man  eine  Definition  der  Dedekindschen  Htetigkeit. 
In  der  Tat,  gilt  diese  Definition  und  nimmt  man  f^r  a',a",a"  . . .  eine 
Menge  von  nicht  über  jede  Zahl  wachsenden  Zahlen  ohne  Maximum, 
für  h',  &",  b"'f .  .  .  alle  Zahlen,  die  größer  als  jede  Zahl  a,  a",  a"f . . . 
sind,  so  existiert  nach  Voraussetzung  eine  Zahl  Xj  die  allen  Un- 
gleichungen 

l)a?^a  2)  «^6 

gHnü^.  Es  kann  aber  für  kein  a  die  Gleichung  .r  =  a  stattfinden, 
da  dann  für  alle  größeren  a,  die  es  nach  Voraussetzung  gibt,  nicht 

1)    Abstrakte  Geomttiie  I  p.    avi  IT. 
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mehr  die  Ungleichung  1)  staitluii  (Auch  kann  nicht  immAr  x<b, 
sondern  nrafi  einmal  x^h  aoin,  da  sich  unter  den  Zahlen  h',  h", . . . 
jede  Zahl,  die  größer  als  jede  Zahl  a  ist^  also  anoh  x  selbst  befindet). 
Also  gibt  es  keine  Uemere  Zahl  x^<x,  welche  gröfier  ab  alk  a  wSre, 
da  sonst  ein  abo  x  grdfter  als  ein  (  wire.  Also  ist  «  die  obere 
Grenae  der 

Umgekehrt  sei  die  Definition  (3)  der  Dedekindsehen  Stetigkeit 
erfüllt,  nnd  seien  a',  a'\  h'^h**,  swei  beliebige  Teifanengen,  so 
daß  alle  Differenaen  h  a  positir  sind,  so  ist  entweder  Ton  den 
Zahlen  a%  a"  . . .  eine  am  grSfiten,  x,  dann  genflgt  diese  allen  ün- 
glmchnngen 

a^x<hf 

oder  unter  den  Zahlen  n',  a"  ...  ist  keine  grüßte,  dann  genügt  die 
nach  Voraussetzung  existierende  kleinste  Zahl  x,  welrhe  tfrößer  al« 
jede  Zahl  a  ist,  allen  Ungleichungen  a  <C  3*  ^  5.  Also  existiert  stets 
eine  allen  Ungleichungen  a  genügende  Zahl  x. 

(7)  Die  beiden  Definitionen  (4)  und  (6)  der  Dedekindsehen  und 
der  Veronesescheu  Stf  tigkeit  sind  analog.  Ebens  »  ^i;tht  es  eine  zur 
Definition  (2)  der  Dedekindsehen  Stetigkeit  anaL'^e  Dertmtiou  der 
Verones eschen  Stetigkeit.  Um  dieselbe  auszusprachen,  führen  wir 
folgende  Bezeichnung  ein. 

Eine  Triliiu'ii;>e  n\  a"  .  .  .  heiße  „singulär*^,  wenn  eine  Zahl  e 
existiert,  'iali  zu  jedpr  Zahl  a  -f  t  eine  größere  Zahl  a  vru  lianden 
ist,  sonst  ordinär.  Dann  kann  die  Veronesesche  Definition  durch  die 
folgende  ersetzt  werden:  Ein  System  heißt  stetig,  wenn  jede  nicht  aiu- 
guläre  Teilmenge  a\  a",  .  Ton  Zahlen  entweder  ein  Maximum  oder 
eine  obere  Grenze  hat. 

Es  gelte  erstens  die  Definition  (4).  Die  Menge  a',  a"  ...  sei 
nicht  singulär  und  ohne  Maximum;  //,  h"  .  .  .  seien  alle  Zahlen,  die 
großer  als  alle  a  sind.  Es  ist  für  kein  £  stets  b  —  a  >  €,  da  sonst 
jedes  +  6  <  als  jedes  h,  also  <  als  ein  a  wäre,  gegen  die  \'oraus 
Setzung.  Also  existiert  so  daii  f7  j:  i£  h  ist.  Dies  x  ist  die  obere 
Grenze  der  a\  a"  ...  Denn  existierte  <  x  derart,  daß  schon  ^ 
jedes  «  wäre,  so  läge  zwischen  x  und  j\  kein  6,  gegen  die  Annahme. 

Es  bestehe  zweitens  obige  Definition  der  Stetigkeit.  Die  Mengen 
a'y  a"  .  .  .,  h\  h"  ...  seien  so,  daß  h  -  a  beliebig  klein  werde.  Also 
ist  nie  jedes  a  b<C  als  ein  n,  für  irgend  ein  £;  da  dann  a  +  e  <ib^ 
6  —  a  >  f  folgte.  Also  existiert  eine  obere  Grenze  oder  ein  Maximum 
x^a.  Dann  ist  auch  x  ^b;  denn  wäre  für  irgend  ein  b  etwa  i:>i>>a, 
SO  wäre  x  nicht  obere  Grenze  oder  Maximom  der  a. 
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Eine  Heng»  toh  Uber  jede  Zahl  waehsendeii  Zahlen  ist  «mgoEr, 
aber  nicht  notwendig  umgekehrL  Demnadi  nnteraoheidet  aioli  ein 
Yeroneeeechee  Ton  einem  Dedekindedien  Zahlensysteme  dadurch, 
daB  in  ersterem  noch  andere  nngattre  Teilmengen  positiTer  Zehloi 
ezifltieren,  als  eolche  Ton  über  jede  Zahl  wachaenden  Zahlen.  Die 
Exifltens  «ingnlarer  Teilmengen  kann  auch  in  nnmittelbare  Beiiehung 
zur  l^icht-Meftbarheit  gesetat  werden.  Denn  bilden  i.  a',  a*\  . . . 
dne  aingnfiire  Ifenge  Ton  nicht  Aber  h  hinana  waehaenden  Zahlen,  ao 
ist  aneh  für  ein  geeignetes  s  ateta  a  +  <  ailao  a  +  2«  <  6,  also 
a  +  3« < d  niw^  alao  h^Kh  —  a.  ümgdnhrly  ist  s.  B.  « < 6,  2a < 
3a  <  &  nsw^  ao  bilden  2a»  da»  . . .  eine  aingnüra  Menge  Ton  nicht 
über  jede  Zahl  hinana  waehaenden  Zahlen. 

(8)  Erweitert  man  dn  Veroneaeachea  Zahlenayatem  durch  Hinzu- 
nähme  der  Grenzen  singulärer  Teilmengen,  so  wird  zwar  Dedekindsche, 
Stetigkeit  hergestellt,  aber  die  Ei» paarigkeit')  der  Addition  und  Mul- 
tiplikation aufgehoben.  In  der  Tat,  ist  a\  a"  ...  eine  ainguUre  Teil- 
menge and  sind  h"j  ...  alle  Zahlen  großer  als  alle  und  x  eine 
Zahl,  die  allen  Ungleichungen  a^x-^h  genügt,  so  ist  auch,  für  ein 
geeignetes  stets  a  -\-  b  ^h,  alao  auch  a^x  —  ^^h.  Nun  kann 
nicht  X  —  %<ix^h  sein,  weil  sonst  zwischen  X'^t  und  x  keine 
Zahl  b  läge,  gegen  die  Annahme.  Also  muß  x^s^x  aein,  ebenao 

für  jede  Zahl  s'  <  &    Setat  man  1  ±  ^  *  A',  so  iat  auch  X'^x^x, 

Eine  solche  singuISre  Zahl  x  besitst  also  ein  System  von  Multipli- 
katoren X  und  ein  Erstem  von  Inkrementen  welche  die  Zahl  x  un- 
▼eriindert  lassen.  Hierauf  kann  man  das  Rechnen  mit  singnl&ren 
Zahlen  gründen,  ohne  eine  besondere  Daratdlnng  derselben,  z.  B.  dnrdi 
Veronesesehen  Zahlen  mit  dnem  erweiterten  Koeffizientensystem 
anzuwenden. 

(9)  Nur  daa  Syatem  der  rationalen  Zahlen  und  das  System  der 
reellen  Zahlen  sind  mefibare  Syateme.  Verlangt  man  alao  Ton  einras 
meßbaren  Syatem  Yeronesesche  Stetigkeit»  ao  erhalt  man  nur  das  der 
reellen  Zahlen.  Demnach  ergibt  Meßbarkeit  mit  Veronea escher 
Stetigkeit  zusammen  Dedekindsche  Stetigkeii  Also  ist  Veronesesche 
Stetigkeit  jedenfolls  eme  Art  „reiner"  Stetigkeit  Eine  andere  Art  er^ 
hält  man  z.  B.,  wenn  man  in  der  Definition  (7)  die  Differenzen  6  —  a 
durch  ihre  Potenzen  (6— a)*(&—l,  2,3,  •  •)  ersetzt  Der  Veronesesehen, 
aber  nicht  dieser  Definition  genügt  daa  Syatem  der  Zahlen  €tj^* 
+  mit  rationalm  Koeffizienten  Oj,  o,,  ...  Dagegen  genügt 
dasselbe  System  mit  regten  Kodifizienten  nicht  nur  der  Veroneseachen, 

1)  B.  Abstrakte  (jeumetrie  I  46  u.  Iti. 
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sondern  schon  der  obigen  engeren  Definition«  Die  Definitioii  kann 
wMtsr  verengt  werden.  Die  engste  Fftssm^  ist  die  f^dgsiide:  Fflr  jede 
TeQmig  des  Systems  in  a%  a", . . .  <  h\  6"  . . .  soll  jede  Zahl  x,  die  den 
Ungletehungen  a<x<h  und  aitlen  Eigenscksflen  des  ZaUeitqratemB 
genügt^  zn  dein  Syitsin  himngepoBUBien  wenden* 

(10)  Betmchten  wir  ein  System  Ton  ZsUen  der  Fonn  aj^^^  + 

mit  beliebigen  reellen  Eoefiistenten  o^,  On  ...  Ffir  die  Exponenten 
sollen  nur  die  Yerknflpfiuigs-  nnd  Anoidnongs-Gesetse  der  Addition, 
«nßerdem  Teäung  duxdi  gwne  ZaUen  und  infolgedessen  Dichtigkeit 
bestehen.  Ein  soldies  Exponenten-System  ist  das  der  Zahlen: 

WO  die  ce  rational  oder  reell  sind  mit  der  Addition 

der  Teilung: 

j      «1,         «-(y.  y,  F'  *7' 

der  Anordnung: 

(«0»     ««7  •  •  •)  <  (Ä»        •  • 

wenn  entweder 

oder 

oder 

«I  <  Ä»  «»  -  A»  «*  -     *  •  •  »MW. 

Das  Exponenten-System  bekommt  Dedekindsehe  Stetigkeit,  wenn  alle 
Elemente  tt^,  a^,  ...  beliebige  reelle^  nioht  einige  bloB  rationale  Zahlen 
sein  können. 

Es  werde  also  ein  Zahlensystem  a^lg^  +  «i^^»  +  "  *  mit  einem 
Exponentensystem  der  obigen  Eigenschaften  genommen. 

Es  mögen  alle  positiTen  Zahlm  eines  solchen  Systems  in  zwei 
Elassen  a\  a",  .,.<h'f  h",  ...  geteilt  sein,  und  es  seien 

zwei  Repräsentanten  der  beiden  Klassen.    Es  soll  eine  nicht^iinguläre 
Zahl  X  =  CqI^^  +  ^'il''*  +  •  •  *  gemäß  allen  Ungleichungen  a^x 
bestimmt  werden.    Für  die  Ermittlung  jedes  Qliedes  ron  x  wiederholt 
sich  die  folgende  fUr  die  erste  gegebene  Überlegung.    Man  bestimmf^ 
erst     ans  allen  Ungleichungen  ^  ^  il«  ^  können  Tier  Fälle 

1)  über  N  wird  dabei  nichts  voraiugesetzi. 
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antreten.  Entene  die  Zabkn  ft,  haVen  em  Minimnm  ^  die  Zahlen 
ein  WfcTiimniii  fr^>  dann  ist  —  —  und  Cq  ans  allen  üng^eiehnngen 
K^^^K  ^  beotimmen,  worana  sudi  für  entweder  daa  MaTimnin 
aUer  oder  daa  M^mimnm  aller  ergibt,  die  anoh  einander  i^eh 
eeio  können.  Zweitens  haben  die  Zahlen  ^  ein  Minimnm  ft^,  aber 
die  Vq  kein  Mazimnm.  Dann  iat  alao  » fi^,  and  €^  mflfite  giGfier 
aein  ala  jede  poeitiTe  Zahl  Drittena  haben  die  Zahlen  fi«  kein 
Mmimnm,  aber  die  Zahlen  ein  MaTiTnimi  v^.  Dann  iat  also  X^^v^ 
und  €^  mflftte  positiT  vnd  Ueiner  als  jede  positire  Zahl  \  sein. 
YiertflBi  haben  die  Zahlen  fi«  kein  Minimnm,  die  Zahlen  kein 
MaTimnni.  Dieser  Fall  tritt  s.  B.  ein,  wenn  m  den  Si^onenten  (tt^  . . 
einige  der  Elemente  auf  lationale  Zahlen  beaehiinkt  sind.  Dieae  Lfiteken 
kennen  also  dnroh  Einfthrong  irrationalor  Zahlen  für  sUe  Elemente  a 
ansgefttllt  werden.  Aneh  die  Lfioken  im  zweiten  und  dritten  Falle 
lassen  sich  durch  fortgesetzte  Erweiterung  des  Zahlensystems  um  nicht- 
singnläre  Zahlen  ausfallen.^)  Wir  nehmen  diese  Erweiterung  nicht 
7or,  da  bereits  in  dem  speziellsten  der  betrachteten  Systeme,  in  dem 

Systeme  a»S^*  +  Oi  l*"'  H  mit  reellen  Koef&uenten  und  rationalen 

Exponenten,  nach  Adjunktion  Ton  >  =  ]/ —  1  die  algebraischen  Operationen 
ansfahrbar  sind.  Das  Wesen  der  LOcken  in  diesem  System  l>esteht  in 
allen  drei  Fällen  darin,  daß  die  Differenseo  ^  —  v^  zwar  beliebig  klein, 
aber  nicht  Nnll,  oder  daß  die  Differenzen  ii^  —  Vq  Null  werden,  aber 
die  Differenzen  f(j  —  Vi  zwar  beliebig  klein,  aber  nicht  Null  werden,  usw. 

(11)  Um  zu  zeigen,  daß  in  der  Tat  der  algebraische  Fundamental- 
satz besteht,  genügt  bekanntlich  der  Nachweis  der  Existenz  der  Quadrat- 
wuraf^I  aus  positiven  reellen  Zahlen  des  Systems  und  der  Nachweis 
einer  reellen  Wnrzf^!  pinor  reellen  Gleichung  uugeraicii  Grades. 

Um  die  Existenz  der  Quadratwurzel  aus  der  reell»  n  positiven 
Zahl  k  des  Systems*)  nachzuweisen,  kann  man  den  binomischen  Satz 
anwenden,  fleHs*  n  Beweis  die  Meßbarkeit  m  lit  voraussetzt.  Auch  folgt 
(s.  13)  die  Existt^nz  von  oder  die  W  urzeiexisteiiz  für  die  (Tlf  ichung 
—  A  0,  ebea,sü  wie  die  Wurzelexistenz  für  eine  reelle  (iieichung 
ungeraden  Grades  aus  dem  allgemeinereu  Satze:  Wechselt  eine  ganzt; 
Funktion  in  einem  Intervall  ihr  Zeichen,  so  hat  sie  in  diesem  Intervall 
eine  Wurzel.    Diesen  Satz  werden  wir  beweisen.   Wir  schicken  hierzu 

1)  IVottE  der  Lücken  können  soldie  STtteme  stetig  heißen;  andii  das  System 
der  gewOhnliolien  seellen  Zahlen  hat  Lflokea,  in  denen  ■.  B.  Teroneiesche 

Zabk'n  lipp^>n. 

2)  Unter  reelien  und  komplexen  Zahlen  den  SyatemH  worden  al««!»  nimiuelir 

Zahlen  von  d«r  Korm  S""  +  «i  +  •  •  vexstonden,  dereu  Koef&zienieii  g«wöhu- 
liche  reelle  uder  komplexe  Zahlen  aiad. 
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einige  bekannte  Sftfae  Toniu,  die  «ber  hier  ansdiüfiklidi  nnabhingig 
Ton  dm  Meßbeikeit  bewieMn  werden. 

(13)  Es  gibt  stets  positire  und  negative  Werte  für  so  daft  eine 
fpune  (reelle)  Funktion 

K  +         +  •  •  •  +  Ä^ic"  —  f(x) 

das  YorEeiehen  Ton     aommmi  Denn  ist  k  das  MaTinram  der  Zahlen 

/(»)<*,  +  *  (I  «I +     + I  «J«)<  *,  + «Jfc  |af|<  0 

und  für     >  0  wird: 

rt«)>Ä.-*(|«|  +  ...  +  |«|-)>A.-^i»*|«j>0, 

(13)  Infblgedessen  gibt  es  bei  einer  ganzen  Funktion  ungeraden 
Grades 

f(x)  —  «•  +         +  + 


htt'is  Werte  ar,  für  die  /"(rr)  positiv  und  solche  tür  die  /(j*)  negativ 
wird.    Denn  nach  vorhergehendem  Satze  gibt  es  positive  und  uegative 

Werte  för^so,  daB  l+i^|H  +  K{iy  pontiv  wird,  also  Werte 

für  «,  so  daB  fix)  •=  a:"  (l  +    ^  -j  k^  ^^"^  das  Vorzeichen  von 

also  von  x  annimmt.  Ist  aber  n  grade,  k^  negativ,  so  folgt  ebenso, 
daB  es  Werte  für  x  gibt,  fOr  die  f(x)  >  0  iat,  während  iür  x^O 
f{x)  <  0  wird. 

(14)  Wenn  Co  +    A  +       +  h<f.il*^0  ist,  für  jedes  A^O 

und  <  1,  so  ist  auch 


Denn  setat  man  in  der  gegebenen  Ungleichung  der  Reihe  nach  A  0, 

j    2  it  1 

j.  ^  J.1  '  '  '  i  suuuniei  t  ,  so  kommt  für  /:  >  m,  da  dami  mju- 

destens  einmal  das  Zeichen  >  gelten  mufi: 

<H,  +      +      H  0, 

wo 

 1)*       1  11, 

ist. 

Demnach  nimmt  (nach  12)  für  hinreichend  kleine  Werte  yon  ^ 

^  +  H  
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^•  +  1^  +  »«»H  

axi,  d.  L  es  ist: 

««  +  T<i  +  H  +  •  •  •  > 

(15)  0        gaose  Ftmktiionoii 

f{x)  -  ftoa;-  +  It^s^-^  + . . .  + 

werde  die  j^bleitung^  fornud  definiert  dnrok: 

r(ar)  -  «Ä^«-»  +  (»-!)  ÄjOf +  . . .  +  i5:,.i. 
Dann  ist  endent: 

ij-^g)' +  9'- 

YeoLet  ist  identisch: 

aieo  durch  Sunumerung  über  /i  und  v  für 

n  m 

Ferner  ist  fOr 

^(ä)  -  Ä(a;) .  rt«) 

denn  ans 
folgt 

(16)  Es  sei  f^g^kf  g  ein  irrednktibler  Teiler,  A  dvreh  ^  nicht 
teilbar.   So  folgt 

r-^g^'-'ijgh'-hvhg'). 

Da  weder  h  noch  ^'  durch  g  teilbar  iBt>  so  ist  ^  nnr  dnroh  die  v  —  Ite 
Potenz  Ton  g  teUbar,  also  anch  der  grSßte  gemeinsame  Teiler  fi 

r 

Ton  /'  und  f :  demnach  ist  .  durch  g  nicht  mehr  teilbar. 

1)  Die  für  die  „Ableitung"  erforderlichen  Sätze  begründe  ich  hier,  von  einigen 
ÄDderuogen  abgesehen,  wie  in  Acta  matb.  Bd.  21  p.  294,  S95. 
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(17)  Sei  ff^i  der  größte  gemeinsuae  Teiler  roa   and    ( /"o  ■^'^  ), 

so  ist       :  ~~  eine  ganz«  Fonktton.    Denn  ea  ist  (lö): 
't  '1*1 


1+. 


eine  ganze  Funktion  und  ~—  durdi  keinen  Faktor  von  fl  teilbar  (16). 

'1+1 


Setzt  man 
so  kommt: 


speziell 


Die  FonktioiifliL  g^,  •  •  *  jr^  aiiid  einander  toüeifiremd  vnd  jede 
ohne  mehrfachen  Teiler.  Denn  enthaiteoi  sie  einen  inednktiblen  Teiler 
besw.  ^  %  "  V  V  '"0^  ^  enthält  f  denselben  ^  +  +  *  — H  ™^ 
und  f  (16)  einmal  weniger,  andrerseits,  wegen  ft 9t^  ' "  9V^* 
ii  +  ^  +  •  •  •  +  weniger.  Also  ist  i|  +  ^  +      +       ^>  worans 

die  Behanptong  folgt 

Speuell  hat  keinm  mehiAushoL  Teiler,  demnadi  anch  f^9i9i  •  •  •  jlC 
keinen»  wenn  nnd  nnr  wenn  —  g^gl  •  •  •  gl^^  —  1  ist;  d.  h.  eine  g«ixe 
Funktion  hat  keinen  mehz&ohen  Teiler,  wenn  nnd  nur  wenn  sie  an 
ihrer  Ableitung  ieilerfremd  ist 

Demnaeh  ist  audi  jede  der  Funktionen  g^  g%t**'9w  ^  ihrer  Ab- 
leitung teilerfimnd. 

Wechselt  die  Funktion  f  in  einem  InterraU  ihr  Voraeichen,  so 
wechselt  mindestens  eine  der  Funktionen  g^^  9ti  9»  ' "  ^  demselben 
Intervall  ihr  Vorzeichen, 

Infolgedessen  kann  man  in  dem  zu  beweisenden  Satz  (11)  Torans- 
setzen,  daß  die  Funktion  7a\  ihrer  Ableitung  teilerfremd  ist 

(18)  Aus  dem  binomischen  Satz:^ 

{x  -f  1/  =     +  Ikj.'-'  +  |j  h{k  -  V)^-'  +  •  •  •  +  ii 
folgt  durch  Snmmierung  der  Tajl ersehe  Satz  für  ganze  Ftmkla,onen: 
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(19)  Eine  Funktion  widist  an  einer  Stelle  x,  wenn  f{x  +  B^)  >  f{x) 
fttr  hinnidieiid  U«ine  pontive  Werte  von  |  und  jeden  poBitiren  Wert 
Ton  ^  >  1  iet.  Dm  findet  etatt^  wenn  und  nnr  wenn  in 


die  ente  nielit  Temdiwindende  Ableitung  pcfsitir  iet;  denn  (12)  der 
Aiudmek  rechte  lint  ftr  hinreichend  kleine  pontive  £  das  Vonmohen 
des  enten  Gliedes. 

(20)  Ein«  IVinkticn  f{x)  wichst  in  einem  Interrally  wenn  Dir  je 
zwei  Stellen  jp  +  l>^  des  Interratls  stets  ^a;  + 1) >/(«)  ift  Wachst 
also  eine  Funktion  in  einem  laterrall,  so  wichst  sie  anch  an  jeder 
Stelle  des  InterraUes,  also  (19)  ist  im  gaaaen  Intervall  f^O. 

(21)  Umgekehrt:  Ist  in  einem  Interrall  stets  ^  0,  so  wichst  die 
Fonktion  in  dem  InterraO.  Denn  sind  -f-  ^  >  je  swei  Stellea  des 
Intervalk  nnd  f'(af+^)^0 

für  alle  Werte  yon  A  ^  0  und  ^  1,  so  folgt  aas 

roi + II)  -  r(x) + jLiro^) +^"11  rx«)  +  •  ■  •  ^  o 

nach  (U):  . 

r(x) + 1  r  (*) + i ,  r  w + •  •  •  >  o, 

also  anch 

m^) + 1^  rix) + — f{x+i)-  fix)  >  0. 

(22)  Man  teile  das  IntttraU,  in  dem  f(x)  das  Zeichen  wechselt  tn 
Teüinteryalle,  in  deren  jedem  r{x)  sein  Vorzeichen  behält.  Da  ron 
einem  zum  nächsten  Teilintervall  fix)  sein  Vorzeichen  wechselt,  so 
werden  die  Teilintervalle  durch  Wurzeln  von  f(x)-=0  getrennt;  dabei 
wird  die  Hirhtigkeit  des  für  die  Funktion  f(x)  zu  beweisenden  Satzes 
für  die  Funktion  f(r)  uiodrigeren  Grades  vorausgesetzt.  Wenn  inner- 
halb keines  dieser  Teilintervalle  f{x)  sein  Zeichen  wechselte,  so  müßte 
dies  bei  einer  Wurzel  Xy  von  fix)  stMtttinden:  d  h.  es  müßte 
8gn/'(j',  —  f')  ^  —  st?n +  e)  für  jedes  iimreichend  kleine  positive  6  sein. 

Wenn  aber  9gnf{Xi  —  f)  =  —  sgn/7r^  -f  f  i  für  jedes  noch  so 
kleine  wäre,  so  wäre  denn  z.  B.  /  (^J  >  0  $?äbe 

nach  (14)  für  hinreichend  kleine  £  auch  fiu\  —  f)>0  und  f{xy  4-£)>0. 
Dann  aber  hätten  f  nnd  f"  den  Linearfaktor  r  —  x^  gemein,  gegen  die 
V  oraussetzung,  Dasselbe  ist  auch  ohne  diese  Voraussetzung  zu  widerlegen. 

Es  sei  uämlich  f  in  dem  der  Stelle  vorangehenden  Teil- 
intervall <0,  in  dem  folgenden  >  0;  der  andere  Fall  wird  durch  die 
Substitution  f  \\  —  f  auf  diesen  zurückgeführt.  Je  nachdem  ob  f  vor 
oder  iiacli  x^  negativ,  also  nach  oder  vor  x^  positiv  ist,  ist  entweder 
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/"(a^ -£)</•(?)< 0  für 

oder 

f(afi+t)<f(x)<0  ftr«>«i  +  e 

bei  hisrtttehend  Udnem  e,  wenn  x  vad  Ii  SteOen  der  beiden  InternJI» 
und.  Alro  wttTde  stets  der  DÜFerenzenqnotieiit 

für  binreicbend  kleine  s  beliebig  groß  werden,  was  für  die  reehts 
stebende  grase  FimktioD  nmnögUcb  ist.   Denn  es  ist  stets 

1  «0  +  «1*  +  +  •  •  •  I  <  2(1 

für  1  a<  f  <  a  und  f  <  ^. 

Wir  können  also  annehmeu,  daß  in  dem  Intervall  a .  .  .h,  in 
welchem  f{x)  sein  Vorzeichen  wechselt,  f  {x)  sein  Vorzeichen  behält, 
also  f(x)  mit  wachsendem  X  nur  zu-  oder  nur  abnimmt.  Sämtliche 
Zahlen  des  Intervalls  a  . .  h  werden  in  zwei  Klassen  a,  a", . . .  und  h',  h'\, . . 
geteilt,  so  daß  für  die  Werte  j;  =  a,  a',  ...  die  Funktion 
f{x)  -  k^äf  +  A'ia:*-»  +  •  •  •  -f  ^  0,  für  die  Werte  x=^h,  b\  h",  . .  . 
größer  als  0  ist;  und  zwar  kann  6  >  a  >  0  vorausgesetzt  werden.  Es 
gibt  eine  nicht  singulare  Zahl  :p,  die  den  sämtlichen  Ungleichungen 

a^  t^h  genügt.  Die  beiden  Klassen  von  Zahlen        Hq^""  +  (i^^"'  '\  , 

^  =  Kl'"  +  ^, I''  +  •  •  •  können  nämlich  keine  Lücke  einschließen.  Um 
das  zu  zeigen,  sei        j.^  _  ^^^^  ^         ^  . , 

dann  Wird  das  Yovzeieben  von  f{o^%''*  +  <^il"'  +  * *>)  dorcb  die  in  | 
niedrigstoi  Glieder  bestimmt^  nnd  swar,  da  in  jedem  fii^  der  Koeffi- 
zient 0^  jeden  positiven  Wert  annehmen  kann,  dnreb  das  in  «i^  hSohsjte 
Glied  der  in  |  niedrigstsn  Glieder.   Das  sei  das  Glied 

Ebenso  wird  das  Yoraeiehen  von  fipJS'*  +  ^iS*'  +  "  *)  bestimmt 
dnreh  das  Glied  ^,.^'»(601^""' 

Würden  die  Differenzen  ~  r^,  beliebig  klein,  aber  nicht  Null  werden, 
so  würde  eine  beliebig  kleine  Änderung  des  Exponenten  von  |  das  Vor- 
zeichen des  Gliedes  umkehren  müssen,  was  unmöglich  ist.  Also  werden 
die  Differenzen  —  Vq  Null,  und  man  kann  aus  den  sämtlichen  zu 
don  Exponenten  ^  i'^,  =  gehörii^^fii  Ungleichungen  ^  ^0  ^ 
bestimmen  Behält  man  dann  nur  di»-  a  und  h  bei,  welche  mit  <7q|>'» 
beginnen,  so  ergibt  die  analoge  Überlegung  tur  die  b'unktion  f{x  —  t'o^M» 
daß  auch  die  DiflFerenzen  /*,  —  v,  Null  werden  müssen  usw.  Der  Schluß 
bleibt  gültig,  auch  über  eine  abzählbare  Anzahl  von  Gliedern  hinaus. 
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Also  bestimmen  die  Zahlen  a  und  b  für  die  sgn/'(a  )  ^  —  sgn.  f(h) 
ist,  keine  Lücke;  es  gibt  also  eine  nicht  smguläre  Zahl  fUr  die 
sämtliche  Ungleichungen  ü  bestehen. 

Angenommen,  es  wäre  f  (x)  <  0  (oder  >  0).  Daun  wäre  auch  (14) 
/(a:  ±  «)  <  0(>  0)  für  hinreichend  kleine  e;  das  ist  unmöglich,  weil 
X  -\-  8  X  e\n  b,  und  x  —  £  <,  x  ein  a,  also  sgn  fi  x  -f  f)  =  —  sgn  f{x  —  e) 
sein  muü.  Demnach  ist  /'(•t)=»0,  d.  h.  die  nicht  siuguläre  Zahl  x 
eine  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  in  dem  oben  charakterisierten,  nicht  meß- 
liaren,  aber  in  gewissem  Sinne  stetigen  Systemen  die  algebraischen 
Operationen  ausfahrbar  sind. 

Eldena  bei  Greifswald,  April  1907. 


Bemerkungeu  zu  den  ebenen  Kurvenuetzen  okne  Umwege. 

Von  G.  äcflBFF£B8  in  Steglitz. 

Der  Umstand,  daA  Herr  t.  Lilienthal  aof  8.  204—218  dieser 
Berichte  auf  meine  Note  über  die  ebenen  EurrennetBe  ebne  ümw^ 
zarftckgekommfin  ist»  gibt  mb  willkommenen  Anlaß  zn  einigen  kleinen 
sae&tKlichen  Bemerkungen. 

1)  Die  Untersnehnng  der  ebenen  Kar?enneb»  obne  Umw^  wird 
in  maneher  Hinsieht,  insbesondere  bei  synthetiedier  Behandlnngsweise^ 
dadurch  etleiehter^  daß  man  zunlebet  Ton  einer  Rftehe  —  anfgelaßt  als 
ein  Gelinde  mit  Hohenkarren  —  ausgeht  nnd  auf  ihr  das  System 
aller  Kurven  hmstanier  Stagung  «  betraohtet  Denn  die  Ph>jekfcion 
dieses  Systems  aof  die  Hoxizoutalebene  liefert  ein  ebenes  Knrrennetz 
ohne  Umwege.  Umgekehrt  erhellt  leicht^  daß  jedes  ebene  Korreuneftz 
ohne  Umwege  aof  solche  Art  abgeleitet  werden  kann.^)  Benutzt 
man  dies,  so  kann  man  s.  B.  leicht  beweisen,  daß  jedes  orthogonale 
ebene  EnrremietK  ohne  Umwege  aas  aUen  denjenigen  Enrren  best^t, 
die  alle  Tangenten  einer  ebmen  Knrre  nnter  45^  sehnetden. 

2)  Wie  man  dm  Begriff  des  Knrrennetzes  ohne  Umwege  auf  irgend 
eine  Fiädie  Übertragen  kann,  liegt  auf  der  Hand.  Es  laßt  sich  leicht 
zeigen,  welelies  hier  die  charakteristische  Eigetischaß  einer  infinitesitnaien 
Maaehe  FF^F^F^  des  Netzes  ist  Die  Geraden  PPj  und  PgPs  sind 
Tangenten  zweier  Kurven  der  einen  Schar  in  ihren  Schnittpunkten  mit 
einer  Kurre  dar  zweiten  Schar,  nnd  ebenso  sind  die  Geraden  PF^ 

1}  Noeh  «Ugemeiner  kann  man  das  Syitem  derjenigen  Karren  auf  dem  Ge- 
Uttda  btnutsen,  dsfsn  Stsi^giitig  fibersU  ebt  gsgebene  Fnnktitm  der  HAhe  allein  HL 
Wird  dies«  Funktion  als  Konstante  gewthlt,  to  liegt  das  System  des  Textes  vor. 
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und  P|Pt  TangeDten  sweior  KxoYtai  der  sweitoa  Schar  in  ihren  Sdmili' 
ponktra  mit  einer .Knire  der  ersten  Sehar.  Ee  sei  ^iQg  der  kOneate 
Abstand  der  Geraden  PP,  und  P^P^  und  Ü^l^  dar  ktirseate  Ahatand 
dar  Garaden  PP,  und  P^P,.   Aladann  mnfi  eratins  PQ^  —  PB,  awu, 

und  zweitens  müssen  beide  kürzeste  AbatEnde  QiQg  und  R^Bg  mit 
der  Ebene  P^PP^,  d.h.  mit  der  Tangentenebene  von  P,  denselben 
Winkel  bilden.   Diese  beiden  Eigenschafken  sind  ancb  das  kmtädiimde^ 
Merkmal  für  ein  Kurrennetz  ohne  Umwege  auf  der  Flache. 
Auf  einer  Fläche  mit  dem  BogeneLementqnadrat 

-=  Eätfi    2Fdudv  +  Gdti' 

lautet  die  Differentialgleichung  eines  Kurvennetzes  ohne  Umw^e  so: 

£du^  +  2Fdudv  -f  Gdv*  -  {^Ju  +  y,dt>)% 

wobei  q>  eine  Funktion  der  Parameter  u  nnd  v  bedeutet.  Inabeaonder» 
sind'  die  Paiuneterlinien  selbst  dann  nnd  nur  dann  die  Euren  eine» 
solehen  Netaea,  weim 

"dv'  du 

ist,  wo  jede  der  beiden  A\  urzeln  mit  einem  bestimmten  Vorzeichen  ge- 
nommen werden  kann.  Es  ist  dies  dasselbe  Merkmal  wie  in  der  Ebene 
(TgL  bei  IL  V.  Lilienthal  S.  211). 

3)  Noch  sei  erwähnt,  daß  der  Begriff  des  Eurvennetzes  ohne  Um- 
wege statt  auf  eine  krumme  Fliehe  wich  auf  den  Baum  verallgemeinert 
werden  kann.  Ist  nämlich  fp(x,  b)  eine  gegebene  Funktion  der  leeht- 
winkligen  Punktkoordinaten  so  aind  die  Integralkurren  der 

Hongeachen  Gleiehung 

dci^  -f  dy^  +  de*  —  {(p^dx     (p^dy  -\-  q),dz)* 

so  beschaffen,  daß  zwei  Flächen  tp  —  konst.  von  allen  Integralkurren 
gleich  lange  Bogenatücke  abschneiden.  Die  Integralkurven  sind  die 
Oharakteriatiken  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

(P9.  +  « -  9.)*  -  (f>,'  +  W  +  9.'  -  1)  (f *  +  +  1)  -  0, 
und  diese  Gharakteristiken  sind  auf  jeider  IntegraMUche  der  partiellen 
Differentialgleichung  geodäiiacke  Linien,  wie  Sophua  Lie  1870  gezeigt 
hat^)  KachtrSglich  bemerke  ich  auch,  daß  die  gumk  Axt,  mittele 
derer  ieh  in  meiner  Note  fiber  die  ebenen  Eurrametae  ohne  Umwege- 
auf 8.  354  der  Leipziger  Berichte  Tom  Jahre  1905  sn  aoMen  Netien 
gelangte,  als  Mne  Vtteinfachung  einer  läumlidbim  Betradbtung  Ton  Lie 
fOr  den  Fall  der  Ebene  au&o&asen  iaf) 

1)  Vgi.  die  „Gr  ouietrie  der  Berührungatransfonnationeu      S.  671. 

2)  Siehe  ebenda  668,   


t 
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Nacktrag  zu  dam  Aufsätze:  »^ibüographiflck-HistoriBches 
zur  Erinnenuig  an  LeoBhard  Enler**  (8. 185—195). 

Von  Felix  Müller  in  FriedenaiL 

Zur  Erlf-iilitfrniig  (^es  Stiidiuiiis  der  Euierseheii  Abhanilluugen 
wurdic  in  dein  genannten  Autsatze  u.  a.  eine  tThersiclit  ühev  die  vier 
ersten  Serien  der  Petert^bnrger  Akademjeschriften  gegelien  Neben  das 
laufende  Jahr  der  einzehieii  Bande  ist  das  ErBchemuugsjalir  gesetzt 
und  die  Zahl  der  Abhautlinngen  L.  Eulers  in  Klammern  "beigefügt. 
Eine  gleiche  Tabelle  möge  hier  für  die  fünfte  Serie,  die  JWmoires  de 
l'ÄcaätDiii  Imperiale  des  sciencea  de  Saint-Veter^tKynrg^  gegeben  werden. 
Diese  Memnires  umfassen  11  Bände,  die  von  1809 — 1830  erschienen 
sind.  Die  10  ersten  Bände  der  Mcmoires  Avec  l'Histoire  de  VArxidemiej 
pour  les  annees  1803 — 1822,  enthalten  mathematische  Abhandlungen 
vün  L.  Enler,  Joh.  Trembley,  Nie.  Fuß,  Chr.  Friedr.  Kausler, 
W.  L.  Krafft,  L.  Güurieff,  G.  T.  F.  Beitier.  L.  Rumovski, 
F.  T.  Schubert,  J.  A.  Euler,  Ed.  Coliiiia,  S.  L'Huilier,  C.  T. 
Degen,  V.  Wisniewski  u.  a. 


1. 

ann. 

1803—06  [1809]  (3) 

6. 

ann. 

1813- 

-14  [1818]  (4) 

n 

1807—08  £1810]  (3) 

7. 

n 

1815- 

-16  [1820]  (4) 

3. 

n 

180Ö— 10  [1811]  (6) 

8. 

n 

1817- 

-18  [1822]  (4) 

4. 

n 

1811       [1813]  (6) 

9. 

n 

1819- 

-20  [1824]  (6) 

5. 

n 

1812        [1815]  (6) 

10. 

n 

1821- 

-22  [1830]  (3). 

Band  11  vom  Jahre  1830  hat  den  Titel:  „Memoires  posthumes  de 
Leon.  Euler,  Fred.  Theod.  Schubert  et  NicoL  Fufi^  Er  enthält 
14  Abhandlungen  von  Euier. 

Wae  den  Briefwechsel  L.  Eulers  betrifft,  so  sei  hier  noch  erwähnt, 
daß  die  Opera  po^uma  1,  1862,  519 — 588  sechs  Briefe  Eulers  an 
Nicolaus  Bernoulli  II  aus  den  Jahren  1742^ — 45,  zwei  Briefe  an 
Friedrich  IL,  König  von  Preußen,  aus  den  Jahren  1749  und 
1763,  und  achtzehn  Briefe  an  Lag  ränge  aus  den  Jahren  11  bb  bis 
1775  enthalten.  Eine  Ergänzung  der  von  Fuß  rpröffentlichten 
„Correspondence"  (s.  S.  18ri)  sind  ferner  die  „Lettres  inedites 
d'Euler  a  d'Alembert,  publiees  par  Ch.  Henry",  Bullett  bibliogr. 
stör.  19,  136  —  148,  1586,  sechs  Briefe  aus  den  Jahren  1747 
bis  1749. 
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Vor  knnem  eEmhien  em  Uein««  LebeDsbüd  Leonhard  EuUrs^ 
zom  200.  Gfebnrtstage  nach  Quellen  and  Familienpapieren  bearbeitet 
Ton  8.  Sehnls-Euler;  mit  zwei  Porhaits,  Franklbrt  a.  M.  1907. 
39  S.  U.  8^.  Der  Yerftseer  bat  Absehnitte  ans  dem  Aloge  yon 
Nie.  Fnß  fibenetsl  nnd  Notizen  fiber  die  Familie  L.  Enlers  und  die 
seiner  beiden  Fraaen  eingeigt  Von  .den  18  Kindern,  die  L.  Enler 
ans  feiner  waten  Ehe  mit  Katharina  Geell,  der  Toehter  einee  Malers 
in  Si  Gallep,  hatte^  atarben  8  in  frühem  Alter.  Von  den  Überlebenden 
trat  der  Uteste  Sohn  Johann  Albrecht  in  die  Fufitapfen  ednee 
giofien  VaterSi  worde  1763  Mitglied  der  Peteiabniger  Akademie  nnd 
starb  L  J.  1800.  Sein  Schwiegersohn  war  Nie»  FnO,  der  1826  zu 
Petersburg  als  Profensor  der  Mathematik  und  wirkUehei-  Staatsrat  starb. 
(Auf  S.  185,  186  n.  187  meines  Aufsatzes  ist  inrtttmlich  Leonhard 
Enler  der  Schwiegerrater  von  Nie.  Fuß  genannt).  Der  zweite  Sohn 
L.  Eulers,  JoL  Carl  Euler,  geboren  1740,. starb  1790  als  Kaiser« 
licher  Hofarzt  und  KoIIegienrat  zu  Petersburg.  Der  dritte  Sohn 
Christoph  Euler,  geb.  1743,  war  Oberstleutnant  in  der  preußischen, 
sjNiter  in  der  russischen  Artilierie  und  starb  1812.  Die  zweite  Frau 
Leonhard  Eulers,  Salome  Abigail  Gsell,  Halbschwester  seiner 
verstorbenen  Frau,  war  eine  Enkelin  der  berfihmten  Malerin  Sibylla 
Merian. 

Bei  der  am  15.  April  von  der  Berliner  Mathematischen  Gesell- 
schaft Tenmstalteten  Euler-Feier  hielt  Herr  G.  Valentin  einen  Vor- 
trag über  „Euler  in  Berlin",  Herr  Kneser  sprach  über  „Euler  und 
die  Variationsrechnung'^  uud  Herr  Fritz  Kötter  Uber  „Euler  und 
das  Kreiselproblem'*.  Die  beiden  ersten  Vortroge  werden  in  einer 
Ton  der  Berliner  Mathematischen  Gesellschaft  herausgegebenen  Euler* 
Festschrift  (Abh.  f.  Gsch.  d.  math.  Wiss.,  Leipzig,  B.  G,  Teubner)  ver- 
öffentlicht werden.  Diese  Festschrift  wird  auch  eine  Abhandlung 
„Über  Leonhard  Eulers  bahnbrecheude  Arbeiten  aus  der  reinen 
Mathematik"  bringen ,  in  der  ich  eine  systematische  Übersicht  über 
die  einschlägigen  Einzeiwerke  und  Journalabhandlungen  L.  Eulers 
geben  werde. 
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Zu  H.  Webers  Elementarer  Mengenlehre. 

Von  Paül  Stäckel  in  Hannover. 

Der  l^ratmendmUm  Meitgenl^re,  deren  (Jegenstaiid  der  Ausbau 
der  Idee  des  Unendlichen  ist^  hat  H.  Weber  (diese  Berichte  15,  1906, 
S.  173)  die  Elmentare  MengeMtre  gegenfibezgestelli^  die  sich  nnr  mit 
endlichen  Mengen  beschSftigt  and  ans  ihnen  den  Begriff  der  Zahl  ableitet 

Nachdem  Weber  in  §  1  die  Begriffe  geordnete  JHenge  und  TeU 
einer  Menge  erklirt  hat,  gibt  er  in  §  2,  Nr.  2  als  Grundlage  für  die 
weiteren  üntersnehungen  folgende  Definition  einer  endJichen  Menge: 

I.  Eine  Menge  Ä  keifii  endUd^,  leenn  sie  ardnuttgsfähig  tat  «nd 
iMNN  sie  hei  jeder  mogUdien  Onbmng  Ä  ein  größtes  und  ein  iUeinstes 
Memeni  hat. 

Wie  J.  Kürschak  bemerkt  hat,  braucht  man  nur  die  Existenz 
eines  kleinsten  Elementes  zn  fordein;  denn  zu  jeder  geordneten 
Menge  Ä  gehört  eine  inverageorthiete  Menge,  deren  kleinstes  Element 
das  größte  Element  von  liefert.  Bei  dem  Wiederabdruck  seines  Auf- 
satzes in  dem  tiritten  Bande  dti  Enzyklopädie  der  Ehmerdarm^ihematih, 
Leipzig  1907,  S.  645  hat  daher  Weber  die  Worte  ein  größtes  und 
fortgelassen. 

Noch  einfacher  scheint  mir  folgende  Definition  zu  sein: 

II.  Eine  Mciiye  A  heißt  «ndlkh,  wenn  sie  ordnungsfahiq  ist  und 
wenn  hei  einer  hestimmien  Ordnung  A  die  Mmrje  seihst  und  alle  dtrc 
nach  A  (feordveten  Teile,  die  nicht  bloß  aus  einem  Elemente  bestehen^ 

ein  größtes  und  ein  hleinstcs  Elmnent  haben. 

Aus  der  Definition  TT  ergibt  sich  zunächst  der  Satz  §  2,  Nr.  '5: 
Jeder  Teil  einer  cndlichm  Mmye  ist  eijie  e)idliehr-  Mmtfe.  Denn  ist  B 
ein  echter  Teil  von  A,  so  läßt  er  sioli  nach  A  ordnen,  und  damit  sind 
anch  die  Teile  von  B  nach  A  geordnet,  haben  also  ein  größtes  und 
ein  kleinstes  Element,  mithin  ist  B  endlich. 

Ferner  erhält  mau  den  f^atz  §  2,  Nr.  4:  Sind  B  und  V  zwei 
endiicJie  Menyett  ohne  gemeinsame~s  Element,  so  ist  auch  die  ans  heiden 
zusammengesetzte  Menge  A=='B-\-(J  endlirh.  Denn  wenn  11  und  C 
in  den  Ordnungen  B  und  C  der  Definition  II  i.^enÜL^eu,  so  ordne 
man  A  wie  in  §  1,  Nr.  5,  so  daß  also  zwei  Elemente  von  A,  die  beiue 
zu  B  oder  beide  zu  C  gehören,  dieselbe  Größenbeziehung  haben  wie 
in  B  und  V,  von  zwei  Elementen  aber,  von  denen  das  eine  zu  Bf 
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<\nn  andere  zu  C  gehört,  das  erste  kleiner  als  das  zweite  ipt  Alsdann 
hat  jeder  Teil  von  Ä,  der  nur  Elemente  aus  B  oder  nur  Elemente 
aus  C  enthält,  dasselbe  größte  und  kleinste  Element  wie  dort,  jeder 
Teil  aber,  der  Elemente  aus  B  und  aus  ('  enthält,  hat  zum  kleinsten 
Eleiuent  das  kleinste  Element  unter  deu  Elementen  aus  B  und  zum 
größten  Element  das  größte  Element  unter  den  Elementen  aus  C. 
Folglich  ist  A  cmliich. 

Nachdem  man  so  weit  gelangt  ist,  beweist  nian  genau  wie  Weber 
die  Sätze  §  2,  Nr.  6:  In  jeder  ycordnciai  etifflirhen  MeiKje  A  (bei  der  die 
Definition  II  gilt)  von  mrlir  als  ztcci  'EJcmmieu  gibt  es  su  jedem  imterm 
JEJement  a  ein  zunddist  gelrtjenes  kk'hwres  Element  h  und  ein  zunächst 
r/e!>  f/r)ia^  größeres  Element  c,  und  §  2,  Nr.  7;  Ein  allgemeiner,  auf  jedes 
Eiemcni  der  geordneten  endlichen.  Menge  Ä  (bei  der  die  Definition  II 
gilt)  antven^mrer  Satz  ist  als  vollständig  betviesen  atizusehen,  wenn  es 
gelingt,  die  beiden  folgenden  Punkte  darziUun:  1.  Der  Satz  gilt  für  das 
Meinste  Element  von  Ä,  2.  Wenn  der  Satz  für  irgend  ein  Element  b 
von  Ä  gilt,  so  gilt  er  auch  für  das  größere  Nachbarelement  c  von  b 
(Satz  von  der  vollstiuidigen  Induktion). 

Alle  weiteren  Darlegungen  Webers  in  §§  3  und  4  bleiben  un- 
verändert gültig,  wenn  es  jetzt  gelingt,  auf  Grund  der  Definition  II 
den  Lehrsatz  zu  beweisen:  Eine  endliche  Menge  hat  bei  jeder  btliebigen 
Ordnung  ein  kleinstes  Element 

Betveis.  Außer  der  Ordnung  Ä  sei  irgend  eine  andere  Ordnung  A' 
gegeben.  Dem  kleinsten  Elemente  a  von  Ä  entspreche  in  Ä'  das 
Element  a\  nämlich  das  Element,  das  mit  a  identisch  ist  Die 
folgendm  Elemente  von  Ä  zerfallen  in  zwei  Elaseen,  je  nachdem  das 
ihnen  «itepreohende  Ekment  in  Ä'  dem  Elemaoitc  a'  vorangeht  od«r 
folgt,  und  die  Elemente  der  ersten  Art,  wenn  ea  solche  gibt,  bilden 
einen  etditai  Teil  B  Ton  Ä,  der  ein  Ueinetea  Element  h  und  ein 
größtes  Element  y  heaitst;  dabei  folgt  h  anf  a,  während  y  dem  größten 
Element  $  Ton  A  vorangeht  oder  mit  b  identiach  ist  Wemi  es  keine 
Elemente  der  ersten  Art  gibt,  so  ist  der  Beweis  berttts  vollende^ 
denn  alsdann  ist  a'  das  Jddnste  Element  von  Ä\ 

Dem  Elemente  h  von  B  entspreche  in  Ä*  das  Element  V,  Die 
Elemente  von  Ä%  die  d«m  Elemente  5'  vorangehen,  definiwen  wieder, 
wenn  es  solche  gibt,  durch  ihre  entsprechenden  Elemente  in  B  einen 
echten  Teil  (7,  dessen  kleinstes  Element  e  dem  Elemente  h  folgt  und 
dessen  größtes  Element  x  dem  Elemente  y  vorangeht  oder  damit 
identisch  ist.  Wenn  es  keine  solchen  Elemente  gibt,  so  ist  d'  das 
kleinste  Element  von  Ä%  und  der  Beweis  ist  vdlendei 

Indem  man  so  fortfährt,  «rhält  man  eine  Reihe  ineinander  ge- 
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Bcbachtelter  Teile  B,Ü,S,..»  Ton deren  Ideinsie  Elemente b,c,d, 
in  Ä  ttafeuumder  folgen.  Bs  kam  kern  Mmmt  m  vtm  A  ^^m^  das 
imerkalb  aüer  dieser  TeHe  lägfe,  denn  die  naeh  Ä  geoidnete  Menge 
a,  b,  Cf  Jf  .  .*  kSnnte  in  dieeem  Falle  kein  grdßtee  Elinnent  haben» 
während  sie  doch  ein  Teil  der  endliehen  Menge  Ä  isL  Ist  aber  u 
das  ^ße  der  Elemente  6,  c,  d, . . so  ist  das  ihm  in  Ä*  eni* 
sprediende  Element  u'  dort  das  Ueinate,  denn  gingeu  dem  u'  noch 
Elemente  Torans,  so  vürde  die  Menge  der  ihnen  in  Ä  entapreehenden 
Elemente  ein  kleinstes  Element  v  haben,  das  in  Ä  auf  u  folgte  und  u 
wäre  nieht  das  grSfite  Element  in  der  Menge  der  . . . 

Hiennit  ist  nicht  nnr  die  Ezistena  eines  kleinsten  Elementes 
in  Ä*  getagt,  sondern  andi  ein  Verfahren  an  seiner  Ermittelung  an> 
gegeben  worden. 

Wie  mir  EL  Weber  mitgeteilt  hat,  laßt  sich  der  BeweU  auch  sehr 
elegant  mUtds  des  Satees  von  der  voBsländigen  J^duktim  fuhren. 
Nadi  §  2,  Nr.  5  eneugt  jedes  Element  m  von  Ä  einen  StknUt 
in  den  jedes  Element  von  Ä  anfinmehmen  ist,  das  kleiner  als  m  ist 
nnd  daan  m  selbst  Ist  nnn  6  das  anf  a  nnmittelbar  folgaide^  nSchst* 
kleinste  Element  Yon  so  gilt  der  am  beweisende  Sata  für  den 
Schnitt  B^.  Gilt  er  femer  für  einen  Scihnitt  B^,  so  gilt  er  aneh  Ar 
den  Schnitt  der  durch  das  auf  m  unmittelbar  folgende  Elonent  n 
bestimmt  ist  Denn  ist  B'^  irgend  eine  Ordnung  Ton  B^,  so  ergibt 
sich  daraus  durcb  Fortlassung  des  Elementes  n  eine  Ordnung  B'^ 
Ton  B^f  die  nach  Voraussetzung  ein  kleinstes  Element  k  besitst 
Wird  jetzt  zu  B'^  das  Element  n  hinsugelUgt,  so  kann  es  nur  ent- 
weder auf  k  folg^  oder  ihm  yorangehen,  und  in  dem  ersten  Fall  ist  k, 
in  dem  zweiten  n  das  kleinste  Element  von  B'^.  Damit  ist  aber  nach- 
gewiesen, daß  die  zur  Anwendung  des  Satzes  von  der  vollständigen 
Induktion  erforderliclien  Voraussetzungen  ereilt  sind,  und  wendet  man 
diesen  Satz  auf  den  Schnitt  B^  an,  der  zu  dem  größten  Element  von  Ä 
gehört,  so  erhalt  man  den  zu  beweisenden  Lehrsatz. 

Es  iic^  nahe  zu  fragen,  ob  die  Definition  der  endlichen  Mengen 
noch  einer  weiteren  Vereinfachung  iahig  sei.  Maa  könnte  etwa  an 
die  Forderung  denken,  daß  jedes  Element  von  Ä  ein  oberes  und  ein 
unteres  Xacbbarelement  haben  soll,  das  kleinste  Element  aber  nur  ein 
oberes  und  das  größte  nur  ein  unteres.  Allein  diese  Forderung  genügt 
nicht,  wie  das  folgende  Beispiel  zeigt.  Man  ordne  die  ungeraden 
Zahlen  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge,  die  geraden  Zahlen  in  ver 
kehrter  Reihenfolge  und  lasse  jede  gerade  Zahl  zugleich  größer  als 
jede  ungerade  Zahl  sein: 

1, 3, 5j  7, . . .  8, 6, 4, 2. 
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Hi«r  hat  jedes  Element  ein  unteres  und  ein  oberes  Nachbarelement 
(außer  1  und  2),  und  doch  ist  die  Menge  aller  Zalden^  die  hierdmeh 
geordnet  ist,  keine  endliche  Menge. 

Dagegen  kann  man  nach  einem  Vorschlage  von  H.  Weber  so 
▼erfahren:  Die  geordnete  Menge  A  werde  derart  in  zwei  Teile  + 
geteilt,  daß  jedes  Element  von  J  ^  kleiner  ist  als  jedes  Element  von  A^. 
Eine  solche  Einteilung  heiße  ein  S^Ut  in     Äi  und      die  JJtsdmUk 
Yon  Ä.  Man  definiere  nun: 

m.  Die  Menge  Ä  ist  enälidtfWmn  sie  geordttäwer^ 
selbsi  md  jeder  MadmiU  tum  A  em  grvßies  und  ein  Jdeinstet  Memmt  hU. 

Diese  Forderung  triift  bei  dem  obigen  Beispiel  nidd  an;  denn 
der  Abschnitt^  der  ans  aUen  ungeraden  Zahlen  besteht,  hat  kein 
gi5ßte8|  und  der,  der  ans  allen  geraden  Zahlen  besieht,  kein  kleinstes 
Element  Dagegen  folgt  aus  der  Forderung  III,  daß  jedes  innere 
Element  c  Ton  Ä  ein  oberes  und  dn  unteres  Kaehbarelement  hat; 
denn  jedes  Element  e  erte^  swei  Sehnitto,  wenn  man  in  die 
Elemente  bringt,  die  kleiner  als  c  sind  und  in  die  Elemente,  die 
großer  als  e  sind,  und  e  selbst  das  eine  Mal  ssn  J!|,  das  andere  Mal 
an  nimmt  Die  «rste  Wahl  beweist  die  Existenz  eines  oberen,  die 
zweite  die  eines  unteren  Nachbarelemenfti  (die  Ausnahmeetellnng  der 
beiden  ftußersten  Elemente  wird  hier  ni«^t  besondean  orwahnt). 

Jetzt  kann  man  aus  m  den  SaitB  von  der  vcUständiffen  Indüküan 
ableiten: 

Ist  Ä  eine  der  Forderung  III  genügende  geordnete  Menge  ^  und  S 
ein  ScUZf  der  für  das  Jdeinste  Element  ton  Ä  giU,  und  dessen 
GiUtifjh'it  für  irgend  ein  Elemmf  c  sich  am  der  Vcrausseisung  herleiten 
läßt,  daß  er  für  das  untere  Ifaehbaniement  h  ffon  e  güt,  so  giU  8  für 
jedes  Element  von  Ä. 

Wenn  nämlich  S  nicht  filr  alle  Elemente  a  von  Ä  gilt,  so  kann 
man  einen  Schnitt  Ä-»Ä^-\-Ä^  in  der  Weise  bilden,  daß  man  ein 
Element  %  nach  bringt,  wenn  der  Satz  S  nicht  für  gilt  oder 
wenn  es  ein  kleineres  Element  gibt,  f&r  den  er  nicht  gilt.  Dann 
gilt  S  für  jedes  Element  Yon  Ä^j  und  er  kann  nicht  gelten  für  das 
kleinste  Element  c  von  JT,.  Das  größte  Element  h  von  ist  aber 
das  untere  Xachbarelement  Ton  imd  sonach  müßte  nach  der  Voraus- 
setzung der  Satz  S  für  c  gelten.  Die  Annahme  eines  Elementes  in 
für  das  der  Satz  S  nicht  gilt,  führt  also  auf  einen  Widerspruch. 

Hat  man  den  Satz  von  der  vollstlindigen  Induktion,  so  ist  es 
leicht,  alles  andere  nach  dem  oben  gegebenen  Master  zu  beweisen. 

Hanno  Ter,  im  Juni  1907. 


iL. 
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Tafeln  und  Formeln  für  symmetrisclie  Fnnktionen, , 

Von  0.  Kostka  in  Insterlnurg. 

Die  oft  behandelte  Aufgabe^),  bei  einer  algebraischen  Gleichung 
eine  symmetrische  Funktion  der  Wurzeln  durch  die  Koeffizienten  auß- 
«udrflcken,  ist  im  Jonrn.  f.  Math.  Bd.  81,  82,  915,  132  auf  neaem 
"Wege  von  mir  untersucht  worden.  Ültr rrasehend  durchsichtig  gestaltet 
sich  bei  diesem  Verfaiireu  die  Umformung;  syrauietrischer  Funktionen, 
die  sonst  so  leicht  zu  verwickelten  Kechnungen.  führt  Als  eine  von 
30  nahe  verwandten  Aufgaben  erscheint  die  genannte.  Für  nlle  sind 
die  Lösungsformeln  übersichtlich;  die  Zahlenfaktoren  könm n  fin/fln 
nach  bequemen  Methoden  berechnet,  viele  von  ihnen  als  emtache 
Funktiotieii  der  Indices  dargestellt  werden,  etwa  wie  beim  polynomischen 
Satz  oder  bei  (xirards  Formel  für  Potenzsuinrnen.  Die  Tafeln,  welche 
dif  Erg'ebnisse  /.usammeustelieii,  ^iiul  im  Vergleich  mit  den  sonst  ver- 
ötientlichten'j  iuchter  zu  berechnen  lind  in  allen  Teilen  nachzuprüfen; 
sie  bieten  überdies  auf  gleichem  Kfium  einen  weit  reicheren  Iniialt. 
In  jenen  vier  Aufsätzen  sind  Beweise  und  Bezeichnungen  nicht  ganz 
gleichmäßig;  ftr  eine  kurze  einheitliche  Zusammenstellung  ist  hier  im 
Jahresbericht  der  Raum  mir  freondlicbst  zur  Vertilgung  gestellt  Eine 
Probetafel  ist  beigefügt. 

1.  Bezeichnungen,    Formulierung  des  Froblems.    Einrichtung  der 

Taltln.    Icli  setze: 

(1)  Fif)  -    -  i,)  . . .    _  O  -  r -  c.^-^  +  c,t-\ . .  (-.l)--  c., 

80  daß  die  Jk-te  ElementmrfQnktion  der  Wnneln  tob  F(f)  ^  0  be- 
deutet. Dabei  ist  c^^t,  C-^  »  »  0.  Alle  symmetrliGlieii  Fimktionwi 
von  ^, . . .  iMseu  sieh  auf  Typen  snrfiekfübieiiy  die  zu^eich  gans 
und  homogen  sind.  Ein  eoloher  Typus  sei: 

^   2'«-J'^........,-^CC-C-'. 

1)  Übenicht:  EnsyU.  I  8.  449  ff.  Noeh  nicht  «zwihnt  dnd  dort:  Goxdaa, 

Math.  Ann.  52;  Saalechütz,  Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  8.  R«ilM  Bd.  IX.  Meine 
Arbeiten  werden  im  folgenden  kurz  angeffilirt ;  z.  B.  J.  81. 

2)  Vgl.  Enzykl.  I  S.  460.  Durfeo  VL-reinigt  die  Lösung  von  zwei  Aufgaben 
in  einer  Tafel;  die  anderen  Tafeln  enthalten  nur  die  Lüaan^  von  einer  Aufgabe. 
AtH  jeder  meiner  Tefdn  find  die  LOeiiiigiieUe&  für  80  oder,  wena  man  es  ganx 
■beeng  anlbsMn  will,  IQr  16  Angaben  m  entnehmen. 
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wo  die  Summe  diejenigpii  (ilieder  iHnfVißt,  welche  durch  die  verschiedenen 
Permutationen  der  Exponenten  entetebeii.  lu  der  Indexreihe  von  T 
dürfen  die  Zahlen  0  fortgelassen  und  die  Reihe  darf  (nach  Meier  Hirsch) 
auch  so  geschrieben  werden: 

(2  a)  («)  —  l"!  2'H . . .  ^"ü., 

wobei 

gesetzt  wird,  ^  aber  die  Dimension  oder  das  Gewicht  von  T  bedefatet. 
T  würde  verschwinden,  wenn  m  >  n  wäre.  Ein.  Produkt  der  Eiementar- 
funktionen  sei: 

Ist  ein  a  großer  ab  n,  so  wird  —  0;  dagegen  darf  hier  »i  >  n  sein. 
Ferner  sei 

(4)  ^i)  -        . . .       ^  1  •  •  •  Cx+r-t  I 

eine  Detonninante  der  c,  deien  h-U  Zei\»  ans  der  hingMchrielmnen 
dadurch  entsteht,  d&B  X^_^  ^  &  +  1  an  die  Stelle  toxi  X  tritt  Die 
BeOie  X^Xi . . .  A^_|  gilit  die  Indioes  der  Biagonalreilie  an;  sie  ist  stets 
absteigeiid  geordnet,  wahrend  die  Ordnung  der  «  beliebig  war.  Jedes 
0  ist  eine  ganze  homogene  sjmmetrische  Funktion  der  i  TOm  Oewidit 
^  +  *i  +  •  •  •  K-i "  1^   Wenn  ^  >     so  ist  (7(;a  ^  0. 

In  den  ein&chsten  FSOen  ist       die  Potenssnmme  s^;  » 
=  Z*^  »  0^;  Kfi»  ist  die  Potenz  emes  Polynoms.  CiM  yerdient  besondere 
Beachtimg.  Ich  setze 

(6)  Cir  -  C 

und  nenne  diese  c  Eulers  symmetrische  Elementar funläionen^),  weil  sie 
mit  Eulers  Identitäten  zusammenhängen.  Es  ist  (Beweis  s.  z.  B.  bei 
Baltzer): 


1)  Man  wizd  sie  gereobterweise  ntkch  Euler  und  nicht  nach.  Wro&ihi  be- 
nennen mUsiea,  was  auch  Herr  Tahlen  mir  brieflieh  ngibt  Sie  sind  ron 

Wxonski,  Jacobi,  Nsegelsbach  u.  a.  unterflucht  worden.  Bei  mir  spielen  jene 
C  erst  J.  1S2  eine  wesentli 'he  Rolle.  Das  Charakteristieche  meiner  Arbeiten, 
J.  Hl,  82,  93,  die  Einfüliriinf;  der  allgemeinen  Determinantfin  T,  woraus  dann 
die  Vereiafacbung,  zugleich  die  V  erallgemeinerung  des  Problems  und  die  leichte  Be- 
rechnung der  ZahlMi&ktorten  fblgfc»  ist  in  der  En^U.  nkM  herrorgehobm.  Auch 
Qordan  und  Saalschütz  a.  m,  0.  haben,  wie  es  scheint,  es  ftbeisehen. 
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Während       die  Summe  der  Kombinationen  r-ter  Klasse  von  fj,  .  .  . 
oÄnc  Wiederliolnns;  darstellt,  ist      die  Summe  der  Kombinationen  mit 
Wiederholung.   Ea  ist     —  1,  C-*—  0  zu  setzen,  c,+4  aber  nicht  —  0. 
Nun  setze  icb: 

Ae«  Aal 

und  bilde  in  Übeieiiurtinunung  mit  (2),  (3),  (4): 

(9)  ©(1)=  I  c^c^+i  •  ••Ca+,_,  1  . 

Die  Fonaen  %f  St,  (£  sind  sjmmetrisehe  ganze  und  Homogene  Fank- 
tionen  von  t^, , .  .t^,  weil  sie  ganze  Funktionen  der  c,  in  allen.  Gliadein 
Ton  gleichem  Gewicht^  sind,  und  sie  bild^  mit  T,  K,  C  zusammen  ein 
geschlossenes  System  solcher  Fimktionen,  indem  816  in  den  Grenzfällen 
gegenseitig  ineinander  übergehen.  Entwickelt  man  namlifth  C^r  nach 
den  Elementen  der  ersten  ZeUe,  so  folgt: 

(10)  c,™    .  c,_,  +  c,  ■  c,_, . . .  (-  ly .    -  0. 

Diege  Trlt k  hung  hat  r  -f  1  Glieder,  solange  r  <  n,  dann  immer  n  -f  1 
*    Glieder,  weil  f  „  +  ^  «=  0  ist.  Die  ersten  n  Gleichungen  (10)  bleiben  un- 
verändert, wenn  man  jedes  e^^  mit     Tertaoscht.     Daher  ist 

(U)  V-e, 

zunächst  richtig  für  r  <  >i:  es  bleibt  aber  anch  richtig  für  /  >  n,  weil 
dann  in  der  Determinante  jedes  Element  der  letzten.  Spalte  =  U  gemacht 
werden  kann  durch  Anwendung  von  (10).  Xoch  ein  merkwürtiiger 
Zusammenhang  zwischen  F  und  ^  folgt  aus  (10).  Werden  die  Potenz- 
summeu  der  t  mit  ^  bezeichnet,  wie  die  der  t  mit  s,  so  ist:^) 

(12)  »^«(-l)'^-^.«,  für  r-1,  2,...«. 

1)  J,  188,  S.  166:  Bei  hinreichend  kleinem  sc  ist 

Schafft  man  das  zweite  GUt^d  recht«  nach  der  Linken  Seite,  dijOTerentiiert  dann 
logarithmisch,  entwickelt  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  x  and  Tergleicht  die 
Koeffizienten  Toa     lo  ei^bt  sich  (Ii). 
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Wir  stellen  ntm  die  Forderung  auf:  Irgmäeme  der  FmäiiitMm  T, 
'%ft,%mMäk  Aggregat  vm  FwnHcHonmf  äk  euter  der  miäent  5  Formen 
ongMren,  ausgeibrüdBt  werde».  Daa  Problem  enÜiSIt  90  veiechiedene 
Aii%ab«n,  Ton  denen  die  Aufgabe  {T,  K),  d.  b.  ein  T  doroh  die  K 
anesudrAcken,  am  hSnfigsien  bebandelt  woiden  ist  Jedee  Glied  eines 
soldien  Ansdmdn  miiB  mit  der  xa  entwidcelndem  Funktion  in  der 
Dimension  fibereinstimmeii;  andemfiillB  würde  ein  Widanpmch  «nt- 
steben^  wenn  z,  B.  die  Maßgahlen  von  Strecken  bedeuten 

wfirden.  Nor  auf  die  Bestimmung  der  Zalü^f^dctwen  kommt  es  an, 
und  man  daif  z.  B.  seteen: 


wo  die  Sumiueii  über  alle  Indexreiheu  [ccj  zu  eratreckeii  sind,  weicbe 
mit  (A)  gleiches  Gewicht  haben,  d.  h.  über  alle  verschiedenen  Zer- 
legungen der  Zahl  ft  in  Summanden.  Es  wären  dann  noch  die  Zahlen 
T  und  X  als  Funktionen  der  Indexreihen  (A)  und  (&)  zu  bestimmen. 

Hier  muß  der  wichtige  Bogriff  l'mjugierter  Zahlenreihen  hervor- 
gehoben werden.  Nach  Cayley  erhält  man  zu  der  Reihe  (ä)^^^, /.j,--- 
die  zugeordnete  (//)  =  Ao,  A'i,  •  •  •  A^,_j  «  l  ^--«i  2^»-'^. . .  r*r-i^  die 
Zahlen  enthält,  indem  man  A^,  Aj,  •  •  •  in  Sumniaiidt  n  l  aullöst,  diese 
gleichmäßig  untereinander  schreibt  und  spaltenweise  addiert.    Ans  (A) 
entsteht  in  gleicher  Art  (A).  Auch  der  folgende  Satz  verdient  Beachtung: 

(13)  „Wählt  man  aus  der  Reihe  natürlicher  Zahlen  0,  1,  2   •  ■  m  irgend 
welche  a^,  a^,  -    •  f<r-i  noch  die  Zuiüen  ß^,  ^, ,  •  •  •  ß^^f. 

übrig  bleiben,  'beide  Reihen  in  aulsleigetider  Ordnung,  so  sind  «0, 
«1  ~  1 ,  «8  —  2,  •  •  •  1  —  ^  -f  1  imd  r  —  ß^,  r  +  1  —  ß^,  •  • 
nt  —  ß,„_^  konjugierte  Zalüenreihen." 

In  der  Tat:  Man  wähle  aus  0,  1,  2.  ...  ni  die  Zahlen  A^_j-1-1^ 

•  •  •  Aß -|- r  —  1 .  so  liefert  die  erste  Operation  die  Reihe  A^_i,  A^^j, 

•  •  •  A^,;  die  tmdere  aber  ergibt  die  konjugierte  i-^r-i(r—  iVv-s-'^r^i, . . . 
1*0-^,^  diese  absteig^d,  jene  aufsteigend.  Aucb  wenn  man  die  Zahlen 
0,  Ao-Aj4-l,  Ao-A,-f-2,  . . .  A«  -  A^_, -|- r  ~  1 .  X,  +  r,  A^ -f- r 1 
.  .  .  m  in  die  zweite  Reihe  stellt,  sie  also  von  Aq,  Aq  -|-  1, .  . .  wi  abzieh ty 
die  anderen  Zahlen  aus  0,  1 ,  2  .  .  ni  (biyetTt  n  nni  <>.  1^  2,  .  .  .  A^  —  1 
vernun  lert,  erhlüt  man  dieselben  zugeordneten  Reihen,  nur  in  um- 
gekelurter  Jb'oige  der  Zahlen.^) 

1)  Man  kann  daher  aus  einer  gegebenen  Reibe  (l)  auf  Grund  toh  (18)  die 
konjugierte  Reihe  (X*)  auf  sweifache  Art  ableiten.  Statt  vieler  Worte  ein  Beispiel: 


X«faln  und  Fotmeln  fttr  ^jmmttnsche  Fonktioiica.  48S 

Noch  eine  Bemerkung:  Geht  man  von  ^  aus,  so  gelaugt  man 
durch  (10)  zu  F  ebenso  wie  vorher  von  F  zu  jj.  Man  bilde  Deter- 
minauteu  Ci^^  aus  den  c,  die  von  (^^^  nnr  darin  sich  unterscheideD^ 
daß  0  an  die  Stelle  jedes  c.^.^^  tritt.    Setzt  man 

SO  stimmt      für  r  <  »  mit       überein;  dagegen  wird      nicht  0  für 
r  >  n,  sondern  ist  nach  (14)  auszuwerten.    Mit        wird  eine  Deter- 
minante bezeichnet,  die  aus  den      ebenso  sich  zusammensetzt,  wie 
aus  den  c^.    Die  Größen  r    j,  c^+j. .  -  k-rum  man  auch  direkt  durch 
die  c  ausdrücken  mit  Hilfe  der  Gleichungen 

(15)  —  0;  Q,,«  —  0;  C,,,««  —  0;  u.  8. 

die  durch  (10)  zu  beweisen  sind.  Wegen  der  vollen  Gleichartigkeit 
beider  Wege  muß  irgendeine  symmetrische  Funktion  der  t  genau  ebenso 
durch  die  C\^)  sich  ausdrücken,  wie  die  gleichgebaute  Funktion  der  t 
durch  die  (5^). 

Die  Lösungszahlen  unseres  Problems  können  in  Tafeln  zusammen- 
gestellt werden,  von  denen  diejenige  vom  Gewicht  IX  hier  beigefügt 
ist.^)  Für  ihre  Emnchtung  und  ihren  Gebrauch  ist  das  Notwendigste 
hinter  der  Tafel  auf  S.  436  vermerkt j  die  Beweise  und  allgemeinen 
Formeln  folgen. 

*)  8,  8,  6,    7,    8,  10. 

0,  1,%  4,  ftj  6,  T,  a,  9,  10,  11,  1«,  l«,  14,  Ift 
8,  4.  «.  10,  1«,  15;   0,  1,  8,       6,   7,   0,  11,  18,  14 

0,6,8,4,  4,   4,   8,   %   1,  l<B6*4«8Sl*iB(r> 

b)                  0,  1,  2,  8,  4,  6,    6,   7,   8.    9,    10,  11,  12,  18,  U,  16 

10,    8,    7,    6,  8,    8  =  (X) 

1,  2,  4,  6,  8,  9,  10,  13,  14,  16;     0,    3,    ö,    7,  11,  12 
1,  1,  2,  3,  4,  4,    4,~  6,  ~6,    6  =  {X') 

Weiter  sei  bemerkt:  Vertauscht  man  bei  a)  oder  b)  die  beiden  Zahlgruppen, 
welche  die  volle  Zableo reihe  zueammenBetzen,  so  kommt  man  in  dem  Beispiel  beide 
Mftle  m  d«i  Reihen  7',  4,  8,  S  imd  6*,  4,  8,  2',  aUgemem  aber  m  dea  Baihes 

i^—lr.if  ^— *r-t»  •  - '  *i  ond  3lo— *  •  •  K—^t  die  ihxwMita  wieder 
kongugiert  sind.  Man  kounti'  sie  die  ersten  ftbgeleilelen  Bethen  nennen  und 
weitere  Schlüsec  daran  knüpfen,  die  hier  übergangen  •«'Crdcn. 

V:  Den  Tjrpus  solcher  Tafeln  s.  .T.  1S2,  S.  jfiH,  Für  I  bis  VIII  I  on  die 
Tal'elu  J.  Qä,  S.  118,  119,  120;  nur  ist  bei  jeder  Spalte  oben  unten  X  hiuzu- 
mfltgien.  0ie  voUittndigen  Tafeln  vom  Gewidit  I  bia  XI,  fBr  die  hier  der  Baum 
Hiebt  nur  YerfOgimg  stand,  werden  Ostern  1808  im  Programm  des  luterbnrger 
Gymnasinmi  ericheinen. 
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Einrichtung  und  Gebrauch  der  Tai'eL 

Die  Indioes  desr  einzelnen  Reihe  sind  bei  C  abateigend,  bei  den 
endem  Funktionen  aafetoigend  geordnet;  doch  kk  ktiteres  nnwesentlich. 
Die  Indexreihen  stehen  links  in  natfirlioher  Fo^;  d.  h.  yon  zwei 
Reihen  wird  diejenige  vor  die  andere  gestellt^  bei  welcher  an  früherer 
Stelle  ein  höherer  Index  sich  findet.  Rechts  und  linki  auf  derselben 
Zeile  sind  die  Reiben  konjugiert.  In  den  Spelten  oben  und  unten 
folgen  die  Reihen  yon  Unks  nadi  rechts  ebenso  aufeinander,  wie  aof 
der  rechten  Seite  der  Zeilen  von  oben  nach  unten.  B«i  dieser 
zweiten  Ordnung  der  Reiben  steht  also  die  Reihe  mit  einer  größeren 
Anzahl  der  Indices  TOFttn  und  anter  denen  mit  gleicher  Zahl  der 
Indices  diqenige,  bei  weleher  ein  niedrigerer  Index  weniger  oft  Tor- 
kommt. 

Links  von  der  ausgezeiohneten  Hauptdiagonale  stehen  nur  Zahlen 
reehts  nur  Zahlen  x.    Alle  t  rechts  und  alle  x  links  von  der  Haupt- 
diagonale sind  —  0.  Jede  1  der  Hanptdiagonale  ist  sowohl  eine  Zahl  t 
als  aueh  eine  Zshl  x;  es  ist      —  x^ij*-*  1>   Von  den  Bezeichnungen 

der  Zdlen  und  Spalten  ^hörm  immer  zusammen:  Unke  und  o&e»;  reeftte 
und  unie».  » 

Ans  der  Tafel  smd  die  Besiekungen  der  C  zu  den  T,  K,  %,  ^ 
direkt  abzulesen.  Bei  T  oder  K  ist  in  der  betreffenden  Zeile  oder 
Spalte  Ton  der  1  der  Hanptdiagonale  natk  der  geswiMm  FunAitöm  hm 
zu  gehen;  bei  St  oder  %  ist  die  entgegengesdtte  Richtung  zu  wählen.  Z.B.: 

"  ^i*,s+  ^i\f»  +  '        +  28  Jjt—  JCjt,  —  K^j  —  K^  f^  +  JS^; 

Ist  ^  >  w,  so  ist  in  den  Gleichungen,  die  T  oder  A'  enthalten^ 
nichts  zu  ändern;  bei  denen  aber,  in  denen  %  oder  Ä  steht,  ist  jedes 
Qi)  durch  Ci^i)  zu  ersetzen. 

Weil  =  und  =  C'ia)  (s.  S.  437),  enthalten  die  Tafeln 
auch  die  Beziehungen  der  ©  zu  den  %,  T,  K,  sowie  die  der  C  und 
(f  untereinander.  Für  die  übrigen  12  Aufgaben  sind  die  Lösungszahleu 
aus  den  Zahlen  der  Tafeln  durch  Zusammenstellungen  einfachster  Art 
zu  erhalten.    Vgl.  S.  439. 
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3.  BetUktmgm  gwiscken  Ddemmanie»,  Vereh^adiunff  des  Fnitllems. 
Es  ist: 

(16)  —  Cd')  und  = 

(17a)  ^  —  ^±*V*- •  •  "  ^•-A.-+i-Ä."+«-^t.'  •  •» 

(17b)  ^  —  ft^„j-,+i,e,^_,-|,+«,  . . .  «j-l,«^* 

wob«!  0^,  a^,   •  •  Un-i  und  /^^^  .  .  Kw«i  av&ieigiud  geordnete 

ZihlMiraihen  sind,  die  msammen  die  nfttttrliehe  Zahlenzeihe  0, 1, 2  •  •  _  j 
gerade  anefitUlen.  Ber  Beweie  für  (16)  iet  J.  132,  S.  161  f.  gegeben: 
dß)  wild  in  eine  Deteminante  Tom  Grade  +  r  Twwuidelt  und  dieee 
durch  Anwendung  von  (10)  in  das  F^iikt  zweier  Determinanten  zei> 
legt,  deren  dne  den  Wert  1  bat,  wihrend  die  aiidere,  vom  Grade  i^, 
niehts  anderes  ist  als  C^J|,y  Geht  man  Ton  ü^x,)  aus,  so  führt  derselbe 
Weg  auf  Die  Gleichung  (17a)  ist  J.  81  bewiesen^):  2>  wird  in 
eine  Determinante  Tom  Grade  ec„  _ ,  +  1  Terwandelt,  deren  h4e  Zeile 
lautet  1  fj[  "~ ^ ;  durcli  Anwendung  von  F{ti,;  ^  0  wird  sie  dann 

80  um<^ef()rmt ,  daß  sip  in  ein  PrMdnkt  zweier  Determmauten  zei-fjillt^ 
deren  eine  J  ist,  die  andere  aber  jenes  C.  Aus  (17  a)  folgt  (17  b)  dui'ch 
Anwendung  von  (13),*) 

Ztir  Umformung  von  T      .  .  .  y       büde  man  ^J,  T]  man  erkält 

Ol  n-l 

eine  Reihe  von  Determinanten  D,  von  denen  einige  TersehwindeD;  die 
andem  nach  (17  b)  oder  (17  a)  durch  "     -i  durch 

^.Cj  i  •  •  3       ZU  ersetzen  sin  d.    Das  Produkt  rtl'-- 1"''  -  T,.  v  orien- 

tiert  über  die  Anfangsglied^r  aller  entstehenden  Determinanten  I).  Un- 
schwer übersieht  man,  daß  u  statt  )i  gesetzt  werden  darf,  oline  der 
Allgemeinheit  Eintrag  zu  tun.    Daher  die  Regel'): 

(18)  „Zu  der  Reihe  0,  1,  2,  .  .  u  —  1  in  dieser  bestimmten  Folge  addiere 
man  die  durch  Nullen  vervoUstärnhirte  Reihe  (y)  in  allen  ver- 
schiedenen Folgen,  vemaehlässige  aber  jedes  Resultat,  das  irgend 
zwei  gleiche  Zahlen  enthält.  Bei  jeder  der  bleibenden  Summen 
stelle  man  fest,  ob  die  Anzahl  /  der  Inversionen  gerade  oder  un- 
gerade ist,  ordne  die  Reihe  wieder  aulsteigend  und  subtrahiere 

1)  Vgl.  noch  Bd.  «2,  S.  213  f. 

S)  Jacobi  hat  die  Formel  (I7b)  dmch  Entwiddnngikoeffisienteii  bewieien; 
Tgl.  Grelle  9S,  S.  S71. 

3)  Vgl.  J.  81  S.  284.   Der  Schluß  der  Regel  ist  dort  anders  gefonat;  doch 
ist  das  Ergebnis  dasselbe;  s.  oben  S.  488,  Anm.  oder  Sats  (18). 
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Oy  If  2, . .  fi  —  1.  Daa  Ergebnis  ii^  unter  Fortbuinuig  tob  i»  —  ft 
Nullen,  K^-if  K^-tt  •  •  •  ^>  ^ 

(3) 

wo  die  Summe  über  alle  so  erhaltenen  Reihen  (A')  •—  oder  (A)  — 
zu  erstrecken  ist." 

Die  durch  (18)  erhaltene  Summe  ^re  nodn  durch  Zusammen- 
ziehen  der  C  (oder  (S)  mit  gleichen  Indexreihen  zn  Terein£ftchen.  Hier 
bemerkt  man^):  So  oft  die  hesHmmte  Zahlengrappe 

(a)  0,l,...j»-ri  — 1,  l^i.i  +  i*— r„  ^_,  +  ^t-ri  +  l,  ...a^-f-^-l 

m  irgendeiner  Folge  durch  Addition  der  beliebig  geordneten  j^-Üeihe  zu 

(b)  0,  1,  2,  ...  ^i-l 

in  dieser  feiien  Folge  entaieben  kann,  ebenso  oft  kommt  das  hesHmmi» 
^(2)  ***  0^  ®(a')  ^  Entwicklang  Ton  T^^^  Tor  and  zwar  mit  dem 
Voneidien  +  — >  nachdem  die  Annhl  i  der  Inversionen  in 
der  entstandenen  (a)-Reihe  gerade  oder  ungerade  ist.  Genau  in  gleicher 
Art  kommt  aber  das  Produkt  K^^^  in  der  EntwieUung  TOn  C^i»^  vor» 
Schreibt  man  idbnlich  statt  Cq^  eine  Determinante  C  vom  prten  Chrade^ 
in  deren  Diagonalreihe  die  Indices  i^, . . .  Ar._i,  Of*-'*  stehen^  so  stellt 
die  Reihe  (a)  die  Indices  der  letzte  Spalte  in  dieser  Determinante 
Tor;  die  Umstellung  dieser  Zahlen  bedeutet  eine  Umstellung  der  Zeilen 
und  die  Venniuderung  um  die  Reihe  (b)  aeigt  die  Spalte  an,  ans  der 
jedes  Element  der  betreffenden  Zeile  zu  entnehmen  ist.  Somit  ist  x|^'> 
nicht  nur,  wie  in  (II)  (s.  oben  S.  432)  der  Zahlenfaktor  von  K^^^  in  der 
Entwicklung  Ton  C^^V  Bondem  auch  der  Faktor  Ton  C^j^  in  dem  Ans« 
druck  für  T^„y 

Entwickelt  man  nun  für  eine  bestimmte  Dimension  n  alle  T  nach 
den  C,  so  hat  man  ebensoviel  lineare  Gleichungen  als  Unbekannte  Cy 
namlieh  so  viele,  als  es  verschiedene  Zerlegungen  der  Zahl  fi  in  Sum- 
manden gibt.  Die  Auflösung  nach  den  C  muß  die  Formeln  (I)  liefern« 
Setzt  man  in  gleicher  Art  die  Elntwickinngen  der  C  nach  den  K  an, 
so  finden  sich  die  Faktoren  der  Unbekannten  K  in  der  A-ten  Zeile 
dieses  Systems  gmu  ebenso  in  der  A-ten  Spalte  des  znerst  aufgestellten. 
Also  muß  die  Auflösung  dieses  zweiten  Systems  nach  den  K  in  der- 
selben Beziehung  zu  den  Formeln  I  stehen.  D.  h.:  T(i\  ist  sowohl  der 
Faktor  von  T^^^  in  der  Entwicklung  von  6'^^»^,  als  auch  derjenige  von 
C(^^  in  dem  Ausdruck  für  K^^y    Weil  femer  $  und  %  zu  den     — , 

Ij  Vgl.  für  da»  Folgemle  J.  93,  S.  91  ff. 
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solange  n  nieht  Ueiner  ab  ist,  —  in  gleichem  AbbSngigkeitsTerliSItiiis 
stehen  müssen,  wie  K  und  T  au  den  C,  und  da  man  überdies  jedes 
CS^^^-j  durch  C^J^'^  ersetzen  kann,  so  ergeben  sieh  neben  (I)  und  (U)  noch 
folgende  Gleidiungen  (a.  J.  132): 

(lU)  c«=^«i^) •  ««i     au»;  s,.,-^'!?)' •  c«; 

(IV)  - ^.ii'i  •  a,.,  i    (I V«)  i,^  -  v^;  •  . 

Ist  w  <  ^i,  80  wird  mau  bei  III,  Illa,  IV,  IVa  C^^^  fflr  zu 
setzen  bnhon.  Von  den  30  Aufgaben  unseres  Problems  sind  zwei, 
welchr«  nach  dem  ZuRammenhang  zwischen  den  (■  und  S  fragen,  durch 
(U))  erledigt,  sechzehn  weitere  durch  (1)  bis  TlVa),  weil  man  in  dicsni 
noch  CT  ;  statt  C,;,  setzen  darf.  Die  übrigen  zwölf  folgen  durch 
Kombination  aus  (1)  bis  (TVa,).  Für  die  so  sehr  oft  behandelte  Aui^be 
(T,  K)  und  für  die  umgekehrte  {K,  T)  findet  man: 

(19)     ^.„.»^xiJV  (Jxffi-  if,,,)  =  V  [^^-J^yK^; 

Der  Symmetrieaatas  tou  Caylej  lenehtai  hier  namittelbar  ein: 
,,Der  Falctor  Ton  in  der  EntwieUnng  Ton  7^.)  stimmt  mit  dmi 
Ton  K^^^  in  T^^  fibwein;  ebenso  der  Faktor  TOn  im  Ausdniek  f&r 
K^^  mit  demjenigen  Ton  T^^^  in  JT^"  Doeh  ecscheini  er  mar  als  einer 
nnt«r  vietan  ibnliehen. 

Entwiekelt  man  C^l'^  nadi  den  jedea  T  dann  wieder  nadh  den 
C,  so  daß  identisch  0^^^  sieh  ergeben  mnß,  ao  erhSlt  man  em  für  die 
Tafelkontrolle  wichtiges  Gleidbiungssystem;  ein  aweites»  wenn  man  T^^ 
durch  die  C,  jedea  C  aber  durch  die  T  aasdrQckt,  ao  daß  T^^^  das 
Ergebnis  ist.   Sie  lauten: 

(21)  2^!^)-^>i-0,wenn(,)  +  (A')ist; 

(21a)  ^^^>  •      I  =0,  wenn  («)  +  (^)  ist; 

dazu,  weil      =  1  ist  (s.  S.  441): 

<21b)  yrf^"  eme  Zahl  |i  iat, 

^  ^^^^  1  =  0;  wenn  (l)  aua  mindeatena  iwd  Zahkn  besteht^ 
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die  Snmmeii  immer  in  gleichem  Sinne  wie  bei  (I)  und  (U),  —  Das 
Problem  ist  wescntlicli  yerein&cht;  es  wird  gelöst  etm,  wenn  6i  geimg^ 
4ie  Zahlen  %  und  x  in  bequemer  Weise  zu  bestimmen. 

3.  Die  Ziihlm  x.  Hier  sollen  die  Indioea  jeder  Böhei  nicht  nur 
bei  (X)  und  (X'),  sondern  aueh  in  («)  mid  («')  absteigend  geordnet  sein. 
Jedes  c  ist  linear  Uftr  jedes  i\  also  kann  T^^  in  der  Entwicklung  von 
0(2)  UV  dann  yorkommen,  wenn  «0  nicht  grSfier  als  r  ist;  weil  ferner 
Ci,  schon  Faktoren  entfailt,  darf  m  nicht  kleiner  als  sein.  Also 
Tersohwindst  jedes  vja/,  f&r  welches  oder  jl0>fii  ist*    Da  C 

homogen  in  den  t  ist,  so  folgt: 


(22) 


 J  !  


wobei,  wie  immer,  0! »  1  zü  setzen  ist.  Bei  der  Ausführung  der 
Differentiation  lieben  die  Zablenfaktoren  des  Neuners  sich  von  selbst 
fort.  Wird  eine  Spalte  oder  Zoile  nach  demselben  i  zweimal  differen- 
tiiert,  so  verschwindet  die  Determinante;  ebenso,  falls  spaUmweise 
difPerentiiert  wird,  dann,  wenn  eine  Spalte  eüuual  mehr  als  die  vorauf* 
gehende  Spalte  der  Differentiation  unterworfen  wird.  Beim  Nnlisetzen 
sämtlicher  t  wird  jede  Determinante,  deren  Diagonalreihe  nur  enthalt 
der  Einheit  gleich,  jede  andere  verschwindet^)   Daher  die  Regel: 

(23)  Jbi  der  Reihe  1^^  Xq  +  I»       X^-\-r—l  yennindere  man  die 

mten  «0  Zahlen  um  1,  in  der  neuen  Reihe  je  %  Zahlen,  dann 
wieder  je  Zahlen  um  eine  Einheit  u.  s.  f.;  dabei  unterdrücke 
man  aber  jede  Reihe  mit  zwei  gleichen  Zahlen.  So  oft  auf  diese 
Art  die  Reihe  0,  -f  1  —  Aj,  +  2  -  jl,,  . . .  +  r  -  1  - 
erhalten  werden  kann,  ebenso  viel  positive  Einheiten  hat  die 
Zahl  t(1J  « 

Hiernach  kann  jedes  t  unabhingig  von  allen  anderen  Zahlen 
berechnet  oder  geprüft  werden.  Um  tiefere  Einsicht  in  die  Natur  der 
Zahlen  x  zu  gewinnen,  wird  man  die  Aufgabe  zu  losen  haben*): 


1)  Näheres  J.  82,  8.  216 if.  la  mancher  Hinaieht  bequemer  als  (23)  wäre  die 
Regel:  „In  der  Reihe  ig,  i,,  ...  vermindere  man  je  Zahlen  lun  eine  Ein- 
heit, in  jeder  erhaltenen  Reihe  je  a,  Zahlen  \\m  einp  Einheit  u.  s.  f.  Dabei  unter- 
drücke man  jede«  Resultat,  iu  welchem  eine  Zahl  negativ  ist  oder  um  1  kleiner 
als  die  nftehstfolgeade.  So  oft  man  rnUieBlich  eine  ReUw  Ton  rNullon  erh&lt, 
ebeiMO  viel  poiitive  Einheiten  hat  die  Zahl  r["jV'  Doch  leUiefit  an  (SS)  bener 
die        wichtige  Aufgabe  ('23 a)  sich  la 

2)  Xi'}  T  S.  <j4ff.  Tn  der  Aufgabe  iat  dort  soltsamcm-t.nse  fuhjtudtn  Zeilen 
statt  voruufgchctukn  Zeilen  gedruckt.  Da  alle  weiteren  Darlegungen  zeigen,  was 
gemeint  ist,  habe  ich  Berichtigung  nie  erbeten. 
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^23a)  ein  System  von  r  Zeileu  mic!  7n  Spalten  sollen  fi  Einheiten 
und  rm  —  n  NuUeu  so  eingefügt  werden,  daß  die  Summen  in 
den  einzelnen  Zeilen  der  Reihe  nach  Xq,  2j,  ...  A^.^,  die  in  den 
Spalten  a^,  Oj,  . . .  «„,-1  betragen;  dabei  sollen  aber,  wenn  man 
eine  beliebige  Spaltenzahl  durch  einen  vertikalen  Strich  ab- 
schneidet, links  von  diesem  Strich  in  keiner  Zeile  mehr  Einheiten 
rieh  befinden  als  in  einer  der  Torauf^henden  Zeilen.  Wieviel 
verschiedene  Gruppierungen  sind  möglich?^ 

Man  findet  hier  leicht: 

Denn  in  der  eraton  Zeile  let  mit  1  m  beginnen,  die  enderm  l  —  .l  Ein' 
lieiten  kSnnen  beliebig  groppiert  werden;  die  folgenden  Zellen  mflssen 
eber  suniehet  mit  1^  0,  0,  . . dann  mit  0,  1,  0 . . .  new.  anfingen, 
bie  Jedesmal  die  Spaltmumme  «|,  ...  eneicbt  ist  Insbesondere 
ist  slso  t^^l,  ▼onint  Ton  neaem  sa  sehen  isk,  dafi  jedes  der 

Smnme  slmtlidier  T^^  gleidi  ist 

Die  allgemeine  LSsungsaahl  jener  Aufgabe  (23  a)  ist  nach  der 
Beieicbnung  von  J.  93: 

, .     /m  —  1     m,       m»   . . .  \ 

w     •s-U-i^-iA.-i.  ...J-i)- 

Vielfache  Beziehungen  dieser  Zahlen  zu  den  figurierten  werden  dort 
aalgedeckt.  Die  obere  Indexreihe  in  (25)  könnte  aneh  —  unter  Bildung 
der  SU  («)  konjugierten  Reihe  {a'^  —  geschrieben  werden:  oq—I  oq  — «i 
«1  —  c4  •  •  •  ~  (^'r-i'  Größer  als  r  kann  die  Anzahl  der  «a  (ebenso 
auch  die  der  iiij^)  nicht  sein,  weil  a^^r  ist;  doch  dürfen  die  letzten 
«4  (und  ebenso  einige  m  J  auch  NoUen  sein.  Es  muß      +  '»s  +  ' '  * 

—  m «4  und  l'i«i  +  2» »Wr— «4  + «1-1  «r-i—Ao+  ^ 

4"  •  "  =-  i»  sein.  Ist  m  (oder  «o)  <  A©,  so  verschwindet  r;  ist  m  Jtq, 
ao  kann  bei  (23  a)  die  erste  Zeile  fortgelassen,  die  Dimension  aof  fi~a4 
«miedrigt  und  statt  (26)  geschrieben  werden: 

(«i  —  1  «1  —  «4  • . .  — 
;it-i  ;i.-i      Ar-1-1  / 

Ist  auch  «I  =»  Aj,  so  tritt  weitere  V'ereinfachuni?  in  gleicher  Art 
■ein.    Stinmien  also  die  Reihen  («')  und  (A)  in  den  h  ersten  Zahlen 

überein,  ist  aber  a,,  <       so  ist  rj^j  =-  Oj  bei  voUetändiger  Gleichheit 

Ton  («')  und  (l)  ist  t)^l »  L   Ordnet  man,  wie  es  m  den  Tafd»  auf 

der  Unken  Seife  geschehen  ist,  die  Indexreihen  so  an,  daß  Ton  zwei 

JidUMbatloht  4.  DmlaelMn  lCfrihMB.pT«niiiiSaaff.  XTI.  Hall  7/S.  SD 
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Reihen  diejenige  vorangestpUt  wird,  bei  weither  an  früherer  Stelle  ein 

köherer  Index  ab  bei  der  andern  auftritt,  ao  wird  Terachwmdeiiy 

föbald  bai  diesar  Anordnung  hkiier  (X)  zu  stehen  kommi  Somit 
dind  in  den  Tafeln  alle  x  rechts  von  der  Hanptdiagonale  «-0,  in  der 
Hanptdiagonale  sind  sie  —  1  und  alle  links  sind  positiTe  Zahlen,  oder 
einzelne  Ton  ihnen  ■=  0.  Bemerkenswert  ist  die  Qleiehnng: 

••   -^r-l-l/     \»»-l-^r-l  »»-l-^r-J  »^-^-K-i 

Sie  dient^  falls  m  •  r  <  2f»  ist^  zur  Emiedrigong  der  Dimension.  End- 
lich ist  zn  beadlit«i|  daß  bei  (25)  der  letzte  untere  und  obere  bidex  - 
fortgelassen  werden  daif,  sobald  das  betreffende  it  —  1,  ako  der  untere 
Index  0  ist  Daher  kann  (26)  auf  Terschiedene  Art  in  eine  figurierte 
Zahl  flbeigehen  und  vide  Zahlen  t  sind  hiernach  ganz  mtthelos  zu 
bestimmen. 

Unter  den     kommen  für  den  Wert  von  (25)  wesentlich  nur  die> 
jenigen  in  Betracht  welche  größer  aHs  1  sind.  Ihre  Anädhi  sei  p.  Ffir 
die  nächstfolgenden  Überlegungen  ist  es  bequemer,  m+l  statt  m  und 
+ 1  statt  1^  zu  sefcsen,  so  daB  mi-^mf  +  '"m^^m-\-l  und 
+  2« «Ii +  •'•>*' m^"— iq  +  iliH  1^.1  +  r  —    ist  DieFonn 

ist  durch  (23&)  und  die  angeführten  Grenzbedingimgen  als  dne  gewisse 
Funktion  von  2p  Zahlen  m^,  . . .  und  Jl^»  it^,  . . .  hin- 
reichend definiert  FOr  sie  sind  nun  J.  93,  S.  99ff.  noch  mehrere 
wichtige  Eigenschaften  bewiesen.  Li  den  folgenden  Gleichungen  sei 
die  am  An&ng  stehende  Zahl  durch  Yergleich  der  Reihen  («')  und 
(A)  (s.  oben)  als  eine  richtige,  in  der  Tafel  der  betreffenden  Dimension 

links  Ton  der  Hauptdiagonale  stehende  Zahl  rj?.'  erkannt;  sie  sei  in  der 

Form  (25a)  soweit  vereinftcht,  daß  m  >     und  A^.^  ^  1  ist  Man  ha^: 

(m  jWj ...  m^A    /fn—l        ... **** *" 
X^Ai  •••  \Ajj— 1  Aj— 1 ...  A^^j— 1/   \Aq  A|  ...  A^^^  ^p—t  * 

falls  w,  4-  Wg  +  •  •  •  <  w;  isi  Uie  8unime  =  so  l'ällt  das  zweite 
Cihed  in  (27)  fort;  ist  sie  =- -|-  1,  so  ist  (27)  für  unsere  Aufgabe 
ohne  jede  Bedeutung,    iierrorzoheben  ist  der  besondere  i'  ali: 
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Er  führt  auch  fiit  =  m  +  1  und  A<j  =  w  zu  der  richtigen  Gleichung 
(^^      ^  (^j^  ^  ij  -\-  l^odi  kommen  die  hier  AufianchendeiL  Fragen 

für  unsere  Hauptan^be  nicht  in  Betracht.   Jb'erner,  falls  «»^  >  0: 

■  #  . 

\^        ...  JLp_i  y  ^  ^  . . .  / 

(28)  ,-1        .  , 

^^^/m  — 1  m,  — 1  »Wj  ...  •••  ♦'»p-iN 

wobei  in  jedem  Gliede  der  Smmne  ein  A  um  1  Tcormindert  wird.  Das 
erste  Glied  fallt  f«  rt,  wenn  p^r  ist.  Ist  aber  —  0,  so  ist  die  linke 
Seite  von  (28)  gleich  einer  Summe  Ton  (Po)  +  CPi)  +  (p»)  Gliedern  der- 
selben Art;  bei  allen  ist  die  obere  Indexreihe  m  —  1  —  1  . . .  _i ; 
die  untere  aber  ist  bei  dem  ersten  Gliede  dieselbe  wie  auf  der  linken 
Seite  der  Gleiehung;  bei  den  p  folgenden  Gliedern  ist  ^  et»  A  um  1 

▼ermindert^  bei  den  letstm  Gliedern  BUid  Je  Bwei  il  um  1  Ter^ 

mindert  Von  den  Sammanden  ISUt  der  erste  fort,  wenn  r—]^=  Ij 
die  +  1  ersten  Tersohwinden,  wenn  r  ~p  0  isi  Auch  ist  immer 
SU  beachten,  daß  jede  derartige  Zahl  ««rseftt^mdSef,  «Mä  em  imfarer 
Index  «m  1  lAemer  is§  als  der  tiädwfolgeiide.  Ebenso  lassen  weitere 
Oleidmngen  für  mi  —  0  und  0  sich  anfitellen.  Sie  aüe  lassen 
endlieh  sidi  Bosammenfiesen  in: 

/m7w,  ...  m^A/m  w,  ...  m^_^        +  l  »»^—1  %  +  i  •• 

...  Ay_j  /    \^  ^1  "' ^Q~i  •••  fp-i  / 

gl  /m  —  1   w4       ...  m^_i  m^-~  i  tn^+i  ...  \ 
^  *4Uo  -     ^  -  *i  Ä^-i  -  J' 

wo  die  Summe  alle  Glieder  entliSlty  für  welche  jedes      einen  der 
Werte  0  oder  1,  ihre  Summe    «  )&^+  ^  +  "  *  ^^-i  ^ber  stets  den  Wert 
1f  hai  Die  Formel.(28a)  gilt  fftrj»— l^p>lundiN^>l;  für 
tritt  dafür  (28)  ein. 

Eine  sehr  große  Ffille  Ton  gesetsonaBigen  Besiehungen  einfachster 
Art  zwischen  den  Zahlen  der  Tafeln  erkennt  man  auf  Grund  der  soeben 
angelllhrten  Gleichungen.  Z.B.: 

j,»'      /8  0  l  8  0\      /3  0  S  1  0\        2».3      -         ,  /oßN 

-  *5i.  +  »Ss  -  6  +  6  -  12,  ^L(27); 

tä'?i  1»  -  ti^;;,  i.  +  ^i^i^  +  tlZ    ^  87  H-  51  +  81  -  219 ,  vgl.  (28); 
»S;  JA  -  »Ü:?  +  TiVi.  +  »SJ.  -  79  +  40  +  19  -  138 ,  ygl  (28a). 

89* 


(28a) 
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Ebenso  werden  jene  Gleichungen  zur  HersieUang  Ton  Tafeln  höherer 
DimeDflion  oder  Ton  Teilen  solcher  Tafeln  in  numni|^hdister  Weise  zu 

Terwerien  sein. 

Durch  (27),  (28),  (28 a)  konnte  man  jede  Zahl  t  oder  (2öa)  auf 
swei  Grenzformen  snrfickftllttea^),  fOr  welche  diese  Gleichungen  gelten: 

/m   m  +  1   0    ...    0      \  A{m-^  1)1  ^ 

(30)  ^    •••  W 

wobei  der  Kürze  wegen 

ji  -  JJ(^»  -  *  -  +  0  >  •  #*<#?^-i 

d  —  t»  +  l  —  -i,  —   ~  A,_| 

gesetei  ist»  A  slso  auch  in  bekaimter  Art  als  Determinante  der  l^  —  h 
dargest^i  werden  kfinote.  Je  ein  Beispiel  za  (29)  und  (30): 

s«,5      /«   0   0\  2  8t  81  4!  . 

— Vi    1    1/ ""8!  t!  II  II«!  8!""*» 
1«       /lO    11    0\  _  11!  6 

^«•»"Vä     8    8/ ~  Ol  61  41  81  6.6. 8  °" 

Audi  die  allgemeine  Form  rj^j  ist  in  J.  93  als  analytische  Funktion 

der  Indices  dargestellt}  doch  ist  der  Ansdmck  recht  verwickelt.  Noch 
eine  Besonderheit  in  den  TaÜBln  der  t  fükte  ich  an.  Sie  tritt  in  den 
Tier  eisten  Spalten  der  Tafeln  bei  solchen  t  herror,  deren  untere  In- 
dexreihen  konjugiert  sind,  ist  ans  sahlreichen  Bei^ielen  in  den  Tafeln 
SU  erkennen,  auch  ohne  Schwierigkeit  allgemein  au  beweisen.  Seien 
a,  hy  c,  d  die  vier  ersten  Zahlen  t  einer  Zeile,  a',  b\  c\  d'  die  ent- 
sprechendm  t  in  der  angeordneten  Zeüe,  so  ist  a  «  a' »  6  +  und 
auBerdem  h  —  y  ^  e  —  e'  ^  d  —  d\  Andere  Besonderheiten  Uber- 
gehe  idi. 

4.  Die  Zähim  jc  Bendunmff  und  KonkoUe  dar  Ttfdn,  Auch 
bei  se^^l  will  ich  jetzt  oben,  ebenso  wie  unten,  die  Indices  absteigend 

ordnen.    Die  Z;ihl  muß  verschwinden,  wenn  m  >  r,  und  wenn 

KqK^q'j  in  beiden  Füllen  kann  K,,)  in  der  Entwicklung  von  nirfit 
vorkommen.  Ist  Aq,  so  dürfen  beide  Indices  fortgelassen  werdeti. 
Hieraus  folgt:  x|^j  =  1  und  x|"'  dann  =0,  wenn  bei  der  oben  (S.441 — 442) 
beschriebenen  Folge  der  Indexreihen  (A)  vor  («)  steht.  In  den  Tafeln 

1}  Nfthm  J.  88,  S.  losff. 
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hat  jedes  x  der  Haupt  diagonale  den  Wert  1,  jedes  x  Imka  von  der 
Haupt (liag'onale  (w  ;v  /  oder  (A)  vor  (a))  den  Wert  0.  Für  die  zeilen- 
weise auszuführende  Bereclmnng  der  x  gibt  uns  die  Entwicklung  von 
C(2)  nach  den  Elementen  der  ersten  »Spalte  ein  ausgezeichnetes  Mittel: 

Kommt  der  Inda  Ton  ei&om  dieMr  Faktoren  e  nnter  den  oberen  In- 
dioee  Ton  *  nicht  vor,  so  trägt  das  betreffende  0]ied  snm  Wert  yon  » 
nicbte  bei.   Ein  Beispiel: 

In  tiden  FBUen  laBt  n  a]i  Funktion  der  Indicee  sieh  Übernehlüdi  ans- 
drSeken.   Stfaen  wir 


80  iet: 


(88)C^..,..-.-(-lX-2(-l)-;r|^: 


-2)! 


— ,   ""^-iM»»!.-!  L«»a,l  i 

Die  Formel  (32)  ist  J.  98  S.  115  anf  doppelte  Art  bewieaen,  ana  ihr 
nnd  m  (31)  folgt  (33)  kidii  Sind  bei  C  drei  indieea  grftfier  als  1, 
80  Ahrt  die  EntirioUnng  naeh  (31)  anoh  som  Ziel;  jedoeb  ohne 
Sebifienc^t  nnr  dann,  wenn  il»^ili  +  l^^  +  2>4  ist  Jedes  K 
im  Werte  von  C  bat  dann  mindeatene  drei  Indioee  und  ala  Faktor  Ton 
JE(^  eraeheint  die  Zahl: 

Ist  Jt,  —  2,  8o  kSnnen  auch  K  mit  2  Indioes  Torkommen,  und  in  der 
loteten  Zeüe  der  Toratehenden  Determinante  ist  — (m  2)  atatt  m 
setcen.  Beseiehne  ich  diese  Determinante,  naduhm  tcfc  die  vorkMe 
SpaUe  mtr  leMm  addiert  habey  mit  ^,  femer  mit  g    6|  eine  ChrdBe,  die 

den  Wert  1  hat,  wenn  a     6  ist,  im  andern  Falle  den  Wert  0,  so  wird: 


(-1)- 


(m  — 8)! 


»2,         [»»a^  +  il-l 


4'^ 
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Npch  Terwickelter  weiden  die  weitem.  VSXLe,  wenn  4  oder  melir  In- 
dicee  grSSer  ale  1  sind;  immerhin  laflien  sie  aicli  in  der  hier  an- 
gedeuteten Art  erledigen,  Dnreh  (31)  oder  auch  doreli  Entwicklung 
Ton  C  naeli  Produkten  TOn  PartUddeterminaaten  kann  man  eokwierigere 
Fülle  auf  (32),  (33),  (34)  znirllckfillizen. 
Nach  (34)  iat  z.  B.: 

j    0  0  1 
3  1 

—  ö  2  6\ 

|1    1  1 

3   1   1  -1.8-S.l}--2aj 
3  3  3 


aJl.V*' 


4! 

aTsi 


5! 
81  8! 


-22} 


beides  leicht  auf  anderem  Wege  zu  bestätigen. 

Eine  bemerkenswerte'  Eigenschaft  der  x  soll  noch  bewiesen  werden. 
Ich  beoeiobne  mit  die  Summe  aUer  %  mü  einer  heUimmtm  mlteren 
IndexreihCy  wMe  oben  eine  Beihe  von  m  Indices  haben;  z.  B.: 

Daim  ist: 

/o?;.  \      t»"!      V«*"  *>•••*»»- 1 
(30}  X(i/=2i^x^l^...lr-l 


(-  1>"-V"+' 


Vi»  -  l/'c 


^oder  nttr    >  1;^ 
-»  0,   wenn  außer  jlg  aQ<^  1|  >  1  iai 


Der  Beweis  läßt  Bich,  im  Anschluß  an  den  Bau  der  Tafel,  auf  Grrund 
von  (21)  und  (24)  führen.     Kurzer  ist  der  folgende.    Die  Zahlen  x 
und  T  sind  von  dem   ]\'rrt  der  i  oder  r  ganz  unabhängig,  ebenso  von 
dein  Wert  von  w.    Man  wähle  nun  die  Funktion  F  so,  daß     ,  f^,  .  .  . 
alle  denselben  Wert  c  haben.    Dann  wird  für  diesen  besonderen  FaU 


identisch  für  jr'(]en  t  voii  r.  Ist  nun  sowohl  Xq  als  auoh  Aj  größer 
alä  1,  so  stimmen  die  beiden  ersten  Zeilen  von  (-q)  genau  überem,  da 

doch  -\-  r  —  l  <i  fi  sein  muß;  also  ist  C?)  =  0  und  jedes  >f(;)  =  0. 
Ist  dagegen  7iur  1,  so  ist  leicht  durch  Umformung  der  Determi- 
nante C^^i'""*  zu  erkennen,  daß  dieses  T'^-,  =  c  -  {c  —  1  )''-^  ist.  Nun  ist 
r  ^  1  =  a  —  A.  f^utwickelt  man  (c  —  1)"~*  nach  dem  binomischen 
Satz  und  vergleicht  in  den  beiilen  Werten  von  C^;)  die  Koeffizienten, 
so  leuchtet  auch  der  erste  Teil  des  Satzes  (35)  ein.  Ebenso  ist  es 
für  Ao  »  1. 
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HenteUnag  imd  Eontrolle  der  TalBln  find  nun  leidit  m  übeneihen. 
Naeh  riehtig^  Anoidunug  der  Indezreihen  in  Zeilen  und  Spalten  (j^ 
8.  486)  wii^  man  die  f  naoh  (24),  (26),  (27),  (28),  die  «  nadi 
(81)  teedmen^),  gelegentlieli  auch  die  t  naoh  (28),  (29),  (30),  die  « 
nach  (82),  (88),  (84)  prfifen.  Die  TOrzfi^diete  und  unbedingt  sichere 
NaehprOfting  der  fertig  Talal  bieten  dann  die  ^Aae  (85),  (21b),  (21)  und 
(21a),  TOn  denen  die  beiden  letateren  bo  aosgeBprocfaen  werden  kdnnen: 
Sondert  man  aas  der  Tafel  irgend  ein  Zahlenqnadrat  aus,  in  welehem 
«in  Teil  der  Hauptdiagonale  die  Diagonale  ist,  so  ist  immer,  falls  0^, 
4X^,  . . .  a,^  die  Zahlen  einer  horizontalen  oder  vertikalen  Beihe  von 
jEUndfeldem  dieses  Quadrate  sind,  \f  ^, . . .  6«  aber  die  entsprechenden 
der  parallelen  Reihe  von  Bandfeldern:  •  i>j  +  •  +  •  •  •  «r^  "  =  ^• 
Man  Icann  jeden  helMngen  Teil  der  Tafel,  jede  ehiedne  Zahl  mit  Leichtig- 
Jceit  nadiprüfen  oder  ffesandert  von  allen  andern  Zahlen  berei^tnen,  Duroh 
-die  Formeln  wird  man  frei  Ton  den  Tafeln. 

5.  jUwehämtgaL  A)  Es  sei  ^  Summe  aller  T^^^,  deren  ]bideah 
relke  (vom  GewU34  p)  q  Inäiees  enßiäli.  Ans  (la)  und  (85)  folgk: 

(36)  Ci,.''-»- 

Hier  fSUt  au^  daß  iler  FUctor  des  einaelnen  C  yojl  der  Dimension 
der  Funktion  unabhängig  wird.  Entwiekelt  man  jede  Determinante 
in  (36)  nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile,  so  kann  man  nach  (5) 
auch  sebreiben: 

«>'-^.(-i/('*I"')  (•,..■■,-,-.— „...■'i-^~(-i)-^-<H 

-i(-)-...w.((v>(;)H'J>-r!"')l' 

also: 
(36a) 

Man  könnte  Jies  auch  als  Determinante  darstellen.  Ist  p  =  1,  so 
wird       die  Potenzsumme      (oder  T^.   Jede  der  Formeln  (36)  ßlhrt 

1)  Bei  XI  s.  B.  sind  ohne  die  DiagonalziUüen  519  Ton  1540  Zahlen  t  nach 
(S4)  und  (S6)  sn  finden.  Man  fülle  dann  die  Spalten,  bei  denen  m,  0  ist,  etwa 
nach  (28a),  endlich  die  Zeilen  nach  (28)  durch  Addition  weniger  Zahlen  der  Vor- 
dimension.  Die  x  werden  zeilenweise,  von  unten  beginnend,  becechnet.  In  der 
Uaupteacbe  ist  alles  Kopfirechnong. 
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448  C. 
anf  bekannte  Foxmeln  der  Potenmunmen.^)   Benutz  man  s.  B.  bei 

(36ft)  die  Formel  (32)  für  1  —  1  (wobei  ^»  c«  —  1  zu  setzen  ist),  bo 
wird: 

_(-l)>i.^(_l)«C-  ')'''»■  +  '-'"'  +_■•  ü:iiii.ef.^...e;». 


-(-i'-.M-2'(-i)--T--7'-'-,-«i"'-<f-«r'. 

I 

die  bekannte  Formel  Girarde  (Ens.  I  a  451).   DaB  in  iOmlieher  Art 

und  5^  doreh  die  c  nch  anadrficken  laasen,  wie  bier  durch  die 
aei  beiUlnfig  bemerkt. 

Aus  (36a)  folgt  weiter: 

Die  eingeklammerte  Summe  veischwindet  infolge  Ton  (10),  es  aei 

denn,  daß  i=>  yk  —  g  iet}  d.  h.  die  reciite  Seite  ist  —  (—  •  •  c^. 
Man  hat  also: 

(37)  d^'-c^'4l,-^c^'$^lr'\-lY-^-c^^^^^^^ 

Zu  be^ichten  ist,  daß  4'  *  ist,  daß  s^^''  verschwindet,  falls  <  ^ 
wird,  außerdem,  daß  r  -  0  ist,  falls  ^>  tu  Im  Falle  p  =«  1  werden 
aus  (37)  Newtons  Identitäten, 

Noch  eine  Probe  für  die  Richtigkeit  von  (37).  So  lange  ft  den 
Wert  n  nicht  überschreitet,  darf  man  unbedingt  die  t  mit  den  t  und 
gleichzeitig  die  c  mit  den  c  Tertaiischen ;  vgL  (1)  und  (6).  Ist  also 
it^  dieselbe  Fonktion  der  t,  wie  s^^  fär  die     so  hat  man: 

(37a)  if-^^'fk'ilt-^it^it-r^-lY'^'ti^^^^ 


1)  Die  Determinantenfotm  z.  B.  folgt  für  ^  —  1  aus  MewtonB  ideaiitäten, 
sie  rowoU  als  (36)  auch  leicht  au«  (18).   Vgl  J.  81,  3.  889. 


Digitized  by  Google 


Tafeln  und  Formeln  I3r  symmetziscbe  Fanktionen. 


449 


Hienras  ftr^-i  1  mit  Bflckricbt  mif  (12): 

d.  i.  die  Formel  von  i'rücclii  (Enz.  I  S,  46nY 

IV  Jede  Zahl  der  anderweit  veröireutlichteii  Tafeln  zur  Losimp  der 
Aufgaben  (JT,  K)  oder  (JT,  T)  kann  mau  auf  Grund  von  (19)  und  (2l)) 
leicht  prüfen.  Z.  B.  fand  ich  bei  Fad  di  Bruno  Einleitting  in  die 
The&rie  der  binären  Formen  (Tbn  1881)  in  den  Tafeln  der  8.,  9.,  10. 
Dimension  7  Verstöße  gegen  das  Syrani*^tTieges(  tz,  die  ich  leicht  be- 
richtigen konnte.  Eines  dieser  Beispiele  lautet:  Hat  der  Faktor  von 
K^  ^  in  T,>  1«  und  der  von  iL^^^«  in  T^^^  den  Wert  2  oder  6?  Man  hat 

•  at(i'')^*  zu  bereebnen.  Von  den  Jndexreihen,  die  bei  der  An- 
ordnung unserer  Tafel  auf  der  linken  Seite  hinter  6,4  stehen,  hat  man 
nur  die  zu  berücksichtigen,  die  mit  6  anlangen  (bei  den  andern  hatte 
(A')  weniger  Indices  als  3',  1*),  unter  ihnen  aber  nur  solche,  die  nicht 
mehr  als  3  Zahlen  enthalten  (sonst  wäre  der  höchste  Index  in  (A  ) 
größer  als  3).    Also  ist  der  Faktor: 

Äbnlieh  in  allen  aiicleim  Fillen. 

C)  Ans  der  eclioiien  Arbeit  von  Gordan  Ma&t.  Ann,  52  greife 
icb  zwei  Beispiele  benn^  nm  xa.  wagen,  da0  die  ZaUen  t  und  «t  ancb 
bei  andern  ab  jenen  30  Aufgaben  gute  Verwaidang  Ünden  kdnnen. 
Für  die  DialErinunante  ^  Ton  F(t)  findet  man: 

wo  die  Summe  fOae  zwiaeben  0  und  n-^l  alk  Reiben  (a)  sn  be- 
rficksiebt%en  bat,  deren  Gewicht  ^n{n—  1)  ist  Die  Besduriakong 
fttr  das  einselne  a^,  hdcbstens  den  Wert  n  —  1  ansimehmen,  darf  man 
fallen  lassen^  weil  fBr  ^  m  das  betreffiende  Glied  ein  e  mit  negatiTsm 
Index  als  Faktor  erbalten,  also  Ton  selbst  Tsnebwinden  würde.  Man 
bat  also: 

(38)      A  1)-'"  •  («.  +  1)  ■  •  •  («.- .  +  1)  •  {^41  ■  4\) 

wo  nllc  Reihen  («)  vom  '^T^'wicht  <  n{n  —  1)  in  der  Summe  zu  bilden 
sind,  daneben  aber  auch  alle  Reihen  und  alle  Keihen  (A),  die  im 
Gewicht  mit  dem  jedesmaligen  (a)  übereinstimmen. 
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450       C.  Kotnu:  Talafai  und  Fonadii  fSk  qanmetdfchtt  FiwkÜoii«ii. 
Ferner  sei: 

1  h^O  > 

Die  Uesoltante  (Rlimimuite)  Ton        und  0(<)  ist  dami: 

-    (0  . . .    itj  -  JJ    _  c^ti-^  -h  •  •  •  C- 1)"*;;) 

wo  olfe  («)  Tom  Gewieht  ^nv  m  Terwenden  sind.  Also: 

(»»)  ü -^(- 1)-'-*- .     41  •  «Ä)  -  c;-^ . .. «;_^_^ .  Äj^ft ... , 

wobei  neben  den  («)  alle  (/I)  nnd  alle  ron  gleiehem  Gewicht  wie 
das  beireffende  («)  in  der  Summe  Torkommen.  Jedes  e'  mit  negatiTem 
Index  Terschwindet 

Die  Formehi  (88)  und  (39)  dürfton  ebenso  rerwendber  sein,  wie 
die  Foimeln  für  A  nnd  J2  anf  S.  608  der  Maffi.  Jnn,  Bd.  5^. 

Insterbnrg,  den  28.  Juni  1907. 


Sprecliflaal 

für  die  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften. 

[Nach  Yereiubaraog  zwuchen  den  Kedaktionen  des  Archivs  der  Mathematik  und 
Fhjäik  und  dei  Jahzwbwielits  der  Dentochen  MRth«mBtiker-T«reiuiguQg,  sowi» 
der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner  in  Leipslg  irird  der  Sprechaaal  für  die 
Enzyklopädie  der  mathematiachon  "Wissenschaften  von  jetzt  ab  an  dieser  Stelle 
zur  Veröffentlichung  gelangen.  Einsendungen  für  den  Sprechaaal  sind 
»aaaohliefllieh  sa  rioliteii  an  Herrn  Prof.  Dr.  Frans  Mejer,  KOniga- 
berg  i.  Fr.,  VillenlEoloiiie  Maraunenbof,  Hersog  Albraohttallee  ST.] 

In  der  EnzyklopSdi»  1  8.  469,  Art  I  B  36  Vablen,  SaiUmäU  JM- 
Honen  der  Wuredn  ete^  findet  man  folgende  Formeln  Ton  P.  A.  Mac  Mahon: 

m     (-  ly  »t"." =(',)••'•».+ G)  ».-.+•••! 

(lu)       + „.,i'i._, +  +  ...  +  (-iy,,^..(!+^_o. 

Im  Jouru.  f.  Math.  Bd.  132  S.  166  habe  ich  bemerkt,  daß  (II)  unrichtig 
ist    DaA  auch  bei  (III)  das  Vorseioben  des  letsten  Gliedes  nicht  stiinmt. 
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ließ  icli  finrt  unerwähnt.  Aus  (T)  ersieht  man,  daß  8  eine  Potenzsumme 
wird,  wenn  der  obere  Index  1  ist.  Für  diesen  besonderen  Fall  sind  ^il) 
und  (m)  nielit  richtig,  also  mflasea  si«  IlberliAnpt  li»U«rliaft  aeio.^)  Die 
Verbesserung  ersieht  man  aus  den  Formeln  (36  a)  imd  (37)  S.  447  und  448 
dieses  Hefts.  Zum  Vergleich  mit  den  Bezeichnungen  jener  Arbeit  ist  zn  beachten, 

daß      =  (—!)*•      und      =»  t;.  ist,  femer  s)^^^  —         Jene  Formeln 

{II)  nnd  (UI)  lauten  also  rwhtig: 

(lu)  (-  ly     -  Q «, +  (•■  t ')  «.^.      +  •  •  ■  f + *)  a,^, ; 

(Uli)      .  +  +  <^,«^_.  +  ...«. . +  (-  1)'^ ' .  '^^j- a,^,  -  0. 

Insterboi^.  Kostka. 


Mitteilungen  und  Nacliriehten. 

<3e^giiete  IKtteilungeik  wird  der  Herausgeber  stets  mit  grUttesoi  Danke  eatgt^n- 

nehmen. 

t  AkadonioiL  CtoBollioliafteii.  Tereinigungen.  VoMaiunliuigeiL 

Deutsche  Mathematiker- Vereinigung. 

Auf  (Irund  der  goschehfru^n  Anmeldungen  und  des  allgemeinen  Pro- 
gramms der  Naturforscherversamuiiuug  biiugen  wir  folgende  Tagesordnung 
ftr  unsere  benrige  Jabresrersunmlimg  in  VotsgM^. 

Somüay,  den  15.  Sepitmher  iiudet  abeudä  8  Ulu*  Begrüßung  in  der 
Ansstellnngshalle  statt. 

Montag,  den  16.  September  vormiitags  9^^  Uhr  beginnt  die  erst«  aU- 
■gemeine  Versammlung  in  der  Ansstellnngshalle,  in  weleher  u.  a.  Outsmer* 
Halle  und  Klein-GSttiugen  den  Bericht  der  Unterricbtskommission  der 
Oesellschafk  Deutscher  Naturforscber  nnd  Ärzte  erstatten. 

Nachmittags  3  Vhr  findet  die  Konstituierung  d^r  Abteilungen  und 
hierauf  die  I.  Abteilnngssitsnng  statt,  fOr  welche  folgende  Vortrage  in  Aus- 
sicht genommen  sind: 

1.  K.  Bohn-Leipzig:  Uber  alerobraische  Itaumkurven  (Referat). 

2.  i*.  Klein -Göttingen:  Lber  den  Zusammenhang  zwischen  dem  sogenannten 
Ossillationstlieorem  der  lineafen  Differentialgleichangen  nnd  dem  Funda* 
mentaltheorem  dw  automorphen  Fonktionen. 

*  .3.  P.  Wernicke-St  Louis:  t  her  den  kartographischen  Vier&rbensati  und 
seinp  Ausdehnung?  auf  den  IJaum. 

4.  G.  Laudsberg-Kiei:  Krünunungstbeohe  und  Variationsrechnung. 

1)  Beide  Formeln  sind  auch  im  Jahrbuch  d.  Fortachr.  d.  Math.  XVI  (1S84) 

5.  129  f.  uurichti^  ansegeben.  Sie  stehen  wohl  schon  fehlerhaft  in  der  Original* 
abhsndlnng,  die  ich  nient  habe  einsehen  kOnnen*- 
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MitteUnagea  und  Naohricbtoa. 


&  H.  Jnng-lCulyoig:  DanteUiing  dar  Fonktümen  «inM  algebraiMb«! 
K&fpos  swei«r  luiabhiiigigea  yuriabeln  m,  f  ia  d«r  ürngdbung  tiatt 
Stelle  X  —  a,  y  =  5. 
Abends  8  Uhr  ist  Gartonkonsert  lait  festüelier  Beleaohtung  (Belvedere). 

Dienstag  y  den  17.  September  wtrmUkig»  9  Uhr:  TL  AbteiliiiigtntBiuig: 
Euler- Vorträge  (I.  Gruppe): 

1.  A.  V.  Brill -Tübingen:  Zur  Einleitung  der  Eulerfeier. 

2.  P.  Staeckel-Hannover:  Euler  im  19.  Jahrhundert. 

8.  F.  MtHler-Friedenau:  Eolers  Abhandlung  de  mfttheseos  subümioris 
utUitate. 

4.  L.  Sehlesinger-Rlaiisenbiirgt  Über  dn  Ftoblem  der  diophaatiaehea 

Analjsis  bei  Fermat,  Euler,  Jacobi  und  Poincare. 

5.  A.  Pringsheim-München:  Über  die  Enlersche  Reihentran sfonn*tion. 

6.  K.  Heun- Karlsruhe:  Euler  und  das  Prinzip  von  Maupei-tuii. 

Nachmittags  3  Uhr:  Iii.  Abteilungssiizimg:  £nler-Vortrftge  (II.  Grappe): 

7.  R.  Gans-Tübingen:  Euler  als  Physiker. 

8.  E.  Timerding-Straßburg:  über  Eulers  Arbeiten  zur  nautischen  Mechanik. 

9.  W.  Hort- Gr.- Lichterfelde:  Die  Bedeutung  Eulers  für  die  Wissenschaft* 
Hohe  Teohaik. 

10.  E.  Brauer-Karlsruhe:  Die  Eulersohe  Turbinentheorie. 

11.  E.  Hoppe- Hamburg:  Eulers  Verdienste  um  die  ('^ptik. 

12.  F.  R.  A rchenhold- Treptow:  Über  Briefe  von  KuJer 

Abends  7  Uhr  ist  Festvorstellung  im  Kgl.  Openihaus. 

Mittwoch^  den  18.  September  vormittags  9  Uhr:  TV.  Abteilungssitzung: 

1.  L.  Schlesinger-Klausenburg:  über  die  Entwicklung  der  analytischen 
Theoiie  der  linearen  Differentialgleichungen  seit  ISQ'd  (Heferat). 

3.  E.  Jahnke-Berlia:  Über  die  hjpereUiptische  i^-Funktioa. 

8.  A.  Sehoeafliee^Ktaigsberg:  Über  doa  sogenaaate  Bichardsdie  Paradozoa 

der  Mengenlehre. 

4.  W   Hort-Gr.-Licbtprfplde:  Bericht  über  den  gegenwärtigen  Btand  uaierer 
Kenntnis  der  Fonnänderuugsvorgiinge  bei  plastischen  Körpern. 

5.  H.  Loren z - Dauzig:  Zur  Tmbineutheorie. 

NuihmÜtags  3  Uhr:  Gesduiftssitjeung  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung. 

Tcu/eaurdHuny: 

1.  Bericht  über  den  Stand  der  D.  M.-V  und  die  Tätigkeit  des  Vorstandes. 

2.  Bericht  über  die  literarischen  Unternehmungen  der  D.  M.-V. 

3.  Bericht  der  Konunissionen. 

4.  Beschaffung  ausländischer  matheniatischer  Literatur. 

5.  Neuwallleu  in  den  Vorstand.    Wahl  der  KassenreTiflorak 

Abends  7  Uhr:  Festmahl  (AussteUnngshalle). 

Donnerstag,  den  19.  September,  vormittags  10  Uhr:  SttaEoag  der  beidni 

Hauptgruppen  (Ausstellungshalle). 

Nachmittags  3  Uhr:  Sitzung  der  naturwissenschafUichen  Haaplgropptt 
in  der  Aula  der  Technischen  Hochschule. 
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Abends  8  Uhr:  Empfang  in  den  Räumen  des  Ausstellungsgebäudes, 
Twtasliltet  ▼OB  d«r  Stadtv«cw»ltung. 

Freitag,  den  20.  September  vormittags  9^^  Uhr:  Zweite  allgemeine 
YerBMninlnng. 

Brill,  Erazer, 
s.  Z.  YoreifBtMider.  s.  Z.  Schriftfahrar. 

TwSiidMningen  im  FtnonallMitaiul»  dar  3)6fatMiliML  ICathieiiifttiktr* 

Terelnicnnc*  1^7« 

Neu  aufgenommen  aU  Mitglieder: 
Henr  Dr.  Otto  Langenkamp  in  Gelsenldvolieii,  Kuflersfaafie  32. 
Hevr  Dr.  P.  Biebesell  in  Hamburg,  Klosterallee  100. 
Herr  Dr.  Konrad  Knopp  in  Groß-Licliterfelde  W.,  8tfl|flitserBtrafle  38. 

Gestorben: 

Am  15.  Juni  starb  in  Innsbruck  der  ordentliche  Frofesaor  an  der  dortigen 
üniTersitit  Dr.  £gon  Bitter  von  OppoUer. 

Adree  sen  ft  n  derungen: 

Dingler,  H.,  Dr.,  Assislent  an  der  TerihniiMtfien  Hoohechnle,  Hllnohen, 

Scbelliügstraße  88. 

Pehr,  H.,  Dr.,  Professor  au  der  Universität,  Genf,  route  de  Florissant  72. 
Heffter,  L.,  Dr.,  Professor  an  der  Universität,  Kiel,  Niemannsweg  90a. 

Mathematteoiie  Sektion  der  Geeellsdiaft  lais  in  Dresden.    In  der 

Zeit  vom  1.  Juli  1906  bis  zum  30.  Juni  1907  wurden  folgende  Vortrage 
gehalten :  12.  Juli  1906.  Heger:  Ergänzende  Mitteilungen  über  die  8  Kugeln, 
die  einem  unebenen  Vieredr  ABCD  eingeschrieben  sind.  Witting:  Be* 
merkungen  /um  isoperimetrischen  Problem.  —  11.  Oktober  1906.  Disteli: 
Über  die  Raumkurven  konstanten  Abstandes  ihrer  Schiniegungsebenen  von 
einem  Fixpunkt.  — ■  2.2.  November  1906.  Toepler  und  Witting:  Kleinere 
Mitteilungen.  —  29.  Dezenter  1906.  Schreiber:  Anvrendung  der  Thermo- 
djnamik  in  der  Meteorologie.  —  17.  Januar  1907.  Krause:  Zur  Theme 
des  ebenen  Gelmkriereeks.  —  14.  MSrt  19Cf7.  Weinmeister:  Die  Ellipse 
im  Dienste  der  Landwirtschaft.  Heger:  Über  die  Kugeln,  die  einem  un- 
ebenen Viorpclc  f'in<:n>clirleben  sind.  rübler:  Gleichgewicht  und  Ruhe. 
Helm:  Übfi  r'iri"  Konstruktion  des  Krümmune.skreise!?  bei  Kegelschnitten. 
—  13.  Juin  li/U/ .  Henke:  Gegenpunkte  uud  Gegenkurven  beim  Dreieck. 
Heger:  Die  Berechnung  des  9.  Behnittpimktes  cweier  Kurven  UL  Ordnung 
aus  8  gegebenen.  —  Vorsitsfloder  der  Sektion  ist  z.  Z.  Staatsrat  Professor 
M.  Grübler  in  Dresden,  SohriftfOhrer  Prot  Dr.  £.  Naetsoh  in  Dresden- 
Biasewitz. 

Ifathematisohe  Gtosellsohaft  zn  Göttingen.  Sommersemester  1907. 
Siebente  SUzung  am  25.  Juni.  F.  Klein  spriclit  über  Fragen  des  Unter- 
richts, insbesondere  über  die  Weiterentwickelung  der  mathematisch -uatur- 
vissenschaltUchen  Untemchtskommission.  H.  Minkowski  referiert  Aber  den 
Inhalt  seines  neu  erschienenen  Werices  ftber  diophantisehe  Apptozimattonen. 
AcJUe  Sitzung  am  2.  Juli.  C.  Caratheodnr\-  referiert  über  seine  Unter- 
sußhmigen  im  AnschlnA  an  den  Picardsohen  Bats,  insbesondere  Über  seine 
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neu  er8elii«ntti6  Annalenavbttt  »Uber  den  VariabüillUtMireiclk  der  Koeffizieiiton 

von  Fotenzreihen,  die  gegebene  Werte  nicht  annehmen**.  Nmnie  SUtung  am' 

$.  Juli.  L,  Fejer  aus  Klausenburg  spricht  über  die  von  ihm  ausgeführten 
Untersuchungen,  welche  das  Verhalten  der  Fouri ersehen  Näheninpskurven 
betreffen,  einerseits  an  einer  gewöhnlichen  Stelle  des  Inicrvaiis,  amln  ii>eit» 
an  einer  DiskontinmtfttesteUe  der  dargestellten  Punktion.  0.  Bunge  teüt 
eme  VeraUgemeinenmg  des  Bndan-Fourierschen  Satzes  mit.  Dieee  Yer- 
aUgemeinenmg  besteht  darin,  daß  an  Stelle  der  Entwickelung  der  ganzen' 
rationalen  Funktion  ff(x)  nach  den  Potenzen  eines  und  d^^'^i^lhen  Linear- 
faktors (x  —  a)  bzw.  (X  —  b)  eine  Entwickelung  nach  gewissen  Produkten 
aus  verschiedenen  Linearfaktoren  betrachtet  wird  Zehnte  Sätuitg  am  16.  JidL 
W.  Voigt  teOt  einige  von  ibm  durdigefllbrte  mathemattsdie  Unter- 
sochnngen  mit  über  die  Sdivingongen  ungleiehfSnnig  gespannter  Membra- 
nen mit  kruisförnnger  Begrenzung-  in  Fällen,  welche  auch  praktisch  leicht 
realisierbar  sind.  Sitzung  am  23.  Juli.   D.  Hilbert  macht  vom  Stand- 

punkte seiner  Theorie  der  Integralgleichungen  und  Eigenwerte  einige  Be- 
merkungen an  dem  Vortrage  von  Herrn  W.  Voigt.  L.  Prandil  führt  einen 
mecbanTuchen  Äf^Mrat  vor,  durch  wichen  eine  twanglftnfige  Bewegung  de- 
monstriert wird,  darauf  einen  Apparat  zur  Demonstration  des  FlSdhensatzes 
UTvl  f'inen  Apparat  zur  Demonstration  der  Krniselbeweguug,  Blasina 
reienert  ühor  seine  Dissertation  über  Fliissirrkeitabewegimgen. 

48.  Versanunlung  Deutscher  rhilologeu  und  Sohulmänner.  Die 
diesjährige  Philologenversammlimg  wird  vom  23.  bis  28.  September  in 
Basel  abgehalten  werden.  Das  Programm  umfaßt  in  det  am  35.  Sep- 
tember stattfindenden  zweiten  allgemeinen  Sitzung  Parallelvortrage  von 
Klein-Oöttingen,  Wendland-Breslau,  Brandl-Berlin  und  Harnack- 
Derlin  über  „Universität  und  Schule",  am  26.  September  wird  tiber  diese 
Vorträge  diskutiert.  l;'ür  die  mathematisch  -  naturwissenschaftliche  Sektion 
(Obmlaner:  Profi  Dr.  H.  Veillon,  Basel,  Eulerstrafie  27  und  Dr.  0.  Bpiefi^ 
Btatlf  KomluAisgasse  14)  sind  folgende  Vortrüge  angemridet:  Beek-Basel,. 
Das  Experiment  im  Corpus  Hippocraticum.  Brocke-Münster  i.  E.,  Die 
neue  Schnlmatheniatik  in  methodischer  TTiusicht.  0 e i ßler-Luzem,  Beitrfi<?e 
zur  Veiliefung  und  Verbindung  des  exakten  l'ntemchts  durch  Unendlichkeit 
und  Kontinuität.  Grimsehl-Üamburg,  Die  liehaudlung  der  elektrischen 
Wellen  im  XJnterricbt  Gruner- Bern,  Thema  vorbehalten.  Hnber-Bem,. 
Mathematische  Behandlung  der  Elektroneutheoi-ie  im  Gjmnasialunterricht. 
Konen- Münster  i.  \\'.,  Zur  Frage  der  Reform  des  Unterrichts  in  der  Physik 
an  den  Hochschulrn  von  Lippmann-Wien,  Geschichte  der  Chemie  mit 
besonderer  Berücksichtiguag  des  Paracelsus  und  seiner  Zeit.  Budio,  Ein 
Nadimf  auf  Friedridi  Hnltsch. 

Gleichseitig  mit  der  Philologenversammlung  halt  u.  a.  die  Verdmgung- 
der  MaOtemaHkl^er  an  SdtweUeriadtm  Jf »ffelsdhiJenihre  JahresversammlungaK 


%  Pi6lflaii2|gabeit  und  goMiita  PrsiBBohiifteiu 

Preieaufgabe  der  Dänisohen.  Akademie  der  Wineennohaften  in 

Kopenhagen.    L'Academie  recompensera  de  sa  medaille  d'or  nn  travail 

cnmpletant  par  des  resultut?  nouvfaux  la  theorle  d'un  plan  ou  d'une  8ur- 
face  algebrique  dont  les  points  se  correspondent  reciproquement. 
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Die  Bewerbungsschriften  müssen  in  üblicher  Weise  mit  Kennwort  und 
verschlossener  Adresse  des  Verfassers  vor  dem  31.  Oktober  1908  an  den 
Sflkretibr  d«r  AtiMiBiiriii,  Herrn  Ftofeasor  Dr.  H.  G.  ZcuÜieii  in  Kopenhagen, 
«öngtHUidt  WQidfln,  vad  xwar  kOmwn  »9  dimsoh,  sehwedisch,  engUMiiy 
deutB«^  fransfidsdh  oder  Istdnisoh  abgefitfit  sein. 

Preiayerteilnng  der  Aocademla  del  Unaei  In  Bom.  IHe  gemaate 

Akademie  hat  den  KOni^ehen  Preis  für  Mathematik  im  Betrage  von  10000 
Lire  zu  gleichen  Teilen  zwischen  Professor  C.  Arzela  an  der  Universität  zu 
Bologna  und  Professor  G.  Castelnuovo  an  der  Universität  zu  Bom  geteilt. 


3.  Hochscimlnaclirichteii. 

VerzeichniB  der  für  das  Wintersemester  1907/8  angekündii^n. 
Vorlesungen  über  die  mathematieohen  Wiseensohaften. 

Berlla;  Sehwatz,  Analytische  Geometrie  (4);  Anwendungen  der  eUiptiadMii 
Funktionen  (4);  Über  einige  Aufgaben  der  konformen  Abbildung  (2);  Matbematisdhe 
Kolloquien;  Seminar.  Frobenius,  Zahlentheorie  (4);  Seminar.  Schottky,  Theorie 
der  Kurven  und  Flächen  (4);  Lineare  Differentialgleichungen  und  automorphe 
Fnnktionen  (4);  Seminar.  Hettner,  über  nnendlidie  Bcähai,  ftodnkte  nnd 
Kettenbrfiche  (2).  Knoblauch,  Differentialrechnung  (4);  Übungen  dazu;  ThMnie 
der  elliptischen  Funktionen  (4).  Landau,  Integralgleichungen  f4}.  Schur,  Theo- 
rie der  algebraischen  Gleichungen  (4);  Über  Gruppen  linearer  Substitutionen  (2j. 
Lehmann-Pilhks,  Int^ftalreehnong  (4);  Übnngsn  dam.  Asohkinais,  Blemente 
der  höheren  Mathematik,  mit  lipsonderer  Beriicksichtigung  ihrer  Anwendung  in 
den  Naturwissenschaften.  Foerster,  Geschichte  der  alten  Astronomie;  Theorie 
und  Kritik  der  Zeitmessung.  Bauschiuger,  Einleitung  in  die  Mechanik  des 
iffimmeli  (S);  PrUzession  nnd  Nntation.  Struve,  Einleitung  in  die  Störungstheorie 
f3':  t^lmngen  im  Beobachten.  Scheiner,  Spektralanalytische  Theorien;  Astro- 
physikalisches  Kolloquium.  Bistenpart,  Gemeinverständliche  Einführung  in  die 
astronomiBdie  Erdknnde  (ly,);  Stemkataloge  (1).  Marcuse,  AUgemeinyent&ad» 
liehe  Himmelskunde  (iVt);  Theorie  und  Praxis  geographisch-  und  nautisch -astro- 
nomischer Ortsbestimmungen  (2"i.  Hohnert,  Schwerkraft  und  Erdgestalt  (1); 
Methode  der  kleinsten  Quadrate.  Rubens,  Mathematische  Ergänzung  zur  Ex- 
perimentalphysik (1).  Warbnrg,  AnsgewUilte  Kapitel  anz  der  theorrtiaehen 
Physik  (2).  Planck,  Theorie  der  Elektrizität  und  des  Magnetismus  (4'i;  Übungen; 
Kolloquium  (mit  Rubens).  Weinstein,  Einleitung  in  die  niathematißche  Physik  I 
(S).  Krigar-Menzel,  Theoretische  Physik  1  (4).  G ehr cke,  Ausgewählte  Kapitel 
ans  der  Optik.  Slaby,  Elektromeehanik  (4);  DrahtLose  Telegraphie  nnd  Tele- 
phonie  (2).  Wehnelt,  EinfOhnuig  in  die  Elektrotechnik.  Kiebitz,  Elektrisehe 
Wellen  und  ihre  Anwendung  in  der  drahtlosen  Telegraphie.  Ladenburg,  Ein- 
fuhrung in  die  analytische  Mechanik  (2;.  Neesen,  Elementare  Mechanik  (2). 
Valentiner,  Yektorentheorie  mit  Anwendungen  anf  die  theoretiiohe  Fhydk. 
Laue,  Ausgewählte  Kapitel  der  tbe- Fetischen  Optik.  O  riin  ei  s  en .  1  her  Schiringon|^ 
Vorgänge  (2).  v.  Ihering,  Maschiueukundt'  mit  Übungen.  Meyer,  EinfOhrung 
in  die  moderne  Maschinentechnik;  Technische  Exkursionen.  Börnsteiu,  tbungen 
in  HenteUnng  nnd  OehnHidi  phynkaliicher  üntemehimnpuate. 

Bonn*  Study,  Einleitung  in  die  FunkUenentheorie  (4);  Einleitung  in  die 
Quatemionentheorie  (1);  Seminar.  London,  Differential-  und  Integralrechnung  II 
(4);  Übungen  dazu  (1);  Synthetische  Geometrie  (2);  Übungen  in  darstellender  Geo- 
metrie; Seminar.  Kownlewski,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  nnd  des 
Banmei  (4);  Übungen  dara  (1);  EinlUirang  in  die  Theorie  der  Tramfoxmation»- 
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gruppen  (8).   Schmidt,  Putielle  IMAwentialgleichnngeD  (4).  Httaniohmeyer, 

Methode  der  kleinsten  Quadrath  Kii^tner,  Sphärische  Astronomie  (8);  Fixstem- 
konde  (1);  Px&ktiacbe  Übungen  (mit  Mönnichmey et).  K»jBer,  Pl^ysilcaliachen 
KoUoquium.    EftutownBi^'-lfeohiiiiik  und  Elaatiiititilelm  (4);  Blekiriritftt  m 

Gamn  (l).  Pflüger,  Dispersion  des  Lichtes  (1).  Bucherer,  Mathematische  Ein- 
führung in  die  Elektronentheorie  (^^    Eversheim,  Elektroteehniichet  Praktikum 

(2);  Anleitung  zur  Ausföhrung'  einfai  lier  ICxperimpute  i.H). 

Brealav«  Eosanea,  Analytische  Geometrie  üer  Ebene  ^4);  Seminar.  Sturm, 
Theode  der  geometriiehen  Yemiidtiehtfteiill  (8);  integnlreehnung  (8);  Geeehiehie 

der  Mathematik  (1);  Seminar.  Enesttr,  Piliiktionentheorie  (4);  Prinzipien  d^ 
El wnentarmathematik  (2);  Seminar.  Lnmm er,  Physikalisches  Kolloquium.  Prings- 
heim,  Theoretische  Physik  V  (Wärme)  (4);  Kolloquium;  Seminar.  Schaefer, 
Theorie  der  Elekliiiitftt  und  des  Miitgiietiagniit  (4);  Kolloquium.  WaetsmCnn, 
Theoretische  Akustik  mit  Experimenten  (2);  Die  physikaliadMn  Gtnndlagen  der 
Musik  (Ii.  Franz,  Theorie  der  Bahnrechnung  der  Kometen,  Planeten  und  Doppel- 
steme  (3;;  Übungen  dazu  (2);  Methode  der  kleinfteu  Quadrate  und  Ausgleichung 
dar  BeobMhtmigsfebler  (1);  Attropliyaik  (9). 

Bil«Bgeiu    Gordaa,  DiffereiitialMduMnig  (4);  iBmiaateii  (4);  Seminar. 

Noether,  .\nalyti8che  Geometrie  I  (4):  Funktiouentheoric  (4"i;  Geometrische  und 
analytische  Übungen.  Wiedemanu,  Übungen  in  Experimentalvorträgen  für  Lehr- 
amtskandidaten (1).    Reiger,  Theoretische  Physik  I  (4);  Übungen  da^u  (1). 

Freibarg.  Lüroth,  Analytische  Geometrie  der  Ebene  und  Differential- 
rechnung; Variationsrechnung;  Seminar.  Stickelberger,  Analytische  Mechanik; 
Höh^r"  pbpiie  Kurven;  Seminar.  "Weingarten,  Theorie  der  Deformation  der 
krommeu  Oberflächen.  Loewy,  Die  technischen  Grundlagen  des  Versicherungs- 
wesens; Übim^en  dun;  Algebraiiche  AnalyBis;  Besprechung  algebraischer  Fragen. 
Himstedt,  tbungen  ana  der  theoretischen  Physik:  Anleitung  zu  selbstiiidigeii 
Arbeiten.  K  ''n  i  Lrslierrjp  r  ,  Flf^mpntf*  Her  partiellen  Differentialq'leichungen  und 
ihre  physikaiiachen  Anwendungen,  mit  Übungen;  Besprechung  theoretischer  Unter- 
ftulnuigen;  Optische,  elektriicbe  und  mngnetieohe  Erüheinungen  in  dev  Geophysik, 
mit  EbqpflfimMteii.  ReingAnnm,  Kinetiaehe  Theorie  der  Gmo  und  Flflan^Mten. 

Gießen.  Pasch,  Funktionentheorie;  Seminar.  Netto,  Differential-  und 
Integralrechnung  U)\  Differentialgeometrie  (2);  Determinanten  (2);  Seminar.  Graß- 
mann, Synthetische  Geometrie  (8);  Dantellende  Geometrie  mit  Übungen  II  (2 -(-8). 
KCnig,  Übungen  aar  tliooretisohen  Fhynk  (1);  Pbyeikalisehe«  Kolloquium. 
Fromme,  Geometrische  and  physikalische  Optik  (4);  Mathematische  Geographie 
und  Elemente  der  Astronomie  (S);  Kolloquium.  Schmidt,  Einführung  in  die 
tiieoretische  Physik  (2). 

OSttingen.  Klein,  Elementarmathematik  vom  höheren  Standpunkt  aus  (4); 
Seminar.  Hilbert,  Theorie  der  partiellen  Ditferentialgleichungen  (4);  EinfBhmng 
in  die  Theorie  der  Funktionen  unendlich  vieler  V;ir::Liil'  r  !nti"crralrr.'^ichKn«_ren)  (2); 
Seminar.  Minkowski,  Funktionentheorie  (4);  audgewählte  iiapitel  der  Zahlen- 
fheme  (2);  Seminar.  Bunge,  Graphische  Methoden,  insbesondere  gxaphiscbe 
Statik  (4);  Übungen  dazu  (2);  Seminar.  Wiechert,  Venuessungswesen  II,  Höhere 
Geodilsie,  Nautik,  Vorlesung  und  praktische  Übungen  (4);  Thermodynamik  M); 
Polarlicht  (1);  Seminar;  Geophysikalisches  Praktikum.  Prandtl,  Hydrodynamik 
und  Aerodynamik  (3);  Seminar;  Praktikum.  N.  N.  Die  mathrautische  Tedinik 
des  VersicherangsweBens  (3);  Seminar;  Arbeiten  auf  dorn  Gebiet  der  Störungs- 
theorie. Schwarzschild,  Astrophysik  fS):  Seminar,  .\mbronn,  Sphärische 
Astronomie  (3);  Übungen  für  Anfänger:  Beobachtungen  auf  der  Sternwarte.  Zer- 
melo.  Die  mathematisoben  Grundlagen  der  Logik  (2).  Herglots,  Algebra  (4); 
Übungen  in  der  Behandlung  und  Anwendung  von  Differentialgleichungen  (mit 
Abraham  und  Carath^odory).  Caratheodory,  Diffexential-  und  Integral« 
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.TeduMiBg  n  (4);  ObnngMi  djMO.  Koebe,  Fl&chMi  9.  Otadet  mit  Obungen  (S); 
Konforme  Abbildung  (3).  Riecke,  Seminar  (ausgewählte  Probleme  der  Mechauik). 
Voigt,  Mechanik  (4):  Kriatallphysik  (4);  Phyaikalifiche  rijanf^on.  Simon,  Wechsel- 
skomtheorie  uud  Technik  (ä) ;  Elektriache  Schwiugungea  und  drahtlose  Telegraphie 

(1)  ,  EhiflOinuig  in  die  £l6ktrot«ohiiik  (1);  EI«ktrolaeliiiiaeliM  Fhtktikam;  Elektro« 

technisches  Kolloquium.  Abraham,  Elaatizitätstheorie  f2}.  Bestelmeyer,  Elek- 
trizität und  Materie  (1k  Mathematische  Krgäuzangen  hierzu  (1).  Krüser,  Ein- 
führung in  die  mathematische  Behandlung  der  Naturwisäöuschal'teu  ^3)  mit  Übungen; 
'  MagnetiRnm  (S);  SelbitMifertigimg  und  Hudliabniig  von  DomonstmtioiiMppaimtoii. 
Oerdien,  Die  Elektrizität  in  Gasen  (2). 

Greifswald.  Thom^,  M>!chaDik  II  (4)  Algebraische  Flächen  and  Raumkurveu 

(2)  ;  Seminar.  Engel,  Diffeieatialgeometrie  (4);  Übungen  dazu  (1);  Theorie  der 
Tnuisformationsgruppen  (4):  Theorie  der  putiellen  Diffövniäalgleichungen  1.  Ord- 
nung (Fortsetzung)  (2);  Seminar.  Vahleri,  Algebra  (4);  Übungen  zur  Algebra  und 
Detenninantentheorie  (1);  Darstellende  Geometrie.  Mie,  ElemcntnrmathematiR  lip 
£rg&asuDgen  zur  ExperimentalphyBik  (l);  Bespieohung  neuerer  physikalischer 
.^betten.  Holts,  Mechuik  mit Experinenten  (1);  Phyiik der Gettirne  (l).  Starke, 

TheoMÜMsli«  Meohaiiik  (S);  Übungen  dam.  Sebieber,  Ifnfie  und  Meeien  (t). 

Halle.  Cantor,  Theorie  der  elliptischen  Fonktionea  (4);  Ausgewählt«  Kapitel 
der  analytischen  Mechanik  ^2);  Seminar.  Wangerin,  Theorie  des  J'otentials  und 
der  Kugelf anktionen  (4);  Integralrechnung  mit  Übungen  (4);  Seminar.  Gutzmer, 
YariatioDueehnung  (4);  Analytiiehe  Geometrie  dee  Raumee  (4)|  AxoiMmetrile  und 
Perspektive;  Seminar.  Eberhard,  Numerische  Gleichungen  und  iterierte  Funk- 
tionen  :  Zahlentheorie  TT  '2' :  MntTiematisches  Kolloquium.  Bernstein ,  Theorie 
und  Auwendung  der  bestimmten  lutegiale  ^4);  Übungen  dazu  (1);  Versicberungs- 
jnatiianBatik  (1).  Dorn,  Undnlationitheoxie  dea  Idehtea  (S).  Sehmidt,  Ezperi- 
meutalvorlcaung  über  das  Gesetz  von  der  Konstanz  der  Energie  (1);  Einleitung  in 
die  theoreti.sche  Physik  i'4V  Wultor,  Praktische  Hydraulik  mit  Übungen 
Einführung  in  die  Technik  des  Eideubahnbaues  und  -betriebes  (2);  Übungen  im 
Maschinenlaboratorinm.  Bnchhols,  Meehaaiaehe  Qoadrator  (1);  Spbliiiehe  Aitro- 
aomie  und  Thenrir-  Irr  astronomischen  Instrumente  (1);  AnwenrliinfT  der  Variations- 
rechnung auf  llimmelsmechanik  (1).  Berudt,  Mathematische  Ergänzungen  zum 
physikalischen  Praktikum  (1);  Übungen  im  Demonstrieren  physikalischer  Apparate  (2). 

HannoTer.  Kiepert,  Höhere  Ifaüiematik  I  (10);  Variationsrechnung  (l); 
Geometrie  der  Lage  (S).    Stäck»^!,  Höhere  Mathematik  IB  (6);  Vektoranalyris 

(1)  ;  Praxis-  d  T  trigonometrischeti  Reihen  l',  Rotlenberg,  Darstellende  Cieometrie 
(19);  Daräteüende  Geometrie  II  (d).  Wieghardt,  GrundzOge  der  höheren  Mathe- 

.  mfttik  fOr  Arehiiekten  und  Chemiker  [i). 

Heldelberg.    Eoenigeb erger,  Aoalytiedbe  Heebaaik  (4);  AuigeirUitte 

Kapitel  der  Integralrechnung  (2):  Elliptische  Funktionen  i'2)\  Seminar  Cantor, 
Differrntial-  und  Integralrechnung  (4);  Übungen  dazu  ^1;;  Politische  Arithmetik 

(2)  Koehler,  Analytische  Geometrie  des  Raumes  (4).  lioehm,  Ebene  uud 
«phSriflche  Trigommeferie  nnd  TOrwandte  Zweige  der  EleneBtarmalheniattk  (4); 
Übungen  zur  analytischen  Mechanik  (2).  Bopp,  Aus^ewSlhlte  Kapitel  auB  der 
Geschichte  der  Mathematik  (1);  Lektüre  einer  klassischen  mathematischen  Arbeit 
(1).  Valentincr,  Theorie  der  Bahnbestimmung  II  (8).  Wolf,  Theorie  und  Ge- 
schichte der  Spektralanalyse.  Pockels,  Optik  (8);  Übungen  däau  (1);  Einetteohe 
Gaalheorie  (l):  t^T>er  dit>  Gesetze  der  Strahlung  (1). 

Jena.    Thom.to.  Differrntialgleichi;i;^''Ti   t  ;  ^'fniinar    Hanssner,  Integral- 
rechnung mit  Übungen  t,ö;;  Analytische  Geometrie  des  liaumos  (4);  Algebra  i4); 
Proaeminar;  Seminar.  Frege,  Analytische  Meehanik  (4);  BegriffBachrift  (1).  Rau, 
<jraphoBtatik  (3):  Graphiiohe  Übungen  S);  Technische  Thermodynamik  (3);  Demon- 
,etntionea  und  Übungen  dazu.  Knopf,  WahrscheinlichkeitsiechnuDg  und  Methode 
J»bi«tb«richt  «L  Ileutadieii  MAUvem.-TerelaiguBg.  XVI.  Heft  i/  S.  80 
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der  Ueiniten  Qn*dnto  (S);  Splitriselie  Actrononiie  (f).  Averbaeh,  Meehsnik  der 

festen,  flüssigen  i;nd  gat>f7jrmijren  Körper  (4V,  Geechichte  der  neueren  I'hyait;  Das 
naturwigsenschaftiiche  Weitbild.  Straubel,  Meteorologische  Optik  (1).  Ambronn, 
Einleitung  in  die  Theorie  des  Mikroskops.  Reich,  Elektrotechnik  II  (1);  Ein- 
fOhmng  in  die  Technik  (1);  Besprechung  neuerer  physikalischer  Axbeiten  (mit 
Baedeker);  Praktikum.  Baedeker,  Elektiiiitfttediuehguig  in  Oftien  und  Badio- 
aktivitftt 

Kiel.  Pochhammer,  Theorie  der  algebraischen  Kurven  und  Flächen  (8); 
Theoria  der  IHffinentialgleichungeii  mit  einer  nnabkftngigen  Tariablen  (8);  Seminur. 
Heffter,  Elemente  der  Algebra  und  Determinantentheorie  (8);  Differentialgeo- 
metrie (4) ;  Seminar.  L  an  d  sberp.  Intcgralrechnnnf?  ;  Übungen  dazu;  Ausgewählte 
Kapitel  der  Theorie  des  Potentials  und  der  partieiieu  Differentialgleichungen  (3). 
Weinnoldt«  AntgewUilte  Kapitel  der  teehniMhen  lleobaafk,  beeoiidecs  graphledha 

Statik  (3).  Krümmel,  Allgemeine  Geophysik.  Wober,  Elektrodynamik  (4); 
Physikalische  Maßeinheiten;  Theorie  physikalischer  Messungsarbeiten  mit  Übungen; 
Ausgewählte  MeHuungeu  und  Untersuchungen  (4);  Kolloquium.  Becker,  Optische 
md  elektrische  Meßinstrumente  und  Mefimethoden  (8).  Harzer,  Über  naaer» 
Resultate  auf  dem  Gebiete  der  Störungstheorie,  besonders  über  Poincards  Arbeiten 
(4);  über  Interpolationszechnnng  (1).  Kobold,  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
(2);  Übungen  auf  der  Sternwarte.  StrOmgren,  Aetronomisohe  Geographie  (1); 
Spenella  StOnugeo  <l). 

KUnlgsbenr«  Heyer,  Analytische  Geometrie  des  Raumes  (3);  Übungen  dam; 
Elliptische  Funktionen  (4);  Seminar.  SclioeufH  pp,  Integralrechnung  (4);  Ein- 
führung in  die  darstellende  Geometrie  (2);  Übungen  dazu  (2);  Semioar.  Saal- 
sckfits,  Einfilhrung  in  die  algebralache  Analyflii  (4);  Untflinnehungen  Ober  die 
Glctdrangen  swiMhem  den  Anfangsgliedem  von  DiffiBcenireiheB  (2  u  AlgebraiMke 
Übungen.  Volkmann,  Theorie  des  Lichtes  d);  ErirS^nrnneen  nrn!  Krläuteningen 
hierzu;  Praktikum.  Schmidt,  Elektrizität  imd  Optik  Praktikum;  Vorträge 
am  der  Technik  (1)»  Battarmann,  ESnleitnug  in  Äa  Mechanik  des  Bliinitteb  (2); 
Allgemeine  Antronomie  (1).  Cohn,  SphAriadie  Aefcronomie  (8);  Die  Fl^fot  der 
Erde  (1). 

Leipzig.  Neumann,  Analytische  Mechanik  (4).  Mayer,  Yariationsrechnung 
(4).  U  öl  der,  Elliptische  Funktionen  (4);  Seminar.  Röhn,  Analytische  Geometrie 
des  Raomei  Dantellende  Geometrie  (8);  Übungen  dasu  (vut  Liebmaan)  (2). 
Hausdorff,  Differential-  und  Integralrechnung  (4);  Übungen  dazu.  Liebmann, 
Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten  (2);  Nichteuklidische  Geometrie  (2). 
Bruns,  liistrumeutenkunde  (4);  Praktische  Analysis  (2);  übuugen  auf  der  Stern- 
warte (put  Peter).  Peter,  Stellaraitnmoinie  (S).  Wiener,  Hiyiikaliechee  Kollo» 
quinm  (mit  Des  Coudres;  Hes  Coudres,  Einleitung  in  die  theoretische  Physik 
(4);  Übungen  dazu  (1);  Selbständige  Arbeiten,  t.  Oettingen,  Spezielle  Teile  der 
Physik  (2).  Marx,  Kathoden-,  Radium-  und  Röntgen-Strahlen  (mit  Experimenten) 
(1);  Ionisation  der  Gase  (mit  Experimenten)  (1).  Dahme,  Thermodynamik  (i). 
Scholl,  Elektrotechnik,  mit  Demonstrationen  (2);  Elektrotechniichee  Praktikum. 

Marburg.  Hen«e1,  Zahlentbeorie  '4);  Elliptische  Funktionen  f3;;  Proseminar; 
Seminar.  Neumann,  Algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  i^4;;  Analytische 
Mechanik  II  (8);  Seminar,  v.  Dalvigk,  Integrahechnnng  (4);  Übungen  dam; 
Darstellende  Geometrie  II  (2);  Graphische  Statik  (2).  Jung,  Algehraische  Ana- 
lysia  (3);  Grundlagen  der  Geometrie  (IX  Fur-tcr,  Flilchontheorie  (3);  Komplexe 
Multiplikation  (1).  Bicharz,  Ergänzungen  zxir  Experimentalphysik  (1);  Physi« 
kaliediet  KoUoquinm,  Femen  er,  Theoretieohe  Phyuk  (Licht)  (4);  Seminer; 
Eolloqniiim. 

Mttnchen.  Lindemann,  Differentialrechnung  (6);  Theorie  der  Abelschen 
Funktionen  (6);  Seminar.  Tos«,  Analytiicbe  Geometrie  der  Ebene  (4);  Analytiache 
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Mechanik  i  (4);  Seminar.  Pringsbeim,  Elementare  Theone  der  nnendlicheii 
Seihen  tand  tasloeeii  GNasprocees«  (4);  EUemente  der  IHmktkmMlihaoffi«  (6). 

Doehlemann,  Dantellende  Geometrie  I  (5);  übtmgen  dazu  (8);  gynthetische  Geo- 
metrie (4>:  Tbungen  da/n  (W:  Die  Linie  vinä  da«  Liclit  als  Mittel  der  Rauindar- 
stelluug  iu  der  bildenden  Kunst.  Brunn,  Meugeulebre  (4).  HartogB,  Integral- 
reohnung  und  Evgiasangea  aar  Diliereiiiti«lndhiiiuig  (•).  Perron,  Elemeatare 
Geometrie  und  Trigonometrie  .'3'.  Röntpen,  Kolloquium.  Sommerfeld,  Kine- 
tische Oastheorie  (S) ;  ausgewählte  Fragen  der  Thermodynamik  (2) ;  Seminar.  G  r  a  e  t  z , 
Theorie  der  Elektrizität  und  des  Ma^etismus  (6);  Über  die  FortBchritte  der 
exakten  WiaienBchaften  (1).  Donle,  PliTaikaliacht  Hafte  nnd  MaBmailiodaD  (1). 
T.  Seeliger,  Die  Grundlehren  der  Aetronomie  (4);  AstronoBiuehM  KoUo<|1iilim. 
Oiosämann,  Sphärische  Aötroriumie  II  (2);  t^ungen  dazu. 

Münster,  Killing,  Differential-  und  Integralrechnung  II  (4'i:  t^ungen  <\m\\; 
Analytische  Mechanik  I  (^4;;  Untersenjinar.  v.  Lilienthal,  Aualytiache  Geometrie  Ii 
(4)*  Krflmmangtliiecrie  d«r  Knrran  nnd  Fttehn  (4);  Obafiounar.  D«hn,  Dar- 
stellende und  Bynthetieche  Geometrie  mit  Tbungen  f.  ;  Elementare  Algebra  (2). 
Plassmann,  Methode  der  kleinsten  Quadrate;  Sphärische  Trigonometrie  nnd 
ephäriache  Astronomie;  Über  den  Mond;  Übungen  im  astronomischen  Beobachten 
Und  Rechnen.  Heydweiller,  Elementarmathematische  Ergänzungen  zur  ESxptxi« 
mentalphj'silr  Kon^n,  Theorie  der  Elektri/it'H  und  des  Magnetismue  (3);  Übungen 
dazu  (1);  Übungen  in  Demonstratiuusversucheu  und  in  der  Anfertigung  einfacher 
Apparate  (3). 

Bostoek.  Staude,  Differential-  und  IntegraLrechnong  (4);  EUiptibche  Funk- 
tionen (4);  Seminar.  Weber,  Tektoniialyna  (1);  Obongen  diuQ;  Pbjnkaliaohea 
Seminar  (1). 

Straßburg.  Heye,  Analvtiache  Geometrie  des  Raumes  (Neuere  Methoden); 
Mathematische  Theorie  der  Elastizität  fester  £örper;  Seminar.  Weber,  Differen- 
tial- und  Integralrecbnnng;  Differentialgleiehnngen  der  maihematiaeben  Physik; 
Seminar.  Simon,  Grundbegriffe  der  Mathematik  (nnd  Mechanik).  Wellstein, 
ATi9<?f'v.-;lbltc  Ka]>itrl  (In  Kunktioneutheorie ;  Determinanten  und  Mntn7f»n;  Seminar. 
Timer  ding,  Analytische  Geometrie  der  Ebene;  Übungen  dazu;  Graphische  Statik; 
Übnngen  daara;  Vektoranalysis;  Seminar.  Epstein,  fiinlHbiQBg  in  die  hObere 
Mathematik  für  Studierende  der  Naturwissenschaften;  Seminar.  Braun,  Physi- 
kalisches Kolloquium.  Cohn,  Einleitung  in  die  th^^oretieche  Physik;  Theorie  des 
Lichts;  Wissenschaftliche  physikalische  Arbeiten;  KoUoc^uium.  Hergesell,  Geo- 
physik m  (Physik  der  Atmoepbftre);  Lnlleebiffahtt  und  Meteorologie;  Heteoro- 
gisehes  Prsktiknm;  Eolloqninui  ATa  n  1  el  t  am,  Die  optischen  Eigenschaften 
durchsichtiger  Kßrper.  Becker,  Bahnbefitimmung  der  Planeten,  Kometen  und 
Meteore;  Elemente  der  höheren  Geodäsie;  Astronomisches  Kolloquium;  Astrono- 
mieebe  Beobaditnngen.  Wirts,  Anegeirthlte  bpitel  am  der  Aatropbjaik, 

Thanuiit.  Weinmeietei,  Infinitesimabeebnong  II  (4);  Mathematisobee 
Repetitorinm  (S);  fixpeiimMitaIpbynk  (4}$  tfetoorolQgie  (8). 

Tübingen,   von  Brill,  Einführung  in  die  höhere  Mathematik  (4);  Theorie 

der  alg^ebrai'ii  }  oTi  Kiirvpn  ;  Seminar,  von  Stahl,  Hfilierp  Aniilysis  H  (4); 
Partielle  Diffexeutialgleichuugeu  (8);  Seminar.  Maurer,  Theorie  der  Binäzformen 
(2);  Dantellende  0Mmetrie  (1);  Übnngen  daiEu  (2).  Waits,  Tbeorie  dw  Elek> 
trisität  und  des  Magnetismue  (S);  Übungen  dazu  (2);  Theorie  der  Wärme  (1); 

Meteorolüffie  und  Klimatologie  (1\  Gans,  EintVihninir  in  die  theoretische  Physik 
mit  Übungen  (2).    Happel,  Eintilhrunp  in  die  ilieimodynamjk  mit  übnngen  ^2\ 

Wttrzburg.  Prym,  Differentialrechnung  mit  Einleitung  in  die  höhere 
Analysis  (4);  Übnngen  dasu;  Soninar.  Boot,  Theorie  dar  alfebinlMAeB  Ktunreii 
(8)}  Axonometrie  nnd  PenpektiTe  (1);  Livariantentlieorie  (4);  SpUrisehe  Aftvonomie 
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mit  praktischen  Übungen  auf  der  Sternwarte  (2);  Proseminar:  a)  Analytiache 
Geometrie  der  Ebene  (55);  b)  Detenninantentheorie  f2);  Seminar;  a)  Nichteoklidische 
Geometrie  (2);  b)  Anleitung  zu  aelbständigeu  wissenschaftiichen  Arbeiten  (täglich;. 
T.  Weber,  PMtieUe  XMireveiitialgleidiniigeii  (4);  Anai^aelie  GMmeteie  de» 
RaumeK  (4);  Ergänzungen  und  Tbungen  zur  Geometrie  der  Kegelschnitte  (2). 
Cantor,  Elektrizität  und  Magnetismus  {i).  Uarms,  Übungen  in  der  Vorbereitung 
und  Aasführung  einfacher  phTsikalischer  DemonstrationsverBuche  (4).  Fücht- 
bftii«r,  ElektEonentfaeorie  (8).  

4.  FunonaliiAoliiloliten. 

■rmmmiiigwit  AnnaMhnmicm  «aw.: 
Dr.  H.  B&t«inan&  wurde  nun  Doteatea  der  mathMnatiseheu  Phynk  an 

der  üniversit&t  Manchester  emannt 
Dr.  £.  Bianchi  wurde  zum  Astronomo  titolare  am  B.  Osservatorio  al  Ool- 

legio  Romano  emannt. 
Professor  Dr.  M.  Brendel  au  der  Universität  Göttingen  wurde  auf  einen 

n«n  erridbteten  Lehrstuhl  fSr  Mathematilr  an  der  Akademie  Dir  Soaal- 

und  Handelswissensdiaflen  zu  F^rankfiirt  a.  M.  berufen  and  wird  dem 

Kufe  Folge  leisten. 

Professor  G.  Castüluuovo  in  Kom  wurde  von  der  Londoner  Mathematical 

Society  zum  Ehrenmitgliede  ernannt. 
FkDfesflor  6.  G.  Gomstock,  Direktor  dar  WaeUntni  Stemwad»  an  der 

UniTersittt  von  Wisconsin,  wurde  von  der  UniTersitlt  Ton  JlBonis  sum 

Ehrendoktor  der  Hechte  und  Ton .  der  üniversitftt  TOn  Uiehigan  aum 

Khrendoktor  der  Wis.senschaften  emannt. 
Profe.ssor  Dr.  K.  Dieterici  an  der  Univensitüt  Rostock  wurde  COm  0.  Pro- 
fessor der  rhyäik  au  der  Universität  Kiel  ernannt. 
Dr.  Drach,  Professor  der  angewandten  Meehanik  an  der  UniTersitlt  au 

PoitierSf  wurde  sum  Professor  der  Differential-  und  Integralreohanag 

daselbst  ernannt.  .* 
Dr.  M.  (i  roß  mann,    Privatdozent  an   der   Universität    Basel,    wurde  als 

Nachfolger  von  Professor  Dr.  W,  Fiedler  zum  Professor  Itir  darstellende 

Geometrie  an  der  Technischen  Hochschule  ZQiidh  ernannt. 
Professor  G.  E.  Haie«  Direktor  des  Monnt  Wilson  Söonen-Obserratorinms, 

wurde  von  der  üniversitilt  Manchester  zum  Ehrendoktor  ernannt. 
Professor  T>r  F.  Hausdorff  an  der  Universitiit  Leipzig  wurde  zum  ao. 

Mitgiit-iie  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  m  Leipzig  emannt. 
Dr.  Herglot/.,  Privatdo/.eiit  der  Astronomie  und  Mathematik  an  der  Uni- 

Termtilt  Gottiugen,  wurde  als  Professor  an  die  Unirersitilt  an  Freibnfg 

(Schweiz)  berufen,  hat  diesen  Ruf  jedooh  abgelehnt. 
Professor  G.  W.  Hill  in  New -York  wurde  yon  der  London  Mathematioal 

Society  zum  Ehrenmitgliede  emannt. 
Professor  Dr.  J.  Horn  au   der  Bergakademie  in  Clausthal   wurde  zum 

etatmäßigen  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  in  Darmstadt 

ernannt. 

Professor  C.  Jordan  in  Paris  wurde  Ton  der  London  Mathematical  Society 

zum  Ehrenmitgliede  ernannt 
Professor  Dr.  Baron  Kikuchi  in  Tokio  wurde  von  der  Universität  Manchester 
2um  Ehrendoktor  ernannt.  • 
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Dr.  P.  Lowell,  Astzonooi,  wurde  Tom  Amheitt  College  ehrenhalbar  mm 

,4<wtQr  of  lairs**  amaani 
Dr.  L.  E.  Moore,  Bistrnktor  fttr  Mechanik  an  der  Universität  von  ülinoit, 

\viirdr>  zum  «0.  Profaeaor  am  Maasachoaetta  Institute  of  Technology 

eruannt. 

Professor  Dr.  K.  Oertel,  Beobachter  an  der  Sternwarte  zxx  München,  wurde 
anm  o.  Fhifeasor  Ar  Oeodiaia  «a  der  Teohniaehen  Hoefaachnle  m  Hamiovar 

eroamit. 

Professor  Dr.  L.  Prandtl  an  der  UniTenitftt  GOttingen  wurde  zum  o.  Pro- 
fessor daselbst  ernaunt. 

Dr.  Adolf  Schmidt,  Abteilungsvorsteher  am  meteorologisch-magnetischen 
Observatorium  in  Potsdam,  ist  zum  Honorarprofessor  an  der  Universität 
Beriin  emaant  wanden  mit  einem  Lehranftrage  für  Qeophyuk. 

Profonor  Dr.  Simon,  ao.  Professor  der  Phyiik  an  dar  üniveraitit  GöttiBgan, 
v.nrl.  zum  0.  Professor  daselbst  enuumt. 

Professor  V.  Volterra  in  Rom  wurde  Ton  der  London  Mathematical  Society 
.  zum  Ehrenmitgiiede  ernannt 

Habilitationexi : 

Dr.  F.  Henning  habilitierte  aich  an  dar  Dniveiait&t  Berlin  als  Privat» 

dozent  der  Physik. 

Dr.  A.  Kopff  hat  sich  als  Privatdozent  der  Astronomie  an  der  Universität 

Heidelberg  habi&üart 
Dr.  L.  Schrutka  Edler  y.  Rechtenstamm  hat  sich  als  Frivatdosent  der 

Mathematik  an  dar  üniversitftt  Wien  hahilitiart 
Dr.  0.  ToepHtz  habiHtierto  sich  als  Frivatdosent  der  Mathematik  an  der 

Univereit&t  Göttingen. 

Gestorben: 

Professor  Dr.  C.  Braun  S.  J.,  Direktor  der  Sternwarte  in  Kalocsa,  ist  am 

3.  .T'iTii  d.  T.  im  Alter  von  76  Jahren  gestorben. 
Plrofessor  Dr.  Ö.  Czapski,  Leiter  des  Zeiß- Werkes  in  Jena,  ist  am  29.  Juni 

d.  J.  im  Alter  von  40  Jahren  gestorben. 
Professor  Dr.  C.  W.  F.  Kreutz,  Professor  der  Astronomie  an  der  üniver^ 

sitiit  Kiel  und  Herauageber  der  Astronomisoheii  Naehrichtein,  ist  am 

13.  Juli  d.  J.  im  .\lter  von  52  Jahren  gestorben. 
Professor  Dr.  E.  J.  Routh  au  der  Universität  su  Cambridge  ist  am  7.  Juni 

d,  J.  im  Alter  von  76  Jahren  gestorben. 
Professor  Francesco  Siacei,  Professor  für  theoretische  Mechanik  un  der 

UniverbitUt  Neapel,  ist  um  '60.  Mai  d.  J.  im  Alter  von  08  Jahren 

gestorben. 

5.  Vemischtes.  • 

(Vacat.) 
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Bine  neue  Arohimedealiandsolirift.  (Mit  einer  Tafel).  In  Sr- 
gftnzung  der  Mitteilungen  auf  402 — 404  dieses  JaliresV)<°ri(  hts  bringen  wir 
diesmal  noch  eine  Wiedergabe  der  Photographie  eiuer  Seite  der  Handschrift 
nach  der  dem  Heibergscbeii  Aufsatz  in  der  Zeitschrift  f,Hermes"  beigege- 
benen Tafel.  Wir  spredien  bei  dieeer  Gelegenheit  der  Firmft  Teubner  fOr 
das  Eingehen  auf  unsem  Wunsch  sowie  den  in  Betraclit  kommenden  In- 
stanzen für  die  Erlaul)nis  zur  Reproduktion  unsem  besten  Dank  aus.  Die 
Leser  seien  noch  darauf  aufmerksam  gemacht.  d«6  dnr  Archimedische  Text 
der  schwache  Urtext  ist,  der  in  der  Tafel  vuu  üben  nach  unten  verläuft 
Die  MOndie  haben  die  Bogen  der  «Iteii  Handacbrift  dorcbsdhnitten  und  quer 
beschrieben.  Heiberg  bemexMf  daB  die  reproduneite  Seite  eine  der  am 
besten  erhaltenen  nnd  lesbaren  sei 

Unter  der  TfeesM.  Die  folgenden,  von  der  Carnegie  Institution  in 
Washington  herausgegebenen  mathematischen  Werke  befinden  sich  in  Druck 
und  werden  in  einigen  Wochen  ersobeinini:  Shaw,  Synopsis  of  linear  asso- 
ciative  algebra.  A  report  on  its  natural  development  and  the  results 
reaehed  np  to  ilie  present  time.  Durand,  Reseaidies  on  the  Performance 
of  the  screw  propeÜer.  Bjerknes  and  LandstrOm,  Djnamical  meteoro- 
logy  and  hydrographj. 

Dent*8  New  Series  of  Mathematioal  and  SoientUo  T«zt  Book* 

£or  Sohools.    Edited  by  W.  J.  Greenstreet. 

Unter  diesem  Titel  erscheint  im  Verlage  von  J.  M.  Dent  &  Co.  in 
London  eine  Sammlung  ansprechend  ausgestatteter  Schriftchen,  auf  die  gerade 
in  der  gegenwärtigen  Zeit  der  Reformen  die  deutschen  mathematischen  Kreise 
aufinerlcsam  gemacht  seien.  Es  liegen  uns  bisher  folgende  3  Bindchen  vor: 
The  first  book  of  geometry,  by  Grace  Chisholm  Young  (1905);  Elemen- 
tarv  trigonometrr,  by  Cecil  Hawkins  (l907);  A  first  statics,  by  C.  S.  Jack- 
son and  K.  M.  Miine  (l!>07V  Drs  an  erster  Stelle  genannto  Buch  ist 
eine  reizende  geometrische  Propädeutik,  die  bis  zimi  Satz  des  Tythagoras 
und  dem  des  Rippus  Torscbreitet.  Charakteristisch  ist  die  ente  ÄbbUdong 
in  dem  zweiten  BAndchen:  Sie  seigt  das  Dreiecksnets  der  Vermessung 
der  Grafschaften  von  Norfolk  und  Sufiblk.  Heben  wir  ebenso  aus  dem  an 
dritter  Stelle  genannten  Bandcben  hervor,  daß  sich  darin  n.  a.  Paeb werke 
{Dachbinder,  Fachwerksbalken,  Brücken,  Krane)  und  Kräftepläne  behandelt 
hndea,  so  dürfte  damit  augedeutet  sein,  wie  sehr  die  für  Anfänger  be- 
stimmten Bfißher  bemOht  sind,  die  theoretisdien  Erörterungen  durcli  ge- 
sdiicktß  Darstellung  und  Heranziehung  praktischer  Anwendungen  zu  beleben. 
Sie  Teidienen  die  Beachtung  der  deutschen  Lehrerweli  Q. 

06OIS  Kteachensteiner,  Grundfragen  der  Bcbuloiigamsation.  Leipzig,  B.  G. 

Teubner.    [VI  u.  296  S.j  8®. 
Der  bekannte  Münchner  Stadtschulrat  bat  hier  zehn  frühere  Rfden  nnd 
Aofstttze  in  einem  Bande  vereinigt,  der  auch  für  viele  Leser  dieser  Zeitschrift 


Digitized  by  Google 


Literamchea. 


46S 


Ton  Interesse  irt,  sonal  der  Yecfiueer  Hathematik  ttudieit  hat,  nafthdom 

er  nadi  kiir/.er  Tfttigl^t  als  YolksMliallehrer  die  Reif(^prüfun^r  an  einem 
hnmanistisc!i'  II  i  iymnasimn  bestanrlf^n  hatte  (8.  226).  Zum  größten  Teil  handelt 
es  sich  um  Fragen  der  Volksschule  und  der  Fortbildungsschulen.  Dabei  w'ird 
besonders  die  sehr  reformbedürftige  Ausbildung  der  Volksschullehrer  be- 
eproclieii  mit  ihrer  Oberftttening  an  Bttohwissen.  Bei  aller  Aneirkenniuig 
des  Bildungsbestrebens  der  Lehrer  lehnt  K.  entschieden  ihre  in  Königsberg 
vor  einigen  Jahren  erhobene  Forderung  ab,  allgemein  zum  üniversitäts- 
Studieren  zugelassen  zu  werden.  (Man  vergleiche  hierzu  auch  die  Mitteilimg 
der  Zeitungen,  wonach  die  sächsischen  Volk^chuUehrer  beim  Ministerium 
Beschwerde  «ngeraicM  haben  gegen  den  Plan  der  Universität  Leipz^,  die 
Erwerbfiug  des  Doktortitels  am  strengtere  Bedingmigen  in  hnt^fen!)  FOr  die 
höheren  Schulen  kommt  der  Verfasser  zu  der  Forderung  von  4  Arten 
Gymnasien:  altsprachlichen,  neiisprachlichen,  niathematiseh-naturwissi^nsfhät't- 
lichen  und  technischen  Gymnasien.  Der  Berichterstatter  ist  nicht  mit  allen 
der  jedenfalls  sehr  anregenden  Ausführungen  einverstanden.  Insbesondere 
stimmen  die  pessimistischeii  Bem^knogen  fiber  Sohnlwanderungen  (S.  221) 
für  norddeutsche  YeihBltniese  nicht  zu.  loh  weiA,  daB  recdit  oll  an  höheren 
Schulen  Wanderungen  imd  Reisen  unternommen  werden  trotz  der  be- 
denklichen Haflpfiichtgesetze.  Freilich  ist  jeder  Versuch,  die  Leitung  solcher 
Wanderungen  zu  einer  dienstlichen  Pflicht  zu  machen,  mit  aller  £ntschiedenheit 
zurückzuweisen. 

Es  sei  noch  hanerkt,  daB  Tiele  der  Ton  dem  Verfiuser  behandelten 
Fragen  auch  F.  Klein  in  seinen  eben  ersdiieiienen  YorMgen  ttbw  den  mathe- 
tischesL  Unterricht  berührt  hat 

OdtUts,  23.  Juni  1907.  Wilhelm  Lobst. 

Th.  Hartwig,  Das  Stereoskop  und  seine  Anwendungen.    135.  Blndohen 
der  Sammlung  ,|Natnr  und  Geislesweli^.  Leipzig  1907,  B.  O.  Tenbner. 

Der  Verfasser  gibt  eine  klare  von  zahlreichen  guten  Bildern  unterstützte 
Darstellung  des  dnrfli  Pulfiichs  Erlindiing  des  Ötereokonoparators  so  wichtig 
gewordenen  Stereoskops.  Für  den  Mathematiker  ist  von  besonderem  Interesse 
die  in  der  Tat  wenig  bekannte  von  Mach  hen-ühreude  Anwendung  der 
sfcereoskopisehen  Oarstellungsmethode  a.  B.  fttr  eine  Mnem  Zylinder  ein* 
beschriebene  Kugel.  Macht  man  bei  unverSnderter  Stellung  der  Stereokamna 
auf  derselhen  Platte  Aufnahme  zweier  Kui^per,  so  scheinen  sie  im  Stereoskop- 
bild  sich  zu  durchdringen.  (S.  31)  Der  Verfasser  bringt  im  Aufaui,'  ein^'ii 
Vergleich  des  menschlichen  Auges  mit  der  photograpbischen  Kamera*,  ein 
Vergleich,  dtt  in  aeuestor  Zeit  von  Friedrich  G.  G.  Mflller  als  wenig 
satreffend  beseichnet  wird.  (Vergl.  dessen  Technik  des  physikalischen 
Unterrichtes.    Berlin,  Salle  1906.  .  8.  300.) 

GHSrlitz.  WiunLH  Lorbt. 

Löhrbuoli  der  Funktionentheoria  yon  W.  T.  Osgood.  Erster 
Band,  sweite  Hllfte.    Leipzig  1907,  B.  G.  Tenbner. 

Schon  bei  GeU^nheit  des  Erscheinens  des  ersten  Heftes  ^)  des  nun  fertig 
▼orliegenden  ersten  Bandes  der  Fnnktionentheorie  von  W«  F.  Osgood  war 


1)  Siehe  Jahieabericht  XV  (1»06)  ä.  462. 
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damf  aafineriuam  gemacht  worden,  da0  wjür  68  hier  mit  einem  Werk  m 
beBonderer  Qualität  zu  tun  haben,  das  in  vieler  Hinsicht  eine  eigenartig» 
wissenschafllicbe  Leistung  bedeutet. 

Es  bandelt  sich  hier,  um  es  mit  einem  Worte  zu  bezeichnen,  um  eine 
durch  die  Anschauungen  der  Mengenlehre  geläuterte  geomeirische  Funktümen- 
Uttorie. 

Es  ist  daher  der  Canchj^Biemannsche  Geücbtspnnkt  der  dominierende^ 

und  es  ist  noch  niemals  mit  solcher  YollsiJlndigkeit  nnd  PHbidon  der  ge- 
flammte h\oT  vorliegende  Stoff  /.nsammengefaßt  worden. 

Uiu  auf  das  einzelne  näher  einzugehen,  »ei  zunächst  an  die  im  ersten 
Heft  behandelten  Gegenstände  erinnert.  £s  waren  in  den  fünf  Kapiteln 
des  «rsten  Abschnitts  alle  fttr  das  folgende  notwendigen  Sitae  ans  der  Theorie 
der  Funktionen  reeller  Veränderlichen  zusammengestellt.  Hierbei  waren 
FntwifVIungen  auf  das  unbedingt  Notwendige  bescbninkt.  Es  sei  nach- 
träglich darauf  hingewiesen,  daß  es  Goursat  neuerdings  gelungen  ist,  den 
für  die  Theorie  der  konformen  Abbildung  notwendigen  Batz  der  Existenz 
der  impliziten  Funktion  einer  komplexen  VerinderiidMii  dir^  zu  hewdsen^ 
so  daß  die  Sitae  flhor  Umkehrung  eines  Fnnktionssjstems  reeller  Viucinder- 
liehen,  mittelst  deren  Dini  zuerst  den  genannten  Satz  bewiesen  hat,  jetst 
fi'ir  den  genannten  Zweck  entbelirlicb  werden  "Fs  ließe  sieb  hier  alsr»  noeli  eine 
weitere  Vereinfachung  des  im  zweiten  Kapitel  hehandeken  Gegenstandes 
ermöglichen.  Iiu  dritten  Kapitel  waren  die  Sätze  über  gleichmäßige  Kon- 
iergente  behandelt  und  im  vierten  lUpitel  die  Knrvenintegrale  eingeftthrt. 

Als  eine  unentbehrliche  Grundlage  erweisen  sidi  die  in  dem  fQnftea 
Kapitel  auseinandergesetzten  Theoreme  über  zweidimensionale  liereiclie. 

Ais  Grundlage  der  Betrachtung  dient  der  von  Ames  heiTübrende  Beweis 
der  Jordanseben  »Sätze  für  regulär  geschlossene  Kurven.  Man  nimmt  hier 
an,  daft  die  Jordansdie  Karre  aus  einer  endlichen  Zahl  von  Stfidnn  he* 
stehe,  die  llberall  eine  sich  stetig  ändernde  Tangente  besitscni. 

Diese  Einschränkung  ist  för  die  meisten  Zwecke  der  Funktionen theorie 
möglich  und  zweckmäßig.  Die  regulären  Kurven  gestatten  eine  der  An- 
<;ehauung  entsprechende  analytische  Behandlung  der  von  ihnen  begreiuten 
Bereiche. 

Die  Bereiche  werden  in  Teilbereiche  von  bestimmten  Typus  zerlegt, 
und  diese  Zerlegung  liefert  die  Basis  für  alle  diejenigen  Schlüsse  in  der 
Funktionentheorie,  wo  aus  Eigenschaften  im  Kleinen,  d.  h.  in  der  Umgebung 
einer  Stelle  auf  Eigenschaften  der  Funktionen  im  Croßen  geschlossen  werden 
soU.  Hiervon  wrd  später  in  der  Theorie  der  analytischen  und  harmonischen 
Fortsetzung  ausgiebiger  Gebrauch  gemacht 

Im  zweiten  Abschnitt  sind  die  allgemeinen  Chrundlagen  der  Theorie 
der  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  in  drei  Kapiteln  auseinander- 
gesetzt. Das  erste  Kapital  des  Abscbnitts  bnngt  die  ('uuchy  Kiemannschen 
Diliereütialgleichungeu,  die  elenieutaren  Funktionen  und  die  lineare  Trans- 
formation, während  das  folgende  die  Cauchyscben  lutegrals&tze  behandelt. 
Auf  die  eigenartige  Herleitang  der  Weierstrafi sehen  Reihensttze  nadh  einer 
Ton  Morera  herrObrenden' Methode  war  schon  aafinerksam  gemacht  woardoi. 

Interessant  und  für  den  Standpunkt  des  Verfassers  charakteristisdi  ist 
die  Bemerkung,  welche  einen  Satz  lietriflft.  der  als  Analogen  zum  Mitf^' 
iverUatJi  der  luiinitesimalrecbnung  bezeichnet  wird.    £s  handelt  sieb  um  eine 
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ans  der  C auch j sehen  Integralfonuel  fliefiende  Bttstdbsehftttnng ,  falls  man 
die  BeÜMnentwicklnng  nach  einer  endlidien  Gliedersahl  abbrii^t.  Osgood 
bemerkt  hier,  daß  sich  mittelst  dieser  Formel  die  gesamte  Thaoria  der 
Potenzreihon  entbehrlich  machen  ließen  und  er  fügt  hinzu,  daß  er  nnr  ans 
pädagogischen  Gründen  diese  Elimination  ^icht  vollzogen  habe. 

Das  £nde  des  Kapitels  bringt  die  independente  Begründung  der  Theorie 
der  kompleixeii  Funktionen  nach  Goursat.   Biermit  schließt  das  eiste  Heft. 

Das  neue  Torliegende  Heft  bringt  zunilchBt  die  Theorie  der  mehrdeutigeiL 
Funktionen.  Der  geometrische  Charakter  des  Werkes  tritt  in  der  Darstellung 
dieses  Gegenstandes  besonders  vorteilhaft  hervor.  Es  muß  hierbei  erwähnt  werden, 
daß  die  vortreflFlichen  Vorlesungen  F.  Kleins  fiir  die  T)arRt<?llung,  wie 
Osgood  bemerkt,  vorbildlich  gewesen  sind.  Das  ist  in  der  Tat  sehr  zu 
begrüßen,  denn  es  gibt  in  der  matliematischen  Literatur  zwar  viele,  aber 
wenig  so  •anregend  geaefanebene  Sefariften,  als  die  von  F.  Klein  Uber  die 
Riem  an  n  sehe  Theorie.  Ss  ist  erfreulich,  daß  die  in  Hinsicht  der  strengen 
Begründung  inzwischen  vervollkommnete  Darstellung  den  Reiz  der  lebendigen 
Anschauung,  welchen  die  Vorlesung  von  F.  Klein  in  hohem  Maße  besitzt, 
nicht  verloren  hat. 

Eine  besonders  hübsche  Einzelheit  sei  erwähnt.    Die  Bie mann  sehe 

mch»      UgMIm^  irird  a««h  d«  OrMrtbngug      =  jim  (l  +  l)  ") 

ans  d«r  Biemann  sehen  FlSehe  dar  algebraisehen  Funktion  hergestellt. 
"      Femer  nA  ein  Sats  toq  Darhoux  llb^  konforme  Abbildung  im  OroBen 

erwähnt,  der  in  einfhchen  FUlen  die  Entscheidung  liefert,  auf  welche 
Gebiete  einzelne  Bltttter  der  Biemannstdien  FBche  durch  die  Funktion  ab> 
gebildet  werden. 

Vermißt  habe  ich  einen  Hinweis  auf  die  allgemeine  Methode  von 
C,  Bunge.  Es  ist  in  dttr  Tat  m'erkwflidig,  da6  die  grundlegende  Frage, 
lisch  dem  Zusammenhang  der  Zweige  einer  algebraischoa  Fmiktion,  welche 

durch  eine  Gleichung  gegeben  ist,  in  keinem  Lehrbuch,  soweit  mir  bekannt» 
vollständig  behandelt  wird.  C,  Runge  hat  gezeigt  (Grelle  Bd.  97)  wie 
man  inittelst  einer  endlifhfn  Zahl  von  Operationen  die  Stniktur  der 
lüeiiiaiixiäclien  i'läciic  im  Großen  angeben  kann.  Uber  diese  so  wichtige 
Frage  sdieint  es  keine  weitere  Literatur  zu  geben.  Vermißt  habe  ieh  auch 
einen  Hinweis  auf  die  Ab&nderungsmöglichkeiten  der  Konstruktion  der 
Riemannsihen  Fläche  durch  Änderung  des  Verzweigungsschnittes.  Dieser 
Punkt  ist  für  das  Verständnis  zu  wesentlich,  als  daß  man  ihn  in  einem 
Lehrbuch  ganz  übergeben  darf. 

Der  «weite  Abschnitt  wird  durch  ein  Kapitel  über  analytische  Fortsetzung 
beschlossen.  Die  Znswnmenfitfsnng  dev  Elemente  der  analytischen  Funktion 
zur  monogenen  analytischen  Funktion  ist  mit  ;iller  Strenge  durchgeführt. 
Eine  Schlußweise,  die  der  des  Satzes  von  Heine-Borol  entspricht,  filhrt  zu  dem 
grundlegenden  Satze,  daß  die  Funktionswerte  an  einer  Stelle  stets  eine 
abzählbare  Menge  bilden. 

ffiermit  sind  die  grundlegenden  Kapitel  der  Funktionentheorie  erledigt^ 
und  in  dem  folgenden  Abschnitt  handelt  es  sich  zunächst  um  Anwendungen. 
Es  werden  die  einfach  und  doppeltperiodischen  Fonktionen  in  der  üblichen 
Weise  diskutiert  (Kap.  10).  Dann  folgen  Reihen"  und  Prodnktentwicklungen 
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(Kap.  ll\  schliomich  wrrrion  die  elementAron  Fuiiktioiieii  noch  eimoal  ge-. 
sondert  vorgeuommen.    (Kap.  12.) 

In  den  beiden  erstgenannten  Kapiteln  werden  die  jetzt  klassisch  ge- 
vordenen  Theocien  in  der  giewohnten  OtnleUung  sorgföltig  behandatt.  Biia 
Ie4s<^aii]it9  'Kapital  hat  manciiarlei  SehwadiMi.  Da  Wird  zu^fasiiai  der 
Logarithmus  durch  das  Integral  'definiert  und  darauf  die  Definition  der 
Potenz  nnd  der  E^cponentialfunktion  gegründet  Da  di^  Funktionulgleicbiing 
sich  schiietilich  als  wesentlicher  Bestandteil  dei  JJehnition  erweist,  so  ist 
besser  vou  ihr  auszugehen.  Was  über  FuuktionalgleichuQgcn  vorgetrageu 
wizd,  ist  nicht  Bjstematisch  geordnet  und  encheint  dadurch  fremdaitig. 
Der  prinzipiellen  Bolle  der  Fnnktionalgleichung  f{x  +  y)  =  f{x)  -f-  /"(jf), 
welche  Cauchy  zvxa  Ausgangspunkt  einer  klassisfhen  Darstellung  nimmt, 
wii^d  nicht  gedacht.  Die  als  unerledigt  bezeichnete  Frage  nach  der  Existenz 
unstetiger  Lösung  hat  Hamel  entscheidend  gefördert.  Der  zitierte  äatz 
Ton  Wilson  geht  nioiit  erheblidi  fibar  das  nidit  «rwihnte  Uasnsdie  Beeoltat 
Ton  Darboux  hinaus. 

Das  dreizehnte  Kapitel  endlich  ist  der  Lehre  Yom  logarithmisdiett 
Potential  gewidmet. 

Seitdem  Harnack  seine  bekannte  Monographie  des  Gegenstandes  schrieb, 
Sind  iiiauchc  wichtige  Fortschritte  gemacht  worden.  Mau  wird  diese  am 
bestwL  in  dem  Torlii^ienden  Buche  finden.  Die  Dantellong  ist  anßerordenilioh 
gedrilngt  und  klar.  Die  grundlegenden  Sätze  werden  in  dra  Gruppen  ge> 
schieden,  deren  erste  auf  der  Differentialgleichung,  deren  zweite  auf  der 
Integraldai^ellung,  deren  dritte  auf  der  Beihenentwioklung  deslogaxithmischen 
Potentials  beruht. 

Die  harmonische  Fortsetzimg  wird  analog,  wie  die  analytische  Fort- 
setinng  behandelt,  und  ee  wird  eine  Ltleke  des  Beweises  von  Biemann  ans** 

gefüllt.    Materiell  neu  sind  wohl  die  Sätze  über  den  regnUren  Chnraklier 

der  Niveaukurven  der  Greenschen  Funktion  eines  einfach  zusaramenhaneenden 
Bereiches  T.  AusRihrlieh  ist  die  koniormo  Abbildung  eines  so  eiutath  zu- 
*  sammenh&ngenden  Bereiches  auf  deu  Kreis  behandelt,  eiu  Problem,  das  der 
Verfiuser  des  Buches  selbst  wasenl^di  gefördert  hat 

Die  Beziehung  der  Potentialtheorie  zur  Funktionentheorie  wird  noch 
in  einem  besondem  Paragraphen  betrachtet.  Hier  zeigt  sich  jedoch  eine 
erhebliche  Lücke,  insofern  der  Verfasser  die  ganze  läteratur  nicht  berück- 
sichtigt, die  von  der  Theorie  der  trigonometrischen  Reihe  aus  in  die  Funktionen - 
theorie  eindringt  Es  ist  dies  umsomehr  zu  bedauern,  als  hier  neuere 
wichtige  Arbeiten  vorliegen.  Bchön  abgerundet  ist  die  Darstellung  der 
Existenztheoreme,  sowie  des  alternierenden  Verfahrens.  Endlich  wird  die 
Modulftinktion  aus  der  konformen  Abbildung  definiert  und  dann  in  bekannter 
Weise  der  Picardsche  6atz  bewiesen.  Schließlicb  ist  auch  die  Untersuchung 
von  i'oincare  bezüglich  der  üniformierung  einer  beliebigen  analytischen 
Abhängigkeit  r^eriert 

Indem  nun  nisammenfassend  der  Standpunkt  des  Verfassers  charakterisiert 
werde,  so  ist  wohl  am  markantesten  die  völlige  Abkehr  TOn  dem  Ausgangs- 
punkt von  Weierstraß,  nämlich  von  der  Pnten:rnhe.  Hierdurch  fallen 
sofort  gänzlich  die  neueren  franzDsischen  TlntersuL-hungen,  welche  die  ana- 
lytische Fuuktiou  als  Funktion  der  Koeflizieuten  einer  detinierenden  Potenzreihe 
auffassen,  heraus.  Man  wird  das  als  eine  starke  und  gewollte  Einseitigkeit 
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bezeichnen  müssen.  Indessen  es  ist  wohl  unzweifelhaft,  daß  die  verschiedeueu 
möglichen  Staiidpniikte  ▼«nefaiodeiie  VeraUgememeroiigsperipek^  bentsen 
und  darin  ihre  Existenzherechtigung  hahen,  und  «s  ist  möglich,  daß  das 
«m  so  deutlicher  hervortreteo  wird,  je  weiter  man  in  der  Theorie  der 
Funktioneu  mehrerer  Veränderlicher  vordringen  wird.  Hier  dürften  den 
verschiedenen  Metboden  aueh  sachlich  verschiedene  Inhalte  entsprechen. 
Man  hat  fBr  soldie  BncilMiiiiuigeiL  yerscliiedeiie  Beispiele,  z.  B.  fllcMi,  waa 
hier  geUgenilieli  bemeirkt  Mi,  die  beiden  Tegrsdiiedeiien  Metiioden  der  Definition 
der  Irrationalzahl,  welche  von  Cantor  und  Dedekind  bezrQhmi,  in  einer 
von  mir  h'^trao htf t>^n  Verallgemeinerung,  dem  Vltrnhonfhxnnn  zu  ganz  ver- 
schiedeut'u  Begritten,  und  ähnlich  liegt  es  wohl  in  den  meisten  Fällen,  wo 
wesentlich  vei'sehiedene  Methoden  ausgebildet  werden  können.  Mit  diesen 
Bemerkungen  möchte  ich  die  eaehlichen  Bedenken  gegen  gewisse  subj^tiTe 
Änfiemngen  des  Verfassers  mir  auszudrücken  crlauhen. 

Andrerseits  übt  freilich  grade  das  HervorkehrL'u  subjektiver  Gesichts- 
punkte eine  anregende  Wirkung  auf  den  Leser  aus.  Überall  treten  durch- 
greifende Ideen  und  leitende  Gesichtspunkte  in  den  Vordergrund,  und  zahl- 
xeicbe  Parallelen  lenken  immerwBfarend  den  Blick  auf  das  Ganse  des  Auf- 
baust der  Fnnlriionenthe<nie. 

Der  Stil  ist  ein  wenig  ungleich  hiDSichtlich  des  Niveaus  der  Anforderungen, 
die  an  das  Verständnis  des  Lesers  gestellt  werden.  Indessen  ist  die  Dar^ 
Stellung  stets  interessant  und  fesselnd. 

Öehr  legeren  Charakters  ist  die  Methode  de8  Zitierens.  Wo  /.ufällig 
der  ÜTame  an  einem  Sats  oder  Terminus  hBngen  geblieben  ist,  wird  er  dun^ 
Dick  und  Dünn  mil^escihlttft  (s.  B.  Jordan  sehe  Kurve,  was  gar  keinen 
.  Sinn  hat),  dagegen  an  wichtigen  Stellen  gamicht  genannt.  Im  übrigen 
werden  nur  neuere  Arbeiten  zitiert,  die  seit  dem  Abschluß  des  Enzyklopädie- 
artikeis  erschienen  sind.  So  kommt  es,  daß  der  Name  Weierstraß  nicht 
an  der  Stelle  genannt  ist,  wo  die  elliptische  Funktion  aus  den  Additions- 
theorem hergeleitet  ist,  wohl  aber  wird  dort  inkonsequenter  Weise  die 
Arbeit  von  Phragmen  zitiert,  welche  an  die  von  AVoierstraß  anknüpft. 

Werfen  wir  zum  Schluß  einen  Blick  auf  das  Ganze  des  Werkes,  so 
dürfen  wir  es  als  eine  wertvolle  Bereicherung  'h^r  mathematischen  Literatur 
rühmen,  und  es  sei  der  Wunsch  ausgesprochen,  daß  es  eine  seinen  Vorzügen 
entspreehende  Verbreitnngr  findmi  mffge.  F.  Bernstsin. 

F.  Klein,  Vorträge  über  den  mathematisckeu  Unterricht  an  den 
höheren  Sohulen.  Bearbeitet  von  K.  Schimmack.  Teil  1:  Von  der 
Organisation  des  mathematisehen  ünterriohts.  (Blathematisdie  Yor- 
lesungen  an  der  UniTersitit  GOttingen,  Band  I.  l)  IDt  8  xum  Teü  £irbigen 
Textfiguren  [IX  u.  336  8.]  gr.  8.    Leipaig  1907,  B.  0.  Tenbner. 

Als  Itfitglied  der  von  der  Gesellschaft  Deutscher  Naturforscher  und 
Arzte  im  Herbst  1!101  eingesetzten  ünterriditskommission  hatte  ich  besrnirirrfMi 
Anlaß,  Vorlesungen  zu  versuchen,  welche  dem  allseits  anerkannten  Bediirtnis 
einer  geeigneten  Vermittlung  z^rischen  dem  Hochschulstudium  der  mathe- 
«Müsehen  LehramtBkandidatiNi  und  ihrer  apiteren  Ldirtiltis^i:^  in  neuer 
Weise  gereoht  wttrden.  Die  Vortrftge,  welche  ich  dementspreehend  im 
Witttersemester  190^5  und  Sommersemester  1905  gehalten  habe,  waren 
▼4»  Yomherein  für  einen  weiteren  Kreis  bestimmt.    Galt  es  doch  zugleich, 
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jene  Beform^oreeblttge  für  den  nufhematisdien  Unterrieht  aUseitig  dus 
zulegen  und  ku  begründen,  die  ich  Oltem  1904  vor  dem  GOttinger  Fraien- 

kursus  skizziert  liatte  und  die  der  Ausgangspunkt  der  einschllgigen  Arbeiten 
der  Naturforscher-Unterrichtskouiinis'^ion  geworden  sind  Immerhin  waren 
die  Vorträge  so,  wie  sie  gehalten  winden,  noch  weit  davon  entfernt,  druck- 
fertig  ro  aein.  Ich  hebe  meinem  damaligen  Assietenten,  gegenwärtig  Probe- 
kaadidat  am  hiesigen  Gymnaeinm,  Herrn  Bndolf  Schimm  aek,  bräonderen 
Dank  ZU  sagen,  daß  er  die  beträchtliche  hier  noch  bleibende  Au^be  auf 
äch  genommen  und  jetzt  znoHchst  für  den  ersten  Teil,  welrli^r  von  der 
Organisation  des  Unterrichts  handelt,  mit  großem  (rpschick  zu  Ende  getUhrt 
hat.  Gerade  dieser  erste  leil  bot  besondere  Schwierigkeiten,  weil  die  Ver- 
bftltniese,  anf  die  sich  berieht,  einer  raschen  Umbildung  unterliegen  nnd 
dem  Leser  doch  nicht  veraltete  Angaben  geboten  werden  durften.  Charakte- 
ristisch für  die  dabei  gewählte  Darstellung  ist,  dafi  die  Unterrichtsaufgaben 
der  höheren  Schulen  immer  im  Rahmen  des  gesamten  Untemehtswesens 
und  seiner  historischen  Entwicklung  gesehen  wurden.  —  In  den  zwei  Teilen, 
welche  noch  folgen  sollen,  werden  EinzelausfQhrungen  fQr  die  verschiedenen 
Gebiete  des  mathematischen  üntenrichtB,  also  Aritbnetik,  Algebra,  Analysi» 
und  Geometrie,  gebracht  werden.  Dabei  wird  die  Behandlnngsweise  eine 
ganz  andere  sein,  als  etwa  in  der  „Enzyklopädie  der  Elementarmathematik'* 
von  Weber  und  Wellstein.  Es  wird  niimlich  kein  systematischer  Lehr- 
gang angestrebt,  sondern  eine  freie  Erörterung  über  die  in  Betracht  kommenden 
Beriebungen  zwischen  Hochsohul-  und  SchuKMathematik»  unter  Darlegung 
der  hauptsächlichen  litetariscben  YerkUtnMse  und  des  historischen  Werde^ 
ganges.  Übrigens  sollen  mancherlei  Einzelheiten  mit  eingearbeitet  werden^ 
die  ich  im  Laufe  der  Jahre  in  anderweitigen  Elementarvorlesnngen  gegeher^ 
habe.  —  Wa*»  den  Untertitel  „Mathematische  Vorlesungen  an  der  Universität 
Göttingen**  betrifft,  so  verweise  ich  auf  die  Voranzeige  der  als  Band  II 
derselben  Serie  bezeichneten  neuen  Publikation  meines  Kollegen  H.  Uin- 
kowski:  „Diophantische  Approximationen*'.  Ich  habe  mich  dem  Plan,  der 
dort  entwickelt  wird:  eine  größere  Zahl  verschiedenartigster  Vorlesungen 
unter  dem  genannten  Titel  zusammengefaßt  dem  Publikum  vorzulegen,  um 
so  lieber  angeschlossen,  als  ich  meine  eigene  Lehrtätigkeit  an  der  Göttinger 
UniTersitli  nur  im  Babmen  der  anderweitigen  Bestrebungen,  die  TOn  meinem 
Kollegen  yertreten  werden,  gewürdigt  wissen  mQchte.  Indem  wir  ▼ersohiedene 
Ansätze  und  Methoden  verfolgen,  wünschen  wir  unseren  Zuhörern  nach 
Mrtglichkeit  einen  Blick  zu  ^rnffnen  anf  die  timfassende  Bedeutung  und  die 
immer  mehr  sich  debueudeu  Autgaben  der  als  eine  Einheit  erfaßtm  ge> 
s^amteu  mathematischen  Wissenschaft! 

Göttingen.  F.  Klein. 

H.  Minkowski,  Diophantische  Approximationen.  Eine  Einführung 
in  die  Zahlentheorie.  (Mathematische  Vorlesungen  au  der  Uni- 
versität Göttingen.  Bd.  U.)  Mit  82  in  den  Text  gedi-uckten  Figuren. 
[Vm  u.  236  S.]    gr.  6.    Leipzig,  1907.  B.  G.  Tenbner. 

£s  ist  die  Veröffentlichung  einer  Reihe  von  matbematisdien  Vor> 
lesungen  geplant,  die  an  der  Universität  Göttingen  bereits  gehalten  worden 

<:ind  bezw.  demnächst  pr-haltcn  werden  sollen.  Den  ersten  Hnnd  der  Sammlung 
bilden  Voi-trägc  von  Herrn  Klein  über  den  mathematischen  Unterricht. 
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Als  zweiter  Band  erscheint  nun  die  obeagenaaute  Vorlesung.  Weiter- 
hin werden  folgen  eine  Vorlesung  von  Herrn  Bunge  über  graphische 
Methoden  in  der  Analjsis,  Ton  Herrn  Hilbert  eine  Eänfllfaning  in  die 
Theorie  der  Integralgleichungen  (diese  swei  Vorlesungen  voraussichtlich 
'binnen  Jahresfrist),  ferner  Vorlesungen  über  mathematiscli- physikalische 
Gebiete:  von  Heim  Voigt  über  Magneto-  und  Elektrooptik  (1907), 
von  Herrn  Prandtl  über  Gasdjrnamik,  von  Herrn  Schwarzschild  über 
Astrophysik,  TOn  Herrn  Wieohert  Aber  die  Konstitation  des  Srdinnem.  — 
Eine  mathematische  Vorlesnng  kenn  danaeh  trachten,  ein  fertiges  T^mw«A 
TOT  Augen  zu  fuhren,  aber  sie  kann  sich  eine  noch  anziehendere  Aufgabe 
set7>ni,  nümlich  ein»'n  lebenden  Organismus  zu  srlnldem,  in  dem  jede 
einzelne  Zelie  zur  Forteutwicklung  treibt  und  die  Anregoingen  nnnnterbrochen, 
selbst  zwischen  den  entferntesten  Teilen,  hiu-  und  her  pulsieren.  —  Die 
kleine  Vorlesnng,  die  ich  unter  dem  Titel  „Diophaniische  Approximationen*' 
erscheinen  lasse,  bezweckt  eine  Metamorphose  im  Lehrgang  der  Zahlentheorie. 
Dieses  Gebiet  gilt  gemeinhin  als  das  verschlossenste  im  ganzen  Umkreis 
der  Mathematik;  es  schwindet  hier  der  Halt  der  räumlichen  Vorstellung, 
und  es  überkommt  dadurch  manch  einen,  der  einzudringen  sucht,  befremdend 
eine  Empfindung  der  Leere  vor  den  großen  Theoremen  von  der  Zerlegung 
der  Ideale  in  Primideale,  vom  Zusammenhang  der  Einheiten  usw.: 

Göttinnen  thronen  hehr  in  Einsamkeit. 
Um  sie  kein  Ort,  noch  weniger  eine  Zeit, 
Von  ihnen  sprechen  ist  Verlegenheit. 

(Fangt,  II.  Teil.) 

Der  Le^er  wird  in  dem  Buche  insbesttndere  die  genannten  Theoreme 
und  damit  eine  feste  Grundlage  der  Theorie  der  algebraisdien  ZahlkOrper 
gewinnen;  dabei  aber  befindet  er  sich  fortgesetzt  ansdianlichen  analytischen 

und  geometrischen  Fragestelhingen  gegenüber,  deren  Lösungen  bisweilen  in 
der  Tat  nur  durch  zweckmäßig  angelegte  Figuren  zu  erlangen  sind.  Das  Buch 
gliedert  sich  in  6  Abschnitte:  1.  Anwendungen  eines  elementaren  Prinzips. 

3.  "Vfm  &hl«i^tter  in  der  Ebene.    3.  Vom  Zahlengitter  im  Baume. 

4.  Theorie  der  algebraischen  Zahlen.  5.  Theorie  der  Ideale.  6.  Apptozima- 
tioneu  in  itnaginSren  Körpern.  Wenn  auch  die  von  mir  angewandten 
Methoden  teilweise,  allerdings  in  viel  abstrakterer  Darstellung,  schon  in 
meinem  Buche  „(Seometrie  der  Zahlen  *  berührt  worden  sind,  so  dürften  doch 

<  die  meisttiu  Austührungen  dieser  Vurlebung  als  durchaus  neu  erscheinen.  Ich 
hoffe,  daß  die  Vorlesnng,  (die  zugleich  ab  Yorliufisr  der  noch  ausstetoiden 
Lieferung  der  Geometrie  (]er  Zahlen  ansusehen  ist),  ein  frisches  Band  zur 
Verknüpfung  verschiedenartiger  mafhematischer  Lktwessen  bilden  wird. 
Gottingen.  ,    H.  Mdckowskl 

2.  Bücherschau. 

Adhömary  R.  d%  Lea  variationa  des  th^ories  de  ia  science.   61  p,   Paris  1906. 

Burkharit,  H.,  YorlMuageu  Aber  die  Elemente  der  DiflSeientiät-  und  Integral- 
rechnung und  ihre  Anwendung  zur  Beschreibung  von  Naturerscheinungen. 
XI,  862  S.  m.  38  Fig.    Leipzig  1907.         6  - . 

Carnojy  J»,  Cours  de  g^ometrie  analjrtiquc:  g^ometrie  de  Tespace.  6»«  edition 
'  eniiteement  refondue.  679  p.  Fr.  If. — . 

Cehenji  A.^  Differential  equatioas.  s.  6.— . 
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Dlmmcry  H.,  Aufgaben  fBr  die  Beifepmfting  as  Baugewvrinehiden  wnä  SfanlidMii 

tecbniflchen  Lehianstalten  sowie  tarn  Gebrauch  b«im  Unterricht  in  allen  iech- 
nischen  Lehranstalten  und  zxan  Selbstunterricht.    L  Band.    Ol,  116  &  m. 
149  Abbildungen.   Leipzig  1907.        4.— . 
Eggert,  0.,  BinfMiTOiig  in  die  GeodBaie.  Z,  4t7  S.  m.  W  Fig.  Leipzig  1907. 
V*:  10.—. 

Fragen  der  ElementarEfPonietrio,  Aufsätze  von  U.  Amaldi,  E.  Baroni.  R.  Bnnola  u.  a. 
Gesammelt  und  zusammengestellt  von  F.  Enriques.  Deutsche  Ausgabe  von 
H.  Fleieeher.  IL  Teil.  JDie  geemetrisoben  Au^tfaben,  ihre  LOnmg  nad  LOe- 
barkeit.    XII,  848  S.  m.  136  Fig.    Leipzig  1907.  9.—. 

€larhieri,  Geonjetria  analitica;  riassunto  di  lezioni  date  nellTniven^itä  di 

Genova.  Parte  I:  Luoghi  di  psimo  grado,  oon  uu  ceuno  su  aliri  luogM  iu 
eoordinate  cartetiaae.  Toxino  1907.   L.  S.— . 

Sefker,  0.,  Brobachtunp-cn  an  Horizontalpendeln  über  die  Deformation  des  Erd- 
körpers unter  dem  Einfluß  tou  Sonne  und  Mond.  IV,  96  S.  mit  1  Tafeln. 
Berlin  1907.    JC  ü.—. 

Htetly  L.)  Die  Baustatik.  Ein  elementarer  Leitfaden  som  Selbstunterricht  und 
zum  praktischen  Gebrauche  fBr  Architekten,  Ra'.iee''vprkmfiFtpr  unt\  Srhiilpr 
bautechnischer  Lehranstalten.  4.  vollständig  neu  bearbeitete  Auflage.  Mit 
SM  Teztebbadungen  ond  1  Tafel  Tin,  884  8.   Leipzig  1907.  UK  9.— . 

Hörenden,  F»,  Fknetical  Mafhematic«  for  young  engineen.  Speeially,  anranged 
for  the  use  ot  nppmntioea  vho  intemd  (o  beeome  marine  engineeta.  144  p. 
a  8.  6  d. 

EoUrMMb,  F.  L.)  TOnfWhmng  in  die  Dilforential^  und  Integralreelurang  nebet 

Differentialgleichungen.    VII,  löi  S.   Berlin  1907  6.— 
MaglHy  A.,  Beitrag  zur  Dynamik  der  Wirbelstürme.  66  S.  Solothurn  ittüT.  .H.  2. — . 
Minkowski)  H.,  Diopbantische  Approximationen.  Eine  Einführung  in  die  Zahlen- 
theorie. Mit  82  in  den  Text  gedniekten  Figoren.  VHI,  936  8.  Leipzig  1907. 

8.—. 

MltfpMzwey,  L.)  Matbematii^ebc  Kurzweil  oder  .\ufgabpn,  Ktmstetücke,  gei«t- 
auregcude  Spiele,  verfängliche  Scblüsse,  Scherze,  tberrascbungen  und  der- 
gleidien  noa  der  Zahlen-  nad  Fotmenlehie  flbr  jang  and  alt  aar  Unteibaltni^ 

und  Belehrung    5  Auflage.    108  S.  mit  Figuren.    Leipzig  1907.  l.öo. 
Kernatj  W.,  und  ^»choeiiflieii,  A.,  Kintubrung  in  die  mathematische  Behandlung 
der  Naturwissenschaften,    ö.  Auflage.    XU,  871  S.  mit  69  Figuren.  München 
1907.   UKll.— . 

Beim,  DaJ5  regelmäßige  Dodekaeder  und  Ikoeaeder  in  ihren  weohHelscitigen  Re- 
ziehongen,  nach  Angaben  von  Prof.  Dr.  Hu  ebner  dargestellt.  Programm. 
98  8.  mit  9  Tafeln    Sehweidnits  1907.   .iC  1.60. 

Toadarllnn^  J.,  Darstellende  Geometrie  für  Bauhandwerker.  2.  Teil  Schatlmi-^ 
lehre,  Schiflung  bei  Dächern,  wir.dt  'lii  fc  Dächer,  Darstellung  eines  IVeppen- 
krümmlingSf  Steinachnitt,  Zeiitraiperttpektive.  2.  vermehrte  Auflage.  Bremer- 
baiwen  1907.'  JC  8.—. 

Weber )  H.^  und  Wellstein,  J.,  Enzyklopädie  der  Elementar^Mathematik.  Eia 
Handbuch  ffir  Lehrer  und  Studierende.  3.  Band:  Angewandte  Elementar- 
Mathematik.  Bearbeitet  von  Heinrich  Weber,  Josef  Wellstein  und 
Rudolf  H.  Weber.   Xm,  696  S.  m.  868  Fig.   Leipzig  1907.  14.—. 

Weve,  L.,  Ciudmatique  des  mt5canismfs.    Vill,  476  p.    Lidge  1907.    Fr.  10. — . 

Wirth,  H.,  Tkitrilgc  zur  Theorie  der  Abbildungen  durch  reziproke  radii  veetoxei. 
Programm.    »2  6.  mit  ö  Tafeln.    Wolgast  1907.   JL  1.60. 

Toang,  J.  W.  A.,  Teaching  of  matbematiei  in  the  elementuy  and  the  aeeondaiy 
Bchools.    1907.    s.  6.—. 

Zimmermann^  H.,  Rechentafel  nebt*t  Sammlung  hünfig  gebrauchter  Zahlenwerte 
6.  Aullage.    XXXIV,  204  6.    Berlin  1907.    .«lö.— . 
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3.  ZflitseliziftenMliaiu 

-{Vom  dem  Inhalt  der  Zeitachriften  werden  nnr  die  Aufa&tze  erwähnt,  welche  dem 
iit'oiete  der  mathematischen  Wiasenschafteo  aogeh^Sien.) 

Mathematit-iche  Annalen.    64.  Band.   2.  Heft. 

Schmidt,  Zar  Theorie  der  lineaien  und  nicht  linearen  Integralgleickimgen. 
Klein,  Bemerkmigeii  mr  Ilieoirie  der  linearen  DiffiecentielgleiebuDgen  «weiter 

Ordnung.  Meyer,  über  die  Konginenzaxiome  der  Geometrie.  Meyer,  Flächen- 
inhalts- und  Volumen^leic>i"heit  vom  projektiven  Standpunkte  Mollerup,  Die 
Definition  des  Mengen begnffb.  Frank,  Über  einen  Satz  von  Üouth  und  ein  damit 
SDBunmetthBngendes  Problem  der  Teriationnedmnng.  Perron«  Zar  Theorie  der 
Metrices.  Loewy,  über  die  Gruppen  linearer  homogener  Snbätitutionen  Tom 
Typus  einer  endlichen  Gruppe.    Fejdr,  Über  die  Fouriersche  Keihe. 

Blbliotheoa  Mathematica.   3.  Folge.    7  Band.   4.  Heft. 

Bildniiae  von  Leonhard  Euler  als  Titelbild.  Heiberg  und  Zeuthen»  Eine 
neue  Sohrift  den  Arohimedei.  Mikami,  Znr  Frage  abendllndiMher  EinüflMe  auf 
die  japamedhe  Uafhematik  am  Ende  den  siebzehnten  Jahrhunderts.  Bateman, 
The  correspondence  of  Brook  Taylor.  Eneström,  Über  Bildnisse  von  Leonhard 
Euler.  Smith,  A  inaihematictfkl  exhibit  of  interest  to  teachers.  Radio, 
EneatrOm,  TaTsro,  Kune  Bemerkungen  mt  sweiten  Auflage  von  Oantore  «Teiv 
lesungen  über  Qeeehiehte  der  Ifatliemvfeik'*.  Termiidite  hiitorieohe  Notiien.  An- 
fragen. Rezensionen. 

Monatshefte  lür  Hattieinatik  «nd  Physik.  XYUL  Jahxgang.  8.,  4.  Yierfee^alir. 

1Ö07. 

Roth,  Über  Beriehongeo  swiscben  algebraisolien  Oelnlden  Tom  Geiehledite 

zwei  und  drei.  Plemelj,  Über  lineare  Randwertau%aben  der  Potentialtheorie. 
Neuberg,  über  orthogonale  Tetraeder.  Pick,  flier  die  zu  einer  ebenen  al- 
gebraischen Kurve  zugehörigen  transzendenten  Formen  und  Diä'erentialgleichangen. 
Fnrlan,  Über  daa  Haitonaiehe  Postulat  |  etn)  l^Vn.  King,  Über  die  Orte 
der  Punkte,  ans  welchen  ein  Kreis  durch  speridUe  Kegel  projiziert  wird.  Oeking- 
haus,  Die  R'^fntinnpbpwegTingen  der  Langgeschosse  während  des  Fluges.  Ernst, 
Ein  Analoguu  Kur  Mannheimschen  Kurve.  Pick,  Zur  Theorie  der  hjper- 
geomefarisehen  Integrale  am  elliptischen  Gebilde.  —  Literatnxberiebte. 

Zeitschrift  fOr  Mathematik  und  Physik.  M.  Baad.  4.  Heft. 

Schilling,  Die  Bewegung  in  der  Ebene  als  Berflhmngstnmsfotmatlon. 

Liieka  et  ülkowski.  Sur  la  nomographie.  Bobl,  Über  ein  Dreiknqiorproblem. 
I)ebye.  Wirbelctiröme  in  «Stäben  von  rechteckigem  Querschnitt.  Fuchs,  Ein 
Näheningijverfahren  in  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  I. 

La  Kevue  de  TEnseignement  des  Sciences,   l"  Ann^e.  No.  l— No.  6.  Janvier 
— Juin  1907. 

Notre  Programme.  Enquete  sur  Fenseignement  de  la  g^om^trie.  Harl^,, 
Lettre  d'un  industrifl  sur  Teducation  matbt'matique  des  auxiliaires  de  Tindustrie. 
Lemoine,  L'optique  geometriquc  et  les  ondes  lumineuses.  Brucker,  Un  plan 
de  eofoiB 4l4Smentaire  de  geologie.  Lemoine,  L'nnion  des  physiciens.  Massovlier, 
Les  exercices  pratiques  de  physique  choisis  par  un  referendnm  de  professeurs 
americains.  Mineur,  üne  exponition  elt'mentuire  de  la  theorie  des  logarithmes» 
Durand,  Une  d«^on«tration  simple  des  foraiules  d  additiou  en  trigonometrie. 
Berson,  De  la  xesponsabilit^  daas  les  aeddenta  de  laboratoire.  Chanvet,  LW 
seignement  pratique  de  la  göologif.  Concours  d'admiasion  ii  l'^rolc  Nonnale 
Superieure  de  Snint-Cloud  en  1906.  Questions  et  prob  lern  es  de  physique  et  chimie. 
Taoner^,  bur  la  dcÜmtion  des  uniteu  derivees.  Marotte,  Resolution  grsphique 
de  r^qnatioo  asina-|- 1  eoss^c.  Brillonin,  A  propos  de  Partide  de  M.  Lemoine 
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8u'r  Toptique  geom^irique  et  les  ondea  lamfBeQBes.  Honrgaes,  Lei  eqailibreä 
physiqiips?  rt  cbiiniques.  Jono,  Lea  expressions  defertiKMises  en  sciences  naturelles. 
Bruck  er,  Kruydt,  Cardiügraphe  et  myographe.  äur  ia  reforme  du  bftocalaur^i. 
Concovti  d*«diiinriOB  k,  T^eä«  NomiAle  Snptfrienie  de  PontenayHrax-Boaee  es  1906. 
Orevy,  Examens  et  exaniiiiateurs.  Rouliandi,  Le  programme  de  dessin  graphique 
dana  le  preniier  cvcle  Ii  des  Lyceps  et  Colleges.  Gallaud,  La  Photographie  dan:« 
reuüeiguemeat  de«  seience»  naturelleH.  Circul»ire  de  M.  le  Yice-Becteur  de 
FAcad^mie  de  Parit  ma  renieigDement  de»  edeneet  maHttoatkiuee  «t  de«  seienee« 
phygiqTies.  Girod,  Probl^mes  de  m^canique  potir  lea  clanses  de  math^matiques 
•p^ialea  et  de  centrales.  Quelques  experienceg  simples  sur  la  pesanteur.  Agr^gatiou 
de  Tenseignement  secondaire  des  jeunes  filles  (concours  de  1906).  Notre  enqu&te 
8ur  reiiHeignemMit  de  la  g^om^trie.  Cahen,  Afaudnit,  A  piopoe  de  Tartiele  de 
M,  V.  Mincur  aar  la  theorie  des  lo^aritbmee.  Pöcheiix,  Lea  meaures  (?lectriques 
au  laboratoire  d'one  Kcole  d'Arts-et-Metiers.  Circulaire  de  M.  le  Vice-iiecteur  de 
rAeftdemie  de  Paris  sur  reneeignement  de  la  g6öm4ix\9  dans  les  lyc^es  et  coll^es 
^le  jemies  filles.  Blutet,  La  rtSfoime  des  pro^rammes  d'admisHion  aax  grands 
^colea  en  1904.  Clairaut.  Prefacp  aus  ..LlementH  de  göom^trie"  fl741).  Morin, 
Appareü  pour  l'^tudc  graphique  de  la  chute  des  corps.  Maxotte,  Four  les 
eiMnens  de  passage.  ProbUmes  de  matliteiatiques,  qaestions  et  proUMnes  da 
phjsique  et  cbimie,  donnt^s  aux  baccalaw^ts  (Se  partie,  clasae  de  mathämatiquee), 
AB  juillet  1906.  Les  Hciences  physiques  au  baccalaur^at  (circulaire  de  M.  le  Vice- 
Seeteor  de  TAcademie  de  Paris).    Chxooique.  Correspondaace.  Bibliographie. 


4  Kataloge. 

€1.  J.  OSmheiiMli«  V«rlftgsb««likftB41n«g  in  Leipzig.  Matfaematik  und  ▼erwaadte 

WiBsCDschaften.  Sommer  1907.  [Ein  Varlagikatalog  naeh  Art  der  bekannten 
Teabnerschen  Vetlagskataloge.]   

5.  Bei  der  Bedaktton  eingegangene  SoluüteiL 

]lütel,  Preis  utir.  der  eingesandten  Schriften  werden  hier  regelnAßig  TerOfientlieht. 
Beepreohnngen  geeigneter  Bücher  bleiben  vorbehalten,    Eine  BQeluendnng  der 

eingegangenen  Schriften  kann  nicht  erfolgen.] 

Encytlopädie  der  mathematischen  Wissenschaften  mit  Einaehluß  ihrer  An 
Wendungen.    Band  Uli.    Heft  1.    [Enthaltend:  Enriques,  Trinzipien  der 
Oeomehrie;  t.  Hangoldt,  Die  Begriffe  «JLioie^  und  «Jiftehe";  Dehn  und 
Heegard,  Analysis  situs.]    Leipzig  1907,  B.  0.  Tenbner. 

£ncyelop^die  des  seiences  math^iimtiqnes  pnre9  et  eppli^näee«  Tome  I, 
volume  1.   Fascicole  2.   Leipzig  IWI ,  B.  G.  Teubner. 

Hetleraiaiui-lHekMewui  Lehr-  nnd  Übnngtbttch  fOr  den  ünteiridit  in  der  Algebxe 
an  den  höheren  Sohulpii.  Neu  bearbeitet  von  K.  Kneps.  L  TeiL  Zwölfte 
Auflage.    Essen  1907,  G.  D.  Baedeker.    J{.  2,25. 

F.  Hühni;  GeouietriHcbe  Anacbauungslehre  für  die  1.  bis  iV.  Klasse  der  Mädchen- 
Lyzeen.  I.  Teil.  FOr  die  L  und  II.  Klasse.  Wien  1907,  F.  Tempeky.  E.  1 . 
II.  Teil     Für  die  HI.  und  TY.  Klasse.    Ebenda.    80  h 

Koppe- Dick maiuiH  Geometrie  zum  Gebrauche  au  höheren  rnterTichtsans^talten. 
Ausgabe  zu  Heallehranstalten.  IIL  Teil.  3.  Auflage.  BearbeiU^t  von  K.  Kuopa. 
Essen  1907,  G.  D.  Baedeker. 

U.  Schunmrh(>r,  t^ber  eine  Riemaun^che  FunktionenUasse  tnit  ser^ellender  Thet4- 
funktiou.    Dissertation.    8traßbnrg  1907. 

H«  Weber  und  J.  WellHtein,  Enzyklopädie  der  Elementar-Mathematik.  Ein  Hand- 
buch für  Lehrer  und  Studierende.  III.  Angewandte  Mathematik.  Bearbeitet 
von  Heinrich  Weiter,  Josef  Wellstein  und  Rudolf  H.  Weber.  Mit 
aö8  Figuren  im  Text.   XUI,  666  S.    Leij.zig  1907,^ B.  G.  Teubner. 
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über  die  arithmetischen  Eigenschaften  der  Zahlen. 


Von  K  Hensbl  in  Marbnig. 

III.  (Schluß.; 

§5. 

Durch  die  bisherigen  Unienachnngen  ist  die  folgende  Ao^ube 
ToUetändig  gel5st  worden: 

Es  sollen  alle  rationalen  und  algebraischen  Zahlen  durch 
konvergente  p-adische  Reihen  so  dargestellt  werden,  daß  jede 
zwischen  ihnen  der  Größe  nach  bestehende  rationale  Gleichung 
mit  rationalen  Zahlkoeffizienten  für  den  Bereich  von  p  mit  jeder 
vorgegebeiicu  Annäherung  erfüllt  bleibt,  wenn  man  diese  Zahlen 
durch  ihre  Näherungswerte  Yon  genügend  hoher  Ordnung  er- 
setzt,  und  daß  auch  umgekehrt  aus  jeder  solchen  Gleichung  für 
den  Bereich  Ton  p  die  Richtigkeit  derselben  Gleichung  der 
6r6fie  nach  folgt. 

Auf  dieses  Ergebnis  kann  man  nun  eine  vollständige  Theorie  der 
alj?ebraischen  Zahlen  grflnden.  welche  den  engen  Zusammeuhuiig  zwischen 
den  antiiiuelitichen  und  den  algebraischen  Eigenschaften  dieser  Zahlen 
deutlich  erkennen  läßt;  denn  jeder  algebraischen  Kigeuscliaft  dcj>nll)*'n, 
welche  sich  ja  als  eine  algebraische  Gleichung  zwischen  den  betreÜea- 
den  Zahlen  aussprechen  läßt,  entspricht  eine  arithmetische  oder  Teil- 
barkeitseigenschaft für  eine  beliebige  Primzahl  p,  welche  durch  die- 
selbe Gleichung  fUr  den  Bereich  eben  dieser  Primzahl  angesprochen 
wird)  und  nmgekehri 

Die  Tollsliandige  Aafdeokong  dieser  Beziehungen  war  allein  das 
Ziel,  dem  idi  midi  bei  der  EiniUinuig  der  p-adisdiflin  ISahkn  seit 
etwa  14  Jahien  amniiShem  saehte^);  die  Ergebnine  dieser  Unter- 
sachungen  habe  ieh  in  meiner  „Theorie  d«r  «IgebraisohMi  Zahlen^  an»* 
flihrlich  dargestellt,  deren  erste  Hälfte  im  Lanfe  der  nidisten  Monate 
erseheinen  wird. 

1)  Vf^l  hiVr/.u  flie  int^rossanten  Äusfflhrungcn  ?on  0.  Perron  da.  Zischiu 
Bd.  16.       1^2—160,  beä.  S.  iöä  obeu. 

JabiMbwMkt  d.  DMtoAM  lUA«ni.-T«nJalg«ae>  XTL  B«fl  9.1«.  Sl 
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Man  sieht,  daß  nach  dm.  £rgehiii8Beii  der  vorliegenden  Arbeit  die 
j)-adi8chen  Zahlen  mcM  neue  Beehnungssjmbole,  sondern  im  gewöhn- 
lichen Sinne  konvergente  unendliche  Reihen  sind,  welche  nur 
80  ausgewählt  werden,  daß  ihre  Näherungswerte  über  die  ahthmetischen 
Eigenschaften  der  dargestellten  rationalen  oder  algebraiedien  Zahlen 
Tollstandigen  AnÜBchluß  gewähren. 

Es  liegt  nun  nahe,  diese  Theorie  der  rationalen  und  algebraischen 
Zahl«!  auf  die  Untersuchung  der  transzendenten  Zahlen  und  Funk- 
tionen auszudehnen,  und  ich  möchte  in  diesem  letzten  Abschnitte 
wenigetene  einige  Bemerkungen  zu  diesem  sehr  viel  umfassenderen  Prob- 
lem machen.  Die  hier  eidi  darbietende  Au%abe  würde  m  ihrem 
weitestm  ünrfamge  so  sa  fonnnlieren  sein: 

Wie  sind  die  tnmssendenten  Zahlen  und  Funktionen  dnreb 
j}-adiBche  Beihen  darsnstellen,  welche  sowohl  ihrer  GrSße  naclfy 
als  aadi  für  den  Bereich  Ton  p  konTergieren  nnd  außerdem  so 
beschaffen  sind,  daB  jede  zwischm  ämen  der  OrSBe  naoih  be» 
stehende  Gleichnng  auch  für  den  Bereich  Ton  p  richtig  bleibt 
und  umgekehrt? 

Ich  will  im  folguiden  eeigen,  wie  man  Tcrsuchen  könnte,  diese 
wichtige  nnd  schwierige  Frage  zu  beantworten;  jedoch  liegt  es  mir 
fem,  hier  eine  ToUstandige  Losung  zu  geben;  es  bleibe  vielmehr  dahin- 
gestellt, ob  die  Angabe  in  dieser  Allgemeinheit  flberhanpt  eine  Losung 
zulaßt 

Ich  lege  der  TTntennchung  sunädhst  nur  den  Bere^  aller  ratio- 
nalen und  algebraischen  Zahlen  zugnmde,  denn  nur  diese  sind  ja  naok 
den  bisherigen  Ausftihrongwi  dur<di  konvergente  jy-adische  Reihen  so 
darstellbar,  daß  jede  zwischm  ihnen  der  Größe  na<^  bestehende  ratio- 
nale Gleichung  auch  für  den  Bereich  von  p  erfOllt  ist  und  umgekehrt. 
Jede  Zahl  y  dieses  Bereiches  läßt  sich  dann  sowohl  der  Große  nach 
als  auch  fOr  den  Bereich  ron  p  auf  eine  einsige  Weise  in  eine  Reihe: 

entwickeln,  welche  nach  ganzen  Potenzen  einer  algebraischen  Zahl 

7t  ~  p'  fortschreitet. 

Jede  solche  Zahl  y  kann  man  der  Größe  nach  in  der  Form 
schreiben: 

(2)  y^9^f 

wo  9  '=  ly,  der  absolute  Betrag  von  y  ist  und  £  »-  <Kv  eine  Einheit 
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im  gewöhnlicheil  Sinne  bedeutet.  Entsprechend  kann  y  für  den  Be- 
reich Yon  p  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

(2a)  7  -  9f'  i^^p^^ir  +  fr  +  i^'H-  •  •  •)» 

wo  ^^  =  ji^'=       eine  Potenz  von  j?  mit  dem  gebrochenen  Exponenten 

p  «1 1  ist  and  e  eane  Einheit  für  den  Bereich  Ton  j»  bedeutet  Hier 

*oU  \y\^  der  äbniUae  Betrag  wm  y  ßr  im  BereiA  wm  p,  und 
die  M»  y  giiiorige  EmheU  fwr  äensdbm  Berdek  gwannt  werden.  Die 
Zahl  y  heiflt  eine  Einheit  ihrer  GrSße  aadi,  wenn  ihr  absoluter  Betrag 
l)'!  1  ifffc,  sie  heißt  eine  Einheit  fOr  den  Bereich  von  p^  wenn 
\y\^^  1>  wenn  also  y^  ist.  Dann  beetehen  sowohl  fOr  die  eine  ab 
andi  für  die  andere  Definition  der  Einheit  offenbar  die  Satze: 

Das  Ptodnkt  und  der  Quotient  zweier  Einhttten  igt  wieder 
eine  Einheit; 

und 'hieraus  folgt  sofort,  daß  auch  fttr  jede  der  beiden  Definitionen  des 
abeolulan  Betrages  der  allgemeinere  Satz  gilt: 

Der  absolute  Betrag  des  Produktes  bezw.  des  Quotiuuttiii 
zweier  Zahlen  ist  gleich  liem  Produkte,  bezw.  gleich  dem  Quo- 
tienten der  absoluten  Betrüge  jener  beiden  Zahlen. 

Die  soeben  ruigeluhrten  Begritfe  ermdfflichen  es  nun,  die  Zahlen 
ihrer  Große  uacb  zu  ordnen  und  eine  enUprt-cheijde  Ordnunj?  auch  für 
den  Bereicli  von  p  durchzufuhren,  und  zwar  so,  daß  für  beide  Anord- 
nungen genau  dieselben  Sätze  gelten,  obwohl  durch  sie  jene  Zahlen 
in  völlig  verschiedener  Weise  georduet  ^^erclen. 

Von  zwei  Zahlen  y  und  d  ist  y  der  Größe  nach  absolut  kleiner 
als  öy  wenn  im  gewöhnlichen  Sinne  \y\<.  Ö\  istj  dann  ist  also: 
(3)  '  7  "06, 

wo  ein  „komplexer  echter  Bruch d.  h.  eine  Zahl  bedeutet,  dnen 
absoluter  Betrag  kleiner  als  Eins  iat 

Dag^en  soll  yon  zwei  Zahlen  y  und  d  y  für  den  Bereich  von  p 
Uemer  ab  d  heißen,  wenn  die  Ordnungszahl  yon  y  größer  ist  als  die 
yon  dy  wenn  also  bei  der  p-adischen  Darstellung: 

y  «»O, •..■oc^c^+j. . d Oye...ed^, . . .  (p) 

r  <  5  ist,  mithin  y  mehr  Nullen  hinter  dem  Komma  hat  als  d.  In  diesem 
Falle  ist  also: 

(3a)  y^öö  (p\ 

wo  a  eine  „ganze  p-adische  Zahl%  d.h.  eine  Zahl  von  positiver  Ord- 
nung ist   Die  beiden  Zahlen  y  und  d  sind  ihrer  Größe  nach  bzw. 

»1* 
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f&r  den  Beraieh  TOn  p  ftqnivaleiit^  warn  in  den  Oleichungen  (3)  biw. 
(Ba)    eine  Einheit  iet 

Sind  die  beiden  Zahlen  und  ihrer  Chdfie  nach  beide  absolut 
kleiner  als  d,  so  iet  beksnntlieh  der  Größe  nach 

(4)  +  <2d, 

dagegen  i>t  unter  der  anak^^en  Voraussetanng  f&r  den  Bereich  von  p 

(4*)  |y,  +  7.|,<^  (p), 

dean  aus  den  beiden  Gleichungen 
folgt  ja 

fi  +  Yf  -  d(«i  +  tf,)  -  d 

iro  <s  ganz  ist,  wenn  tf^  und  6^  ^unze  Zahlen  sind. 

Hieraus  folgt  also  der  wichtige  Satz: 
(4b)  Die  Summe  beliebig  vieler  Zahlen,  web^he  für  den  Bereich 

Ton  p  kleiner  sind  als  Ö,  ist  ebenfalls  kleiner  als  d. 

Wir  haben  hier  also  eine  GrÖßenanordnnBg  aller  rationalen  und 
algebraiiehen  Zahlen,  welche  insofern  ganz  wesentlich  von  der  gewöhn- 
lidien  abweicht,  als  das  sogenannte  Axiom  des  Messens  oder  das  Arehi-^ 
medische  Axiom  für  sie  nicht  gilt,  iiacli  welchem  ein  genügend  großes 
Multiplum  einer  beliebig  gewählten  Einheit  größer  ist  als  eine  beliebig 
groß  an  annehmende  Zahl. 

Es  ist  klar,  daß  zwei  rationale  oder  algebraische  Zahlen  ihrer 
Größe  nach  sehr  verschieden,  aber  trotzdem  für  den  Bereich  von  p 
gleich  groß  sein  können,  denn  durch  die  letztere  Aussage  wird  ja  nur 
ausgesprochen,  daß  beide  Zahlen  durch  dieselbe»  Poteos  Ton  p  alge- 
braisch teilbar  sind. 

Um  so  merkwürdiger  ist  es,  daß  bei  dieser  TollBtandigen  Umordnung 
der  Zahlen  für  den  Bereich  von  p,  bei  welcher  das  Archimedische 
Axiom  ungültig  wird,  die  Fundamentalsätze  der  Reihentheorie,  der 
Differentialrechnung,  zum  Teile  auch  die  der  Integralrechnung  und  der 
Fuuktionentheorie  gültig  bleiben,  aber  allerdinf^s  TÖliig  andere  Bigen- 
sohafken  der  untersuchten  Funktionen  enthüllen. 

Itu  folgenden  sollen  auch  Zahlgrößen  sowohl  ihrer  Größe  nach 
al8  auch  für  den  Bereich  von  p  untersucht  wetäßBf  welche  aus  unend- 
lich vielen  Elementen  additir  zusammengesetzt  sind,  d.  h.  unendliche 
Reihen: 

(5)  = 
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deren  Elemente  rationale  Zahlen  oder  algebraische  Zahlen  ein  und 
(lessdben  Körpers  sind.  Eine  solche  Reihe  stellt  dann  und  nnr  dann 
ihrer  Größe  iiucli,  bzw.  für  den  Bereich  von  p  eine  Zahl  d.ir,  weun  sie 
in  dem  einen  bzw.  in  dem  anderen  Sinne  Iconvergiert,  d.  h.  wenn  jeder 
in  dem  einen  oder  in  dem  anderen  Sinne  beliebig  kleinen  Zahl  ö  ein 
solcher  Wert  von  n  entspricht,  daß  für  diesen  und  alle  größeren  Weite 
m  entweder  der  Größe  nach: 

oder  ftlr  den  Bereich  von  p 

(6»)  1««+«-  «J,-         •  •  •  +  ^^^,-i\p<  \K 

i8<^  wie  ftnoh  m  >  n  und  q  angenommen  werden. 

Seist  man  in  diesen  beiden  allgemeinen  Konvagenzkriteri«!  spe- 
ziell s  — 1>  80  ergeben  sich  die  beiden  notwendigen  KonTergenz- 
bedingungen: 

(Ob)  lim  14^1-0,   bzw.   liml^„;-0  (p). 

Jene  Bdhe  konvei^ert  alzo  nur  dann  in  dem  einen  odor  in  dem  an- 
deren Sinne,  wenn  ihre  einzelnen  Glieder  mit  wachsoidem  Index  gegen 
Null  konvergieren,  wenn  alao  die  Glieder  genfigend  hoher  Onbiung 
beliebig  Uein,  bzw.  dorch  eine  beliebig  hohe  Potenz  Ton|»  teilbar  werden. 

Wahrend  aber  diese  notwendige  Bedingung  für  die  Konvergenz 
der  Größe  nach  bekanntlich  keineswegs  hinreidiend  ist,  iat  dies  für 
die  Konyergenz  fOr  den  Bereich  von  p  merkwflrdigerweise  der  Fall. 
Ist  diese  Bedingni^  iribnlich  erf&llt,  so  kann  man  ja  m  so  groß  iniUilen, 
daß  fOr  jede«  % 

l^.+.',<l*|.     (P)  (<-o,i,...) 

wird,  wo  d']^  beliebig  klein  an^'enommeu  ist;  nach  dem  soeben  be- 
wiesenen Satze  (4  b)  ist  dann  auch  für  jedes  q 

d.  h.  das  allgememe  KonTergenzkriterium  (6  a)  ist  auch  eine  Folge  des 
spezielleren  in  (6  b). 

Unter  der  hier  gemachten  Annahme  (6  b)  bleibt  aber  auch  der  ab- 
solute Betrag 

der  Summe  beliebis^  vieler  und  beliebig  ausgewählter  Glieder  unserer 
Reibe  unterhalb  der  Grenze  |d  '^^  sobald  nur  die  Indizes  v^  der  Sum- 
manden sämtlich  größer  sind  lüs  n,  und  hieraus  folgt»  daß  die  Reihe 
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dann  auch  unbediiigtf  d.  h.  unsbhäiigig  von  der  Ordaong  ihrer  Gliedfiir 
konTergiert 

Eine  unendliche  Reihe  konvergiert  also  für  den  Bereich 
von  p  dann  und  nur  dann  und  zwar  unbedingt,  wenn  ihre 
Glieder  mit  wachsendem  Index  für  den  Bereidi  Ton  p  nnendiich 
klein  werden. 
Speadell  konvergiert  eine  Doppebeihe 

dann  und  nur  dann,  wenn  ihre  Glieder  für  den  Bereich  Ton  p  unend- 
lich klein  werden,  sobald  wenigstens  einer  der  beiden  Indizes  unbegrenzt 
wächst;  alsdann  ist  die  Reihenfolge  der  Sammationen  gleichgiltigy  sie 
konvergiert  also  auch  unbedingt 

Eine  Folge  dieser  Tatsache  ist  es,  daß  alle  KonTergenzkriterien, 
welche  für  .  unendliche  Reihen  ihrer  Größe  nach  bestehen,  auch  für  den 
Bereich  einer  beliebigen  Primzahl  p  gelten,  nur  sind  die  Beweise  hier 
eben  viel  einfacher  als  dort. 

Ich  erwähne  hier  nur  einige  der  wichtigsten  Konvergenztheoreme, 
welche  auch  lär  den  Bereich  einer  Primzahl  p  bestehen  bleiben. 

Eine  Reihe  s  —        ist  dann  und  nur  dann  iiir  den  Be- 

reich  einer  Primzahl  p  und  zwar  unbedingt  konvergent,  wenn  sie 

absolut  konTergiert,  d.  L  wenn  die  Reihe  s^^J^l^  ihrer  ab- 
Bolntm  Betrige  fllr  diese  Primzahl  konvergiert 

In  beiden  Reihen  konvei^eren  almli^  die  Glieder  nnd  \Ät\^  mit 
wachsendem  Index  i  für  den  Bereich  von  p  entweder  zogleich  gegen 
Null  oder  nicht. 

Eine  für  den  Bereich  von  ]>  konvergente  Reihe  bleibt  kon- 
vergent, wenn  man  ihre  Glieder  mit  Zaiilen  multipliziert,  welche 
für  diesen  Bereich  alle  unterhalb  einer  endlichen  Größe  liegen. 

Ist  nämlich  s  =         für  den  Bereich  von  p  konvergent,  ist  also: 

lim  Af^O  {p)f 

und  sind  die  Zahlen  o^,  o^, . , .  alle  für  den  Bereich  von  p  kleiner  als 

eine  Zahl  k,  so  konvergiert  auch  die  Reihe  S^^A^a^,  weil  ja 
auch 

lim^fai— 0  (p) 

ist. 
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SeLbstrentandHeli  kann  eine  unendlioke  Reihe  aehr  wohl  ihrer 
CfrOfie  nwsh  konvergent  eein^  wShrend  m»  für  den  Bereich  einer  Prim- 
sahl jp  diyergiert,  und  aneh  das  umgekehrte  Yerhiltnis  kann  heakehen. 
So  konyergiert  bekannfUch  die  Reihe 

ihrer  Größe  nach,  aber  sie  divergiert  für  den  Bereich  einer  jeden  Prim> 
zahl,  weil  för  ein  genügend  großes  n  und  eine  beliebige  Primzahl  p 

4er  absolute  Betrag  |^|  über  jedes  Maß  hinaus  wächst,  da  ja  dann  n! 

durch  jede  noeh  ao  hohe  Potans  Ton  p  teilbar  wird.  Dagegen  divez^ 
giert  s.  R  die  Reihe 

1  + 11 4- 21  4-31  +  ..- 

ihrer  Ghröße  nach,  während  aie  iBr  den  Bereich  einer  jeden  Primaahl 
2»  konrergieri  weil  offenbar 

lim|»!I,  =  0  ip) 

ist. 

§6. 

Ich  wende  die  im  vorigen  Abachnitt  durchgeführten  Konrergenz- 
betrachtangen  auf  die  Untersuchung  der  Potensreihen  fttr  den  Bereich 
•einer  Primaahl  an  und  bemerke  gleich^  daß  die  htor  aieh  ergebenden 
Eonveigenakriierien  mit  demjenigen  genau  ttberemstimmen,  welche  die 
Betrachtung  jener  Reihen  ihrer  Größe  nach  ergibi 

Es  sei 

(1)  "^(x)  =  a„  +  a,a;  +  a,x*  +  •  •  • 

eine  Potm/i  eihe  mit  rationalen  oder  mit  algebraischen  Koeffi- 
zienten, welche  alle  einem  und  demselben  Körper  angehören, 
ist  dann  |  eine  Zahl,  für  welche  jedes  Glied  a^l*  jener  Reihe 
för  den  Bereich  von  p  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  g  bleibt, 
so  konvergiert  die  Reihe  unbedingt  fttr  alle  \  x <.  i  i 

In  der  Tat,  ist  für  alle  Indizes  k 
und  ist  X  eine  beliebige  Zahl,  für  welche  lu;{^<  also 

(U)  \l\  (P) 

ist,  wo  Q  eine  poatthe  Zahl  bedentet|  so  ist  allgemein 

(2)  \<',=^\,-\<',i'\,\ll<9^'  (P). 
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also  ist  li]n)aj|je*iy  <ltinj9*«»0  (p).   Also  ist  unsore  Beihe  (1)  für 

diesen  Wert  von  x  unbedingt  konvergent. 

Ist  ferner  x  der  Bediiigimg  (  la)  gemäß  gewählt,  und  wird  dann 
n  80  groß  angenommen,  daß  für  alle  v  >^n 

(3)  9P'^  <  (p) 

ist,  wo  d  eine  beliebig  Uein  angenommene  Zahl  btdentel^  so  wird  die 
Summe  ^(x)  der  Potenzreibe  (1)  durch  .„ihren  n-ten  Niiberangsweii' 

^n(^)  -  «0  +  ^1^  H  1- 

mit  der  Genauigkeit  d  dargestellt;  denn  da  nach  (2)  und  (S) 

I  ft,«"  I  <       <  d  (♦-%  «+»,  ...> 

ist,  so  liegt  jedes  Glied  der  Reihe,  vom  it-ten  ab,  also  nach  (4b)  des 
§  5  auch  die  Summe  beUebig  vieler  Glieder,  und  zwar  unabhängig  Ton 
ihrw  Anordnung  und  Auswahl,  ehtti&llB  unterhalb  TOn  d.  Dasselbe 
gilt  aber  in  noch  höherem  Ifiafie  Ton  allen  Zahlen  { 1,  <  j  ^  ^ 
welehe  also  ,  ^  , 


also     >  0  ist}  denn  für  diese  ist  ja 


Eine  Reihe  ^{x)  heiflt  innerhalb  eines  gewissen  Gebietes  7on  x  ^euk-^ 
mäßig  hmvergmi  fät  dm  Bernde  van  p,  wenn  sie  fltlr  alle  Wertey 
welche  x  innerhalb  dieses  Gebietes  annehmen  kann,  Avxtk  einen  und 
denselben  Näherungswert  ^j(x)  mit  der  gleichen  Genauigkeit  d  dar- 
gestellt wird.  Wir  können  also  das  soeben  eriangte  Resultat  in  dem 
folgendoi  Satae  aussprechen: 

Eonvergiert  eine  Potensreihe  fttr  einen  bestimmten  Wert  x 
der  Veiinderlichoi,  so  konvei^pusrt  sie  unbedingt  und  gleich- 
mSBig  für  den  Bereich  von  p  für  alle  Werte  x^,  deren  absoluter 
S^^S  \^\p  lEl^in^r  als  ja; Ip  ist»  konrergiert  dagegen  die  Potems- 
reihe  fftr  einen  Wert  x  der  YerSnderUchen  nicht,  so  IronTergiert 
sie  auch  nicht  für  alle  |  dc^  >  { « denn  sie  mflfite  ja  nach 
dem  soeben  bewiesenen  Satee  fOr  x  konTeigieren,  wenn  sie  für 
Z0  konrei^ent  wäre. 

Die  entsprechenden  Sitae  gelten  auch  für  Potenzreihen  mit 
mehren  Variablen  und  werden  ganz  ebenso  bewiesen.  Hieraus  Iblgt 
speziell,  dafi  eine  Poteuzreihe 
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in  welcher  für  ein  Wertsystem  (|,  tf)  alle  Glieder  ('a^  kleiner  sind, 
als  eine  endliche  Grenze  g,  für  alle  |ar|^<|,  \y  p<'''i  unbedingt  und 
gleichmäßig  konvergiert;  ihre  Glieder  können  somit  in  beliebiger  An- 
ordnung Bummiert  werden.    Speziell  ist  also 

+  *•(*)»•  +  •••  , 

WO  allgemein 

(4a)  ^,{x)  ^2ßi,^.  -  J»iy 

isi 

Aue  dem  Satze  auf  Tor.  Seite  folgt  nun,  daß  jede  Potenzreihe  iß(x) 
für  den  Bereich  von  p  einen  Konvergenzbereicli  p  besitzt  derart,  daß 
sie  für  alle  \x\^<C.  ^  unbedingt  und  gleichmäßig  konvergiert,  für  alle 
1  i  ^  >  p  aber  divergiert.  Dieser  Konvergenzbereich  für  den  Bereich 
von  p  wird  nun  durch  einen  Satz  bestimmt,  welcher  dem  Cauchy- 
Hadamardbchen  Theoreme  völlig  entspricht. 

Unter  der  oberen  Grenze  der  absoluten  Beträge 


1  ; 

m  • 

(6) 

will  ich  die  Zalil 

(5a)  -1»*  -  lim  sup  a  J 

Terstahen,  wenn  fOr  ein  noek  wo  Idduiet,  aber  poritiTes  t  in  dem 
Intervalle 

(6b)  , . .  jj«-* 

;  II 

unendlieh  viele  {a{  |^  liegen,  wenn  aber  in  dwa  Intervalle 

(5c)  . . .  p-"» 

nur  eine  endliche  Anzahl  dieser  absoluten  Betrige  |  aj  |^  vorhanden  sind. 

Bekanntlich  kann  für  das  KoeffiiientenBystem  (On^  a^,  .  . .)  einer 
beliebigen  Potenareihe  dieee  obere  Grenze  stets  und  nur  auf  eine  Weise 
bestimmt  werden. 

Ist  nun  für  eine  Potenareihe 

(6)  ^  >->        Hm  sup  j  a*  ^  (p) 

jene  obere  Grenze,  so  konvergiert  diese  Reihe  für  alle  Werte 
von  Xf  für  welche 

isty  sie  divergiert  dagegen  für  alle 

(6b)  l«t>i-|>-"  (l>). 
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Wir  woilen  dia  Ztbl  p  —  j>-«  im  tlbertnigeiieii  Sinne  dm  Komom^muh 
rodiim  jmwr  JReOie  ßr  dm  Bereiek  wm  p  immm. 
In  du  Tat,  sei  zuerst: 

dann  ist  —|>~ wo  0  ist.  Wählt  man  dann  T<m  Tomherein 
in  (5  b)  s<Sf  so  gibt  ee  nach  der  über  die  obere  Orenze  gemachten 
VoraaBsetzong  (5  c)  nur  eine  endliche  Anzahl  Ton  Gliedmm  nnserer 
Heihe,  ftir  welche 


ist;  tlkt  alle  übrigen  Glieder  ist  dagegen 

II  1 

nnd  da  (s  —  f  )  positiv  ist.  so  nahem  sich  die  absoluten  Beträge  dieser 
Glieder  mit  wachsendem  index  der  NuU,  d.  h.  die  Keihe  konvergiert 
f&r  diesen  Wert  von  x 

Ist  dagegen  x  so  gewählt ,  daß 

ist,  so  sei  i  — 1>~ "  ~ wo  wieder  <?  >  0  ist.  Wählt  man  dann  in 
(öb)  £  <  6,  80  gibt  es  nach  der  über  gemachten  Voraussetzung  (5  b) 
unendlich  viele  Indizes  i,  für  welche 

(7)  I  a,a:<  ^-  I  aja;  ^  > p'C« > jp-*<»-«) 

ist;  beachtet  man  also,  daß  wieder  ^  <  >  0  ist,  und  geht  man  in 
der  Reihe  dieser  Glieder  (7)  zur  Grenze  t «  oo  Aber,  so  wachsen  ihre 
absoluten  Beträge  über  jedes  Maß  hinans,  d.  h.  die  Reihe  divergiert 
für  diesen  Wert  von  x. 

So  konTcrgiert  z.  B.  die  Reihe 

(«)  i-T  +  T  ' 

welche,  sobald  .r  |  <  1  ist»  ihrer  GrSfie  nach  die  analytische  Fnnktion 
lg(l  -\-  X)  darstellt)  auch  fttr  den  Bereich  einer  beliebigen  Primiahl  p, 
sobald  für  x  eine  rationale  oder  algebraische  Zahl  gesetzt  wird,  welche 
ftr  den  Bereich  von  p  absolut  kleiner  als  1,  welche  also  durch  eine 
positiTCy  wenn  auch  noch  so  kleine  Potenz  Ton  p  teilbar  ist  Für 
eine  beliebige  ganze  Zahl  i  besteht  n&mlich  stets  die  Ungleichung 

(9) 
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wenn  als  Rasin  df.-s  T.of^mnthmenBystemes  die  Primzahl  gewählt  wird, 
denn  die  obere  Gronze  wird  daim  und  mir  dann  erreicht,  wenn  *  eine 
Einheit,  die  untere,  wenn  i  =  jr  eme  ganzzahiige  Potenz  von  p  ist. 
Hieraus  folgt  ^  ^ 

i. 

und  da  lim  lg  t '  «  0  is^  so  ergibt  sich  in  der  Tat,  daß  alle  absoluten 

i  i| 

Betrage  ja/  |  fOr  unsere  Reihe  mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl 
fttr  «in  beliebig  kleine«  positiTee  «  hi  dem  Intervalle  (fr* ...  1)  liegen. 

Ebenso  leicht  zeigt  man,  daß  die  Keihen 

(10) 

*-T!+5!  * 

weiche  ihrer  Größe  nach  für  jedrn  Wert  von  x  konvergieren  und  die 

analytischen  Funktionen  e*,  ainx,  oosx  darstellen,  für  den  Bereich 

1 

Ton  p  den  Eonvergenzradins  g^pf-*^  besitzen.  In  der  Tat  ist  be- 
kanntlich 

(11)  i«l|,-l>''^, 

wo  Sf^  d»  Ziffenimime  Ton  n  im  jHidiBofaeiL  ZaUemjtteme  bedentel^ 

•welche  offenbar  st^te  zwiechen  den  Grenxen  1  nnd  (p—1)  log,(n  +  1) 

s 

liegt    Da  somit  lim  <^  «-  0  ist,  so  folgt  in  der  Tat: 

•«■•  " 

(IIa)    --limaapii/n   - limanp(j>"^*5^-»)) -jp"^». 

Besitzt  die  Reihe  Eonvergenzradius  f  so  hat 

die  au8  den  Ableitungen  der  einzehnen  Glieder  gebildete  s.  g.  dcTirierte 
Reihe 

(12)  aj  +  2a^x  +  3tt,x^  +  •  • 

welche  ihrer  Große  nach  die  Ableitung  von  f{x)  darstellt,  offenbar 
mindestens  denselboi  Eonvergenzbereioh  für  den  Bereich  von  jp,  da 
ihre  Koeffizienten  aus  denjenigen  der  ursprOngUdiett  Reihe  durch 
Multiplikation  mit  den  Zahlen  1,  2,  3, . . .  herrorgehen,  deren  abaolute 
Beilage  [>    alle  höcbatanB  gleich  £in8  eind.  Beachtet  man  aber  weiter, 
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daß  naeik  der  Torhiii  gemsehtoo  Bemerkmig  (9)  alle  abiolnteii  Beträge 


1  I 


|t'  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  iu  dem  Intervalle  (1  ...p')  liegen, 
wenn  s  eine  beliebig  kleine  aber  positive  Zahl  bedeutet,  so  folgt,  daß 

!         11  •  i' 

(12a)  lim  mip  (ia^)  •  ^  —  lim  sup     •  ^ 

ist,  d.  h.  daß  die  abgeleitete  Reihe  einer  beliebigen  Potenzreihe  für 
den  Bereich  irgendeiner  Primzahl  genau  denselben  Konvergenzradius 
besitzt,  wie  jene  Potenzreihe  selbst,  und  dasselbe  gilt  mithin  auch 
für  alle  weiteren  abgeleiteten  Keihen.  Ganz  ebenso  tolgt,  daß  auch 
die  Reihe 

(12b)  aoX-H^a:«  +  "3'-x*-f-..., 

welche  der  Grdfle  nach  ein  Integral  nnaerer  Potenzreihe  darstellt,  für 
den  Bereieh  einer  beliebigm  PrimnU,  den  gleidien  KonTergenzradiu» 

besitzt,  wie  jene,  weil  auch  hier  nach  (9  a)  alle  absoluten  Beträge  ~ 

bis  auf  eine  endliche  Anzahl  iu  dem  beliebig  klein  anzunehmenden 
Intervalle  (|)~ ' .  .  .  1)  liegen. 

Es  sei: 

(18)      f(x)  —  a_,,ar "  H  h  «i»  +  <»t«  *H  h  %^  +  •  -  • 

eine  Potensrolie,  welche  auch  eine  endliehe  Anaahl  negatifur  Potenzen 
Ton  X  enthalten  kann,  nnd  welche  flDr  alle  —  |  konTexgiert,  also 
ihrem  absoluten  Betrage  nach  nicht  größer  als  eine  endliche  Oiense  ff 
ist.  Dann  beweist  man  wesentlich  ein&eher  als  dies  bei  der  ent- 
sprechenden Untenrachung  der  Ghrdße  nach  mSglieh  ist,  daß  fBr  jeden 
der  nnendlich  vielen  Koeffizienten     eine  Ungleichung  besieht: 

Den  Beweis  flihre  ich  zunächst  nur  für  den  Koeffizienten  a^,  d.  h.  für 
X;  — 0.  Wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  der  Reihe  f{x)  &lv  alle 
I     ms  I  kann  man  f  (x)  in  d«r  Form 

(15)  f(x)  -l^a^a^  +  B^(x) 

10  schreiben,  daß  auch  der  Rest 

für  alle  |a;!^==|  seinem  absoluten  Betrage  mich  nicht  größer  als  g 
ist.    Es  sei  nun  w  eine  primitive  Wurzel  einer  reinen  Gleichung 
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deren  Grad  r  nur  grSBer  als  +  v  +  1  und  durch  p  iiielii  teilbar  igt, 
flo  daS  alao  sowolil  der  Chrad  r  ab  «ueh  jade  Potenz  ttf  jener  EinlieitB- 
wnrzel  m  eine  Einheit  fCbr  den  Bereich  ron  p  isi 

Ersetzt  man  dann  in  der  Gleichung  (15)  x  der  Reihe  nach  durch 
Ii  G)|,  •  •  •  Q)''~^^  addiert  dann  die  r  sich  so  ergebenden  Gleichungen 

(15a)  f{p%  -3,«*'^'  +  Ä^(cD*ö  (p) 

und  beachtet  äai)i  i,  (Saß  nach  Ausführung  der  Addition  die  Koeffizienten 
aller  Potenzen  ^  mit  Ausuakme  des  konstanten  Gliedes  Null  werden, 
60  ei^bt  eich  für      die  Gleichung 

Nach  der  Voraussetzung  Bind  nun  die  Reihen  f  {co''^)  und  i?^^(£D*|) 
absolut  nicht  größer  als  </,  weil  1üj*4||,  =  ^  ist;  also  ist  auch  die  ganze 
rechte  Seite  absolut  genommen  nicht  größer  als  g,  und  da  r  eine  Einheit 
ist,  80  folgt  in  dw  Tat 

und  damit  ist  unsere  Behauptung  für  den  Fall  k  —  0  bewiesen.  Um 
endlich  den  entsprechenden  Beweis  für  ein  beliebiges  au  fuhren, 
wende  ich  genau  dieselbe  Überlegung  an  auf  die  Reihe: 

fix)  V 

a_,ic"*~*4  V  «*  +  H  , 

deren  abeoluter  Betrag  für  alle  |  ^  ^  =  |  ja  nun  nieht  grOfier  als  ^  ist 

Dann  ergibt  sich  ohne  weiteres  die  allgemeine  Ungleichung  (14)- 
So  konvergiert  z.  B.  die  Keihe 

—  4-       4-        ^  —  -l. 
11      8!  &l 

nach  (IIa)  für  alle  [a:    =  ,  wie  klein  auch  die  positive 

Zahl  «  gewählt  werde,  und  der  abeolute  Wert  dieser  Reihe  ist  stete 

gleich  oder  kleijier  als  tj  =  p  p-'  ,  da  dasselbe  für  alle  Glieder 
gilt,  wie  eine  Linlaclie  Überlegung  zeigt.  Also  ergibt  die  Ungleichung  (14) 
in  diesem  Falle  die  Beziehung 
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weil  jn  t  beliebig  Ideiii  gewililt  werden  kann;  es  ist  also 

xaid  diese  Ungleichung  iat  nach  (11)  wirUiob  richtig. 

Man  kann  um  den  Nnllponkk  einer  Potenzreihe  mit  endlidiem 
Eonrergenziadiiis  stets  einen  endlichen  Bereidh  so  abgrenzen,  daß  sieh 
in  ihm,  oTentnell  mit  Ausnahme  der  Stelle  »^0,  keine  weitere  Nnll- 
stelle  beifindet  Ist  nämlich  etwa  das  Glied  a^si^  das  erste  mit  einem 
Ton  Null  yetsdiiedenen  Eoeffisienten,  und  schreibt  man  die  Reihe  in 
der  Form 

(16)        9(x)  -  a^sr  +  a^+i       +  •  •  •  -  a,aJ*  (1  +  9(aO). 
wo  die  Potenzreihe 

innerhalb  desselben  Bereiches  gleichmäßig  konvergiert  wie  die  ursprüng- 
liche Reihe^  so  kann  man  |  jp  —  |  so  wählen,  daß  der  absolute  Betrag- 
aller  Glieder  von  ^{x)f  also  auch  der  Betrag  Ton  ip[x)  sdbsl^  kleiner 
als  Eins  ist   Da  dann  für  alle  |  x   ^  | 

i  *(^)  p  =  1  I,  i  1+     W         I  «m^"'  1^  >  0  ip) 

ist,  so  ist  unsere  Behanptung  bewiesen. 

ffievans  folgt  der  weitere  Satz: 

Eine  PoteniBreihe  mit  endlichem  KonTergenzberaich  ist  innerhalb 
dieses  Bereiches  dann  und  nur  dann  NuD,  wenn  aOe  ihre  Koef- 
fizienten Null  sind. 

Wäre  nämlidi  bei  der  Torhor  betrachteten  fieihe  wieder  der 
erste  Ton  Null  Terschiedene  Koeffizient,  so  kannte  man  stets 
so  klein  wählen,  daß  gegen  nnsere  VorauBsetzung 

wäre.  Hieraus  folgt  ohne  weiteres: 

Zwei  Potoizreihen  mit  endlichem  Konveigenzbareiehe  sind  ein- 
ander  dann  und  nur  dann  innerhalb  dieses  Bereiches  gleich, 
wenn  sie  identisch  sind; 

denn  nur  dann  kann  ja  ihre  Differenz  innerhalb  des  gemeinsamen  Kon- 
TergenzbereicheB  Null  sein. 

Die  Summe  unendlich  Tieler  Potenzreüien: 
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bildet  dne  Do|^pelreilie: 

(16»)  2%(')-2  2<'„A 

welche  Jiaeh  der  &.  S.  478  bei  (7)  gemachten  Bemerkung  dann  und  nur 
dftui^  und  zwar  unbedingt,  konvergiert,  wenn  x  eo  gewSlilt  wird,  daß* 

(16b)  Km..,  1,-0  0) 

ist,  sobald  *  oder  /;  unendlich  j?roß  wird. 

Hiernach  müssen  die  Potenzreihen  ^i(x)  ■/Aiu\ic\r<t  einen  gemeinsamen 
endlichen  Konvergen zhpreich  besitzPTi ,  nnd  j  muß  innerhalb  dieees- 
Bereiches  angenommen  werden,  denn  nur  dann  ist  für  jedes  t : 

lim  a,»«»  1,-0  (p). 

k  =  9) 

m 

Konvergiert  aber  außerdem  noeh  die  Reibe  gleichm&ßig  fllr 

alle    sc'p—h,,  so  zeigt  man  leicht,  daß  die  Doppelreihe  (Uja)  für  alle 
;r  „  ^  ^    uubeduigt    konvergiert.     Ist    diese   Voraussetzung  nämlich 
ei  lullt,  so  kann  H  stets  so  groß  gewählt  werden,  daß  für  aiie  Indizes 
i  ^  n  und  für  alle  |       —  | 

iet,  wo  i  eine  beliebig  Uein  angenommene  Qr5ße  bedeutet  Nach 
dem  a.  S.  484  (14)  bewiesenen  Satae  besteben  also  lUr  alle  Eoeffiiaenten  a^^. 
dieser  Potenzreiben  die  tJngleidiungen 

(1»)  (i:;u:v.-). 

d.  h.  es  ist  ftir  alle  Indizes  t^n  und  für  alle  1^^^^ 

unsere  Behauptung  ist  also  ToUkommen  bewiesen.  Ordnet  man  nun 
die  Glieder  unserer  Doppelreibe  so  um,  daß  man,  was  ja  jetzt  erlaubt 
isi^  die  mit  gleiehen  Potenzen  von  x  multiplizierten  Glieder  zusammen- 
fiißt,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Summe 

unendlich  vieler  l'otenzreihen  kouvt^rL^  rt.  und  zwar  unbedingt, 
für  alle  Werte  1  ^' ,  ^  "weuu  erstens  all<  jene  limhen  f&r 
i-^L^  i  konvergieren,   und   wenn  zweitens   die   aus  diesen 
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Reihen  gebildete  Smnme  fttr  alle  x'^-^l  gleickmaßig  konTei^ 
giert.   Aladuin  iai  jene  Summe  gleich  der  Potenzreihe 

(16c)         %{x)  - -  ao  +  aiar  +  fl,ic*  +  -*-, 

deren  Koeffizienten 

(Idd)  a,-i'a« 
sind. 

Das  Produkt  zweier  Potenzreihen 

(17)  P(«)  Q{x)  -  (2a,af)  (^h^)  (s) 

kann  ab  eine  in  bestimmter  Reihenfolge  m  mmmierende  Doppelreihe 
(17a)  ^0^64**+* 

daigestellt  werden,  in  welcher  jede  Potenz  offenbar  nur  eine  end- 
liehe Anzahl  von  Malen  Torkommt;  diese  Reihe  konrergiert  alao  dann 
nnd  nur  dann,  nnd  zwar  anbedingt,  wenn 

(17b)  lim!a,ft4r'+*lp  =  lim  {  a,x'^^- \b,a^\^)  ^^0 

wir^  sobald  t  oder  k  unendlich  groß  werden.  Dies  ist  sicher  der  Fall, 
wenn  x  innerhalb  des  ijenioinsamen  Konvergenzbereiches  beider  Reihen 
angenommen  wird,  denn  dann  liegen  die  absoluten  Beträge  aller  Glieder 
a^aif  und  b^ac^  unter  einer  endlichen  Grenze^  und  außerdem  ist 

lim|a|^|,-0,  Umld^ir^ly-O  (p) 

w.  z.  b.  w.  Faßt  man  nun  in  der  Reihe  (17  a)  die  Glieder  gleicher 
Ordnung  zusammen,  so  ergibt  sidi  der  Satz: 

Das  Ptodukt  zweier  konrergenten  Potenzreihen 

ist  für  alle  Werte  x  des  gemeinsamen  KonTei^mizbereichei 
beider  Reihen  durch  die  Potenzreihe 

F{x)  Q{x)    a^b^  +  (o^&j  +  «A)  «  H   (j») 

daigestellt. 

Endlich  ergibt  sich  auch,  dafi  der  reziproke  Wert  einer  Potenzreihe 
mit  endlichem  Konvergenzbereich  und  Ton  Null  verschiedenem  Anfangs- 
gliede  innerhalb  eines  endlichen  Bereiches  ebenfalls  durch  eine  Potenz- 
reihe darstellbar  ist  Sehrmbt  man  idUnlich  jene  Reihe,  wie  in  (16), 
in  der  Form 

(18)  g{ir)  -  + 
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tmd  beichränkt  ntm  die  Yamble  auf  den  endlieken  Benioh  |  ^  ^  I, 
für  wdehen  g)(x)  konvergiert  nnd  1 |,  <  1  rat,  ao  iit  für  alle  dieee 
Werte  von  xi 

(18.)       ^-i^-  TT^^  -  ^(1  -       +  *W  -  •••). 

denn  unter  der  hier  gemachten  Voraussetzung  koDTergieren  alle  Potenz- 
reiben ^{xf  ebenso  wie  fp{x)  selbst,  die  Summe  1/9? (^)'  ^o^* 
vergiert  für  jenen  Bereich  ebenfalls  und  zwar  gleichmäßig,  und  die  in 

(18a)  rechte  stehende  Beihe  stellt  die  Funktion  mit  jeder  Tor- 
gegebenen  Genanigkeit  dar,  denn  die  DüFmus 

-  i  (1  -  9  w + •  •  •  ± » (»)•)  -  ±  i  • 

wird  ja  für  alle    ^T-  beliebig  klein,  sobald  nur  n  genügend  grofi 

angenommen  wird.  Hieraus  folgt  nach  dem  Satze  (16a),  daß  die  rechte 
Seite  von  (18  a)  unbedingt  konvergiert,  also  auch  nach  Potenzen  von 
X  entwickelt  und  geordnet  werden  kann,  und  damit  ist  unsere  Be- 
hauptung bewiesen.    Gleichzeitig  ergibt  sich  auch,  daß  der  Qnotkmt 

zweier  konvei'genter  Potenzreihen  ebenfalls  in  eine  Potenzreihe  mit  end- 
lichem Konvergenzradius  entwickelt  werden  kann,  wenn  ^(0)  ^  0  ist^ 
iriQirend  dieser  Quotient  noch  eine  endliche  Anzahl  negativer  Poteoaen 
▼on  X  enthält^  fiüls  g(x)  an  jener  Stelle  eine  Nallatelle  besitsi 

Eine  GxOße  x  ist  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  der  Gröfte 
nach  bsw.  fOr  d«n  BcMich  TOn  p  nnbesdirinkt  yerinderiicliy  wenn  sie 
jeder  Zahl  dieses  Bereichea  in  dem  einen  oder  in  dem  anderen  Sinne 
gleidi  wevden  kann.  Ist  eine  Zahl  jenes  Bereiches^  so  konstitniwen 
alle  diejenigen  Zahlen  x  der  Gidße  nach  baw.  fOr  den  Bereieh  von  j» 
die  Umgebung  von  x^,  für  welche  der  absolnte  Betrag  — d?«!  bsw. 
der  absolnte  Betrag  — ds^|,  Ar  den  Bereich  TOn  p  in  dem  einen 
oder  in  dem  anderen  Sinne  onterhalb  einer  genügend  klein  angenommenen 
Grenze  d  liegi  Eine  Tamble  GrdBe  x  kann  der  QrdBe  nach  biw.  für 
den  Bereieh  Ton  p  nnendlidi  kleine  Worte  annehmoi,  warn  ihr  Bereidi 
Zahlenreihen  enthült,  deren  absolnte  BebSge  der  Größe  nach  bsw.  für 
den  Bereich  Ton  p  beliebig  Usin  werden.  Enthili  der  Bereich  Ton  x 

z.  B.  alle  Potenzen  (^^y  mit  positiven  ganzzahligen  Exponenten,  wo 

jAhre»l)«richi  d.  DeuUcheo  lUtbem.  VenUiicaAg.   XVI.    U«fl  8/ 10.  SS 
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q>p  und  durch  p  nieht  teilbmr  ist,  ao  kann  die  Vamble  »  lofrohl 
der  ChrOfie  nach  als  «ach  fttr  den  Benich  von  p  unendlich  kl«n  wwdeiL 
Eine  Variable  y  eoU  ihrer  Gidfie  nach,  bsw.  f&r  den  Bereich  yojl 
p,  eine  Funktion  der  nnabhis^gen  Yer&nderlichai  x  innerhalb  eines 
gewiaien  Bereiches  heißen,  wenn  ein  Yedahren  existiert,  mit  dessen 
Hilfe  man  y  in  dem  einen  oder  in  dem  anderen  Sinne  mit  jeder  vor- 
gegebenen Genauigkeit  berechnen  kann,  sobald  x  in  jenem  Bereiche 
beliebig  angenommen  wird.  Diese  Bedehnng  werde,  je  nachdem  es 
sich  nm  die  Daralelinng  TOn  y  durch  x  der  Größe  nach  oder  fitr  den 
Bereich  yon  i>  handelt,  durch  eine  Gleichung 

y-fix)       oder       y (p) 

ausgedrückt. 

Ist  2.  B.  ,  , 

eine  beliebige  rationale  Funktion  Ton  x  mit  rationalen  oder  algebraischen 
Koeffizienten,  so  ist  y  sowohl  der  Größe  nach,  als  auch  ftbr  den  Bereich 
▼on  p  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  fßr  t  irgendeine  rationale  oder 

algebraische  Zahl  ^  setzt,  and  zwar  nieilt  dann  7}  °-        sowohl  der 

Größe  nach,  als  auch  für  den  Bereich  von  p  dieselbe  rationale  oder 
algebraische  Zahl  dar,  d.  h.  in  diesem  Falle  ist  der  im  Eingänge  dieses 
Abschnittes  gestellten  Forderun in  gewissem  Umfange  genügt  In 
der  Tat  wird  ja  in  diesem  Falle  17  eine  Zahl  des  durch  |  und  die 
Koeffizienten  Ton  gix)  und  h{x)  konstituierten  Körpers;  nach  dem  am 
JBnde  des  §  4  bewiesenen  Satse  genügt  also  y  sowohl  der  Größe  nach  als 
andh  für  den  Bereich  von  p  derselben  ganszahligen  Gleichung.  Speziell 
wird  y  sowohl  in  dem  einen  wie  in  dem  anderen  Sinne  allein  für  die- 
jenigen Zahlen  x  unendlich,  welche  die  Wuraeln  der  Gleichung 
K{x)  =■  0  sind. 

Allgemeiner  ist  ff  eine  Funktion  tou  x^  wenn 

(1)  Jf  —    +  «1«  +  «1«*  +  •  •  • 

(luroh  pine  Poteuzreihe  mit  rationalen  oder  algebraischen  Koeffissienten 
dargestellt  wird,  jedoch  kann  alsdann  y  nur  für  solche  Werte  von  x 
der  Größe  nach  bzw.  für  den  Bereich  von  j)  mit  jeder  vorgegebenen 
(»eniiuigkeit  berechnet  werdm,  wenn  x  in  dem  einen  bzw.  in  dem 
anderPD  Sinne  innerhalb  des  KonTcrgenzbereiches  jeuer  Reihe  liegt, 
weuu  also: 

(2)  —  *i    Ii  l^*y<  * 


lim  lup  I    •  I  lim  aap  ]    •  1^ 
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ist.  Beide  Bedingungen  sind  vollständig  unabbäncrig  voneinander,  da 
die  erste  nur  die  Größe  von  x  beschränkt,  die  zweite  eine  Forderung 
über  die  Teilbarkeit  von  z  durch  die  rnuizabi  p  aufstellt;  sind  also 
beide  Konvergenzradien  von  Null  verschieden,  so  gibt  er  stets  unendlich 
viele  rationale  und  algebraiflche  Zahlen  Xf  welche  den  beiden  Forderungen 
(2)  zugleich  treu  igen. 

So  konvergiert  z,  ß,  die  Keihe  7  ^  C^)  des  $  6  fUr  alle 

latioxialra  oder  algebraisoheii  Zahlen,  welche  sowohl  der  Gidße  nach 
als  auch  för  den  Bereich  von  p  absolut  kleiner  als  1,  welche  also  reelle 
oder  komplexe  echte  Brüche  aind,  die  durch  eine  wenn  auch  noch  ao 
kleiiie  poeitiTe  Potenz  dieser  Primzahl  algebraisch  teilbar  aiiid.  Ebenso 
konvergieren  die  Reihen  in  (10)  des  §  6  für  alle  Zahlen  x  sowohl  der 
Grdde  nach  als  auch  fQr  den  Bereidi  Ton     welche  durch  eine  Potens 

jjp-i      Ton  p  teilbar  sind,  lalis      beliebig  klein,  aber  noch  püJ3itiv  ist. 

Es  sei  nun  x  eine  Zahl,  welche  die  beidpn  Rrrüngungen  (2)  zugleich 
( rfüllt.  Dann  will  ich  die  durch  die  Gleichung  (Ij  sowohl  der  Größe 
nacli  aly  auch  für  den  Bereich  von  p  definierte  Zahl  die  p  adische  Dar- 
stellung von  y  ==  f{x)  für  den  \Vert  x  des  Argumentes  nennen.  Ist 
also  X  eine  Zahl,  welche  sowohl  der  Große  nach  als  auch  für  den 
Bereich  von  p  absolut  genommen  kleiner  als  Eins  ist^  so  soll  die  Eeihe 

X        X*  , 

—  —  -4-  —       >  *  > 

die  p^adiache  Darstellung  von  log(l  +«)  heiBen.  Ebenso  sollen  die 
Reihen 

1  J>  *  -1-  —  4-  1_?!_L**  ^  , 

T  1  -r  j,  -r  •  • A     81     4!  '  ■  '  1     31     "  * 

auch  die  j^adiachen  DarateUnngen  der  Zahlen      wolx,  ooao?  dann  und 

1 

nur  dann  heißen,  wenn  \x  p-^Zp^'"^  ist. 

Der  Größe  nach  stimmt  diese  Definition  cin^r  anulvtischen  Funktion 
mit  der  gf'wöhnlirh  jxcjxebenen  ühprcm.  1  ür  (h-n  Bereich  der  Prim- 
zahl p  können  wir  zunächst  jede  Dehnitiou  zugrunde  legen,  da  ja  bisher 
noch  nicht  die  adische  Darstellung  einer  analytiiichen  Funktion 
dofininiert  worden  ist;  es  ist  jetzt  zn  zeigen,  in  welchem  Umfange 
bei  dieser  Definition  der  im  §  5  ge.steUten  Forderung  genügt  würd. 

Ich  beweise  zunächst  den  folgenden  Fundamentalsatz: 

Eine  Potenxreihe^  welche  sowohl  ihrer  GioBe  nach  als  auch 
für  den  Bereich  von  p  emea  endlioheoi  Konvergenzbereich  be- 
sitzt^ ist  dann  nnd  nur  dum  in  diesem  Geltangsbereiche  ihrer 

82  • 
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Größe  nach  gleich  Null,  wenn  sie  in  demselben  Bereiche  auch 
für  den  Bereich  von  p  verschwindet,  und  die  ümkehruiig  dieses 
Satzes  ist  gleichfalls  richtig. 

Besteht  nämlich  für  eine  Potenzreihe  mit  rationalen  oder  algebra- 
iaehen  Koeffizienten  eine  Gleichung 

für  «Ue  1^1  <  ^  ihres  EonTeigenzberoiches  der  Größe  naeh,  eo  müssen 
ja  alle  ihnir  Eoeffiaieiiten  Null  sein.  Da  clieae  aber  Bämtlich  ratio* 
nale  oder  algebnusehe  Zahfen  aind^  so  mttssen  naeb  dem  früber  ge- 
gebenen Beweise  alle  diese  Zahlen  aucb  fllr  den  Bereich  toh  |)  NvSL 
smUf  d.  h.  dieselbe  Poiensreibe  ist  fUr  alle  |^tj,<  1^  ibres  Konrergens- 
bereickes  fOr  den  Bereich  toxl  p  ebenfkUs  NoU;  g«iaa  ebenso  wird  die 
Umkebnu^^  dieses  Saiaes  bewiesen. 
Hieraas  folgt  der  weitere  Satz: 

Zwei  Potenzreihen  mit  endlichen  Konvergenzbereichen  sind 
dann  umi  nur  dann  innerhalb  ihres  gemeinsamen  Bereiches  der 
Grüße  nach  einander  gleich,  wenn  sie  auch  in  ihrem  Konver- 
geüzboreiche  für  den  Bereich  von  p  gleich  sind  und  umgekehrt; 
denn  ihre  Dififereuz  ist  ja  eine  Poten/.i>^ihe  mit  endlichen  Konvergenz- 
bereichen, welche  in  dem  einen  bzw.  m  dem  anderen  Sinne  Null  ist. 
Sind 

(3)  rW-^^a,^,  4?(i«?)«^V 

zwei  Potenzreihen  mit  endliehen  Konreigenzbereichen  ihrer  GrdAe  nadi 
und  für  den  Bereich  yon     so  hesiizen  auch  die  Tier  Reihen 

(  «0  -  ^ö)  +  K  —  V)-^  H  

(3a)  a^b^  +  {a^b^  +  aib^)x     •  •  - 

endliche  Konvergenzbereiche  und  stellen  in  diesen  sowohl  der  Grdße 
nach  als  auch  für  den  Bereich  Ton  p  die  Funktionen 

(3b)  fi^-h9(x),   m-9{x),   fix)9{x),  f^^. 

dar,  und  zwar  ist  durch  jede  dieser  Forderungen  die  betreffende  Potenz- 
reihe eindeutig  bestimmt.  In  der  Tat  folgt  ja  aus  den  früheren  Be- 
trachtungen, daß  jene  Funktionen  (3  b)  auch  fÖr  deu  Bereich  einer  be» 
liebigeu  Primzahl  /)  innerhiilb  des  Geltungsbereiches  ffir  diese  Prim- 
zahl den  obigen  Reihen  (3  a)  gleich  sind,  und  da  die  Koeffizioiten  dieser 
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vier  abgeleiteten  Reihen  elMmfiüls  rationale  oder  algebraische  Zahlen 
Bind,  80  ergibt  aiefa  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satse  weiter,  daß  auch 
nicht  zwei  Terschiedene  Reihen  derselben  Art  einer  der  Fnnktionen  (3  b) 
gleich  sein  können. 

Durch  snkzessiTe  Anwendung  dieser  vier  Sütte  nnd  der  Torher  be^ 
wiesenen  ergibt  sich  nun  das  folgende  aUgemeine  Hieorem: 

Besteht  zwischen  beliebig  aber  endlich  vielen  konvergenten 
Potenzreihen  ihrer  Größe  nach  eine  rationale  Gleichung: 


mit  rationalen  oder  algebraischen  Koe^ienten,  so  ist  dieselbe 
Gleichung  auch  für  den  Bereich  einer  jeden  Primzahl  p  erfüllt» 
falls  jene  Keihen  f'{x),  . .  .h{x)  auch  für  den  Bereich  dieser 
Primzahl  einen  gemeinsamen  endlichen  Konvergenzbereich  be- 
sitzen. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  (4)  läßt  sich  dann  nämlich  in  eine 
Potenzreihe  entwickeln,  welche  sowohl  der  Größe  nach  als  auch  für 
den  Bereich  von  p  in  einem  endlichen  Bereiche  konrergiert,  sobald 
dasselbe  für  die  Reihen  /*(>),  //(^),  . . .  h{x)  der  Fall  ist;  diese  Reihe 
ist  dann  und  nnr  dann  der  Größe  nach  Null,  wenn  das  gleiche  fOr 
den  Bereich  von  p  der  Fall  ist  und  nmgekehrt. 

So  besteht  z.  B.  die  Gleidhnng: 
(5)  sin  (a;  +    —  sind?  cos^  +  cosir  siny 

der  GröBn  Lach  für  alle  rcellf-n  und  komplexen  ^Verte  von  X  und  i/; 

also  ist  äie  auch  für  den  Bereich  einer  beliebigen  Primzahl  p  erfüllt,  • 


sobald  nnr  \x\^  und  jy]^,  mithin  anch  |a;  +  y|^< jM*-*  ist,  d.h.  die 
Nihenmgswerte  genügend  hohw  Ordnung  von  den  rechts  nnd  links 
stehenden  Potenzreihen  sind  unter  dieser  Voranssetsnng  für  jede  noch 
so  hohe  Potenz  von  p  als  Modul  kongruent 

Eine  Funktion  f{3^)  heißt  an  einer  Stelle  » |  der  GrSße  nach 
bzw.  für  den  Bereich  einer  Primzahl  p  stetig^  wenn  der  Grenzwert  der 
Differenz 


in  dem  einen  oder  in  dem  anderen  Sinne  unendlich  klein  wird,  falls  h 
der  Größe  nach  bzw.  für  den  Bereich  von  p  gegen  Null  konvergiert. 
Eine  Funktion  heißt  der  Gr(")ße  nach,  bzw.  für  den  Bereich  von  p  an 
einer  Stelle  |  düferenzierbar,  wenn 


(4) 


G(fix),gix), . . .  h(x))  =  0 


1 


(6) 


m  +  A)  -  m 


(6  a) 


lim 

ik»0 


h 
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in  dem  einen  1»w.  in  dem  anderen  Sinne  gegen  einen  TOn  den  Werten 
und  der  Art  dee  Abnehmena  Ton  h  nnabhlngigeii  Gnnswert  kon- 
Tergiert. 

Eine  Potensreihe  f(x)  ii t  für  «Ue  Werte  |  :e  |  <  ^  nnd 
\^\p<9,         KonTeTgenzbereiclie  lowohl  ihzer  Größe  naeh 
als  aneh  f&r  den  Bweicb  einer  beliebigen  Frimzaihl  p  stetig  nnd 
dtffereiiaierbar,  nnd  ihr  Differentialquotient  ist  in  dem  einen 
nnd  in  dem  anderen  Sinne  gldeh  der  abgeleiteten  Bdlie  fi^)- 
leb  brauche  diesen  Satz  nur  fttr  den  Bereich  einer  beliebigen  Primsahl 
SU  beweisen.   Es  sei  (  eine  beliebige  Stelle  des  EonTergenzbeseiehes 
unserer  Reihe  ^^v"^*       ^  werde     so  gewShlt^  daß 

ist.  Wählt  man  dann  die  Zahl  h  bdiebig,  aber  auch  innerhalb  des- 
selben Bereichesi  so  ist  die  Rctiie 

(7)  / ,  I  4-  /,)  -     +  «,  ^'1  +  /')  -r        +  Ä)'  +  •  •  • 

der  beiden  Variablen  |  und  h  für  alle  Sp<»*p  und  |Äp<r^  ebenfalls 
unbedingt  konvergent,  denn  fOr  das  atigemeine  Glied  der  entwickelten 
Beihe  (7)  besteht  offenbar  die  Ungleichung 

(8)  ««»*-r-*Ä*(,<|a,r-|,<sr, 

wo  (j  eine  endliche  GrößL-  t,  bedeutet.  Ordnet  man  also  diese  Reihe,  was 
ja  mm  erlaubt  ist,  uac'h  l'otenzen  von  h  und  l)erücksichtigt,  daß  dann 
die  K  1  Ifizienten  der  einzelnen  Potenzen  von  h  die  sukzessiven  Ab- 
leitungen von  /*(!)  werden,  so  l'ol^t,  daß  auch  für  deu  1>(  r-  n  h  ruier 
beliebigen  Primzahl  und  für  alle  Increniente  h  des  Konvergenz- 
bereiches  von        die  Taylor^che  jbjntwicklung  gilt: 

(9)  AI + /')  -  m  +  r    + r\\)   + •  •  ■  iv). 

Wählt  man  jetet  h  für  den  Bereich  fon  p  unendlich  klein,  so  aeigt 
man  in  gewohnter  Weise,  daß  in  der  Tat 

(10)  +  (j,)^ 

d.  h.  daß  fix)  an  jeder  Stelle  t  des  Konvergeuzgebietes  für  den  Bereich 
einer  beliebigen  Primzahl  stetig  und  differenr.ierbar  ist.  Endlich  folgt 
aus  dieser  Betrachtung,  daß  f\x)  in  diesem  Bereiche  i^elielug  olt 
dift'erenzierbar  ist,  und  daß  diese  br)heren  l  hiiereutiulquotienten  den 
zweiten,  dritten,  . . .  abgeleiteten  iieiheu  auch  für  den  Bereich  von  p 
gleich  sind. 
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Genfigt  dne  Potenarmhe  y  —  f{x)  mit  rafcionalMi  oder  alg*- 
bnueelieii  EoeiffisiaKteiL  in  der  ümgelning  der  Stelle  (d?— >0) 
einer  DiffBrentialgleiehnng 

(11)  Giff,     . . .      X)  -  0, 

deren  linke  Seite  eine  ganze  rationale  Fonktiou  der  Ableitungen 
mit  Koeffizienten  ist^  welche  sich  in  der  Umgebung  derselben 
Stelle  ebenfalls  in  konvei^ente  Potenzreihen  mit  rationalen  oder 
algebraischen  Koeffizienten  entwickeln  lassen,  so  genügt  die- 
selbe Funktion  in  ihrem  Konvergenzbereiche  für  eine  beliebige 
JPrimzahl  p  derselben  Differentialgleichung  für  den  Bereich 
dieser  Primzalü.,  nnd  umgekehrt  folgt  aus  dieser  Differential* 
glmohnng: 

(u.)  e(jf,si',...yp*,«)-o  (pX 

für  den  Bereich  von  p  mit  Notwendigkeit  das  Bestehen  der- 
selben Gleichung  der  Große  nach. 

Substituiert  man  nämlich  für  die  die  abgeleiteten  Reihen  f^\x\ 
welche  ja  sowohl  der  Größe  nach  als  auch  für  den  Bereich  einer 
beliebigen  Primzahl  p  denselben  Konyergenzbereich  besitzen,  wie  die 
Reihe  f{ic)  selbst^  so  geht  die  linke  Seite  yon  (11)  in  eine  konveigente 
Potenzreihe  fiber,  deren  Koeffizienten  sämtlich  der  Größe  nach  Noll 
sein  müssen;  da  sie  somit  auch  für  den  Bereich  von  p  Null  sind, 
folgt  das  Beatehen  der  Gleichung  (Ha)  und  damit  die  Bicktigkeit 
unaerer  Beihanptnng. 

Die  in  dieser  Arbeit  gegebene  Definition  und  Darstellung  der 
rationalen,  algebraischen  nnd  transzendenten  Zahlen  und  Funktionen 
fttr  den  Bereich  einer  beliebigen  Primzahl  p  ist  die  einzige,  welche  der 
im  Anfange  des  §  5  aufgestellten  Forderung  genügt,  daß  jede  rational© 
Gleichung  mit  rationalen  Koeffizienten,  welcher  eine  solche  Größe  und 
eventnell  auch  ihre  Ableitungen  der  Größe  nach  genticren,  auch  als 
Kongruenz  für  eiue  beliphitr  bohf»  Pntonz  irgetideiner  l'iimzahl  als 
Modul  richtig  bleibt.  i^'ür  die  algebraischen  Zahlen  wurde  nun  im 
ersten  Tpüe  dieser  Arbeit  auch  die  Unikebrung  dieses  Satzes  l)ewiesen, 
daß  eiue  iil<i;pbrai8che  Gleiclinny,  welche  zwischen  algebraischen  Zahlen 
für  den  Bereich  einer  beliebigen  Primzahl  besteht,  au  -h  der  Größe 
nach  erfüllt  sein  muß.  Das  gleiche  wurde  im  letzten  1  il<  d  eser  Ar- 
beit auch  für  die  rationalen,  algebrai-t^hf  n  und  trans/endünten  Funk- 
tionen, nicht  aber  für  die  transzeaclenten  Zahlen  bewiesen,  und  aus 
diesem  Grunde  bedarf  der  in  meinem  Meraner  Vortrage  gegebene  Be- 
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weil  der  TfwisEeiidesiz  tob  e  noeh  einer  weaenHiekeii  Er^uuimg.  Es 
erscheint  mir  aber  als  eine  merkwürdige  Tatsacli6y  daB  alle  in  dieser 
Arbeit  erwähnten  Sitae  der  Weierstrafisdien  Funktionentheorie  auch 
fOr  die  hier  gegebene  Grdßenordnong  der  Zahlen  für  den  Bereich  von 
p  unTerandert  gelten ,  obwohl  fttr  sie  das  Arehimedisehe  Axiom  nnd 
somit  aueh  die  Definition  des  bestimmten  Integrales  als  (Grenzwert 
einer  Summe  genügend  kleiner  Summenden  nicht  gilt  loh  hoffe,  auf 
die  hier  berührten  Fragen  an  einer  anderen  Stelle  aorfickzakommen. 


Besprechiuig  Ton  Tertretern  der  angewandten  Mathematik 

in  Göttingen  am  22.  und  23.  März  1907. 

Der  Unten-icht  in  der  angewandten  Afntlifmatik  hat  im  l.autV  der 
letzten  Jahre  an  den  Universitäten  und  Hocbsciiuleii,  die  zum  Geltungsbereich 
dar  Prfllbngaordnnqg  toh  1696  gehören,  immer  mdir  an  Ansdrimung  ge> 
woonen,  so  daß  steh  bei  den  Vwiretem  disBes  Faches  mehrfach  der  Wanseh 
nach  einer  Aussprache  regte,  um  die  gesammelten  Erfahrungen  auszutauschen 
tmd  sich  über  die  zukünftige  Entwi(kluri;j:  des  Unterrichtsbetriebes  zu  ver- 
ständigen. Die  Versendung  der  Einladungen  wurde  von  den  0«>ttinger 
Fachgenossen  überuommen,  da  Güttingen  sieb  für  die  in  Aussiebt  geuom- 
menen  Verhandlungen  in  besonderem  Maße  eignet  Die  Besprechung  fand 
unter  regster  Beteiligung  am  33.  und  33.  M&n  d.  J.  statt  und  nahm,  wie  ans 
dem  folgenden  Berichte  hervorgeht,  einen  erfreulichen  Verlauf 

Teilnehmer:  v.  Dal wigk -Marburg,  Graßmann-Gießen,  Gutzmer- 
Halle,  Haußner- Jena,  K 1  e i n - Gf>ttingen ,  Konen -Münster,  Lampe-Ohar- 
lottenburg,  Minkowski-Göttiugen,  Prand  1 1  - < i'Ut ini^'t  ii ,  Bohn -Leipzig, 
Bi ecke -Göttingen,  Bnnge- Göttingen,  Schilling- I)au/.ig,  Schwering-Cöln, 
St&ckel-HannoYsr,  Stande -Rostock,  Timerding« Straßburg,  Yoigt-60t>  * 
tingen,  Weber-Straßburg. 

ErQffliaog  der  Yersanimlinm^  :ini  22.  Mär/  nuehmittagt»  im  Institut 
fUr  angewandte  Mathematik  und  Mechanik. 

Die  Direktoren  des  Instituts  C.  Runge  und  L.  Prandtl  erläuterten 
den  Betrieb  und  die  Ziele  desselben  in  den  folgenden  Vorträgen. 

O.  Runge,  Über  angewandte  Mathematik. 

Wenn  man  sich  überlegt,  was  unter  angewandter  Mathematik  vernünftiger- 
weise zn  Terstehen  ist,  so  sieht  man  gleich,  daß  die  Bezeichnung  angewuidte 
Mathematik  im  Gegensate  su  reiner  Mathematik  nicht  glttcklieh  ist  Denn 
die  Mathematik,  die  angewandt  wird,  ist  doch  eben  die  reine  Mathosiatik. 

Ein  mntheniatischer  Lehrsatz  bleiht  der  gleiche,  ob  man  ihn  nun  zur  Ein- 
sieht in  wirkliche  Verhältnisse  verwendet  oder  nicbt.  Aber  es  colit  ja 
manchmal  so,  daß  eine  Bezeichnung  den  Kern  nicht  trifft.    Man  luuii  eben 
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nicht  Uat»  bcboiabtisciie  Verfahren  einschlagen,  aus  dem  Wort  heraus  die 
Sache  ergrOndeii  m  wollen ,  sondern  man  muß  die  Dinge  aelbet  anseliett, 

die  bezeichnet  werden  sollen. 

Die  mathematischen  Theoreme  werden  auf  die  Erfahrungswissenschaften 
angewendet,  und  diesp  geben  umgekehrt  Anlaß  zu  neuer  BpgrittsbiMnTig  in 
der  Mathematik.  Aber  wenn  wir  die  reine  von  der  angewaudieu  ^lathe- 
matik  etwa  so  abgrenzen  wollten,  dafi  wir  unter  jener  nur  die  Mathematik 
▼erstehen,  deren  BegriflTe  unabhängig  von  empirisdMr  Erkenntnis  begründet 
sind,  so  würde  wenig  davon  ftbfig  bleiben.  Der  Begriff  der  Funktion,  die 
I  ^itT.  ;  pntial-  und  Integralrechnung,  die  Poteutialtheorie,  sie  fußen  in  dr^n 
Erfahrungswissenschaften,  durch  doren  Probleme  sie  entstanden  sind.  Ks 
kann  also  auch  das  Wesen  der  angewandten  Mathematik  nicht  darin  ge- 
funden werden,  daß  sie  dm  Teil  der  Mathematik  um&ßt»  der  seine  Begräfe 
BOB  den  Erfahmngswisaenschaften  nimmt.  Ich  wttrde,  um  sie  xn  erUIren, 
etwa  so  sagen: 

Die  Probleme  in  den  Erfahrungswissenschaften,  die  mit  mathematischen 
Methoden  arbeiten,  verlangen  eine  Durchfiihrung  bis  zu  quantitativen  Ke- 
bultaten.  Der  Physiker  oder  der  Techniker  kann  sich  nicht  mit  einer  for- 
malen Losung  begnügen,  sondern  er  muß  im  speziellen  Falle  die  Werte  der 
gesuchten  Größen  numerisefa  anzugeben  imstande  sein.  Dazu  sind  Methoden 
notwendig,  di«\  sti  es  graphisch,  sei  es  nnmerisch,  die  gesuchten  Resultate 
lietern.  Solcln'  Methoden  auszudenken  und  ausxubildon,  darin  sehe  ich  den 
eigentlichen  inhait  der  angewandten  Mathematik.  Sie  ist  der  reinen  Mathe- 
matik nicht  nebengeordneti  sondern  sie  ist  ein  Teil  der  reinen  Matiimiatik. 

IKe  Ifetiioden,  um  riomlidie  VerhUtnisse  durch  Zeichnung  eindeutig 
wiedtnngeben,  bilden  den  Inhalt  der  darstellenden  Geometrie.  Das  ist  eine 
etwas  weitere  Auffassung,  al«?  sie  üblich  ist  ^}^er  mieh  dünkt,  sie  liegt  in 
der  Natur  der  Dinge.  Die  dar.stellende  Geonu  trie  ist  keineswegs  an  das 
Zweitafel'Sjsteni  gebunden.  Jede  Art  der  Abbildung  ist  dazu  zu  rechnen,  die 
geeignet  ist,  rftnmlicbe  YerhSltnisse  darzustellen.  80  habe  ich  mich  z.  B. 
für  berechtigt  gehalten,  in  der  darstellenden  Geometrie  die  graphische  Dar- 
stellung von  Drehungen  eines  Körpers  und  ihre  Zusammensetzung  mit  HüfjB 
der  stereographischen  Projektion  der  KugeloberflUche  zu  behandeln. 

Methoden  zur  rechnerischen  und  graphischen  Dui'chfiihrung,  die  zweck- 
mäßige Anordnung  T<m  Beehnungen,  die  numerische  Auflösung  von  Glei- 
chungen, die  graphische  und  rechnerische  Integration  von  Integralen  und 
Ton  Differentialgleichimgen  bilden  den  Inhalt  anderer  Disziplinen.  Wichtig 
ist  dabei,  daß  nicht  nur  das  Verstäindnis  der  zugrunde  liegenden  mathe- 
matischen tiedanken  verlangt  wird,  sondein  auch  eine  gewisse  Fertigkeit, 
die  nur  durch  Übung  erworben  werden  kann.  Im  Rechnen,  im  Zeichnen 
muß  Geschicklichkeit  erlangt  werden.  Es  muß  der  Gebrauch  dm  Hilfsmittel: 
des  liechensehiebers,  der  vierstelligen  Logarithmentafel,  der  Rcchenmaachinsi, 
des  Planimeters,  des  Integrapben  geäbt  werden. 

Diese  Übungen  verlangen  einen  Unterricht  nach  dem  Vorbilde  des 
physikalischen  und  chemischen  Praktikums.  Der  Lehrer  muß  sich  mit  dem 
einzelnen  Schüler  auseinandersetzen,  um  ihm  die  Kunstgriffe  zu  zeigen  und 
seine  Übungen  zu  beauftichtigen. 

Die  Erfahrungswissenschaften  selbst,  in  denen  die  Mathematik  an- 
gewendet wird,  sind  in  dem  Unterricht  der  angewandten  Mathematik  nicht 
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eicLe^rifTan.  Das  würde  natflrUeh  bu  weit  fOhmiL  Denno^  aber  bedingt 
die  angewandte  Kafhemi^k  eine  gewisse  Keantnis  der  empirisdIiMi  Ver* 

Iilltnisse,  ohne  die  sie  nieht  gedeihen  kanu.  Ein  systematischer  ÜBterricht 
wird  hier  in  Göttingen  von  Prof.  Wiechert  in  der  Geodäsie  erteilt,  die 
für  die  Auwindung  der  Matlieinalik  von  jeher  vorbildlich  j^ewesen  ist  und 
daher  auch  in  dem  Studieuplan  der  Leliramtskaudidaten  nicht  fehlen  darf. 
Auch  dem  üntenrioht  in  elementarer  Mechanik,  wie  ihn  Prof.  Prandtl  hier 
in  Göttingen  einrichtet,  möchte  ich  eine  ähnliche  Bedeutung  zuweisen.  Wie 
die  Geodüsie  hier  unterrichtet  wird,  werde  ich  Gelegenheit  habenj  Ihnen  bei 
der  Besichtigung  der  geodätischen  Sammlang  su  schildern. 

L.  PrancLtI,  Über  angewandte  Mediaaik. 

y<ni  den  Lehrfächern,  die  ich  hier  zu  vertreten  habe,  nämlich  dw 
^angewandten  Mechanik*^  im  weitesten  Sinne  einschließlich  der  ange- 
wandten Thermodynamik  und  der  Maschinenlehre,  ist  von  meinen  Vor- 
gängern hauptsächlich  die  physikalische  Seite  ausgebaut  worden  (Wttrme- 
mascbiaen,  Festigkeitslehre  und  Hydraulik)«  Die  Urnen  aiher  liegenden 
Teile  des  Gebietes,  die  Meohanik  im  engeren  Sinne,  d.  h.  Statik  und  Djmamik 
des  Punktes  und  der  Punktsysteme  xmd  starren  Körper,  sind  zwar  aiieh 
früher  schon  Gesrenstand  von  Vorlesungen  gewesen;  ein  Versuch,  sie  auf 
breiterer  Grundlage  vorzutragen,  ist  indes  erst  im  vertiosseutH  Jahre  gemacht 
worden.  Wenn  es  auch  einstweilen  etwas  sehr  Unfertiges,  des  Ausbaues 
Bedürftiges  ist,  was  ich  da  unternommen  habe,  so  möchte  ieh  doeh  wenigstens 
die  Grundgedanken,  die  mich  dabei  leiteten,  hier  darlegen. 

Mein  Lelir/it-l  ist  die  verstandesniäßige  Durchdringung  der  wirklichen 
Vorgänge  gewesen.  Ich  ging  dejibalh  ebenso  auf  die  erkenntnistheoretische 
Seite  der  Sache  ein,  wie  ich  andrerseits  durch  Modelle  und  Demonstarationen 
die  Anschauung  von  diesen  Dingm  zu  heben  suchte.  Viel  Wert  wurde 
dabei  darauf  gelegt,  daß  nieht  nur  das  Auge,  sondern  auch  da«  MuskelgeflIhI 
zu  seinem  Rechte  kam;  die  lebendige  Vorstellung  der  Bewegung  sollte  durch 
gleich  lebf ndi::"'  Vorstellung  der  Kräfte  ergänzt  wer«1»'n. 

Als  licisptcle  für  die  Art.  wie  ich  die  Sache  meiue,  möchte  ich  hier 
folgendes  demoustiiereu :  Um  liewegungsvorgänge  geometrisch  zu  verfolgen, 
habe  idi  hier  einen  sehr  einf^en  Chronophotographen:  das  bewegte  Objekt 
wird  in  äquidistanten  Zeiten  viele  Male  auf  ein  und  dieselbe  Platte  photo- 
graphirrt,  indem  statt  eines  .Moment ver.si  hlu.sses  eine  schnell  rotierende  Scheibe 
mit  einem  SdiHtz  in  den  Stralilengang  eingeschaltet  ist.  Aus  den  Bildern 
ließ  ich  mittelst  Interpolatiousrechuuug  (Benutzung  von  je  5  Punkten) 
Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  ermitteln;  bei  einiger  Übung  läfit  sich 
so  eine  Genauigkeit  iron  i  Prozent  leicht  erreichen.  —  Zum  EMudium  TOn 
statischen  Beziehungen  sind  diese  Federwagen  hier  ein  praktisdies  und  auch 
sehr  billiges  Hilfsmittel.  —  Die  verschiedenen  Aussagen  des  allgemeinen 
K!fifhensat'/es  am  eigenon  Ueihe  zu  erfahren,  dazu  ist  <iieser  ,,Prf»hschemel" 
kuuälruierl  in  seme  aut  1- ulischraubeu  verstellbare  Grundplatte  ist  ein 
Fahrrad-Tretlager  mit  senkrecht  gestellter  Achse  eingebaut;  die  Achse  trägt 
die  Platte,  auf  die  die  Versuchsperson  gestellt  wird  (Demonstrationen: 
Änderung  der  Winkelgeschwindigkeit  bei  Änderung  des  Trägheitsmoments; 
Wendung  des  Körpers  ohne  anfänglichen  Drehimpuls).  —  Ein  gtoÜer^  aus 
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Fahrradmaterialieix  hergestellter,  astatiach  aufgehängter  Krnsel  (Raddurch- 
menor  06  cm,  Badgeideht  6  kg)  dient  wr  pemonsteatioii  der  tnwa  B»> 

wegang  einefl  sich  selbst  überlasseneu  staiTen  Köri)ers.  Die  Aufhängetofle 
sind  so  angeordnet,  daB  ^ler  Ausdruck  dfr  lebendigen  Kraft,  abgesehen  von 
einigen  geringfügigen  Bestandteilen,  dieselbe  Torni  wie  bei  einem  einzigen 
starren  Körper  anuimmt.  Durch  abnehmbare  Gewichtsscheiben  lassen  sich 
die  Trägheitsmomipte  inneriulb  weiter  Grenzen  yeilndem.  Ein  groBer 
Vorteil  das  Apparates  bMtelit  darin,  daB  man  die  Bewegungen  —  im  Gegen- 
eata  m  den  kleineren  Apparaten  —  ganz  langsam  vor  sich  gehen  lassen 
und  so  in  ihren  einzelnen  Plinsen  tnii  verfolgen  kann.  (B^monstrationen: 
freie  Achsen,  Instabilität  der  Achse  des  mittleren  Trägheitsmoments,  Stabilität 
der  beiden  andern  Achsen  bei  verschiedenen  Massenverteilungen).  —  Zum 
Scbliifi  flUire  idi  Urnen  hier  einem  ^^aehweren  EreiBel^  tot,  der  dem  Listitat 
Tim  Professor  Greenhill  in  London  geschenkt  worden  ist.  Es  ist  derselbe, 
der  auf  dem  Heidelberger  Kongreß  1904  gezeigt  worden  ist  (Demonstration 
der  schnellen  und  langsamen  Präaeseion,  Prazession  mit  Mutationen  usw.). 


Es  wurde  nun  noch  der  Projektionsapparat,  der  für  episkopische  nnd 
DiapositiT*  Projektion  eingerichtet  ist,  und  der  große  Beehenschieher  im 
Hörsaal  demonstriert;  hieran  sehloB  sich  eine  Besichtigtaig  des  Instituts, 
zunächst  dw  Zndiens&le  und   der  geodätischen  Sammlang,  hierauf  des 

Maschinensaals  und  des  nKchanisflioTi  Laboratoriums,  wo  noch  einige  Ver- 
suche gezeigt  wurden,  zu  denen  vorher  bereits  kurze  Erläutei-uugen  gegeben 
worden  waren  (Entnahme  von  Indikator-Diagrammen  am  Dieselmotor,  Zer- 
reiß* nnd  Dmckrersuch,  Aasflnß  von  Dm^uft,  Wasserströmung  um  an 
Hindernis  usw.). 

Sonnabend)  den  SS.  Min  TOmittays. 

1.  Besprechung  über  den  Betrieb  des  Unterrichts  in  an- 
gewandter Mathematik  auf  den  rersohiedenen  Hoehschulen. 

Laiu{)e:  Die  Gedanken,  welche  Herr  Runge  über  den  lietrieb  des 
akademischen  Unterrichts  in  der  angewandten  Mathematiic  ^'csteru  entwickelt 
hat,  stimmen  Töllig  fiberein  mit  den  Ansehauungen,  welche  an  der  Tech- 
nischen Hochschule  in  Gharlottenburg  maßgebend  sind.  GrSndsStzlich  sollen 
mit  allen  Vorträgen  über  mathematische  Gegenstände,  die  zum  regelmäßigen 
Studiengange  gehören,  praktische  t^nngen  verl)unden  werden.  Ich  selbst 
habe  solche  Übungen  nach  einer  Methode  eingerichtet,  die  ich  zuerst  an  der 
Königlichen  Kriegsakademie  erprobt  hatte.  Als  ich  an  di^er  militftrischen 
BUdungaanstalt  vor  33  Jahren  mathematisdie  Vorlesungen  abemahm,  fsad 
ich  die  für  alle  Fächer  geltende  Bestimmung  TOr,  daß  der  Lehrer  nidit 
bloß  akademische  Voi-tr;U"  zu  halten  hat,  sondern  auch  Applikatiousstunden 
einriclitru  soll.  Die  Eriahrungen,  welch«-  ich,  nach  verschiedenen  Methoden 
vorgehend,  an  der  Kriegsakademie  gemacht  hatl^^,  benutzte  ich  beim  Auiriti 
meines  Lehramtes  an  der  Technisdias  Hochschule  in  Gharlottenburg. 

Da  der  Student  der  Technischen  Hochschule  durch  die  große  Aniahl 
von  Vorlesungen  und  Übungsarbeiten,  die  er  zu  erledigen  hat,  fast  den 
gansen  Tag  Aber  in  der  Hochschale  beschäftigt  ist,  kann  man  nicht  er- 
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warten,  daß  er  ftir  «elbitfindige  mathemfttisohe  Hausarbeit  vial  Zeit  auf- 

wendet.  Um  aber  jedem  die  Gelegenheit  zu  geben,  die  Kräfte  zu  prüfen 
und  zu  üben,  benutze  ich  die  beiden  wöchentlichen  I^tunpsstunden,  web'be 
im  ersten  Studienjahre  für  die  reine  Mathematik  augesetzt  sind,  in  der 
Weise,  daß  ich  während  derselben  die  Studierenden  im  Hörsaale  selbst 
arbeiten  lasse. 

Die  gestellten  Aufgaben  achlieBen  sich  zum  Teil  unmittelbar  an  die 
Vorträge  der  letzten  Woche  an,  zum  Teil  beziehen  sie  sich  auf  die  früher 
vorgetragenen  Gebiete.  In  mjinnigfaltiirev  Art  werden  Durchführungen  von 
Zahlenrechnungen,  graphische  Lösungen  von  Gleichungen,  analytische  und 
konstroktiTe  LOanngen  kflnmrer  und  lingerar,  leichterer  nnd  sehwererer 
Aufgaben  yerlangt  Die  Übweinstininiung  der  von  Henrn  Bnnge  in  seinem 
Unterrichte  der  angewandten  ]!tlathematik  verfolgten  Ziele  mit  dem,  was 
ich  zu  erreichen  strebe,  bringt  es  mit  sich,  daß  man  hi  Aufgaben,  die  er 
uns  aus  seinem  Übungsroaterial  der  letzten  Jahre  gestern  vorgelegt  hat, 
sich  auch  in  meinen  Notizbüchern  tindeu,  in  denen  ich  genau  über  alle  von 
mir  gestellten  Aufgaben  unter  dem  Datmn  des  Arbeitstages  Buch  f&hre. 

Der  praktische  Betrieb  gestaltet  sich  wie  folgt.  Am  Anfange  jeder 
Doppelstunde  der  t^bungpn  stelle  ich  eine  größere  Anzahl  von  Aufgaben, 
meistens  lö,  zur  Auswahl,  indem  ich  gleichzeitig  hinzufüge,  welche  dieser 
Auigaben  leichter,  welche  schwerer  sind.  Daun  beginnen  die  Studenten 
sofort  die  Bearbeitung  unter  meiner  Hilfe.  Zur  UnterstlllEQng  ist  mir  auf 
je  30  Studenten  ein  Assistent  bewilligt;  da  ich  durchschnittlich  300  Studenten 
in  den  letzten  Jahren  als  Zuhörer  hatte,  konnte  ich  mit  sechs  Assistenten 
arbeiten.  Jedem  dieser  Assistenten  wird  ein  bestimmter  Umkreis  im  Hör- 
saale znertpilt,  innerhalb  dessen  er  sich  bewegt  und  den  Studenten  seine 
Hilfe  augedeiheu  liiüt.  Ich  Selbst  üuehe  es  su  eiii/urichteu,  duU  ich  in  drei 
bis  vier  Doppelstunden  bei  jedem  Studenten  einmal  persönlich  gewesen  bin. 
Die  letzte  halbe  Stunde  benutze  ich,  um  zunftchst  die  Resultate  aller  Auf- 
gaben kurz  mitzuteilen,  dann  aber  auch,  um  nach  meinen  Beobachtungen 
und  denen  meiner  Assistenten  Bemerkungen  von  allgemeinem  Interesse  ta 
machen,  insbesondere  um  die  Lösungen  einzelner  Aufgaben  herzuleiten. 

In  ditter  Weise  erhält  jeder  Student  Gelegenheit,  sich  von  den  Assistenten 
oder  dem  Ftofessor  Bescheid  ftber  solche  Fragen  lu  holen,  die  nicht  nur 
mit  den  gestellten  Aufgab(>n  zusammenhängen,  sondern  ihn  bei  seiner  mathe- 
matiM-hen  AnsbiTdung  irgendwie  interessieren.  Es  entwickolt  sich  zwischen 
Lehrer  und  Schüler  ein  ungezwungener  Verkehr,  aus  dem  auch  der  Lehrer 
manches  lernt.  Denn  aus  den  Versuchen  zur  Lösung  der  Aufgaben  ist  zu 
ersehen,  ob  der  Vortrag  den  gewünschten  Erfolg  gehabt  hat.  Sehr  h&ufig 
bestimmen  die  Beobachtungen  der  arbeitenden  Studenten,  ihre  dabei  ge- 
stellte Fragen  den  Lehrer  dazu,  Ergänzungen  und  Erläuterungen  zu  früheren 
Vurlesnngen  in  der  näebsten  Vortragsstxmde  zu  geben.  Der  Erfolg,  den 
diese  Art  des  Uutorrichtsbetriebes  gehabt  hat,  l)ewog  auch  die  beiden 
anderen  Professoren  der  reinen  Mathematik  an  unserer  Hochschule,  ihre 
Übungen  in  Sbnlicher  Weise  su  orguiisieren.  Wir  sind  dadurch  den  Wün- 
schen der  Fachabteilungen  entgegengekommen,  den  praktische  Anwendungen 
der  vorgetragenrn  Theorien  besondere  PfLge  angedeihen  zu  lassf»n.  In 
Uhei «instimmung  mit  den  Gepflogenheiieu  in  der  darstellenden  Geoinetria 
wird  duuu  auch  bei  der  Meldung  zur  Diplonivorprütung  von  den  beiden 
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Abteilungen  für  Maschinen-  und  für  öchitfbau  die  Vorlegung  der  vom  Pro- 
fettur  testi«rteii  matliaiiiAtischen  Übnngshcifte  gefordert  Nacli  «iner  mfind- 
licliea  Mitteilnng  ist  H«rr  Siftokel  dabei,  seine  mathematisehen  Übungen 
in  Hannover  nach  einem  ähnlich; n  Plane  einzuricliteu. 

Wesentlich  flir  diese  Art  des  Betriebes  ist  die  liescliaffun«,'  tächtiger 
Assistpnten.  In  Berlin -Charlottenburjj  sind  wir  so  glücklich,  stets  recht 
geeignete  iliiiäkräfte  gewinnen  zu  können.  Ich  selbst  bevorzuge  eiÜGtbrcue 
Oberlehrer.  Einerseits  sind  diese  darin  gettbt,  raseb  den  Ponkt  su  finden, 
wo  einem  Anfänger  geraten  und  geholfen  werden  muß:  andererseits  haben 
sie  ein  lebhaftes  Interesse  am  Anblick  der  Fortentwicklung  dessen,  was  sie 
in  der  Schule  auszubilden  bejjonneu  haben.  Endlich  eignet  sich  auch 
manches,  was  in  den  Übungen  vorgebracht  wird,  zur  unmittelbaren  oder 
mittelbaren  Verwertung  im  Schnltmterricht  Bei  der  Yorbesprechnng,  die 
▼or  dem  B^|inn  der  Ubnngsstimden  stattöndet,  tausehra  Hochschnlprafessor 
und  Assistenten  die  beiderseitigen  Erfahrungen  ans,  und  so  entwickelt  sich 
ein  freundschaftliche.«!  Verhältnis,  das  die  Probe  vieler  Arbeitsjahre  aushftlt. 
Unter  meinen  sechs  Assistenten  des  letzten  Studienjahres,  waren  vier  Ober- 
lehrer, die  bereits  den  Protessortitel  haben,  unter  ihnen  einer,  der  schon 
seit  16  Jahren  bei  mir  tilttg  ist,  ein  anderer,  der  anfierdem  auch  Frivatr 
dozent  unserer  Hochschule  ist  Es  haben  sich  sogar  öfter  Oberlehrer  ge- 
funden, die,  um  den  Großbetrieb  unserer  Hochschule  kennen  zu  lernen,  als 
Freiwillige  mitgearbeitet  haben,  nachdem  die  Anzahl  derer,  die  nach  der 
Frequenz  Honorar  erhalten  konnten,  durch  die  iilttiren  Assistenten  gedeckt 
war.  Das  vom  Staate  den  Assistenten  zugebilligte  Honorar  ist  bescheiden. 
Nominell  betrftgt  es  für  die  Doppelstunde  sechs  Mark.  Weil  aber  die 
Ferien  zum  Teil  mitbezahlt  werden,  ist  das  Durchsehnittshonoisr  fttr  die 
wirklich  gehaltene  Do])pelstimde  neun  bis  zehn  Mark. 

In  bezug  auf  Anschauungsmittel,  die  bei  dem  rutfjTiohte  in  der 
Mathematik  zu  gebrauchen  sind,  ergibt  sich  zunächst,  dai^  iiir  die  großen 
Hörsäle,  in  denen  800  Sitiplfttse  Torbandai  sind,  zuzeiten  aber  dvreb 
hineingesetste  Blnke  und  Sessel  die  Ansahl  der  Plfttae  st^ar  auf  250  ge- 
bracht ist,  eine  Demonstration  an  Modellen  unmöglich  ist.  Es  bliebe  dar 
nach  al^n  »üe  Benutzung  vdn  Projektionsapparaten  übrig.  Nach  meinen 
Erfahrungen,  die  ich  als  Oberlehrer  in  einer  Lehrzeit  von  24*4  Jahren 
gemacht  habe,  bin  ich  aber  von  dem  Gebrauch  von  Projektionsbildem  ab- 
gekommen. Unsere  Jugend  wird  in  einem  so  hoben  Mafie  mit  Anschavnn^ 
bildem  ilberstürmt,  daß  keines  derselben  haften  bleibt.  Es  ist  vorgekommen, 
daß  mir  in  der  Piima  bestritten  wurde,  daß  leh  in  der  Untersekunda  — 
also  zwei  Jahre  vorher  —  meinen  Behiilcrn  Luft  vorgewogen  hätte,  ein 
Versuch,  dem  ich  absichtlich  ohne  große  Vorbereitung  stets  eine  Tolle 
Stande  einrinmte,  nnd  bei  dem  idi  immer  mehrem  Sciiltler  snr  BeihtUfs 
heranzog.  Daher  lege  ich  bei  meinem  Unterridite  den  Skizzen,  welche  an 
der  Wandtafel  entworfen,  von  4em  Schüler  nachgezeichnet  werden  und 
somit  in  seinem  Besitze  bleiben,  einen  viel  größeren  Wert  bei.  Natürlich 
muß  der  J. ihrer  sich  darin  üben,  solche  Skizzen  zweckentsprechend  zu  ent- 
werfen und  geschickt  auszuführen.  Die  Sanunlung  unserer  Modelle  für  den 
mathematischen  Unterricht  befindet  sich  in  yersehlossenen  Glasscbilnken  auf 
den  Korridoren  unserer  Hodischulc,  und  ich  verweise  nach  Anfertigung 
meiner  Skizzen  die  Studenten  auf  diese  Anschauungsmittel  außerhalb  der 
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Vorlesungsstunden.    Projektionsbilder  habe  idli  als  Oberlehrer  nach  Abschluß 

eines  großorf-n  Goliieioi^  liei  Rt^pcfitiünpn  gerne  benutzt  und  dabei  einzelne 
Schüler  zur  Erläutenuog  der  Bilder  an  die  Projektionsfläche  gestellt. 

Weber:  In  Straßburg  Uegm  die  Verbilltiiisse  günstig  durch  die 
großen'  Zahl  von  T.pbrkriifton.  Weber  lie^t  I >llVerential-  und  Tiitegralrech- 
rechnuiig  durch  zwei  6emei>ter.  Wellstein  leilt't  die  l'bungen  dazu,  in 
denen  er  die  Aufgaben  uiit  den  einzelnen  Studenten  bespricht.  Timerding 
liest  analjtisdie  und  darstellende  Getnnetrie  mit  den  sugefadzigen  Übungen. 
Beye  bUt  mit  sehr  gutem  Ihrfolge  Übungen  zur  synthetiscben  Geometrie 
ab.  Zu  erwäbnm  ist  f»mer  die  Einrichtung  eines  Unter-  und  Obeneminats. 
In  dem  Oborspminar  wird  von  fortgeschritteneren  Studenten  über  ihre  eigenen 
Arheitou  berichtet.  —  Astronomie  ist  in  der  Prüfungskommission  bis  jetst 
nicht  vertreten. 

K.  Schwcring:  Die  vorhin  vernommenen  Klagen  über  mangel- 
hafte mathematische  Ausbildung  der  von  den  höheren  Lchraustaltcu  ent- 
lassenen juugeu  Leute  möchte  idi  nicbt  ohne  den  Hinweis  lassen,  daß  eine 
Bessemng  sieb  vorbereitet,  ja  Aber  das  Stadiwn  der  Vorbereitvng  Mnans 
in  gutem  Fortsohritt  ist.  Ich  hatte  selbst  als  Mitglied  der  PrOfungskom^ 
iiiission  für  angewandte  Mathematik  in  Bonn  und  als  Leiter  eines  päda- 
gogischen Seminars  seit  ungefähr  acht  Jahren  Gelegenheit  :'n  Beobachtungen. 
Die  früher  vielfach  und  mit  Recht  beklagte  ,,R^cheutaulbeit  und  ßecbeu- 
dummheit"  unserer  Primaner  ist  bei  richtiger  Handhabung  pädagogischer 
OrnndeBtse  leicht  zu  beseitigen.  Es  kommt  nur  darauf  an,  interessante 
Roche ti aufgaben  zu  finden  und  insbesondere  die  Bedeutung  der  Probe  ins 
rechte  Liebt  zu  stellen.  90%  des  Mißerfolges  auf  diesem  wie  auf  geo- 
metrischem Gebiete  liegen  für  deu  Anfänger  darin,  daß  er  nicht  verstanden 
hat,  was  der  Lehrende  denn  eigentlich,  sagen  wilL  Der  Lehrer  soll  es 
deflbalb  nie  unterlassen,  eine  an  der  Tafel  duTehgefBbrte  gröfiere  Beebnnng 
von  den  Schülern  in  der  Art  wiederholen  zu  lassen,  daß  Mn  Schüler  den 
Gang  der  Rechmmg  wiederholt,  ein  /.weiter  mit  dem  Finger  die  vom  ersten 
genannten  Rechnungsgrößen  berührt  und  ein  dritter  die  vorkommenden  Ge- 
setze ausspricht.  Selbstverständlich  ist  kein  !N achschreiben  zu  dulden,  aber 
auf  dn  Lebrbncb  stets  hinzuweisen.  Da  idi  selbst  wiederholti  so  noch  im 
laufenden  Jabre,  in  Quarta  unterridttei  habe,  weiß  ich  aus  Er&hrung  wie 
lohnend  diese  Aufgabe!  ist,  und  wie  leicht  es  ist,  den  SchOlem  Interesse 
fttr  Zahlenrechnen  einsuflöflen. 

Timerding:  Die  VerldUtnisse  in  StraBbuig  klhmen  als  normale  be- 
zeichnet werden.  Es  ist  zur  Abhaltung  der  Übungen  ein  geräumiger,  licht- 
reicher Zeichensaal  vorhanden  mit  praktisch  eingerichteten  Zeichentischen, 
dazu  eine  große,  karrier^^e  'l'afel,  dtirch  die  sieb  die  Dimensionen  der  anzu- 
legenden Zeichnung  genau  üxieren  lassen.  Die  zeichnerischen  Fächer  werden 
▼orlBufig  in  einem  zweigSkrigen  Tnmus  gelesen:  2  Semester  darstellende 
CSeometrie,  1  Semester  graphische  Statik  xmd  1  Semester  Kinematik.  Die 
Qualität  der  Studierenden  ist  durchweg  gut,  nur  einige,  bei  denen  der 
Wunsch  durchs  Examen  zu  kommen  sfHrker  ist,  als  das  sachliche  Interesse, 
laufen  mit  unter.  Zmn  Teil  leisten  die  Ivandidaten  Vortieflfiiches.  Unter 
den  Dissertationen  aus  dem  Gebiete  der  darstellenden  Geometrie  ist  eine 
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Arbeit  Uber  eine  Erweitening  der  gewöhnlichen  Ferq|»ektiTe  in  der  Ans* 
«rbdtiing  begriffen,  eine  andwe  Aber  dawteUende  Behandlung  d^  Linien- 
georaetrie. 

Röhn  wünscht,  daß  die  angewandte  Mathematik  als  Prüfungsfach 
immer  mit  der  reinen  Mathematik  zu  verbinden  sei  (ebenso  wie  z.  B.  Physik 
mit  Mathematik  verbunden  ist).  Der  Ingenieurverein  hat  neuerdings  sich 
dnllir  ausgesprochen,  daß  an  den  Technieeben  Hochschulen  Einrichtungen 
zur  AnsbOdnng  von  Lehrern  in  Mathematik  und  NatarwiBsenaohaftMi  ins- 
besondere für  technische  Mittel-  und  Hochschulen  zu  erstreben  seien.  Die 
tbungen  bestehen  in  Leipzicf  .  ur  Zeit  in  Aufgaben  zur  hlluslichen  Bear- 
beitung. Meine  Tätigkeit  iinilaüt  neben  der  darstellt-nden  und  projektiven 
Geometrie  alle  müglicben  Vorlesungen  geometrischer  Natur.  Einrichtungen 
nach  Seiten  der  GeodSde,  die  an<£  Heir  Prof.  Bruns  als  sehr  erwflnMdit 
bezeichnet,  müssen  erst  getroffen  werden.  Praktische  Übungen  nach  der 
recbn«3schen  Seite  werden  zum  Teil  Ton  Herrn  Fkof.  Bruns  betrieben. 

SchiUing:  Sdhon  Herr  Geheimnit  Lampe  hat  in  seinen  AusfBhrungen 

auf  das  Bestreben  der  Technischen  Hochschulen  hiu gewiesen,  das  Recht  der 
vollen  Lehrerausbildung  zu  erlangen.  An  der  Technischen  Hoclischnle  in 
Berlin  liegen  gewiß  wegen  der  großen  Zahl  der  Studierenden,  und  da  zu- 
gleich eine  Universität  dort  vorhanden  ist,  die  Verhältnisse  hierfür  weniger 
gfinstig  als  an  den  drei  anderen  preuflisehen  Hodhsdiulen.  Für  diese  halte 
ich  die  Gewihrung  A&r  vollen  Ldurerausbildong  fOr  ganz  dringend  erforder- 
üdl.  Ich  möchte  erwähnen,  daß  wir  in  Danzig  bereits  vor  einiger  Zeit 
ein  dahingeliendes  Gesuch  an  das  Ministerium  eingereicht  haben.  Beson- 
ders bedarf  im  Vergleich  mit  den  anderen  Abteilungen  der  Technischen 
Hochschule  aucn  die  Abteilung  für  allgemeine  Wissenschaften  für  ihr  Au- 
sehen und  ihre  ganze  Stellung  au  der  Hochschule  eine  eigene  yollsttndige 
Lehraufgabe  mit  abschließendem  Examen.  Femer  besteht  ein  allbekannter 
Mangel  an  wissenschaftlich  und  pädagogisch  gut  ausgebildeten  Lehrern  der 
theoretischen  Fächer  für  alle  Schulen  technischer  Richtung,  dem  abzuhelfen 
die  Technischen  Hochschulen  durch  ihre  Teilnahme  an  der  Lehrerausbildung 
ganz  wesentlich  berufen  sein  müßten.  Besonders  sehUmm  steht  es  ja  mit 
dem  wissensehafUiehen  Nachwuchs  Ar  die  Proftesuren  der  darstellenden 
Geometrie  und  technischen  Mechanik.  Falls  die  allgemeinen  Abteilungen 
nicht  durch  ein  eigenes  Lehr/iel  gehoben  werden,  steht  in  der  Tat  zu 
fürchten,  daß  an  den  Technischen  H<»ch.schulen  die  Mrithernutik  und  Physik 
überhaupt  mehr  und  mehr  zurückgedrängt  werden  und  eine  ihrer  niclit  mehr 
wllrdige  Bolle  emnehmen.  Die  angewandte  Mathematik,  die  uns  ja  beMU« 
den  ^er  am  Herzen  Uegt»  wflrda  eine  ganz  weMntUcfae  Förderung  erfahren, 
wenn  au(&  die  Technischen  Hoehsehulen  mehr  als  bisher  zu  ihrer  Pfleg» 
herangezogen  würden. 

Klein:  An  der  Universität  haben  wir  immer  noch  Schwierigkeiten,, 
junge  Leute  zum  Nachwuchs  für  angewandte  Mathematik  heranzuziehen;  es 
scheint  schon  erwünscht,  daß  die  technischen  Hochschulen  helfend  eingreifeu. 

Röhn:  In  Dresden  bestand  früher,  von  Prot".  Zeuner,  dem  damaligen 
Direktor,  ins  Leben  gerufen,  die  Einrichtung  samt  Priifungsordnung  ftir 
Lehrer  technischer  Richtung)  anfangs  legten  auch  einige  diese  Prüfung  ab^ 
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zu  diesen  gehörte  z.  B.  Herr  Prof.  Grübler,  Bgäter  war  das  nicht  mehr 
der  Fall.    Der  Teobniker  tog  die  Praxis  tot. 

TiHmpe:  Bezüglidi  der  Ausbildung  von  Oberlehrern  an  Technischea 
Hoclis"  hulcu  will  leb,  um  Mißverstfindnissen  vorztibencren ,  von  vornherein 
erklüren,  d'dÜ  ich  kein  prin/apieller  Gegner  der  darauf  gerichteten  Be- 
strebungen bin.  Für  unsere  Hochschule  in  Charlottenburg  bestehen  aber 
wegen  der  Kaehbaraehaft  der  Berliner  Unirernttt  eigenartige,  hier  zu  be-> 
rückst  liti «.'ende  Zustände.  Da  jeder  Student  der  UniTeraitftt  berechtigt  ist, 
an  der  'I'echnischon  ILjchschule  Vorlesungen  zu  höron .  wird  pin  junger 
Mann,  der  die  Lauiljahn  Oberlehrers  eiuschlageu  will,  schou  um  ein- 

mal die  Kosten  der  immat.rikuiation  zu  sparen,  sich  nur  an  der  Universität 
immatriknlieren  laasem,  dann  aber  natflrlidi  dort;  aneh  die  Mehnahl  der  tor 
AasbUdung  nötigen  Kollegien  biegen  vod  an  der  Techniechen  Hochachnle 
höchstens  solche  Vorlesungen  h&«n,  die  an  der  UniversitBt  fehlen,  wie  S.  B. 
über  darstellende  Geometrie,  graphische  Statik,  Feldinessen.  Aus  diesem 
Grund«  haben  wir  es  in  Charlottenburg  unterlassen,  besuudere  Vorlesungen 
für  Schulamtskandidaten  au^ukündigeu;  ncbeubei  möchten  wir  auch  den 
Sdiein  vermeiden,  ab  ob  wir  mit  der  üniverntftt  in  Wettbewerb  treten 
wollten.  Außerdem  werden  oUe  Torhandeiien  Lehrkräfte  durch  die  Aufgabe 
der  Ausbildung  der  Studenten  an  der  Technischen  Hochschule  vollauf  be- 
schäftigt; wir  scheuen  daher  vor  der  Übernahme  weiterer  La.sten  zurflck. 
Dabei  erkennen  wir  die  Berechtigung  der  vom  Verein  Deutscher  Ingenieure 
ausgesprochenen  Forderungen  anf  Einriehtang  solcher  Vorlesungen  an,  welche 
die  höhere  Anabildutig  künftiger  teehnischer  Lehrer  bezwecken.  Sollen  wir 
dies  aber  neben  den  schon  bestehenden  Aufgaben  leisten,  eo  muß  unser 
i^ehrkörper  durch  neue  Lehrkriifte  vermehrt  werden,  und  wir  zweifeln,  daß 
die  Regierung  mit  liücksicbt  auf  die  Berliner  Univ»'rsität  sich  dazu  ver- 
stehen wird,  am  die  nötigen  Geldmittel  tiüssig  zu  machen,  im  übrigen 
Icaan  ich  mitteilen,  da0,  in  Anerkennung  des  in  dm  lotsten  Jahren  offen- 
kundig gewordenen  Mangels  an  jüngerem  Nachwuchs  für  die  Professuren 
für  technische  Mechanik,  Herr  Fr.  Kötter  damit  umgeht,  in  Charlottenburg 
an  der  Technifcben  Hoehsehule  eine  Art  von  Oberseminar  ftlr  technische 
Mechanik  ins  Lebeu  v.n  nit'eu.  Vielleicht  ist  auch  in  den  Vorlesungen,  die 
bei  uns  von  jüngeren  Dozenten  über  höhere  Zweige  der  Mathematik  ge- 
halten werden,  ein  Keim  gegeben,  aus  dem  sich  unter  der  Führung  durch 
Jugendlich  frische  Krftfte  ein  kräftiger  Stamm  entwickeln  kann. 

Staude:  Li  Rostock  liegen  die  YeriUQtaisse  ganz  besonders  schwierig, 
weil  nur  ein  Ordinarius  fttr  die  gesamte  reine  und  angewandte  Mathematik 

vorhanden  ist,  während  die  Zahl  der  Studierenden  der  Mathematik  bis 
Wintersemester  1906  7  auf  48  angewachsen  ist.  Es  wird  mvirlichst  j^dps 
Semester  eine  Anfftngervorlesung,  Differential-  und  Integralrechnung  oder 
analytische  Geometrie  der  Ebene,  gelesen,  sodann  eine,  mitunter  auch  zwei 
h^diere  Vorlesungen  tnnlidist  nach  Bedarf  der  Studierenden.  Schriftliche 
und  mUndliohe  Übungen  werden  in  ein  bis  drei  Abteilungen  abgehalten 

Von  angewandter  Mathematik  ist  darstellende  Geometrie,  graphische 
Htatik  und  Vektortheorie  in  Vorlesungen  und  Übungen  behandelt  worden, 
dagegen  sind  Astronomie  und  Geodäsie  nicht  vertreten. 

Sin  Auditorium  und  ein  Seminarsimmer  mit  Handbibliothek,  Modellen 
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und  Zeicbentischeu  steht  zur  Verfügung.  Die  philosophische  Fakultät  hofft 
in  komr  Zeit  nodi  ein  EztraordinuiBt  fllr  Mathematik  und  mnthwnntisclie 
Phyeik  m  exfaalten.   (Dies  ist  insfrisdien  geschehen.) 

Haußner:  Außf>r  Göttingen  ist  zurreit  von  allen  deutschen  Universi- 
Ulten  nur  Jena  in  ausreichender  Weise  mit  Einrichtungen  fOr  das  Studium 
der  angewandten  Mathematik  ausgestattet.  Die  dort  —  hauptsächlich  durch 
die  InitifttiTe  meines  verehrten  Vorgängera,  Hemi  Gntsmer  —  geachafliinen 
Einrichtungen  könnm  sich,  wenn  auch  in  etwas  beadieidenerem.  ümiknge  tli 
die  Göttinger,  ihcrn  doch  würdig  an  die  Seite  stellen. 

Der  Unterricht  in  der  angewandten  Mathematik  verteilt  sich  vornehm» 
lieh  auf  dae  Institut  fOr  technische  Fhjsik  und  auf  die  Sternwarte.  In 
dem  enteren,  das  in  den  Jahren  1902fi  neh«n  dem  phjsikaliechen  Ihatitute 
neu  «rbant  ist  nnd  unter  der  Leitung  des  Hann  Bau  steht,  finden  die 
Vorlesungen  imd  Übungen  über  darstellende  Geometrie,  technische  Mechanik 
(pinschl.  graphischer  Statik),  Festigkeitslehre,  Hydraulik,  Elektroteelinik  und 
Thermodynamik  st^att.  Neli<  Ti  (it;u  hierfür  nötigen  Vortrags-  und  Arbeits- 
räumen  enthält  das  Institut  ein  reich  mit  Maschinen  und  Apparaten  aus- 
gestattetes Laboratorium,  wodurch  dem  kflnfligwi  Lehrer  der  Uathematik 
nnd  Physik  gute  Gelegenheit  gegehan  ist,  auch  die  in  der  Technik  be- 
nutzten Methoden  kennen  zu  lernen  und  selbstlinfliL:  Fntersuchungen  an 
Maschinen  mannigfacher  Art  durchzuführen.  Auch  regelmä^dige  Exkursionen 
in  Fabrikbetriebe  werden  imtemommen. 

Die  Yorleetmgen  über  Gtoodasie  und  WahrscbeinlichkeitBreohttung  werden  - 
Ton  dem  Direktor  der  Sternwarte,  Herrn  Knopf,  gehalten,  dem  fittr  die 
geod&tischen  ttbungen  eine  größere  Anzahl  von  Meßinstrumenten  zur  Ver- 
fügung steht-  Zurrleif'h  bietet  di^  Sternwarte  den  Studierendeu  die  gün- 
stigste (if  It'peiiheit,  suh  a.stronoiiiisi  he  Kenntnisse  anzueignen,  durci:^  die 
sie  in  vorzüglicher  Weise  iliren  künftig  zu  gebenden  Untemcht  beleben 
kSnnen.  Als  ganx  einzigartige  BinriohtDng  der  Jvmamr  Btwnwarte  sei 
noch  die  kürzlich  erfolgte  Aufstellung  eines  7  m  langen  Zenitfemrohrs  er- 
wähnt, durch  das  in  Verbindung  mit  einem  andern,  für  diesen  Zweck 
besonders  konstruierten  Apparat  die  Änderung  der  Lotrichtnng  gegen  eine 
feste  lüchtung  im  Räume  und  gegen  die  Erdkruste  untersucht  werden  soll. 

Auoh  ffir  das  Studium  der  reinen  Uathematik  verfUgt  Jena  Aber  vor- 
treffliehe  Einriohtnngen,  für  die  die  am  Ende  des  Sonuneitemestws  1908 
au  beziehende  neue  UniTorsitftt  bessere  Baume  bietm  wird.  In  dieser  ist 
ein  besonderer  Höi-saal  für  mathematische  Vorlesungen  mit  treppen£?5rmig 
ansteitrenden  Sitzen  bestimmt,  der  in  zweckmäßigster  Weise  eingerichtet  und 
auch  mit  einem  Projeictionsapparate  ausgestattet  werden  wird.  Eine  maß- 
▼oUe  Benutaang  Toa  Modellen  und  eines  Projektionsapparatss,  snmal  wenn 
dieser  auoh  undurohsidiiige  Ediper  su  projizieren  gestattet,  halte  ieh  — 
im  Gegensatze  zu  einer  vorhin  gehörten  Ansicht  —  für  sehr  geeignet,  dm 
Fnterricht  zu  heieben  und  anschaulich  zu  gestalten.  Ein  großer  Zeichen- 
saal ist  für  die  graphischen  Übungen  vorgesehen  und  zwei  Zimmer  nebst 
einer  sehr  geräumigen  Voriialle  für  das  mathematische  Lesezimmer  mit 
seiner  rdcbhaltigen  Bibliothek  und  für  die  Modellsammlung. 

Die  reine  Mathematik  wird  zurzeit  in  Jena  durch  drei  Professoren 
vertreten.    Durch  die  kür/.lirh  erfolgte  Anstellung  eines  Assistenten  ist  es 
J«bMilMii«bt  d.  DealMlMu  M*ÜMm.-V«rtlBigiiBC.  XYL  Itoft  9 /IQ.  83 
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mOglidi  geworden,  die  Übnngeo  wesenflicli  anssudelinen;  was  bewmderi  f&r 

die  Aa&ngs Vorlesungen  von  grOfiter  Bedeatong  ist.  — 

Hph"  Schilling  hat  soeben  die  von  dem  Vereine  Deutscher  Ingenieure 
kürzlich  erhobene  Forderung,  daß  die  Technischen  Hochschulen  Einrichtungen, 
die  die  voUstftndige  Ausbildung  von  Lehramtskandidaten  für  reine  und  an- 
gewandte Mathematik,  Physik  und  Ghemie  «nnSglichen,  und  demgemfifi  einen 
entspi^efaenden  Anteil  an  der  OberlehxwvPHifimg  in  diesen  Fächern  erhalten 
sollen,  Ton  seinem  Standpunkte  aus  warm  befürwortet.  Ich  kann  für  diese 
Fordernng  und  ihre  Begründung  durch  den  Verein  Deutscher  Ingenieure  "inB 
zwingende  Notwendigkeit  nicht  anerkennen,  muB  mich  vielmehr  aus  einer 
Reihe  von  Gründen  entschieden  gegen  diese  aussprechen. 

Die  nmthema^scheB  Vorlesungen,  die  jetzt  an  der  Tedmisehen  Hodi- 
schule  gehalten  werden,  sind  fast  durchweg  und  naturgemäß  für  die  Bot 
dürfhisse  der  Techniker  zugeschnitten.  Herr  St&ckel  sagt  in  seinem 
Berichte  ülier  die  Entwicklung  des  Unterrichtsbetriebes  in  der  angewandten 
Mathematik  (^Jabresber.  d.  D.  M.-V.  XI,  30)  sogar  in  bezug  auf  die  ange- 
wandte Mathematik:  „Die  Erfahrung  hat  wiederholt  gezeigt,  daß  Stu- 
dierende der  Mathematik,  die  sich  an  einer  Tedimsehen  Hocbsobole 
PreuBens  die  Ittr  die  Fakultas  in  der  angewandten  Mathematik  erforderlichMi 
Kenntnisse  aneignen  wollen,  enttäuscht  nach  der  TTniversitiit  zurückkehrton, 
indem  es  sich  bald  herausgestellt  hatte,  daß  sie  bei  dem  allein  für  die 
Bedürfnisse  der  Techniker  berechneten  Unterrichtsbetriebe  ihren  Zweck  nur 
mit  nuTerhUtnismaßigem  Aufwände  an  Zeit  und  Arbeit  bitten  erreieben 
können."  Die  an  den  Tecbnisdien  Hochschulen  ▼orbandenen  Lehrkräfte  sind 
aber,  höchstens  von  ganz  vereinzelten  Ausnahmen  abgesehen,  Toll  belastet 
und  könnten  schwerlich  noch  Vorlesungen  fRr  künftige  Oberlehrer  über- 
nehmen. Um  die  Forderung  des  Vereins  Deutscher  Ingemeure  zu  erfüllen, 
bliel^e  also  nichts  anderes  übrig,  als  neue  Professuren  zu  schaffen,  und  zwar 
nicht  nur  fOi  die  Mathemaäk  und  Physik,  sondern  auob  für  eine  Reibe 
anderer  Fächer,  die  bisher  an  Technischen  Hochschulen  niobt  vertreten  sind 
und  für  deren  Vertretung  auch  hinsichtlich  der  Techniker  kein  Bedürfnis 
vorhanden  ist.  Eine  solche  Umgestaltung  der  allirf^n^eineu  Abteilungen  der 
Technischen  Hochschulen  zu  philosophischen  Fakuiiäten,  denen  höchstens  noch 
die  kUmisdirpbilotogiscben  Fsdier  ftblen,  wfirde  aber  mne  bflcbst  bedanerüdie 
Zersplittemng  der  TorbandeneEn  Jüttel  zur  Folge  haben,  wodurch  sowohl  die 
Technischen  Hochschulen  als  die  Uni versit  :it<>n  sehr  geseUldigt  würden;  beide 
Hochschularten  bedürfen  fortgesetzt  großer  Mittel,  um  wirklieb  dringende 
Bedürfnisse  befriedigen  zu  können. 

Au  den  Universitäten  hat  sich  im  letzten  Dezennium  ein  ganz  be> 
deutender  Wandel  binsichtlicb  dm  matbematiseben  Unteniehts  Tollsogeo. 
Wie  die  Ausführungen  der  einselnen  Herren  KoUegen  geaeigt  haben,  wird 
an  keiner  der  heute  hier  vertretenen  T'niversitäten  der  mathematisch-natur- 
wissenüchftftliche  Unterricht  bloß  noch  abstrakt-Üieoretisch  betrieben,  sondern 
es  wird  den  Anwendungen,  auch  nach  der  technischen  Seite  hin,  eine  sehr 
eingebende  Fllegu  zuteiL  Die  hierauf  bezAglieben  Vorlesungen  uid  Übungen 
sind  aber,  weil  für  £e  künftigen  Oberlehrer  beredmet,  direkt  für  sie  Tcwteil- ' 
huffpr,  als  für  künftige  Ingenieure  bestimmte  Vorleeungeu  an  Technischen 
Hochsclnilen ,  wlv  dif  obiutn  Ausführiint'«n  des  Herrn  Stäckel  schlagend 
beweisen.    Daß  ein  Uberlehrer  der  Mathematik  oder  Physik  zur  Hälft» 
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oder  noch  mehr  Techniker  isi ,  kann  ich  für  den  Schulunterricht  nicht 
als  wünschenswert,  geschweige  denn  als  nötig  anerkennen.  Es  ist  mit 
Beeht  bekämpft  worden,  daß  die  humanistisdieii  GjnuiaBieii  bis  vor  wenigen 
Jahren  als  klassisch*philologische  Vorscknlen  angesehen  werden  konnten; 
es  würde  aber  fVir^^tso  unrichtig  sein,  wonn  nnsere  höheren  Soliulea 
allmählich  den  Charakter  technischer  Vorschiilen  annehmen  würden.  Mit 
demselben  Bechte  könnten  eine  Reihe  anderer  Berufe  verlangen,  daü  die 
l^herm  Sdinleii  auf  ihre  BedürfiiiBBe  btteita  RA<^ichi  nehmen  lud  s.  B. 
kanfinliiiusehes  Wissen  Teinnitteln.  Bache  der  höheren  Seholen  ist  es  nur, 
die  Grundlagen  einer  solchen  allgemeinen  BUdniig  m  schaffien,  auf  denen 
jeder  Beruf  aufgebaut  werden  kann. 

Auch  die  vorhin  gehörte  Ansicht,  daß  die  allgemeinen  Abteilungen  der 
Technischen  Hochschulen  durch  Gewährung  der  Forderung  des  Vereins 
Deatscher  Ingenieure  eine  würdigere  Stellung  erhalten  würden,  hat  mich 
befremdet.  Ich  halte  es  ftr  eine  ebenso  würdige  Aufgabe,  den  künftigen 
Ingenieuren  dt'"  (Irundlage  ihrer  %visspnscliaftlichen  Ausbildung  zu  schaffen, 
als  Oberlehrer  heranzubilden.  Beide  Aufgaben  sind  aber  grundver-rhieden 
und  verlangen  zu  ihrer  Lösung  verschiedene  Wege;  dementsprechend  sind 
die  Lehzpttae  der  Technischen  Hochscbnlen  und  der  philosophischen  Fakul* 
t&ten  Terachiedene,  damit  jede  der  beiden  Arten  Ten  Hoehschnlen  ihrer 
bMonderen  Aufgabe  gerecht  werden  kann.  Die  Mathematiker  an  den  Tech- 
nischen  Hochschulen  können  oft  schon  jetzt  nicht  ohne  Mühe  ihren  Besitz- 
stand gegen  die  Techniker  wahren;  sie  ^silrden  aber  nicht,  wie  Herr 
Schilling  meint,  durch  Belastung  mit  einer  den  Zielen  der  Technischen 
Hochschule  dordutns  fremden  Aufgabe,  wie  sie  die  Oberlehrer-Ansbildung  ist, 
in  ihrer  jetzigen  Positkm  gestirkt,  sondern  meiner  Vermutung  nach  nur 
um  so  schneller  aus  ihr  verdrSngt  und  ausschließlich  auf  die  neu  hinzu- 
gekomni'^np  Aufgabe  beschränkt  werden,  während  die  mathematische  Aus- 
bildung der  künftigen  Techniker  ganz  und  gar  Technikern  anheimfallen  würde. 
Dies  iriire  aber  im  Interesse  der  Ifathematik  als  Wissensehaft  sehr  zu  bedauern. 

Wfirde  den  Teehnisehen  Hochschulen  das  Recht  der  ToUstibidigen  Lehrer- 
ausbildung  eingeräumt,  so  würde  es  unbillig  sein,  dieses  Beeht  den  Berg- 
akademien imd  andern  gleichwertigen  Hochschulen  vorenthalten  zu  wollen. 
Auch  an  diesen  Hochschulen  sind  Lehrstühle  für  die  meisten  mathematischen 
und  naturwi^isenschaitlichen  Fächer  vorhanden.  Die  dann  möglichen  ver- 
schiedenen Wege  zur  Ausbildung  yon  Lehramtskandidaten  du*  Mathematik 
und  Natnrwissensdiaften  würden  aber  auch  ihren  Einfluß  auf  den  ganzen 
Oberlehrerstand  ausüben  und  voraussichtlich  einen  Keil  in  die  jetaige  Ein> 
hei+Hchkeit  desselben  treiben.  Der  gemeinsame  Weg,  der  jetzt  alle  Ober- 
lehrer durch  die  Universität  führt,  sichert  auch  ihrem  Stande  die  nötige  Ein- 
heitlichkeit, und  schon  deshalb  darf  dieser  Weg  nicht  verlassen  werden,  wie 
ich  bereits  auf  dem  deutsehen  Oberlehrertage  in  EiMnach  im  vorigen  Jahre 
betont  habe.  Die  Techniker  wissen  es  wohl  zu  schätzMi,  daß  sie  ihr 
Bildungsgang  sUintlich  durch  die  Technische  Hochschule  führt,  und  hegen 
—  wohl  nicht  zuletzt  deshalb  —  meistens  groüe  Abneigung  gegen  Er- 
richtung technischer  Fakultäten  an  Universitäten.  Was  aber  den  Technikern 
recht  ist,  ist  den  Oberlehr«m  billig.  Ans  allen  diemn  Grilnden  ist  daher 
dem  Verlangett  des  Vereins  Deutscher  Ligenieure  nidit  stattsugeben. 

Übrigens  sei  noch  herrörgehoben,  daß  schon  jetat  die  UniTeniiätan 
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liberaler  sind  als  die  Technischen  Hochschulen.  Während  jedem  Studierenden 
dar  Mathematik  und  NatnrwiBaenfchaften  drei  an  einer  Technischen  Hoch- 
aohnle  zngelnadite  Semester  bei  den  Prüfungen  ohne  weiteres  angerechnet 

werden  mflssen,  gilt  —  soviel  mir  bekannt  -  -  das  Umgekehrte  nicht  für 
Techniker.  Würde  die  Forderung  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure  hevvilligt, 
so  muß  billigervvci^e  den  Universit&ten  unbedingt  das  Hecht  eingeräumt 
werden,  kttnftige  Ingenieure  bis  mir  Diplom- Vorprttfiing  ausbilden  und  diese 
PrSfnng  selbst  abhalten  zu  können;  fOr  diese  Fordenug  sind  —  im  Gegen- 
satie  zu  der  Forderung  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure  und  der  Techni- 
schen Hochschulen  —  an  vielen  Universit&ten  schon  alle  Bedingungen  erfüllt 

Graß  mann:  li6k  lese  zwei  Semester  lang  darstellende  Geometrie  und 
je  ein  Semester  graphische  Statik  und  Festigkeitslehre;  außerdem  liest 
Fromme  in  je  einem  Semester  niedere  Qeodttsie  und  Elemente  der  höheren 
Geodäsie  nebst  Ausgleichungsrechnung. 

Li  der  darstellenden  Geometrie  vermche  ich,  äem  Interessen  der  Mathe- 
matiker methr  Rechnung  sii  tragen,  als  es  gewöhnlich  geschieht,  indem  ich 
vor  allem  darauf  Gewicht  lege,  möglichst  ansohanliche  Zeichnungen  der 
mathematisch  wichtigen  rSumlichen  Gebilde  zu  geben.  Ich  lasse  daher  die 
Zweitafel-Projektion  etwas  zurücktreten  und  behandle  dafür  Itesonders  aus- 
fuhrlich die  schiefe  Parallelprojektion  und  die  senkrechte  Axonometrie j 
feiner  bevorsuge  ich  bei  den  Anwendungen  die  Hachen  zweiten  Grades. 

V.  Dalwigk  verweist  auf  seinen  Artikel  im  Jahresbericht  X\',  34*.». 

Konen:  In  Münster  ist  ein  Zeichensaal  ftlr  darstellende  Übungen 
neuerdings  eingerichtet,  der  in  ausreichender  Weise  ausgestattet  ist.  Seit 
Sommer  1906  liest  dort  Dehn  und  hftit  sweistfindige  Übungen  ab.  Killing 

und  v.  Lilienthal  suchen  die  angewandte  Mathematik  möglichst  zu  fftrdem. 
Nach  der  Nenpinrichtung  des  nach  Göttinger  Muster  mit  Lesezimmer  ver- 
bundenen Seminars  wird  dies  in  größerem  Umfange  geschehen  können  als 
bisher,  wo  es  au  Räumen  fehlte.  Plassmann  läfit  Übungen  im  astrono- 
mischen Beobadittti  und  Becfanen  im  Sinne  der  Übnngsstemwarten  mit  den 
hescheidenen  zur  Verfttgnng  stehenden  HiJfimitteln  anstellen.  In  der  an- 
gewandten Physik  sind  ein  elektrotechnisches  und  ein  maschinentechnisches 
Praktikum  in  bescheidenem  TIahtnen  in  Vorbereitung.  Drei  Dinpe  stehen 
einem  intensiveren  Betriebe  des  Unterrichtes  entgegen:  Erstens  die  Über- 
lastung der  jetzt  vorhandenen  Lehrkräfte,  die  bei  der  rasch  gewachsenen 
Zahl  der  Studenten  nidit  sahlreidi  genug  sind,  zweitens  der  Mangel  an 
Geldmitteln  und  drittens  die  in  Münsttn*  besonders  häufige  Kombination  von 
mathematisTh-physikalischen  mit  bidlogischen  Fächern  in  den  von  den  Sta- 
dl i-rendeu  gewiUilten  Studien  planen.  Bei  dem  auberordentlicheu  Zeitaufwand, 
der  für  das  Studium  der  biologischen  Fächer  gefordert  wird,  bleibt  für  an- 
gewandte Mathematik  und  Phjsik  kein  Raum. 

Stockei:  Da  Het'fter  leider  verhindert  ist,  so  gebe  ich  den  Bericht 
über  die  Entwicklung  der  angewandten  Mathematik  in  lüel:  Das  Öeminar- 
nmmer  ist  zweckmÜBig  als  Zeichensaal  eingerichtet  word«L  Wirksame 
Hilfe  fand  der  Unterricht  seit  1901  durch  Weinnoldt,  der  leider  wegen 
der  Verlegung  der  Marineschule  nach  Mürwik  bei  Flensburg  Übersiedelt. 
Jedoch  ist  eine  Besserung  gegen  früher  eingetreten  durch  den  neuen  Extra- 
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otdinftriiu.  Eine  BmIia  toh  PrOfimgeQ  in  angewandter  Mathematik  konnte 
abgdialten  werden. 

Der  Redner  wendet  sieb  feiDer  gegen  HauBner,  der  gemeint  hatte,  daß 

es  nicht  zweckmJlßif'  ^'^i  wenn  die  Technischen  Hochschulen  Anteil  an  der 
Ausbildung  der  Oberlehrer  bekiinien,  und  hebt  hervor,  daß  erstens  die  Tech- 
nischen Hochschulen  eine  andere  Art  der  Ausbildung  leisten  würden,  als  das 
an  den  UniTeieitlten  möglich  ist,  und  dafi  sweitens  die  Lehiw  an  den 
technischen  Mittelsehulen  hier  ihre  natürliche  AusbildungBStKtte  finden  würden; 
es  sei  ein  sehr  ^roßftr  Bedarf  an  solchen  Lehrern,  anf  die  Haafiner  in 
seinen  Ausführungen  gar  keine  Kücksicbt  genommen  habe.. 

Qutzmer  schildert  die  Hallenser  Verblltnisse;  die  namentlich  unter 
den  überaus  unzureichenden  Raumverhaltnissen  sehr  sehwer  in  enien  besspren 
Ztistand  über7nführen  sind.  Die  Bibliothek  und  die  Modeilsanimlung  halien 
bereits  dank  der  Fürsorge  der  Unterrichtsverwaltung  eine  ansehnliche  Ver- 
henenuig  erfahren.  Die  angewandte  Mathematik  wird  in  Halle  zur  Zeit 
teils  von  Outsmer  nebenher,  teils  von  Walter  ond  Buehbols  vertreten. 

2.  Bericht  von  Klein  über  den  Entwarf  eines  neuen  Studien- 
planes,  den  die  ünterrichtskommission  der  Naturforscheryer- 
sammlnng  ausgearbeitet  hat 

Für  Mathematiker  und  Physiker  wird  seitens  der  genannten  Kommission 
der  nachstehende  Lehrplan  vorgeschlagen,  in  dem  die  angewandte  Mathe- 
matik als  wesentlicher  }3estandteil  aufgenommen  ist.  Dabei  sind  alle  Vor- 
lesungen durch  Seminarübungen  and  Praktika  zu  er^nzezu  Nähere  Angaben 
finden  sich  in  dem  Qesamtberieht  der  Unterriehtskommission,  der  im  Herbst 
dieses  Jahres  erschien  whrd. 
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Sounabend,  d«n        März,  nachmittags. 
Debatte  über  die  Ausbildung  der  Lebramtskanildatea. 

I.  Der  mathemattoehe  VnteraiidLt  und  die  LehxenTiflfalldiuig 
an  den  TacAmioohen  HoobBehnleiL 

Klein  macht  geltend,  daß  gerade  die  hcrrorrageudsten  Vertreter  der 
wissensebafUidieB  Teclmik,  wie  y.  Bach  und  Linde,  mit  den  Mathe- 
matikern an  den  T(M  huischen  Hochgoholen  in  der  Frage  der  Lehrerausbildcutg 

eines  Rinnos  sind.  Bei  (It-n  Franzosen  war  i  K  r-takt  zwischen  theore- 
tischer und  angewandter  Mathematik  nie  so  unterbrochen  wie  hei  uns,  was 
dem  Schulunterricht  und  der  ausübenden  Technik  gleichmäBig  zugutd 
kommt. 

Kohn:  Würde  an  den  Technischen  Hochschulen  die  Lehrerausbildung 
allgemein  durehgefOhrt,  ao  wQide  daa  den  Ausgangspunkt  dafOr  hUden,  die 

IMathematiker  ans  dem  Unterricht  fELr  die  einzelnen  Fachrichtungen,  ao  weit 
die  betreffenden  mathematischen  Disziplinen  obligatorisch  sind,  auszuschalten 
und  Techniker  an  deren  Stelle  zu  setzen.  Es  würdp  dann  der  grundlpr^ende 
mathematische  ünterricht  für  Hochbau,  Ingenieurweson  und  Masthmeubau 
speziell  gemodelt  von  einem  Techniker  der  betreffenden  Abteilung  vorgetragen 
wurden;  die  Vorlesungen  der  Mathematiker  wfirden  nur  selten  Ton  Studie- 
renden, die  sich  dtr  Praxis  widmen  wollen,  besucht  werden.  Die  allgemeine 
Abteilung  der  Technischen  Hochschulen  würde  zur  Fachabteilung  für  Lehrer- 
ausbildung. Für  die  Lehrerausbildung  ist  an  den  üniversitÄten  nach  Rich- 
tung der  angewandten  Mathematik  genügend  Sorge  getrs^en  oder  zu  tragen ; 
dadurch  wird  dem  Bedttrfnis  nadi  Mathematikern  rollanf  Bedmung  getragen; 
es  steht  aonat  die  Zahl  der  Studierenden  in  keinem  VerhSltnis  xu  den  fttr 
sie  und  ihr  Studium  gemachten  Aufwendungen  von  Seiten  des  Staates,  die 
eine  oder  andere  Hochschule  wird  driniT'ter  leiden.  Wo  di*'  Finrif-htungen 
zur/eit  bestehen,  sollen  sie  erüallea  bleiben;  wegen  der  Besonderheit  der 
Verhältnisse  mag  sich  vielleicht  eine  entsprechende  Einrichtung  für  Danzig 
empfehlen. 

Uuuge  wendet  sich  gegen  iiohn.  Die  Technischen  Hochschulen  haben 
ein  groBee  Literesse  an  der  tieferen  matiiematisdien  Aushfldung  der  In» 
genieore.  Bei  den  Arbeiten  zum  Doktor-Ingenieur  tritt  es  deutlich  zutage, 
daß  in  vielen  Fällen  mathematische  Entwicklungen  gefo^ert  werden,  die 
weit  über  das  hinausgehen,  was  bisher  in  den  Lehrplan  der  Technischen 
Hochschulen  aufgenommen  ist.  Wenn  die  Mathematiker  hier  einsetzen,  so 
wird  ihre  Stellung  auf  der  Hochschule  nichts  zu  wünschen  übrig  lassen. 
Frölich  dürfen  sie  nicht  wahUos  jede  Art  von  Hathematik  in  den  Lehr- 
plan zu  bringen  suchen,  sondern  müssen  mit  Yerst&ndnia  auf  die  Bedflrf> 
nisse  der  Technik  eingehen. 

Stftckel  tritt  ebenfalls  für  die  Berechtigung  der  Technischen  Hochschulen 
zur  T.elirerausbiklung  ein.  Die  Art  der  mathematischen  Vorträge  an  den  Tech- 
nischen Hochschulen  sei  allerdings  anders  als  an  der  Universität:  sie  bediirfen 
einer  technischen  Färbung.  Der  Ligenieur  braucht  nur  wenig  Mathematiiw  zu 
lernen,  diwe  aber  soll  er  grflndüoh  lernen.  Bandien  muU  jedoch  für  begabtere 
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Ingenieure  gesorgt  werden,  dis  «ine  lifthare  maihwnatiBdte  Ambiliwng branchen; 
diese  wllrden  sa  den  YortrSgen  fllr  die  Lehrer  mit  Kutsen  tailiiehmen. 

H»ii6iier:  Es  wer  mir  ganz  besonden  wertvoll  und  interessant,  daß 
sidli  die  AttsfAhnu^en  des  Herrn  Bohn  inlisItUoh  mit  den  meinigen  Ton 

beute  vormittag  voUkommea  decken.  Dafi  einzelne  Technische  Hoch- 
schulßii  schon  j(^tzt  das  Recht  der  Lehrerausbildung  hahen ,  beweist  nieht^ 
daü  es  aiie  haben  müssen.  Gewühnlieh  haben  bei  der  Gewährung  irgend- 
welche besonderen  Gründe  mitgesprochen.  So  z.  B.  in  München,  wenn 
idi  zichtig  nntorrichtet  Ina,  dafi  die  bayrisehen  Bealsehnlabiturienten  nicht 
an  den  Universitäten,  sondern  nur  an  der  Technischen  Hochschule  aufge- 
nomnieti  werden  konnten.  Auch  liegen  dort  und  in  Berlin  die  Verhältnisse 
insofern  völlig  anders  als  au  den  andern  Technischen  Hochschulen,  als  jeder 
Studierende  der  Technischen  Hochschule  auch  an  der  Universität  hören  kann. 
Übrigens  tragen  die  Obexlahrerprftfiing^  in  den  meisten  sOddeatschea 
Staaten  doch  einen  anderen  Oharakter  als  in  Norddentsohlaad. 

n.  Über  den  Unterrioht  dar  TitliTnmtalrfiiMlM>tftn  in  Astronomie. 

8t&ckel:  Dieser  Pnnkt  ist  anf  meinen  Antrag  auf  die  Tagesordnung 
gesetzt  worden.    IVOher  war  grofies  aUgemeines  Interesse  für  Astronomie 

vorhanden;  jetzt  ist  ein  Rückgang  eingetreten.  An  den  Universitäten  haben 
wir  einen  Betrieb  der  Astronomie  für  Astronomen,  höchstens  daneben  ganz 
populäre  Vorlesungen  für  Hörer  aller  Fakultäten.  Und  doch  wäre  zu 
wünschen,  daß  der  Lehrer  eine  Ahnung  von  Astronomie  bekommt  Wer 
soll  aber  darüber  lesen?  Notwendig  wflrde  sein  1*  eine  einflUuende  Vor- 
lesung, 2.  elementare  Übongen,  die  eine  Kenntnis  der  Listrumente  vermitteln. 
Aach  ist  der  Zusamnun^nn^r  mit  dem  numerischen  Rechnen  xn  pflegen, 
das  jetzt  vielfach  gam  vernachlässigt  wird. 

Schwering:  Ich  würde  es  durchaus  begrüßen,  wenn  der  zukünftige 
Lehrer  an  der  Universität  Gelegenheit  fände,  astronomische  Vorlesungen  zu 
hören.  Nur  möchte  ich  daran  ennnern,  daii  wir  am  Gymnasium  wohl 
niclit  höhere  Ansprttche  machen  dHrftn  als  soldie,  die  mit  Kosinnssata  nnd 
Sinussatz  der  sphiriseben  IVigonometiie  umschrieben  sind.  Die  Gaofiedien 
Formeln  liegen  uns  wohl  zu  hoch;  aber  das  schadet  auch  nichts.  Denn 
aiK-h  ohne  diese  kf<Tinen  wir  Aufgaben  lö<;Hn,  die  von  allgemeinstem  Inter- 
esse sind;  au  welche  auch  der  spätere  Theologe,  Arzt,  Jurist  und  der  LLdirer 
der  alten  und  neueren  Sprachen  gern  als  eine  einstmals  erfolgreich  durch- 
«inerte  Gegend  denken  mag.  Wir  Ldirer  wissen,  dafi  wir  getmde  ftbr  die 
zukünftigen  Nichtfachgenossen  arbeiten  und  bemühen  nns,  ftr  sie  die 
Tausendniarkschoine  der  Wissenschaft  in  kleine  Münze  umzusetzen.  Sollte 
es  nicht  auch  wünschenswert  sein,  wenn  in  einer  Univcrsitätsvorlesung  für 
Mathematiker  und  Nicbtastronomen  auch  andere  Geldsorten  in  Umlauf  ge- 
setzt wtbrden,  als  nur  toU wertige  wissensehaftliche  Tansendmarfcseheine? 

Gutzmer  verweist  auf  die  günstigen  Verhältnisse  in  Jena.  Man 
«ollte  erw&gen,  ob  man  nicht  die  Hilfe  der  Astronomen  anmfen  möchte, 
um  die  Errichtung  von  Unterriditsstemwarten  an  erreidiai;  eine  nach  Art 
der  Jenaer  Sternwarte  eingerichtete  ünterrichtsstemwarte,  die  vielleicht  noch 
«infkcher  sein  könnte  als  dort,  würde  etwa  60—100000  JL  kosten.  Es 
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liegt  m.  E.  ein  dringendes  Bedürtnis  vor,  die  Mathematiker  auch  mit  den 
Elementen  der  praktischen  und  theoretischen  Astronomie  bekannt  zu  machen. 
In  ktrterer  Hmsidit  hat  aneli  Bruns  tau  BedürÜBU  anerkannt,  denn  er 
luit  die  von  mir  auegegaiigtiift  Anregung  zur  Abfaesnng  einea  Backes,  in 
dem  den  llatitematilcem  die  Methodeo  der  theoretischen  Astronomie  ohne 
6ny  den  Anfftnger  störende  und  vcrn-irronde  astronomische  Detail  dar- 
geboten werden,  bereitwilligst  auigenomiueu  und  arbeitet  bereits  daian. 

Lampe:  Ans  meiner  Oberlehrerzeil  muß  ich  zur  Untprstützunfr  der 
voraufgegangeiien  Erklärungen  bestätigen,  daß  ich  von  Anfang  an  den 
JMangel  einer  Kenntnis  in  der  Handhabung  der  wichtigsten  Meßiusli  uiueute 
flekr  nnangenehm  empfinden  nnd  mich  dorch  Frivatarbeiten  mit  den  nötigen 
praktischen  TTandgriffen  verfallt  ZU  machen  bestrebt  habe.  Ich  ließ  für 
die  Bibliothek  Werke  über  Instrumentenknnde  anschaffen,  sorgte  für  den 
Ankauf  der  wichtigsten  Meßinstrumente  im  physikalischen  Kabinett  und 
habe  manche  Stunde  bei  Tage  und  am  Abende  damit  verbracht,  mich  in 
den  einfachsten  Messungen  an  üben.  IHe  Ansichten,  welche  jetzt  allgemein 
fiber  die  Kfltadidbkeit  piaktieeher  Anwendungen  der  Trigonometrie  herrschen^ 
waren  uns  auch  vor  vierzig  Jahren  bereits  Uar,  wurden  aber  eben  nur  von 
denen  in  die  Tat  umgesetzt,  welche  die  Mühe  nicht  scheuten,  die  als  not- 
wendig erkannten  Ziele  des  öchulunterrichts  dadurch  zu  erreichen,  daß  sie 
durch  nachträgliche  Arbeit  die  Versäiuuni^e  in  der  Ausbildung  auf  der 
ünivenittt  erg^zten.  Hierzu  leitete  besonden  Sehellbach  die  in  seinem 
Seminar  tmterrichienden  Kandidaten  an.  Nach  meiner  Ansicht  ist  daher 
die  Durchmachung  eines  praktischen  Kursus  an  einer  Untetrichtsstemwarte 
filr  jeden  mathematischen  Oberlehrer  höchst  wünschenswert;  er  wird  dadurch 
erst  in  den  Stand  gesetzt,  die  Lehren  der  mathematischen  Geographie  und 
Astronomie,  welche  zum  Schulunterrichte  gehören,  lebendig  und  anregend 
Tonatrageo, 

HI.  thtat  den  Vntenf <dit  in  Vawl^nmgsmftth»matilr. 

Timcrdiug:  Bei  der  Aufnahme  der  Versicherungsmathematik  in  den 
ünivenitlUsanterricht  wire  für  eine  praktische  Ansgestaltang  nnd  Verwer* 
tong  desselben  die  Fühlung  mit  den  Verbänden  der  Versicherungstechniker 

zu  suchen.  Zu  wünschen  wäre  auch  die  rTerauzieh\ing  der  Statistik,  da  so 
ein  großes  Absatzgebiet  für  Matliematiker  geschaffen  werden  könnte.  Die 
Technik  der  Statistik  liegt  dem  Mathematiker  näher  als  dem  Juristen.  Die 
nationalökonomische  Ansldldung  nmfi  für  die  Statistik  wie  für  die  Yersidienings- 
technik  hinzukommen.  Da  es  sich  bei  diesen  Tftohem  aber  wesentlich  um 
solche  Kandidaten  handelt,  die  nicht  ins  Lehrfach  eintreten,  wäre  es  untun- 
lich, die  Versiclipnüu'smathemaük  für  die  Ausbildung  der  künden  Lehrer 
obligatorisch  zu  machen. 

IV.  Über  den  Studienplan  der  Unterriohta-KommiBaion  der 

Naturforscherveraammlung. 

Klein  erläutert,  daß  der  Plan  nach  Ansicht  der  Kommission  nur  ein 
Beispiel  sein  soll,  an  dem  man  ermessen  kann,  wie  weit  die  Wflnsche,  di» 
von  den  Teischiedenen  Seiten  geiuBert  sind,  miteinander  vertrttglich  sind. 
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Die  ganze  Frage  wird  fBr  dea  in  Dresden  vonoIegeBdeii  Bericht  toh  der 
ünterrichtskommission  der  Katuforschergesellscbaft  bearbntet  werden.  Es 
wäre  besonders  dankenswert,  wenn  die  Versammliuig  sich  «u  swei  Ponkten. 
äußern  wollte: 

a)  Wild  (nach  dem  djfttten  Semester  etwa)  ein  Zwischenexamen  ge« 

wünscht? 

b)  Soll  80,  wie  es  der  Entwurf  vorsieht,  angewandte  Mathematik  als 
normaler  Bestandteil  der  zweckmäßigen  Ausbüdimg  der  Lehramtskandidaten 
der  Mathematik  nnd  Physik  angesehen  werden? 

Weber  stimmt  dem  Eutwurfe  zu.  Vielleicht  ließe  sich  die  reine 
Mathematik  noch  komprimieren. 

Staude:  Ein  Studienplan,  der  wenigstens  einige  Anweisungen  gibt, 
wird  erfahmngsmäßig  von  vielen  Studierenden  gern  gesehen.  Eine  Ver- 
ständigung zwischen  den  verschiedenen  Universitäten  ist  auch  deshalb  er- 
wünscht, damit  den  Studierenden  beim  Übergang  von  einer  XTniverntät  cur 
andern  einerseite  eine  gewisse  Kontinuifit  nnd  anderseitB  die  Möglichkeit 
einer  Ergftnmng  ihrer  Stadien  gewflhrleistet  wird. 

Gutzmer  ist  der  Ansicht,  daß  das  Gedeihen  des  Betriebs  der  ange> 
wandten  Mathematik  von  der  Entscheidung  der  Frage  abhftngt,  ob  diese» 

Fach  für  sämtliche  Mathematikstudierende  verbindlidi  Sein  soll  oder  nicht. 

Im  letzteren  Falle  wird  die  Lelirbef iiliigung  iu  der  angewandten  Mathematik 
immer  mehr  oder  minder  auf  dem  Papier  stehen,  denn  jetzt  hat  der  Direktor 
gar  kein  Interesse  au  dieser  Fakultas. 

Konen:  In  Münster,  das  bereits  einen  gemeinsam  von  den  Vertretern 
der  mathematisch-naturwissenschaftlichen  Fächer  ausgearbeiteten  Ötudienplan 
an  die  Studenten  ausgibt,  wünscht  man  einen  Studienplan  im  Sinne  des 
vorgelegten.  Es  dürfte  sich  jedoch  het  Annahme  eines  soldien  unter  allen 
UmikSnden  empfehlen,  dmrch  eine  Besolntion  bei  den  Direktoren  nnd  den 
PrOTinsialschulkollegien  darauf  hinzuwirken,  daß  diese  die  Verwirklichung 
des  Planes  fördern,  indem  sie  von  den  Kandidaten  eine  Vorbildung  im 
Sinne  der  Vorschlägi*  tordorn.  resp.  derartig  vorgebildete  Lehrer  bevorzugen. 
Ohne  eine  solche  tuiwukuiig  und  bei  Beibehaltung  des  üniversallehrer- 
sy^tems  treten  die  beretts  für  Mtlnster  geschilderten  IBrsch^ungen  ein.  — 
Weiter  dürfte  es  sich  empfehlen,  den  etwa  die  Einrichtung  von  angewandt- 
physikalischen Kursen  planenden  Dozenten  und  Instituten  eine  Resolution 
an  dif  Hand  m  «.n-ben,  die  sie  bei  ihren  auf  die  BesehaflPung  von  Mitteln 
gerichteten  Bemühungen  unterstützt.  Dabei  ließe  sich  vielleicht  auch  darauf 
hinweisen,  daß  die  gleichen  Mittel  bei  der  Veranstaltung  von  technischen 
Kursen  fttr  Medisiner  nnd  Juristen  an  den  UnivwsiUlten  nütslichete  Ver- 
wendnng  finden  konnten. 

Hohn:  Die  angewandte  Mathematik  loU  tot  allen  Dingen  den  Lehrer 
fttr  den  Schnlnnterrieht  tOdhtiger  nnd  gewandter  madien,  insbesondere  in 

den  geometrischen  Fächern.  Das  schmerigste  für  den  Lehrer  ist  der  Unter- 
richt t  in  der  Stereometrie,  der  sur  Zeit  sumetst  wenig  sweckdienlich  nnd 
stieiinütteriich  erteilt  wird. 
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Klein:  Ein  bekannter  Sckuhnann  toLgb^  Z.;  waa  soll  ein  Gymnanal- 
dinktor  mit  einem  Kandidaten  maohf^n,  der  Lehrbefähignng  nur  in  reiiier 

und  angewandter  Mathematik  nebst  Physik  besitzt?  Ich  antwortete:  rr  soll 
ihn  vor  anderen  anstellen,  denn  die  angewandte  Mathematik  wird  seinen 
ganzen  Unterricht  an  der  ächule  in  vortrefflicher  Weise  beleben. 

Weber  spricht  sich  gegen  die  Einrichtung  eines  Mittelexamens  aus, 
ftber  für  die  Abtrennung  der  allgemeinen  Prüfung  von  der  Faohprüt'ung. 

HauBner:  In  Bayern  besteht  ein  solches  Mitteksiunen.     Die  Er* 

fahmngen,  die  ich  darüber  wilhreml  meiner  Würzburger  Privatdozenten- 
tfltigkeit  gesammelt  habe,  sprechpTi  sehr  ges^en  die  Einrichtung  eines  solchen. 
Auch  von  Kollegen,  die  noch  m  i^uyem  tutig  öiud,  habe  ich  keine  günstigen 
ürteile  ▼emommen.  In  der  Tat  Uegt  auch  keine  saeUiehe  Bereektigung 
zu  einer  solchen  Zweiteilung  des  mathematischen  Studiums  vor.  Die  Ver- 
hältnisse in  der  Mathematik  sind  durchaus  andere  als  in  der  Medizin.  In 
diesnr  schließt  das  Physikum  die  naturwissenschaftliche  .Ausbildung  ah,  auf 
der  erst  die  praktisch-klinische  aufgebaut  werden  kann.  Eine  solche  Trennungs- 
linie existiert  in  der  Mathematik  nicht. 

Schilling:  Ich  möchte  mich  auch  gegen  die  Eintiihmng  de.s  Mittol- 
examens  aufisprechen.  Wenn  die  jungen  Leute  eben  vom  Öchul^wang  sich 
frei  fühlen,  soll  man  nie  aiekt  oime  swingende  Notwendigkeit  gleich  wieder 
mit  der  Aussieht  eines  bald  abzulegenden  Emmens  qotlen.  Und  besondtts 
zwingende  GrOnde  scheinen  mir  für  die  Einführung  eines  ^littelexanMis 
nicht  vnr/tilie^'en.  Bei  dem  Physikum  der  Mediziner  wie  dem  Vorexamen 
der  Injjenieure  an  den  Technischen  Hochschulen  liegen  eben  andere  Ver- 
hiiltnisäe  vor^  liier  sollen  durch  das  Vorexanien  gewisse  grundlegende  Fächer 
Tollst&ndig  erledigt  werden,  die  dann  spftter  im  Hanptexamen  nicht  wieder 
zur  Geltung  kommen.  Es  würde  aber  bei  den  Fächern  der  Mathematik 
und  Physik  doch  nicht  möglich  sein,  gewisse  Gebiete  (etwa  analytische 
Geometrie,  Diti'erential-  und  Integralrechnung,  Experimentalphysik!  für  das 
Vorexamen  abzutrennen,  ohne  daß  deren  Kenntnis  nicht  aUch  wieder  un 
Hanptexamen  in  vollem  Um&nge  Ton  den  Kandidaten  veiiaagt  werden 
müßte.  Es  könnten  also  höchstens  die  Fieber  s«m  Nadiweis  der  sogen, 
.allgemeinen  Bildung  in  Betracht  kcnnmen;  flir  diese  aber  ein  besonderes 
Voxexamen  einaufUhren,  scheint  nur  nicht  opportun. 

St&ckel:  Ein  Mittelexamen,  als  Erleichterung  fOr  die  Kandidaten  ge* 
dacht,  wäre  in  der  Tat,  wenn  durdlführbar,  sehr  schön.    Aber  wie  wäre  es 

durchzuführen?  P'i  dtii  Medizinern  uTid  Technikern  bähen  wir  eine  natür- 
liche Gliederung  der  btucüen:  allgemeiuwisücnschaftlicbe  Vorbildung  —  Vor- 
examen, spezifische  Ausbildung  —  Haupt^xamen.  Ein  solcher  Einschnitt 
fehlt  jedoch  bei  den  Mathematikern,  ünd  weldie  Anfordemi^en  sollen 
gestellt  werden?  Dazu  müßte  für  die  ersten  vier  Semester  ein  bestinunter, 
an  allen  Universitäten  durchfiihrharer  Studicnplan  vorhanden  sein;  einen 
.solchen  festzustellen  ist  aber  nicht  mÖL'lich,  da  die  kleineren  UoiversitUten 
nicht  so  viele  Vorlesungen  wie  die  größeren  bieten  können. 

Konen  fragt  an,  wir  das  Mittelexamen  sich  zu  d^m  Kxamen  für  die 
.^'ittelstufe  verhalten  solle.    Antwort:  Beide  sollen  identisch  sein. 
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Bohn:  Nach  meinea  EEfthrangfin  ist  das  Mttel«xaitien  den  Stndiemideii 
telbflt  «rwfinscht,  uad  es  sollte  entweder  allgemetn  dem  Schlußezamen  Toraus- 
gebfill, -oder  es  sollte  wenigsteos  dem  Studierenden  die  Möglichkeit  gegebea 
sein,  ein  solches  Mitteleiamen  abzulegen ,   Dadurch  würden  die  Studierenden 

in  den  letzten  Setiiestern  mehr  Frei)ipit  für  ihr**  Fachstudien  gowinnpii.  die 
sonst  unter  den  Anforderungen  der  Prulung  leiden.  Füi-  die  SchiuÜpruiuiig 
ist  dem  Kaadidaten  eine  gewisse  Freiheit  in  der  Wahl  der  von  ihm  bevor- 
ngfcen  Gebiete  der  Kathematik  aumgestefaen. 

Gntzmer  macht  darauf  anfmerioam,  dafi  es  den  l&ndidaten  nadi 

einer  neuerlichen  Verordnung  gestattet  ist,  die  allgemeine  Prüfung  von  der 

Fachpriifiuitr  zu  trcnnpn,  und  zwar  derart,  daß  sie  bis  drei  Monate  nach 
der  Faclipiöifuug  abgelegt  werden  darf.  Zweifellos  würden  die  mfistt'u 
Kandidaten  von  dieser  Vergünstigung,  die  eine  groüe  ErleichtBruug  darstellt, 
gern  Gebranob  maehen,  aber  es  sdieint  diese  Bestinmrang  nicht  genügend 
bekannt  su  sein,  nnd  so  würde  man  yorliufig  kein  ungetrübtes  Bild  von 
der  Wirkung  dpr  neuen  Verfügung  erhalten,  wenn  man  sich  etwa  auf  eine 
Statistik  der  Examen  nach  der  Iiichtung  verlassen  wollte,  wieviele  Kaa- 
didaten die  allgemeine  Prüfung  nach  der  Fachprüfunsr  abL'elejrt  haben. 

Seh  we ring:  Die  angewandte  Mathematik  wird  aucii  für  den  Unter- 
richt an  den  höheren  Lehranstalten  gute  Früchte  tragen.  Ich  bin  keines- 
wegs der  Ansicht,  daB  war  solche  Angaben  in  der  Trigonometrie  md 
Stereometrie  das  Bflrgeireeht  verdienen,  welehe  der  Praxis  entnommen  sind. 
Ich  wtlrdc  in  einer  so  einseitigen  Hervorhebung  der  greifbaren  Nützlichkeit 
•eine  Abkehr  von  d'  n  Zwecken  allgeraeiner  Bildung  und  einen  Sr]iritt  /um 
Banausentum  erblicken.  Aber  eine  gesunde  Rücksicht  auf  ])raktische  Ziele 
tund  Aufgaben  schützt  vor  Verirrungeu  in  entgegengesetzter  Richtung,  be- 
wahrt vor  KOnsteleien  und  belebt  den  Unterrieht.  Dies  tritt  besonders 
hervor,  wenn  in  der  Stereometrie  MeüiodMi  des  praktischen  Zeichnens  einiger* 
maficn  geschickt  behandelt  werden. 

Lampe:  Die  Schnlmathematik  soll  nicht  blofi  abstrakten,  wissenschaft- 
lichen Zielen  nachgehen,  sondern  des  Grundsatzes  eingedenk  b1pih<>n:  nicht 
für  die  Schule,  sondern  für  das  Leben.  Eine  solche  Richtung  braucht  nicht 
durch  das  ihr  angeheftete  Schimpfwort  „banausisch*^  geächtet  zu  werden. 
So  wie  im  achtsehnten  Jahrhundert  der  Professor  der  Mathematik  aof  der 
Universität  neben  der  reinen  Mathematik  auch  das  Feldmessen,  nr^t  u  der 
aitalvlivcheu  "Mechanik  auch  ihr»«  technischen  Anwendungen  zu  lehren  hatte, 
so  muü  der  Oberlehrer  der  Mathematik  seinen  wißbegierigen  Scliülern  über 
die  Elemente  aller  hierher  gehörigen  praktischen  Fragen  Auskunft  geben 
können.  Die  dazu  nötigen  KenntttiBse  werden  aber  in  den  FKcheib  er^ 
worben,  welche  duroh  die  Pmfnngsordnung  der  aogewandten  Kathematik 
angewiesen  sind.  Daher  ist  es  für  eine  ertpriefiliche  Wiricnmksit  des  Ober- 
lehrers für  Mathematik  recht  fiirderlicb,  wenn  er  sich  in  der  angewandten 
Matbiniatik  ausgebildet  hat.  Aus  diesem  (irunde  scheint  es  ratsam,  daß 
in  der  angewandten  Mathematik  die  Lehrbefähigung  nicht  bloß  für  die  erste 
Stufe  erteilt  wird.  Bei  Znerkennung  einer  LehrbefKhigung  för  die  swdte 
Stufe  gewinnt  die  fOr  die  erste  Stufe  an  Bedeutung,  wird  aber  auch  ein 
Anreiz  gegeben,  diese  ganse  Richtung  in  der  Ausbildung  der  Oberlehrer  zu 
fördern. 
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Was  die  Frage  eines  Mittelesamens  anbelangt,  ao  ist  zn  berücksiclitigen^ 
daß  dor  Student  oft  erst  im  Laufe  'l^^s  Studiums  zur  Erkenntnis  seiner 
Anlagen  und  Fähigkeiten  kommt,  dati  er  nicht  von  yoraherein  \veiß,  in 
welchen  Fächern  er  sich  die  Lehrbefühigung  für  die  erste  Stufe  erwerben 
will.  Diew  Fadheit  dn  Entsciiliafiimg,  der  uabewußtMi  Entwicklung  lasse 
man  vantema  Stadenteil;  das  war  ja  bisher  ein  Yonug  unseres  deutschen 
Studootoi,  daß  er  ohne  Rücksicht  auf  das  drohende  Examen  ein  den  eigenen 
N^ifungen  entspreelaend»»';  j^tndiuni  treiben  konnte.  Nun  müssen  in  der 
darsteiienden  Geometrie,  in  der  Geodäsie,  in  der  Physik  usw.  bei  der  Meldung 
zur  Prüfung  Bescheinigungen  über  praktische  Arbeiten  beigebracht,  Zeich- 
nungen und  PUlne  vorgelegt  werden.  Das  alles  iKßt  sich  nidlit  in  wenigen 
Semsstem  zusammMidrtngen,  und  es  dürfte  schwor  werden,  eine  Auswahl 
dessen  zu  treflen,  was  etwa  nach  vier  Semestern  vorzulegen  ist.  Wenn 
man  die  Erfahrungen  Ijerticksichtigt,  wolclio  an  den  Technischen  Hochärhulm 
mit  der  Diplomvorprülüng  gemacht  worden  sind,  so  bedeutet  die  Einführung 
eine  erhebliche  Belastung  des  Studenten  mit  neuem  Stolt  Man  biami^t 
nur  die  Berge  von  Zeicbenbogen  gesehen  sn  haben,  welche  unsere  Stud«kt«& 
nach  zweijährigem  Studium  vorlegen,  und  dann  versteht  man  es,  wie  sehr 
das  freie  Studium  durch  mechanische  Vorschriften  gesrbü  Hgt  wird  Seien 
wir  froh,  daß  unfJeren  künftigen  Oberlehrern  ihre  frij-cn  und  frf>he  Studien- 
zeit nicht  durch  das  (lespeust  einer  Zwischenprüfung  verkümmert  wird; 
verfallen  wir  nidit  in  ein  System  chinesischer  Prftfungen,  die  sich  turm-^ 
hoch  übereinander  aufbauen,  sondern  freuen  wir  uns,  daß  unsere  Studenten 
mit  dnem  einsigen  Examen  von  der  Examensnot  be&eit  werden. 

HauBner:  Für  dringend  wünschenswert  halte  ich,  daß  auch  für  das 
Fadi  der  angewandten  Mathematik  swei  Stufen  der  Lehrbenhigang  ge- 

echaffen  werden.  ErhUlt  jetst  ein  Kandidat  die  Lehrbefähigung  für  die 
erste  Stufe  in  Mutheruatik  und  Physik,  in  d^r  angewandten  Mathematik 
aber  nicht,  so  hat  er  nicht  bestanden,  während  in  einem  Fache  die  erste 
und  in  zwei  andern  die  zweite  Stufe  zum  Bestehen  ausreichen.  Die  Kennt- 
nisse des  KandidatMi  wfirden  aber  vielleicht  in  der  angewandt«!  Mathematik 
für  die  sweite  Stufe  sehr  gut  ausreichen.  Gibt  nun  der  Examinator  dem 
Kandidaten  trotzdem  die  erste  Stufe«  SO  schadet  er  dem  Fache;  andernfalls 
aber  leidet  der  Kandidat  unter  einer  unbilligen  HSrte  der  Prüfungsordninu'. 
Daher  liegt  die  Öchaflung  zweier  Stufen  der  Lehrbefähigung  in  angewandter 
Mathematik  nur  im  Interesse  des  Faches.  Für  die  zweite  Stufe  der  Lehr- 
befShigung  kOnnte  man  sich  begnügen  mit  darstellender  Geometrie,  niederer 
Geod&sie  und  Grundlehren  der  Astronomie. 


Klein:  Die  Fragy  ist,  wo  und  in  welcher  Form  die  erforderlich© 
pidagogische  Ausbildung  der  Lehramtskandidaten  stattfinden  soll.  Bednar 
erkUlrt  sich  im  wesentlichen  für  die  preuBisc^e  Regelung  dieser  Sache^ 
welche  die  praktische  pädagogische  Ausbildung  durchweg  in  die  Gymnasial- 
seminare verweist.  Aber  diese  Seminare  könnten  noch  mannigfach  aus- 
gestaltet werden.  U.  a.  kann  man  daran  denken,  mit  ihnen  geeignete 
hygienische  Kurse  zu  verbinden.    Auch  ist  eine  stärkere  Beteiligung  mathe- 


V.  Über  G-ymnulalMminare. 


Digitized  by  Google 


m  GOttiagwi  am  88.  imd  9S.  Män  1907.  • 


517 


matisch-uatunvissensühaitlich  gebildeter  Fachmänner  bei  der  Leitung  dar 
Senünare  erwttnselit. 

8chwering:  Die  Einrichtong  der  pädagogischen  Seminare  maß  ich 
«U  fiberana  segensrricli  beceiehiMn.  Ich  hebe  insbesondere  hervor,  daft  die 
Herren  Kandidaten  durch  ein  ausgedehntes  Hospitiom  in  allen  PSohem, 

Tom  Lateinischen,  Deutschen  und  der  Mathematik  bis  zum  Turneo  und 
Singen  und  wahlfreien  Hebräisch,  und  bei  allen  Lehrern  —  bei  nnter- 
schiedlos  allen  Lehrern  —  sich  eine  Kenntnis  des  Betriebes  in  allen  Lmzel- 
heiten  «rwerben  kSnnen.  Dazn  kommt  dann  als  Hauptsache  die  Kritik  der 
in  Gegenwart  sftmtlicher  Kandidaten  und  eines  Seminarleiters  Ton  den 
Kandidaten  erteilton  Lehrstundeu.  Ich  halte  nicht  für  zweckmäßig,  die 
Kandi  latf  ii  n  uh  Filchem  zu  trennen.  Oft  konnt<^  die  Kritik  eine>:  Mathe- 
matikers über  emö  sprachliche  Lehrstnnde  und  eines  Philologen  über  eine 
mathematische  als  besonders  sachlich  anerkannt  werden.  Auch  fordert  eine 
solche  Vereinigung  gegenseitiges  Verstitaidnis  für  die  großen  nationalen 
Zwecke,  dem  jedes  Lehrfach  in  seiner  Weise  dienen  will. 

Zu  den  hygienischen  Fragen  haben  wir  Seminarleit^r  uns  wiederholt 
geäußert  im  Anschluß  an  gegebene  Fälle  und  unter  Benutzung  der  ein- 
schlägigen reichen  Literatur.  Nach  meiner  Meinung  sollten  die  Schul- 
milnner  sich  in  der  Frage  der  ScbnlBrste  nnen  recht  freien  Bilde  bewahren 
und  durch  Überspanntheiten,  die  hie  und  da  ▼oigebradlit  sein  mOgent  sidi 
nicht  verwiiren  lassen.  Ich  glaube,  daß  Schulärzte  in  porätirer  Fühlung 
mit  der  Schule  einen  dankenswerten  Einüuß  ausüben  und  eine  nach  jeder 
Hinsicht  wünschenswerte  Tätigkeit  entfalten  können. 

Konen:  Ohne  an  der  Notwendigkeit  oder  Güte  der  Seminare  im  all« 
gemeinen  irgendwie  zu  zweifeln  oder  gegen  die  Autoritllt  von  Hejm  Direktor 
Schwering  angehen  zu  wollen,  möchte  ich  doch  nach  eigener  oft  wxeder 
holter  Wahrnelunung  die  Meinung  aussprechen,  daß  gerade  der  Betrieb  der 
Natnrwissenschalten  nnd  spesiell  deijenige  der  Physik  durchaus  nicht  auf 
allen  Seminarien  so  vollkommen  ist,  daß  man  wünschen  mdchte,  die  Vor^ 
bereitung  auf  die  Technik  des  Unterrichtes  etwa  wie  Grimsebl  os  will, 
ausschließlich  an  die  Seminare  verlegt  zu  sehen,  Zu  einer  sachgemäßen 
Unterweisung  in  der  Technik  des  Experimeutiereus  z.  B.  fehlt  es  an  sehr 
vielen  Anstalten  entweder  an  geeigneten  KrSlIen,  oder  wo  diese  Torhanden 
sein  würden,  fdhlt  es  ihnen  an  Zeit  und  Lurt  m  dsm  mfihseligen  und 
wenig  dankbaren  Geschäft  des  Anleraens  der  Kandidaten.  Diese  haben 
auch  nicht  rpchte  Lus^,  winder  von  neuem  mit  dem  theorot!*^ch<>n  Lernen  sn 
beginnen.  Außerdem  werden  sie  meistens  in  solchem  Liiiilaugc  zu  Ver- 
tretungen und  zum  Unterrichte  herangezogen,  daß  schon  aus  diesem  Grunde 
nicht  allzuviel  Zeit  au  Unterweisungen  ftbdg  bleibt,  die  Uber  die  allerun- 
mittelbarsten  Untemchtsgegenstände  herausgehen.  Alles  dies  tritt  in  ver- 
stärktem Maße  ein,  wenn  der  betreffende  Kandidat  - —  was  häufig  gar  nicht 
zu  umgeben  ist  —  als  einziger  Mathematiker  oder  Naturwissenschaftler  an 
dem  betreffenden  Seminar  ist.  So  möchte  ich  schließen,  daß,  abgesehen 
Ton  einigen  bevorzugten  Anstalten,  andi  fudhi  mwid  nm  den  Seminarien 
verlangt  werden  darf,  und  da0  insbesondere  der  eigentliche  Unterricht  in 
einer  Reihe  von  Fächern,  wie  Technik  des  physikalischen  Unterrichtes  in 
•zperimenteller  Hinsicht  usw.,  den  Hochschulen  verbleiben  maß. 
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Lampe:  Den  Klagen  über  unaogemessece  Besohüftigimg  der  Schul - 
amtskaiididaten  während  des  Seminar-  und  Prohejalues  kann  ich  durchaus 
nicht  beistimmen,  sondern  schließe  mich  den  Ausführungen  des  Heim 
Schwering  an,  wonftcb  die  Hsindhabnng  dor  Bestammirngfln  in  segens- 
reidher  Weise  erfolgt  Die  Terteilnng  der  Kandidi^en  auf  die  einzelnen 
Seminare  wird  tou  den  Provinzialschulkolkgien  mit  groAer  Umsicht  bewirkt 
Die  Direktoren,  denen  die  Unterweisttng  der  Kandidaten  anvertraut  "«"ird, 
vertreten  gioßen teils  die  nllmlichen  Fächer,  für  welche  die  ihnen  über- 
wiesenen Kandidaten  die  LehrbeAlhigung  besitzen.  Daß  Abweichungen  von 
dieser  Regel  TorkonuDen,  ist  leieht  erUirlkii.  Wegen  eines  dnxelnen 
Kandidaten  fOr  Mathematik  kann  nidit  ein  besonderes  Seminar  erOffiiet 
werden;  er  wird  dann  einem  solchen  zuerteilt  vielleicht  nur  Philologen 
für  alt«  Sprachen  angehören.  Dann  wird  aber  der  ^fatbematiker  der  be- 
treffenden Anstalt  mit  der  besuudereu  Überwachung  des  mathematischen 
Kandidaten  betraut,  sofern  sein  Fach  als  solches  in  Frage  konmit  Wenn 
Klagen  flba*  mipaaeende  Verwendung  von  Kandidaten  wSlirend  dieser  ^hr- 
j^iire"  vorgebracht  werden,  so  mlissen  die  besonderen  Verhältnisse  erst 
nltber  ermittrlt  werden.  Mißstände  werden  ja  bei  allen  von  Menschen  ab- 
hängigen Kinrichtuugen  auftreten.  Wenn  in  einem  Fache  ein  Mangel  an 
Lehrkräften  besteht,  müssen  oft  Kandidaten  des  Seminarjahres  volle  Lehr- 
stellen Terwalten,  ohne  ihrer  pädagogischen  Ausbildung  Zeit  widmen  zu 
können«  Im  allgemeinen  ist  es  aber  mobt  begrllndet,  gegen  die  jetst  be- 
stsbends  Einriehtong  wegen  ihrer  praktischen  AusfUhroug  Eia^^de  za 
erheben. 


Die  Versammlnng  wurde  mit  den  folgenden  einstimmig  angenommenen 
Thesen  beschlossen: 

Theaan  Uber  aagawaiidta  Xathamatik. 

Umfang.  1.  Das  Wesen  der  angewandten  Mathematik  liegt  in  der 
Ausbildung  und  Ausübung  von  Methoden  zur  muDedschen  und  graphischen 

Durchführung  matliematiscLer  Probleme. 

2.  Die  angewandte  Mathematik  set/t  richtiges  mathematisches  Denken 
und  Kenntnis  der  in  der  Wirklichkeit  bestehenden  Verhältnisse  voraus,  auf 
die  sie  angewendet  wird. 

3.  In  der  angewandten  Mathematik  sollen  auch  Agronomie  und  Geo- 
nomie  (GeodSsie,  Heophjsik)  unterrichtet  werden  als  Vorbilder  praktisch 
gewordener  Wissenschaften,  in  denen  die  angewandte  Mathematik  ihrem 
Wesen  nach  zur  Geltung  kommt. 

Lehrbetrieb.  1.  Die  angewandte  Mathematik  soll  im  mathematischen 
Studium  der  Lehramtskandidaten  einen  normalen  Bestandteil  bilden. 

2.  Der  Unterricht  in  angewandter  Mathematik  legt  neben  der  Lehre 
das  größte  Gewicht  avf  die  Einllhung  ihrer  Methoden  und  verlangt  ein 
Praktikum,  in  welchem  den  Lernenden  Gelegenheit  gegeben  wird,  sich  im 
Kechnen,  im  Zeichnen,  im  Messen  r.xi  üben. 

3.  Um  dem  Unt^rrieht  in  angewandter  Mathematik  in  vollem  Umfange 
gerecht  zu  werden,  müssen  mehrere  Bachverständige  ihn  nebeneinander 
erteUen.  • 
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Einrichtangen.  1.  Das  Praktikum  der  angewandten  Mathematik 
beansprucht  ähnliche  Einrichtungen  wie  das  physikalische  und  das  chemische 
Praktikum.  Bei  einer  größereu  Anzahl  von  Teilnehmero  sind  Assistenten 
zur  Unterstützung  des  Lehrers  zu  stellen. 

2.  An  jadir  ümTenitlt  mllBMii  fOr  den  TJntemdit  Bemmanttnm«, 
besondere  Zeidiensftle  imd  eine  Modellsammlung  snr  Yerfligiiiig  stehen. 

3.  Der  physikaliscke  Unterricht  soll  den  der  angewandten  Mathematik 
dadurch  entlasten,  daß  er  technische  Physik  und  technische  Mechanik  auf- 
nimmt. Dip  Maschinen  der  physikalischen  Institute  «ind  zu  ergänzen,  damit 
der  Unterricht  nach  dieser  Seite  ausgedehut  werdeu  kann. 

4.  Mit  B&ekaicht  auf  den  gebotenen  Unterru^t  in  Aetnmomie  nnd 
Geononde  sind  fiberall  da,  wo  keine  Sternwarten  bestehen,  kleinere  Listiitatey 
sogenannte  Unteniehtasternwartoi,  einsuriehten. 


Über  die  astronomieche  Aasbüdnng  der  LehramtBkandldaten. 

Von  K.  ScHWARSiOinLB  in  GiHtingett. 

Der  Astronom  sieht  dem  Kampf  um  die  Schule,  in  dem  Philologen^ 
Mathematiker  Biologen  um  die  Stundensahl  streiten,  mit  dem  frohen 
Empfinden  sn,  daß  er  kein  nenes  Gebiet  m  erobern  braucht,  sondern  sieh 

seines  alt  angestammten  Besitze  erfreuen  darf.  Mathematik,  Physik  und 
Geographie  hah^n  soviel  Berührung  mit  astronomischen  Problemen,  und  die 
Rätsel  des  ewiglcbeudigeu  Wandels  der  Gestirne  drängen  sich  Lehrer  und 
Schiller  so  lebhaft  auf,  daß  die  Astronomie  immer  noch  auf  der  Schule 
einen  Platx  gefimden  h«t,  wo  sie  Wurzel  sehlagen  konnte,  üm  so  merk» 
würdiger  ist  es,  daß  die  historische  Entwicklung  die  Astronomie  aus  dem 
Examen,  das  man  den  Lehramtskandidaten  abfordert,  giluzlich  eliminiert 
hat,  Vor  30  Jaliren  kam  die  Astronomie  im  Lehramtsexamen  meist  noch 
dadurch  zur  Geltung,  daß  das  mathematische  Studium  enzyklopädischer  ge- 
faßt wurde  und  der  Mathematiker  gleidiseitig  anch  Astronomie  nnd  Physik 
prfifla.  Kenntnie  nnd  Interesse  Dir  die  Astronomie  ist  dah«*  untor  der 
älteren  Lehtergeneratioin  noch  verbreitet,  wie  nnter  anderem  zaldreiehe 
Schul  Programme  astronomischen  Inhalts  /eigen.  1879  wurde  inrl^ssrn  die 
Physik  im  LehramtÄfexamen  einem  besonderen  Examinator  zugewiesen. 
Gleichzeitig  wurden  die  Anforderungen  an  die  Lehramtäkandidaten  in  Mathe- 
matik immer  mehr  abstrakt  mathematisch  und  Terloren  die  Rtteksieht  auf 
die  Anwendung  ans  dem  Auge,  so  daß  Ende  der  neunziger  Jahre  von  an- 
gewandter Mathematik  im  Lehramt  sex  amen  weni^  übrig  geblieben  w^ar. 
Ein  tTmschwung  trat  ein  und  emrnte  Beröcksichtigung  fand  die  angewandte 
Mathematik  im  Jahre  lb9b  durch  die  Einführung  einer  besonderen  Lehr- 
befähigong  für  angewandte  Mathematik.  Diese  um&ßt  dsntellende  Geo- 
metrie, giaphiadie  Statik,  Geodtsie  und  Wahrscheinlichkeitsreehnnng;  die 
Astronomie  ist  aber  außer  Betracht  geblieben. 

Die  Astronomie  ist  also  im  Examen  der  Lehramtskandi d nten 
auch  als  möglicher  Pni fiingsgegenstand  nicht  mehr  vorhanden. 
Pas  daraus  folgende  \  erkümmeru  der  Astronomie  im  Schulunterricht  scheint 
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mftu  neaerdings  bereits  konstatiereii  zu  können.    Es  ist  also  ein  Ver- 

sSnmnis  des  letzten  Jahrzehntes  wieder  gutzumachen,  indem  die 
Astronomie  unter  die  PrOfungsgegenstände  des  Lehramtskandi- 
daten aufgenommen  wird.  Unter  Verzicht  auf  alle  historischen  Ansprüche 
findet  sie  am  bequemsten  ihren  bescheidenen  Platz  unter  der  Lehrbefähigung 
fttr  angewandte  Mathematilc,  wo  sie  glmekbweckfcigt  neben  die  Geo^tei« 
treten  müßte.  Dieser  Modus  ist  in  den  Göttinger  „Ratschlagen  für  die  8ta- 
dierenden  der  ^Tnthernatik  und  rh\-.sik"  durch  die  Anordnung  der  Vorlesungen 
angedeutet  und  auch  von  anderer  Seite  befürwoi-tot  worden.  Die  Schwierig- 
keiteu,  die  aus  der  Vierzahl  der  Dozenten  hervorgehen,  welche  dann 
gelegentlieh  ftr  die  Prflftmg  in  angewandter  Hathenialä  in  Betracht  kirnen, 
lasten  sich  ttberwinden  und  brauehen  bier  nicht  besprochen  su  werdM. 

Was  aber  einer  näheren  Diskussion  unterliegen  soll,  das  sind  die  Voi^ 
lesungen  und  Lehrmittel,  die  zur  Ausbildung  der  T ifthrf^mtofk^Ln^itlitfiiMI  in 
Astronomie  au  unseren  Universitäten  erforderlich  sind. 

Es  gibt  4  preußische  Universitäten,  an  denen  Sternwarten,  die  den 
NamMi  verdienten,  und  eigentliche  astronomisdie  ProfMSoren  ftberhaupt  ni^t 
vorhanden  sind:  Marburg,  Halle,  Münster,  Greifs wald.  Außerhalb  Ihreußens 
befinden  sich  von  deutschen  UniversitUten  (Jießen,  Freiburg,  Tübingen,  Rostock, 
Würzburg,  Erlangen  in  derselben  Ln^je  Hier  wird  überall  die  Errichtung 
einer  Sternwarte  erforderlich  sein  und  ein  Dozent  mit  einem  Lehrauftrag 
für  Astronomie  angestellt  werden  mUssen,  dma  die  Sternwarte  unterstellt 
wird.  Vorlesungen  scheinen  mir  dabei  die  Nebensadie  imd  praktische 
Übungen,  in  die  sich  die  theoretischen  Unterweisungen  einigen,  die  Haupt- 
sache, Es  gibt  vortreflfliche  Bücher  genug,  aus  denen  der  Lelirer  die 
Grtmdzüge  der  Himmelsmechanik  so  weit  entnehmen  kann,  daß  er  die  Astro- 
nomie als  Wi^enschaft  des  Gesetzes  erkennt  und  diesen  Begriff  seinen 
SohlUeni  Tennitteli  Aber  um  die  Beziehung  swischen  der  Taschenuhr  und 
dem  Aufsteigen  der  Gestirne  zur  lebendigen  DaztteUnng  zu  bringen,  muA 
er  als  Lehramtskandidat  einmal  die  elementarsten  Himmelsbeobachtungen 
selbst  gemacht  haben,  er  muß  die  hellst'^n  (lifstirne  kennen,  mit  der  Hand- 
habung eines  kleinen  Femrohrs  vertraut  sein  und  Zahlenrechnungen  auch 
numerisch  ricbt^  durchführen  können. 

Den  Unterricht  in  der  Geodäsie  seUiefte  ich  da,  wo  er  noch  nicht  vor* 
handen  ist,  in  die  Astronomie  mit  ein.  Denn  die  Geometrie  begann  mit 
<ier  Feldmessung,  und  so  sind  auch  im  Unterricht  die  elementaren  Aufgaben 
der  Geodäsie  wohl  schon  immer  die  Vorstufe  zu  astronomischen  Übungen 
gewesen. 

Wenn  nwn  mm  die  BiniidbtQOg  «äner  Ueinen  Unterrichtsstemwarte 
Uberschllgt,  so  kommt  man  etwa  auf  folgende  Erfordernisse: 

BcmUdllkäien:  Ein   Kuppelturm  von  4.50  m  Dnrcbmesser  und  ein 

Häusehen  von  75  qm  Bodeuflüche  und  zwei  Geschossen,  enthaltend  pin 
Sammlungs/immer  mit  Bibliothek,  eine  Dunkelkammer,  ein  Schlafnmmer 
und  eine  kleine  Werkstatt,  ein  Arbeitszimmer  für  deu  Dozenten  und  ein 
Arbeitszimmer  fOr  Studierende. 

Imtnimente:  Ein  Refraktor  von  7  Zoll  Öffnung  mit  solidem  Stativ  und 
gutem  Uhrwerk,  dazu  zwei  piiotogiaphische  Objektive  von  3  und  6  Zoll 
Öfifiiung,  welche  aufmontiert  werden  können.  Als  Hülfsapparate  Faden- 
mikrometer, Okuiarspektroskop,  Protuberauzeospektroskop,  Photometer,  Au> 
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Bats  zu  photographischen  Bonnenaufnahmen.  Eine  Pendeluhr,  2  Ciirouüiueter, 
2  Sextanten,  1  FrismeokniB,  S  UmTertale,  1  i^uAageniiiitriuneiit,  2  trans- 
portable Fenurobre  mit  Kreismibrometei»,  1  MeBapparat  für  photographisohe 
Platten,  Ghronograpb,  Ekktrisolier  Annddnß  und  Akknmnlatoren.  Dam  ein 
Batz  geodätischer  Instrumente. 

Die  Bibliothek  wird  unabhängig  von  sonst  am  Ort  vorhandener  Lite- 
ratur die  wichtigsten  Sternkarten  (vor  allem  den  Bouuer  Atlas),  sowie 
die  astrononuBchen  HUM»fiBln,  Jaihrbfleher,  Logarithmentafeln  enthalteii 
müssen.  Dazu  wird  sich  für  Zweeke  popnlSrer  Vorlaanngen  eine  Sammlmig 
von  DiapoHitiveu  erapfelileii. 

An  Peisortat  wird  außer  dem  Dozenten  ein  Diener  erforderlich  sein, 
der  nachts  zur  Bewachung  auf  der  Sternwarte  schläft,  der  Instrumente  und 
Beobaehtungslampen  aSnbert  nnd  in  der  Werkstatt  tätig  ist 

Die  Hanp^flicbt  des  Dozenten  hitf»  in  der  Abhiätnng  Ton  Übungen 
auf  der  Sternwarte  zu  besteben.  Es  geht  bei  unseren  Witterungsverh&ltnissen 
nicht  an,  difs^^lben  auf  bestimmte  Wochentage  festzulegen.  Vielmehr  muß 
der  Dozent  an  jedom  klaren  Abend  den  Studierenden  zur  Verfügung  stehen, 
in  dauernd  trüben  Perioden  werden  bei  Tage  Untersuchungen  von  Schraubea- 
fehlem,  Ausmessung  von  photographisdiMi  Platten,  Frllfluigatt  optisoiier 
Systeme  vorgenommmen  werden,  nnd  immer  wird  bei  der  Bereohnimg  der 
Beobachtungen  die  Hilfe  des  Dozenten  in  Ansprach  genommen  werden,  so 
daß  allein  aus  den  Übungen  ttlr  ihn  eine  große  Belastung  re^jultiert. 
Eine  über  zwei  Semester  gehende  Vorlesung,  die  eine  für  mittlere  öeme.ster 
▼erständliche  Enzyklopädie  der  praktischen  und  theoretischen  Astronomie, 
sowie  der  Geodftsie  gibe,  wQrde  sor  Erg&iznng  der  aatronomisclien  Aasbildnng 
des  Lefaramtakandidaten  in  BAdniobt  auf  dessen  sonstige  InanspruehnsJune 
ausreichen  müssen. 

Diese  ünterrichtssternwarten  und  die  Tätigkeit  des  Dozenten  sind  ni<'ht 
so  gemeint,  als  ob  sie  sich  strikte  nur  auf  den  Unterricht  des  Lehramts- 
kandidaten au  beachrftnken  hätten,  vielmehr  Meten  die  in  dem  obigen  Yor- 
anscblag  enthaltenen  Einrichtungen  die  IGttel  sn  Mn«r  gewissen  selbsttadigen 
wissenachafUidien  Tätigkeit,  wie  zn  dem  TTrranziehen  des  «inen  oder  andern 
Fachastronoraen ,  und  das  scheint  mir  erfor^l*  i Iii  1  ,  nviin  man  diese  Stellen 
nicht  für  zur  praktischen  Ausbildung  ungeeignete  abstrakte  Theoretiker  oder 
für  Banausen  reservieren  wüL 

Die  ganaen  Einriditungen  f&r  den  astronomischen  Unterricht  wHiden 
—  abgesehen  von  dem  Ankauf  und  der  Instandsetzung  eines  geeigneten 
Grundstiickes  —  etwa  60000  ^Ik,  einmalige  und  6000  Mk.  jährliche  Aus- 
gaben erfordern.  Die  einmaligen  Ausgaben  würden  auf  etwa  30000  >rk.  re- 
duziert werden,  wenn  durch  Anschluß  der  Sternwarte  an  ein  physikalisches 
Institut  die  Banliolikeiteii  «of  d«i  Kuppsltorm  besebiftnkt  und  die  sonstigen 
Hilftmittel  des  pbjsikalisohen  Bistitnts  herangeaogen  werden  konnten. 
Doch  mufi  betont  werden,  daß  eui  bei  Nacht  von  dem  Beobachtungsturm  aus 
bequem  zu  erreichendes  Ärbeltszimmer,  in  dem  Karten,  Kataloge  etc.  bereit 
stehen,  immer  vorbanden  sein  muß. 

Verlassen  wir  nun  die  von  Astronomie  fast  ganz  entblößten  vier  Stief- 
kinder nnd  wenden  nns  den  ünivorsitftten  zu,  welche  bereits  Stenwarten 
besitzen,  so  wird  man  hier  meist  an  ein  schon  existierendes  —  fttr  geringe 
Teilnehmerzabl  berechnetes  —  Praktikum  anknüpfen  ktfnnen.  Es  wird  nnr 
J»hrMbMtoht  d.  I>aiaMli«n  ]i»tlMin.-T«raialgaii«.  XYL  Heft  9/10.  S4 
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fi\r  Vermehrung  der  Insti  uuieate ,  Öchuliuug  eines  größeres  Raumes  fOr 
Zinimerarbeitea  der  Fnktikaiiteii  und  für  OntergiOtoung  beim  Üntemclit  su 
sorgen  Bein,  sei  es  durch  Anstelliing  eines  ünterrichtsassistenten  oder  Br> 
teilimg  eines  besonderen  Lehrauftrags.  Die  enzyklopädische  Vorlesung  fttr 
Lehramtskandidaten  kann  wohl  innerhalb  der  bestehenden  Lchraufträge  unter- 
gebracht werden.  Es  muß  jedenfalls  soviel  Hilfe  geschaflen  werden,  daß 
die  wissenscba^ohe  T&tigkeit  der  Sternwarte  nicht  unter  dem  Andrang  der 
L^ramtskandidaten  begraben  wird. 

Alles  in  allem  erscheinen  zur  Einfübrung  der  Lehrbefähigung  Ar  Astro- 
nomie innerhalb  derjenigeTi  für  ngowandte  Mathematik  relativ  nur  geringe 
Mittel  erforderlich,  und  es  darf  wohl  di»3  HotTniiug  ausgesprochen  werden, 
daß  die  Unterrichtsverwaitung  zui*  Durchführung  einer  Reform  geneigt  sein 
wird,  deren  Nntaen  für  dne  sinnvolle  Ausbildung  der  idbshsten  Generation 
niebt  bMweifelt  werden  kann.  Abcsr  von  manohem  Fachgenossen  höre  ich 
Ängstlichen  Einspruch:  Sollen  die  Mittel  des  Staates,  die  ohnehin  im  Ver- 
hältnis 7.U  den  Apforderungen  dpr  raodpmpn  Astronomie  so  spärlich  sind, 
in  noch  mehr  kleine  Portionen  verzetteil  werden,  und  sollen  wir  neben 
unserer  aufreibenden  beobachtenden  oder  rechnerischen  Tätigkeit  noch  zum 
Untenrielit  der  großen  Menge  verwandt  werden,  die  der  dgentiichen  Wissen* 
sebaft  doch  fem  bleibt?  Wenigstens  das  letztere  sollte  man  uns  enparen 
und,  wenn  man  ohnehin  rutiTriclitssrernwarten  grflnden  will,  so  möge  man 
auch  den  bestehenden  Sternwarten  getrennte,  selbstiindief  T'nterrichtsabtei- 
lungen  gehen.  —  ich  muß  zugestehen,  daß  in  der  Vermeürung  der  Stern- 
warten eine  gewisse  Oefahr  für  die  Wissensdiaft  an  sidi  liegt,  sie  wirkt  in 
die  Breite,  statt  in  die  Tiefe;  dodi  wird  man  diese  um  des  Vorteils  f&r 
die  Allgemeinbildung  willen  in  Kauf  nehmen  müssen.  Hingegen  wfirde  ich 
in  einer  Ahtrennunp  des  T'nterrirhts  der  Lehramtskandidaten  von  den  For- 
schuugsstt  rn warten  t  inen  Nachteil  sehen.  Man  kann  gegenwärtig  beobachten, 
von  wie  mfdlligen  L'matänden  der  Übergang  junger  Leute  in  die  Astronomie 
als  Bemfsstudium  abhängt.  Ist  erst  eine  gr50ere  Anzahl  von  Studierenden 
durch  die  Vorbereitung  illr  das  Examen  mit  der  Astronomie  in  Kontakt 
gekommen,  so  wird  der  Dozent  die  besten  ans  der  Masse  für  den  astrono- 
niisrhen  Bemf  heranziehen  können.  Die  Einordnung  der  physikalischen  uad 
ehemischen  Praktika  tür  Lehramtskandidaten  und  Mediziner  in  den  wiesen- 
seliafQi<dien  Betarieb  der  physkalischen  und  ohemisdien  Institute  wfire  auch 
für  das  astronomische  Praktikum  wohl  das  beste  Vorbild. 

So  wird  der  Astronom  auch  als  Vertreter  reiner  Wissensohaft  diesen 
Alisiehtpn  zustimmen  dürfen,  in  der  Erwar1nTi<„r ,  daß  im  ganzen  doch  der 
Ertrag  wSchst,  wenn  mau  den  Acker  vercfTößert,  auf  dem  Astronomie  ge- 
pflanzt wird.  Habe  ich  selbst  anstatt  Berufenerer  das  Wort  ergriffen,  so 
möge  man  das  dem  Umstände  zugute  halten,  da6  Hot  F.  Klein  mich  mit 
den  Bestrebungen  der  üntenrichtskommission  der  Qesellschaft  Deutscher 
Natorforscher  und  Ärzte  und  der  kürzlich  hier  versammelten  Hochschullehrer 
fi\r  angewandte  Mathematik  in  Kontakt  gebracht  hat,  und  dafi  hier  tiberall 
die  Fratren  drs  astronomischen  Unterrichts  auftraten. 

Gottingen,  Juli  1907. 


L.iyui<.LU  Oy  VjOOQle 
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Mitteilungeii  und  Nachrichten. 

Geeignete  Mitteüiiiigen  wird  der  Her&usgeTier  stete  mit  gi9Atem  Dutke  entgegeti- 

nehmen. 

1.  Akad«mi«]i.  OMellsohafteiu  VeraiiiigiiBg«!!.  Veraammlnngoii. 

Vairibidenuagan  im  Fenonalbettande  der  Benteoheii  Mathematik«*- 

VeMüilgimg:   Juli  *1007. 

Neu  anfgenommen  als  Mitglieder: 
HeiT  Johann  Kaiser,  atud.  math.  in  Magdeburg,  Grofie  BtorchstraBe  4. 
Herr  Gustav  Heinecke,  stnd.  math.  in  Magdeburg,  Fftrrteoufer  19. 

Adressenänderungen: 

Jahnkf ,  E.,  Dr.,  Profe'^sor  an  der  B'^rrakafleinie,  "R^rlia  W,  15,  Pariserstr.  36. 
Weber  H.,  Dr.,  Profe.ssor  a.  d.  Universität,  Straßburg  i.  E.,  Tanlerstraße  33. 

Mathematische  QesellBchaft  zu  Göttingen.  Zwölfte  Sitzung  am 
SO.  Juli.  W.  Voigt  fügt  seinem  Vortrage  vom  IG.  Juli  einige  Ergänzungen 
hinzu.  L.  Fejer  (aus  Elausenburg)  teilt  einen  einfachen  Beweis  mit  zur 
Bestimmung  einer  Sohnmke  fttr  den  absolvtra  Betrag  der  kleinsten  Wun^ 
der  ^-gliedrigen  algebiaiseihen  Gleichimg.  K.  Schwarzschild  referiert  fiber 
Emden  „Gaskugeln"  nnd  bespricht  den  Verlauf  der  reellen  Losungen  der 
Differentialgleichung  für  adiabatische  Gaslmgeln. 

Mathematische  Gesellschaft  zu  Marburg.  —  Im  Sommersem estf>r  1  907 
fanden  6  Sitzungen  statt.  Es  wurde  über  folgende  Themata  vorgetragen. 
—  28.  XtA:  Dr.  Fa§ter  entwarf  «in  Bild  Ton  dem  Leben  nnd  Wirken  von 
Leonhard  Xnler.  4,  Jum:  Prof.  Schaum  lüelt  als  Gast  einen  "Vor- 
trag Aber  die  Energetik  der  natürlichen  (kosmischen)  und  der  künstlichen 
Lichtquellen.  —  18.  Juni:  Prof.  Neumann  sprach  ührr  pine  demnächst  in 
den  Palernier  Rendiconti  erscheinende  Arbeit  über  einige  neuere  Fragen 
der  höheren  Potentialtbeorie.  —  25.  Juni:  Dr.  Jung  trug  einen  neuen 
Beweis  vor  fOr  die  Darstellung  der  Funktionen  eines  algebraiseihsn  KOrpws 
sweier  YerSnderlicher  ^  y  in  der  Umgebung  einer  StoUe  a;  »  a,  y  »  6.  — 
16.  Juli:  Prof.  Hensel  sprach  über  die  arithmetischen  Eigenschaften  der 
algebraischen  Zahlen.  —  30.  Juli:  Dr.  Fu»"ter  hi^^lt  einen  Vortrag  über  die 
BerechnuniT  der  Klassenanzahl  der  Klassenkörper  der  komi  lfxen  Multiplikation. 

Association  fran^aise  pour  Pavancement  des  sciences.  Die 
36.  Jahresversammlung  der  französischen  Naturforscherversammlung  fand 
am  1. — 6.  Anglist  d.  J.  sn  Bheims  statt:  den  Vorsite  der  Abteilung  1 
(Mathematik,  Astronomis,  GeodStie  und  Meehamk)  führte  0.  Bonriet. 


2.  Preiflav^aben  und  gekirnte  Pnlflseliiifteii. 

Der  im  vorigen  Jahre  in  Darmstadt  verstorbene  Mathematiker  Dr.  Paul 
Wolfskehl  hat  der  GoMUsohaft  der  Wissensdiaften  in  Güttingen  dnroh 
teHtamentarische  VcrfOgiuig  ein  Kapital  von  100  000  JC  yermacht,  das  die 
Gesellschaft  denjenigen  snerkennen  soll,  der  den  Bewei$  des  Fermatsekm 
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Satzes  durchflUirt,  daß  die  Oleicfaung     +  3^    ^  (n  >  2)  niemals  in  ganzen 

Zahlen  auflösbar  sei.  Bis  zur  Lösung  des  Problems  sollen  die  Zinsen  des 
Kapitals  zu  Zwecken  der  mathematischen  Wissenschaften  verwendet  werdoi. 

Preis  aufgäbe  dor  Roal  Acadomia  de  Cienoias  Exaotas,  Fisioas  y 
Naturales  de  Madrid  für  1908:  Suciuta  oxposicion  de  los  principios 
fundamentales  de  la  Is'omografia,  esthctamente  necesarios  para  ia  composicion 
7  fiieil  inteügondA  de  im  sisteBia  de  iimo»  6  noraognunasi  dewwDoeidos 
hasta  abora  y  aplicablea,  oon  manifiesfea  Tenma  aobre  eaalquier  otro 
procedimientO)  a  la  resolncion  de  nna  serie  de  cuestiones,  interesantes  en 
teori'a  y  de  ntiHdü'l  la  practica,  refercntes  a  las  ciencias  fisii^o-niHtp- 
maticas.  Der  Preis  vsird  iu  drei  Klassen  erteilt:  1.  Eigeutlicber  i'rei>, 
2.  „Accosif,  3.  „Menciöu  houühlicH".  Der  eigentliche  Preis  besteht  m 
einem  Diplom,  nner  goldenen  Medaille  im  Oewidit  von  60  Gramm,  einem 
Geldpreise  von  1500  Pesetas,  Druck  auf  Kosten  der  Akademie  und  100  Frei- 
exemplare für  den  Verfa-sser.  Die  zweite  Klasse  dos  Preises  besteht  in  Diplom, 
goldener  Denkmünze  nn  i  V»  )  Freiexemplaren,  die  dritte  Klasse  in  einem 
Diplom.  An  der  Bewerbung  können  sich  auch  Ausländer  beteiligen.  Die 
Bewerbungsschriften  müssen  spanisch  oder  lateinisch  geschrieben  nnd  bia  anm 
31.  Desember  190S  bei  dem  „Seeretaria  de  la  Academia",  Madrid,  caUe  de 
Valverde  36,  eingereicht  werdni. 


Verseiohnis  der  in  den  Jahren  1897 — 1907  der  mathematieoh-natur- 
wiflsensohaftliohen  Sektion  der  philosophischen  Fakultät  derUniveraität 
Zürich  eingereichten  mathematischen.  Dissertatioueu. ') 

1897:  E.  J.  Amberg,  übur  deu  Körper,  dessna  Zahlten  sich  rational 
aus  zwei  Quadratwurzeln  zusammensetzen  (Hurwite).  —  1809:  C.  Branden- 
berger, Anwendung  der  elliptis(dien  Funktionen  auf  durch  algebraische 

Funktionen  vermittelte  konforme  Abbildungen  (Burkhardt).  R.  Gerlach, 
die  Metrik  in  projektivi«heu  K()or<]inat('ii  (Fi  iHorl.  —  1900:  K,  Matter, 
die  den  Bemonl!i"5choii  Zahlen  analogen  Zahlen  im  Körper  der  dritten 
Einheitswurzeln  ^^Hurwitz).  E.  Molnar,  Bestimmung  der  zweiten  Ableitungen 
dar  Flächenpotaatiale  (Bwldiardt).  —  1901:  8.  Epsteen,  Untwsnchangen 
ttber  lineare  Differentialgleichungen  und  die  zugehdrigen  Gruppen  (Bnrkhardt). 
—  1902:  M.  Gross  mann,  über  die  metrischen  Eigenschafben  kollinearar 
Gebilde  (Fiedler).  St.  K wietniewski,  Über  Flachen  des  vierdimensionalen 
Kaumos,  deren  sflmtlicbe  Tanfrentialcbenen  imtiTeinander  «..deirli winklig  sind 
und  ihre  Lie<iiehuDg  /,u  deu  ebenen  Kurven.  M.  A.  E.  Stephau seu, 
über  partielle  Differentialgleichungen  4.  0.,  die  ein  intermediäres  Integral 
besitzen  (Guldberg).  —  1903:  P.  Ceresole,  über  die  Bewegung  eines 
materiellen  Punktes  auf  einer  gleichförmig  rotierenden  Fläche  (Herzog). 
G.  Frau e n f e  1  d er ,  Büschel  von  Raumkurven  4.  0.  IT.  Art  mit  zwei 
stationären  Taugenten  (Fiedler i    A.  B.  Pierce,  classihcation  and  properties 


1    Ott'  DiHsertationon  aus  früherer  Zeit  finden  n\c\i  in  den  Mitteilungen  der 
naturforiicheuden  UeseilBchaft  Bern  vom  Jahre  1897  veizeiobnet. 


3.  HoohschiüiuMdiiiidite]!. 
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(Burkbardt).  —  1904:  R.  Lümmel,  Untersuchuugen  über  die  Ermittluug 
TOB  WahrseheiiiliGlikeiten  (Burlüiardt).  J.  Mettler,  UntenucbtiDgeQ  Uber 
Potentiale  und  Normalanziehungakomponenten  von  unstetig  mit  Masse  be- 
legten Ebenen,  mit  Anwendungen  auf  die  Tlu'orie  des  Poissonschen  Integrals 
(Burkhardt).  N.  Spijker,  d»'r  Körper  größter  Anziehung  eines  Ellipsoides 
(Minkowski).  U.  Turn  au,  Beitrage  zur  Theorie  der  Entwicklungen  nach 
Nonualfbnktionen  (Burkbardt).  —  1906:  0.  Bobler,  tiber  die  Pieardschen 
Grappen  aus  dem  ZahlkOrper  der  dritten  und  der  vierten  Einbeitswarzel 
(Hurwitz).  A.  Einstein,  eine  neue  Bestimmung  der  Moleküldimensionen. 
A.  Hess,  stetige  Abbildung  einer  Linie  auf  ein  Quadrat  (Hurwitz). 
L.  Kollros,  un  algohthnie  pour  l'approximation  simultanee  de  deux  gran- 
deurs  ^Minkowski).  —  19üi):  S.  Dauuacher,  zur  Theorie  der  Funktionen 
des  elliptiachen  Zjlindere  (BurUiardt).  L.  G.  Da  Pasquier,  Zahlentheoiie 
der  Tettarionen  (Hnrwitz).  J.  Ehrat,  über  das  Algebraisch  werden  der 
Integrale  irrationaler  Differentiale  von  der  Form  rj(.i\  ff)dx,  in  welchen 
n{x,  y)  eine  rationale  Funktion  ist  und  zwischen  x  und  y  eine  allgemnine 
Gleichung  2.  0.  besteht  (Geiser).  A.  Kienast,  über  die  Darstellung  der 
analytischen  Funktionen  durch  Reihen,  die  nadi  Potenzen  eines  Polynoms 
fortscbreiten  und  Polynome  eines  niederen  Grades  zu  Koeffizienten  haben 
^HnrwitzlL  H.  Kreis,  contribution  a  la  theorie  des  systemes  lin^ures 
(Hurwit7).  1!^()7:  £.  Meissner,  ttber  die  zahlentheoretischen  Formeln 
Liouvilles  (Hurwitzj. 

V«n»tohiii8  der  für  das  Wintersemester  1907/B  angekündigten 
Vorlesungen  über  die  mathematisohen  Wissensohaften.  (Schluß.) 

Aacbe«.  Blmuenthal,  Höhere  Mathpnmtik  II;  Ver?icheninfrsinathematik; 
Seminiftr.  Furtwaugler,  Höhere  MathemaukI;  Ausgewählte  h.apitei  der  höheren 
Mathematik.  KOtter,  Dantellende  Geometrie  mit  Übungen;  Graphlicbe  Statik 

mit  Übungen.  Reißner,  Meohanilf  I  und  II;  Ausgewählte  Tt'ile  der  technischen 
Mechanik.  Wüiluer,  Physik  in  mathematischer  und  experimmf »Ih  r  Behandlaogi- 
weise.    Seitz,  Mechanische  Wärmetheorie;  Physikalische  Teehmk. 

Braansehweig.  Dedekind,  Elemente  der  Zablentbeorie;  Einleitung  in  die 
WabnehcinUehkeitsieehnmig.    Frieke,  Analytische  tieomelrie  mid  Algebra; 

Diffotential-  und  Integralrechnung;  Einführung  in  die  Funktionentheorie;  Trigono- 
inetrische  Reihen  t:tid  harmonische  Analyse;  Vektorf^ntbeorie.  Hohennpr.  fJrund- 
züge  der  Geodäsie  mit  Lbuugen;  Höhere  Geodät>ie;  Ausgleicbungsrechuung  nach 
der  Methode  der  Ueiniten  Quadrate;  Gmndzfige  der  sphSrisefaen  Astronomie  mit 
ningon.  Ludwig.  DarHtellende  Geometrie  mit  Übungen;  Grundzöge  der  höheren 
Mathematik;  Geometrie  der  I>age;  Cicomi'trie  der  Bewegung;  Ausgewählte  Kapitel 
aus  der  elementaren  Geometrie.  Schliuk,  Techuiäche  Mechanik I  mit  ühungen 
Qod  Bepetition;  Technische  Meehaoikll  (Hydraulik)  mitÜbongen  und  Repelition; 
Analytische  Mechanik.  Schöttler,  Festigkeitslehm  mit  Übungen  und  Repetition; 
Kinematik;  Angewandte  Wärmemechanik,  Übungen  zni  theoretischen  Maschinen- 
lehre; Leitung  des  Mechanischen  Laboratoriums  I  und  U.  Weber,  Potential' 
theorie  mit  Anwendungen  auf  die  Elektrostatik.  Wernicke,  Statik  stairer  nnd 
elastisch  fester  Körper.  Zcuncck,  Theorie  des  magnetischen  Feldes;  Mscha- 
niscbe  Wilrmethcorie;  Physikalisches  Kolloquium. 

Dresden.  Krause,  Höhere  Mathematik  11;  Hiilitrc  Algebra;  Seminar. 
Diflteli,  Darstellende  Geometrie  U;  .Analytische  Geometrie  der  Flächen  U.  Grudea. 
Heger,  Kartenent würfe.  Helm,  Höhere  Mathematik  IT;  Analytische  Meehanik; 
Potenttaltheorie;  Wahischeinlichkeitslehre;  Ansgewfthlte  Kapitel  aus  der  mathe- 
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matischeii  Fbjsik.  Naetsch.  Klemontare  Algebra  und  Analrsis;  Einleitiin^--  in 
die  Theorie  der  partiellen  DilTereutialgleicbungeu;  Übuugea  zur  köheren  Matbe- 
matUc  IT.  Qrfibler,  Technische  Uecbanik.  Toepler,  BlektK»Mgneljadie  Lioht> 
fheorie.   Hallwachs,  Physikalisches  Kolloquium. 

Karlsruhe.  S  -bur,  Darstellende  Geometrie  I,  TI  mit  Übungen;  nrnphische 
Statik  mit  Übungeu.  Wedekind,  Höhere  Mathematik  I  mit  f'hnngea.  Krazer, 
Höhere  Mathematik  II;  Elliptische  Funktionen.  Faber,  Übungen  in  den  Grund* 
lehren  der  höheren  Malhematik;  Arithmetik  und  Algebra;  Ebene  und  aphlrueha 
Trigonometrie;  Elementar«'  und  ünalytisobe  Geometrie  des  Haumfa.  Heun, 
Mechanik  mit  Übungen;  Mecbauisches  Seminar i  Elemente  der  Mechanik;  Elementar- 
mathematik. Haid,  Ptaküsöhe  GeomitKie;  Htthen  Geodaeme;  MtÜiode  dar 
kb'ingtea  Quadrate.  Schleiermacher,  Gnindlageu  der  EUktrotaohnik  und  Meft- 
künde;  Theoretische  Elektrizitfitsk'kre ;  Elektrisobe  Messnngen.  Rragstadt, 
Theorie  der  Wechfiehttröme.  äieveking,  Einführung  in  die  mathematische 
Physik;  Bepetitoiium  der  Physik. 

WhuSkm  (Technisdie  Hodwohnle).  v. BrannmAhl,  HSher»  Ibthematik  I  mit 

Übungen;  mathematisch •  historisches  Semimur.   v.  Dyck,  Höhere  Mathematik  III 

mit  Ubnncri'n;  Fuoktionentheorie  nach  CauohT  und  Riemann;  Seminar.  Finster- 
walder,  Gruuilzüge  der  höheren  Mathematik  mit  Übungen ;KurTentheorie;  Seminar. 
Bnrmesier,  Dantelleode  Geometrie  mit  Übungen.  Schmidt,  Vermessungskunde 
mit  Praktikum;  Lande«verme8sung;  Katastertechnik;  Geodätisches  Praktikiun  HI; 
Kartierungsübungen.  Föppl,  Techniache  Mechanik  IT  (Vraphische  Statik)  und  III 
(Festigkeitslehre);  Übungen  £ur  graphischen  Statik.  Kutta,  Elementare  Mathe* 
matik  mit  Übungen ;  Trigonometrie.  6 i soh o f  f ,  Ausgleichungsreehnung  (Praktikum) ; 
Mechanisches  und  ^napbifecbed  ReL-bnen.  Fisi  bLtr,  Elektrizität  und  Magnetismus 
iu  mathematischer  Lieliandlung.  Großmaun,  ?<lementc  der  Astronomie.  Kuob- 
lauch,  AuBgewüLhlte  Kapitel  der  technischen  Thermodynamik;  Tecbniscb-pbvbi- 
kaliMihee  Pkaktikum;  Anleitung  Eur  Aasftthnuig  wissenschaftlicher  Arbeiten  auf 
dem  Gebiete  der  technischen  Ph  -sik  Emden,  Undulationetbeotie  dee  Lichte«; 
aligemeine  Meteorologie  nnd  Klimatologie. 

Stuttgart«  Mehmke,  Darstellende  Geometrie  mit  Übungen;  Analytische 
Mechanik  mit  Übungen;  Seminar.  Reuschle,  Kurvendiskussion  in  Beispielen; 
Analytiaebe  Geometrie  des  lvnumet<;  Auegewfthl^  Kapitel  aue^  der  neueren  analy- 
tischen Geometrie  der  Ebene  und  dvs  Raumes  einschließlich  Invariantentheorie; 
Differential-  und  Integralrechnung  II  mit  Übungen;  Seminar.  Bretsohueider, 
Bepetitionen  in  niederer  Mathematik.  Wölf  fing,  Elemente  der  Differential-  und 
Integralrechnung  mit  Übungen;  Funktionentheorie  I.  Roth,  Schattenkimetnik- 
tionen  und  Relenrbtungskuude.  Stüblor,  Niedere  Analysis;  Auflösung  nume- 
rischer Gleieh\ingen;  Iber  die  mathematiucben  Grundlagen  der  Lebensversicherung. 
Fiieher,  Trigonometrie  mit  Übungen.  Kriemler,  Teebniache  Mechanik  mit 
Übungen.  Hammer,  Praktische  Geometrie  mit  Übungen;  Ausarbeitung  geodft* 
tiseher  Aufnahmen;  Abbildungen  der  Erdobertläche  auf  die  Ebene  Kartenprojek- 
tionen^t  mit  Übungen;  Höhere  Geodäsie.  Heer,  i'lan-  und  Geläudezeichnen. 
Koch,  Theoretitehe  Physik.  Lang,  Die  bisherigen  Ergebnisie  der  Elektronen- 
fbeorte.   

4.  PersonalnacliriclLten. 

Bmennungen,  Auageiotinnngwi  usw.: 

Professor  I>:  Guido  Castelnuovo  wurde  tarn  Ehrenmitgliede  der  London 

Mathematical  Society  ernannt. 
Dr.  C'lairin  wurde  zum  Professor  der  Mathematik  ao  der  Univemtiil  Lille 
ernannt 
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Professor  Dr.  A.  R.  Forsyth  wurde  von  dpr  Universität  Liverpool  anlättUch 

ihres  25jähngen  Jubiläums  honoris  causa  der  Doktorgrad  Yerliehen. 
Professor  Dr.  6.  C.  Gabi«  wurde  zum  Professor  der  Mathematik  an  der 

UniTersitj  of  Wooater  .«matnit 
Dr.  Heydweiller,  o.  Professor  der  Physik  an  der  Universität  Münster,  er- 

hiplt  einen  Ruf  iu  jjlcicher  E:L,'rnschaft  ati  dip  TTniversität  Rostock. 
Professor  Dr.  G.  W.  Hill  wurde  zum  Ehrenmitgliede  der  London  Mathematioal 

Society  ernannt. 

Pn>fenor  Dr.  F.  Himstedt  in  IWburg  L  Br.  wwde  zum  Ehrendolctor  der 

Ünivernitftt  GielleD  «maimt 
Professor  Dr.  Camille  Jordan  mnde  vom  Ehrenmitgliede  der  London 

Mathematical  Society  ernannt. 
Dr.  L.  «T.  Krnl,  Professor  an  der  Staatsgewerbescbule  in  Wien,  wurde  zum 

ao.  Professor  der  darstellenden  Geometrie  und  Bau  künde  au  der  Monta- 

niatiadien  Hoohadrale  in  Pribram  in  BShmen  emannl 
FMfessor  Dr.  G.  Molk  in  Nancy  wurde  von  der  UniveisitKt  Gießen  h<morit 

causa  zum  Doctor  philosophiae  ernannt. 
Dr.  Taraf  wurde  zum  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  Toulouse 

ernannt. 

Dr.  D.  Pratt  wurde  mm  ao.  Professor  der  Mat]i«natik  an  dfor  UnivenÜBt 
zu  Sjraouse  ernannt. 

Dr.  F.  H.  Satford  wurde  zum  ao.  Professor  der  Hatbunatik  an  dar  Uni- 
versität von  Pensylvania  ernannt. 

Privatdozent  Dr.  Schlink  in  Darrastadt  wurde  zum  ao.  Profn^sor  für  Mechanik 
an  der  Technischen  Hochschule  zu  Brauuschweig  ernanuu 

Dr.  B.  P.  Stephens  wurde  zum  ao.  Professcnr  der  Mathematik  an  der  üni- 
versitit  TOn  Georgia  «mannt. 

Dr.  Vavasseur  wurde  zum  Professor  der  Mathematik  an  der  Universitttt 
Lyon  ernannt. 

Professor  Dr.  V.  Yolterra  wurde  zimi  Ehrenmitgliede  der  London  Mathematical 
Society  ernannt. 

Dr.  K.  Waits,  ao.  Professor  der  Physik  an  der  üniversitat  Tflbingen,  wnrde 

zum  0.  Honorarprofessor  ernannt. 
Professor  Dr.  0.  Wiener  in  Leipsig  wnrde  zum  Ehrendoktor  der  Universität 

Gießen  ernannt 

Habilitationen: 

Dr.  M.  Gass  er  hat  sich  als  Priratdozent  der  Geodisie  an  der  Technischen 
Hoch5?phule  tu  Darmstadt  habilitiert. 

Dr.  J.  Herweg  bat  .sich  ai^  rrivatdozeut  der  Physik  an  der  Universität  zu 
Gieiftwald  habilitiert. 

Dr.  K.  Schild  hat  sich  als  Privatdosent  der  Physik  sn  der  Teohnisohen  Hoch- 
schule zu  Zflrieh  habilitiert. 

Oeatoxban: 

Professor  Dr.  H.  C.  Vogel,  Direktor  des  astrophysikalischen  Observat(»riums 
in  Potsdam,  ist  daselbst  am  13.  August  d.  J.  im  Alter  von  66  Jahren 
gestorben. 
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5.  YeimisoliteB. 

PcmriongrerliMtniwie  der  oidemtUohen  (etatam&ßigen)  ProfeMoren  aa 
d«i  nlfliuKltutaelMn  XTnlvendttteik  und  Teidmliähen  HoeduiduilnL. 

UalTwaltitoB. 

Baden;  Nach  10 jähriger  Dienstzeit  Pensionsaiiq()racli  bei  Dienstunf&liig- 
keit  nach  einjähriger  Krankheit  oder  hei  H'>  Jahrpn,  wenir  Hemmung  in  der 
Tätigkeit  vorliegt.  Betrag:  nach  lOjähriger  Dienstzeit  von  30 7o  steigend 
mit  jedem  DionstjjÄlire  uin  1 Y,  7o  höchstens  75  %  des  Diensteinkommens 
(Gehalt  und  Wohnungsgeldsnacliuß),  jedoch  nicht  mdir  als  7600  M. 

Sajerat  Feosionsaiispnioli  hei  Dienstuiifihigkeit  8  Jahre  nach  der  An- 
atellttng,  sonst  nach  40  Dienstjahren.  Betrag:  im  ersten  Dienstjahr/.ehnt 
*/io»  %o        Gehaltes  (ohne  Wohnungsgeldznschuß).   Wenn  aber 

das  70.  Lebensjahr  überschritten  ist,  volle';  Gehalt.  Jpfh^ch  sind  seit  Jahren 
die  Professoren  in  Müni;üi;n  im  Falle  der  Dieustuniahigkeit  nicht  in  den 
Kiihestand  versetEt,  eondem  unter  Belassung  des  Tollen  Gehaltes  Ton  den 
Lehrverpflichtungen  mtbnnden  worden. 

Elsaß -IiOfiiringen:    Die   Emeritierung    kann    nur   mit  Einwilligung. 

Professors  Pi-folpen.  Er  Icann  sie  verlangen  erstens  nach  Vollendung 
des  65.  Lebensjahres,  zweitens  wenn  ihm  von  der  Regierung  die  Leihing 
einer  wissenschaftlichen  Universitätsanstalt  oder  Universitätsklinik  entzogen 
wird.  Der  emeritierte  Profeseor  ist  Ton  den  Vorlesungen  nnd  der  Über- 
nahme von  üniversitätsämtf  ru  liefreit,  verbleibt  aber  im  Genufi  seiner  Rechte^ 
außer  dem  Anspruch  auf  das  Dekanat  und  der  in  seiner  Staatsbesoldung 
etwa  enthaltenen  Zulage. 

Uesseu:  Pensionsanspruch  nach  dem  5.  Dienstjalure.  Bekag:  zuerst 
407oi  alsdann  werden  fttr  ^es  Diens^ahr  zugesetst  70»  6.  Ms  10.  27ot 
vom  11.  bis  80.  1%%  vom  31.  bis  40.  1%.  Nach  dem  50.  Dienslpahr 
ToUes  Gehalt  als  Pension. 

Mecklenbnrif* Schwerin;  Wie  in  Preußen. 

Preußen:  Die  Professoren  werden  nicht  pensioniert,  sondern  bei  ein- 
getretener Dieustunitihigkeit  von  ihren  amtlichen  Verpliichtungeu  unter  Be- 
lassnng  des  Gehaltes  und  Wohnungsgeldes  entbunden. 

Sachsen:  Pensionierungen  erfolgen  nur  auf  Antrag.  Die  H(Uie  der  Pension 
erfolgt  na(  h  tl>ereinkunft  zwischen  Ministerium  und  Professor. 

Thüringen  (Jena):  "Wie  ui  Preußen. 

llVflrttembergr:  Die  Bestimmungen  sind  sehr  umständlich ^  sie  werden  in 
nächster  Zeit  umgeändert  werden. 

Technische  Uochsehnlen. 

Raden:  Wie  bei  den  UnivprsitSten. 

Bayern:  Pensionsauspruch  beginnend  3  Jahre  nach  der  Anstellung  bei 
Dienstunfähigkeit,  sonst  nach  40  Dienstjahren.  Betrag:  im  ersten  Dienst- 
jahrzehnt  im  zweiten  7iot  ^^n  da  ab  %q  des  Gebaltes  (ohne  Wohnungs- 
geld).  Professoren  mit  pragmatischen  Nebeneinkommen  (Kolleggeldern)  er» 
halten  im  ersten  Dienstjahrzehnt  bereits  "^  j,,,  von  da  ab  Y,^  des  Gehaltes. 
Nach  dem  70.  Lebensjahre  wird  das  volle  (iehalt  als  Pension  gezahlt. 

Brannscliweig:  Pensionsanspruch  ohne  Kücksicht  auf  die  Länge  der 
Dienstzeit  bei  Dienstunf&higkeit,  sonst  nach  dem  50.  Dienst-  oder  70.  Lebens* 
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jabre.  B«tn^:  in  den  ersten  5  Dienstjabren  Ys  Diensteinkommens  (Qe- 
halt  und  Wohnmigageld),  von  da  ab  mit  jedem  weiteren  Dienstjahr  am  1  Yi  % 
des  Diensteinkommans  steigend,  nach  50  Dienmahren  volles  Diensteinkommen 

als  Höchstpcnsiou. 

Hessen:  Wie  bei  der  Universität  Gießen. 

IPrevAens  Pensionsanspruch  naoh  10 jähriger  Dienstzeit  bei  Dienst- 
nnfShigkeit,  sonst  nach  dem  65.  Lebensjahre.   Nach  lOjUiriger  Dienstieit 

*%o        Diensteinkommens  (Gehalt  und  Wohnnngsgeld),  steigend  mit  jedem 
Dienstjakre  um       des  jeweiligen  Diensteinkommens,  jedoch  nicht  über 
£s  steht  aber  eine  Änderung  dieser  Bestimmungen  bevor. 

Sachsen:  Wie  bei  der  Universität  Leipzig.  Zu  dem  peusionsfUhigen 
IÜDk<Hninen  wird  anfier  dem  Gebalt  die  eine  Hftlfte  des  fttr  einen  jeden 
Dozenten  eingehenden  KoUegtenhonorars  gerechnet,  das  er  ein  Jahr  vor  seiner 
Poisionierung  bezogen  hat. 

Wttrttembergi  Wie  bei  der  Universitftt  Tübingen. 


Literftriselies. 

1.  Notizen  und  Besprechungen, 

F.  R.  Helmert,  Dio  Aiisgleiohtmgsreohnnnp^  naoh  der  Methode  der 
klemsteo  Quadrate  mit  Auweudungon  auf  die  Geodäsie  und  die 
Theorie  der  Meßinstrumente.  2.  Auflage.  [XVIU  u.  578  S]  gr.  8. 
Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 

Naohdm  die  erste  Anflage  vergriffen  war,  ging  ich  gern  auf  den 
WonAsh  der  Verlagsbuchhandlung  ein,  eine  neue  Auflage  vorzubereiten, 
Aveil  mir  dies  Gckgciibfit  bot,  meine  in  droi  Juhrzehnton  hei  zalilreichen 
Anwendungen  fj^ewoimeneu  Erfabrungen  im  das  Buch  zu  verwerten  und  es 
dadurch  praktisch  brauchbarer  zu  gestalten.  Weit  ausf&hrlicber  als  früher 
sind  in  den  letzten  Kapiteln  behandelt:  die  Untersuchung  der  Beobaehtongs- 
fehler,  die  interpolatot  iscben  Anwendungen  der  M.d.  kl.  Qu.,  die  instruiuentellen 
Untersuchungen,  die  Horizontalwinkelmessungen  und  die  Ausgleit  liun;j  dpr 
Dreiecksnetze.  Den  Schluß  bilden  einige  Aufgaben  über  die  Ökonomie  der 
Beobachtungen.  Zahlreiche,  sorgfältig  durchgerechnete  Beispiele  erläutern 
die  vorgetragenen  Theorien  und  die  Formeln. 

Potsdam.  F.  B.  Hblhbbt. 

H.  Burkhardt,  Vorlesungen  über  die  Elemente  der  Differential- 
nnd  Integralmhintiig  und  ihre  Anwendung  snr  Besobreibung  von  Nator^ 

erscheinungon  Mit  38  Figuren  im  Tezi  [XI  u.  253  8.]  gr,  8.  Leipag, 
1907.  B.  G.  Teubner 

Die  in  diesen  Vorlesungen  gebotene  Darstellung  der  Elemente  der 
höheren  Analybis  ist  aus  den  liedürl'niS!>eu  meiner  hiesigen  Lehrtätigkeit 
entstanden.  Die  Zahl  der  an  einer  kleinen  Universität  wirkenden  Lehr- 
krifte  erlaubt  nicht,  den  Unterrieht  der  Ifotbematiker  in  diesen  ElementMi 
von  dem  der  Studierenden  dt!-  Naturwissenschaften,  insbesondere  der 
Chemiker  getrennt  zu  halten;  i'h  mußte  dnher  eiue  Darstellung  surben, 
die  den  Bedürfnissen  beider  Klassen  so  viel  als  mdglich  gerecht  werden 
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sollte.    SinerMitB  mußte  der  Stoff  den  letsteren  in  für  sie  genießbarer 

Form  dBrgebot<>n.  also  auf  Aritlunetisieren  verzichtet  werden;  audr-^rseits 
düi-ten  doch  auch  die  ei">itf^reu  nicht  in  die  Notwendigkeit  versetzt  werden, 
das,  was  sie  in  der  elemeutareu  Vorlesung  gelernt  haben,  später  wieder 
Tfirl«ni6ii  Bu  mttssen.  Icli  habe  diesem  Ziele  nahe  ra  kommen  geglaubt 
durch  sorgfältige  Auswahl  des  Stoffes,  ausfUirliche  Entwicklung  der  funda« 
mentalen  Begriffe  an  konkreten  Problemen  und  verschiedene  Abänderungen 
in  der  berkömiicheu  Anordnung.  —  Wenn  sonach  das  Werkchen  zunächst 
auf  die  hiesigen  Verhältnisse  zugeschnitten  ist,  so  holte  ich  doch,  daß  es 
aiidi  aatdotrwftrts  toq  Nutson  8«in  kann;  namentiick  auch  Lehrern,  die  sich 
Aber  die  Frage  der  Tunlichkeit  der  Einffthning  der  Elemente  der  DiiSerential' 
rechnung  in  den  Schulunterricht  ein  Urteil  zu  bilden  wünschen.  Doch  ist  es 
nicb+  als  Schulbuch  gedacht,  auch  nicht  als  ein  "Ruch  ftir  Tedinikpr,  -ondem  vor 
allem  als  ein  Buch  f&r  Studenten  der  Umversit&ten  in  den  er  Semestem. 
Zürich.  H.  Bi  hkhahüt. 

R.  Bmden,  Privatdozent  tiir  Physik  und  MeteoroloLnc  an  der  Kgl. 
Techniäcbea  Hochschule  in  München,  Qaskugeln.  Anwendungen  der  mecha- 
nischen W&rmetheorie  auf  kosmologische  und  meteorologische  Probleme.  Hit 
24  Figuren,  12  Diagrammen  und  5  Tafeln  im  Text.  [VI  u.  497  S.]  gr.  8. 

Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 

ünfersuchunppn  fiber  den  Bau  und  die  fortschreitende  Entwicklung 
gasförmiger  Himmelskörper  liegen  nur  in  einigen,  z.  T.  schwer  zugänglichen 
Abhemdlungen  vor,  von  denen  in  erster  Linie  diejenigen  von  H.  Lane, 
W.  Thomson,  G.  Darwin  und  A.  Bitter  zu  erwfthnen  sind.  Verfasser 
hat  diese  tlDtersachnngen  neu  aufgenommen,  von  möglichst  aUgemsinen 
Gesichtspunkten  aus  durchgeführt  und  die  erhaltenen  Resultate  in  Form 
pines  kurzen  Lehrbuches  niedergelegt.  Die  notwendigen  niechan'schen 
(Jiiadratureu  sind  sehr  exakt  ausgeführt;  dadurch  ist  ein  wert\'olles  Zahlen- 
material als  Grundlage  weiterer  Forschung  gewonnen.  Der  2.  Teil  des 
Buches  behandelt  die  Anwendungen  dieser  üntennchungen  auf  kosmische 
Staubmassen,  Nebelflecke,  die  Erde  nebst  ihrer  Atmosph&re  und  die  Sonne. 
Die  Strahlenbrechung  in  einer  kugelförmigen  Gasmasse,  die  durch  innere 
Ciravitation  zusammengehalten  wird,  ist  eingehend  behandelt,  was  mit  Hin- 
blick auf  einige  neuere  Ansichten  über  die  Strahlenbrechung  auf  die  Sonue 
von  besonderer  Wichtigkeit  sein  dürfte. 

Gino  Loria,  Professor  au  der  Universität  Genua,  Voriesimgeo 
Über  dAwtellende  Oeomotiie.    Autorinerte,  nach  dem  italienischen 

Hanaskript  bearbeitete  dentsohe  Ausgabe  von  Fritz  Schütte,  Oberiehrer 
am  Gymnasium  zu  Düren.  In  zwei  Teilen.  I.  Teil;  Die  Darstellungs- 
methoden.  (A.  u.  d.  T.:  B.  G.  Teubner«?  Sammlung  von  Lehrbüchern  auf 
dem  Gebiete  der  mathematischen  Wissenschaft<jn  mit  Einschluß  ihrer  An- 
wendungen. Band  XXV,  1.)  Mit  163  Figuren  im  Text.  [XI  u.  219  S.J 
gr.  8.    Leipzig,  1907,  B.  G.  Teubner. 

Das  vorliegende  Werk,  ans  mdu^'iluigen  Vorlesungen  des  Yerf.  hervor* 
gegangen,  setzt  nur  elementai-e  Kenntnisse  der  projektiven  und  analytischen 
Geometrie  vorau«?.  Dieser  erste  Band,  der  die  Darstellungsmethodon 
behandelt,  beginnt  mit  einem  kurzen  AbhU  der  Geometrie  des.  Zirkels  und 
der  Geometrographie  und  geht  dann  im  1.  Buche  /.ur  Methode  der  Ortho- 
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^onalprojektiou  über.  Das  2.  behandelt  in  gleieber  Weise  die  Zentral- 
projektion, während  das  3.  der  Methode  der  kotierten  Ebenen  ge- 
widmet ist.  Jede  (lips^r  ]>arstpllung!?metho(lpn  —  andere  werden  nur 
gestreift  —  wird  in  unitangr^ichnr  Weise  zur  Lösunr^  der  wichtigst^'U  Auf- 
gaben über  Punkte,  Geradeu  uud  Ebenen  herangeü^ogeu  und  hierbei  gründlich 
auf  alle  EinceUieiten  emgegangen,  vriUirend  weiter  gehende  Anwendungen 
Torer&t  unterbleiben.  Die  GrandatifgabMa  der  Stereom^ne,  die  man  in  der 
elementaren  Geometrie  nur  in  Gedanken  löst,  sind  durch  die  darstellende 
Ocometrie  zeichnerisch  behandelt,  so  dnB  hier  dem  Übelstande,  daß  man  im 
Baume  nicht  zeichnen  kann,  soweit  dies  geht,  abgeholfen  wird.  Das 
4.  Bnck  betrifft  die  Axonometrie,  das  5.,  zum  erstenmal  in  einem  Schul- 
"buehe,  einen  theoretisoh  und  prakfcisck  wichtigen  Zweig  der  ^darstelleaden^ 
Geometrie,  der  angenblicklich  in  rechter  Blfite  steht,  die  Photogrammetrie. 
Reiclilicher  übtmjrsstoff  dient  dem  Leser  zur  Vertiefung  und  Befestigmng 
der  aus  diesem  Werke  geschöpften  Kenntnisse;  viele  Zeichnungen,  die  dank 
dem  Entgegenkommen  der  Yerlagshaudiung  zur  Bequemlichkeit  des  Lesers 
in  d^  Text  eingefagt  sind,  «leiehtttm  das  Yersttndnis  in  hohem  IhBe. 
IMlren.  Fr.  SoHfim. 

A.  äcliuater,  Professor  der  Physik  an  der  Universität  Manchester, 
IHnfBhnmg  in  die  theoMtlMilie  Optik.   Autorinerte  deutsche  Ausgabe 

übersetzt  von  H.  Konen,  Professor  der  Physik  an  der  üniversitilt  Münster  i  W. 
Mit  2  Tafeln  und  186  Figuren  im  Text  [XDf  u.  418  8.]  gr.  8.  Leipsig 

19U7,   B.  G.  Teubner. 

Die  englisch*^  AnstTtvltf»  »los  Schusterseben  Lehrbuches  bat  den  ein- 
mütigen Beifall  der  kotupet^ntestexi  deutächeu  Beurteiler  getuiideu,  wegen 
ihrer  Reidihaltigkeit  bei  einfkchster  und  klarster  Behandlung,  wegen  der 
schärftet  und  kritischen  Fassung  der  Begriffe ,  an  deren  Aunrbeitung  der 
Ver&sser  seihet  viel&di  tfttigen  Anteil  genommen  hat,  und  nicht  zuletzt 
auch  wejjnn  der  pSdagop-iscb  gesi  hiclrten  Wahl  und  Anordnung  des  Stoffes, 
die  den  Leser  lückenlos  zum  Studium  der  Originiilabhandlungen  hinleitet. 
Von  anderen  Lehrbüchern  der  Optik  unterscheidet  sich  das  Schustersche 
nach  der  einen  Seite  dadurch,  daß  es  venneidet,  auf  Einzelheiten  der 
Technik  der  optischen  Versuche  und  Messungen  einzugehen;  nach  der  anderen 
macht  es  die  bei  \ms  nicht  inuner  nach  Gebühr  berücksichtigten  ünter- 
snchungen  Lord  Rayleigbs  in  allein  Zweigen  der  Optik  nutzbar.  Der  Ver- 
fasser gebt  dabei  von  der  Überzeugung  aus,  daß,  so  groU  auch  die  Leistungen 
der  elektromagnetischen  Lichttheorie  seien,  diese  dennoch  uud  zumal  bei 
rein  formaler  Aufifossung,  nicht  das  lotste  Wort  der  theoretischen  Optik 
siin  könne.  So  lange  Ii  Xatu;  der  Verschiebungen  nicht  bestimmt  ist, 
die  die  elektrlsolieu  Wellen  bilden,  so  lange  können  wir  nicht  beliaupten, 
eine  Theorie  des  Lichtes  zu  besitzen.  Aus  diesem  Grunde  ist  die  mecbauische 
Optik  der  Besprechung  der  elektromagnetischen  Theorie  vorangestellt.  — 
Die  deutsdie  Ausgabe  reditfertigt  sich  dnreh  den  Wunsch,  das  Werk  dem 
Anfänger  zugftngUch  zu  machen,  der  erfahmngsgemSß  kaum  anders  als 
durch  die  Muttersprache  in  ein  neues  Gebiet  eingeführt  werden  kann.  Die 
notwendig  scheinenden  Ergänzungen  und  Änderungen  gegenüber  dem  eng- 
lischen Original  sind  unter  Mitwirkung  des  Autors  vorgenommen  worden. 

Münster  i.  W.  H.  Konen. 
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T.  Fnrlan.  Pucciano,  Studio  sui  poteniiaU  logexitmiei  di  ftcftto  Uneera  eempUoe 
e  doppio,  e  delle  loro  dt'rivate  prime. 
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nümeros  j  ia  de  los  grupos  de  operaciones.  Gal&n,  Deteiminaci6n  de  la  hoia 
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{B.  G.  Teubner,  Loipzig,  Poststraße  3.)  [112  S.]  8.  1907.  Inhalt:  I.  Mathe- 
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Indutrie).  T7,  Zum  ünterrioht  an  teehnieclien  Lehrenetalten.  T.  Anhang. 
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6.  B«i  ilsr  BmUkUon  «iagsgangwi«  Sdliriftflin. 

j^td,  Preia  nsw.  der  eingesandten  Schriften  werden  hier  regelmäßig  veröffentlicht 
Beeprechnngen  geeigneter  Bnchnr  bleiben  vorliebalten.    Eine  Rücksendung  der 
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3.  englischen  Auflage)  besorgt  von  Dr.  phil.  Jobannes  Timpe.  Mit  79  Figuren 
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»tute.    Mit  64  Figuren.    Zweite  Auflage,    Wien  19UT,  F.  Tempsky.    M  I.SO. 

H.  Vogt,  Mathematik  und  Keformgymn^ium.  Leipzig  1907,  Diimche  Buch- 
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Beriditlgiug  so  Holt  7/8  di«M9  Baiidoi. 

a)  S.484,  erste  Zeile  in  der  Tafel:  lies  die  S.Zehl  —8  statt  +8- 

b)  8.449,  Z.8  T.O.:  tiet  (?)  +  (?)  +  (?)  statt  (j».)  +  (ft)  +  (ft). 

c)  S.443,  Z.  9  V.  u.:  lies       >  0  statt  m^,  >  1. 

d}     415  Furmel  ;3:r<  ist  in  dec  Detecminante  als  letztes  Element  an  seteen 

e)  Wird  bei  (,38)  ij  =^  1,  80  ist  in  der  Determinante  —  (m —  1)  statt  m,  zu  setzen. 
Wird  in  der  dann  folgenden  dreiseiligen  Determinante  1,  ^  i,  lo  setce  man  in 
der  dritten  Zeile  0  statt  i».,  und  ~  (m  —  9)  statt  m,. 
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über  den  Zusammenliaiig  zwischen  dem  sogenannten 

Oszillationstheorem  der  linearen  Differentialgleichungen 
nud  dem  Fuudamentaltiieorem  der  automorphen  Funktionen. 

Von  F.  Klein  in  Gettingeii. 

Weon  man  in  einer  linearen  Differentialgleichung  2.  Ordnung  mit 
algebraischen  Koefifizienten  die  singularen  Punkte  und  ihre  E^onenten 
Torgib^  bleiben  bekanntlich  noch  gewisse  Eonstante,  —  die  „akzessorischen* 
Parameter'  unbestimmt;  man  wird  Tersuchen,  sie  festzulegen,  indem 
man  hinsichtlich  des  Verkaufs  der  Losungen  if^,  der  Differential" 
gleichung  geeignete  Forderungen  steUt.  Man  kennt  in  dieser  Hinsicht 
zweierlei  Ansätze:  das  OaziUaiumsthe&remf  das  sich  auf  den  rsellen  Ver- 
lauf der  reellen  Lösungen  bezieht  und  dadurch  nach  Aussage  und  Be- 
gründung besonders  ansehanlich  ist  — ,  und  die  FurulamentaHhcoreme 
aus  der  Theorie  der  autf»iiorphen  FunktumeHf  die  hinsichtlich  der  kon- 
formen Abbildung,  welche  der  Quotient  yjy^  von  dem  komplexen  Ge- 
biet der  unabhängigen  Yariabelen  entwirft^  gewisse  Forderungen  stellen. 
Hefereut  hat  schon  vor  Jahren  Versuche  gemacht,  wenigstens  in  ein- 
fachen Füllen  letztere  Theoreme  auf  das  Oszillationstheorem  zurück- 
zuführen. Auf  diese  Versuche  ist  er  neuerdings  in  einem  Aufsatze, 
der  im  64.  Bande  der  mathematischen  Annalen  abgedruckt  ist,  zurück- 
gekommen und  berichtet  nunmehr  darüber,  daß  er  in  Gemeinschaft  mit 
Hm.  Hilb  (gegenwartig  Assistent  an  der  Universilait  Erlangen)  z.  Z. 
damit  beschäftigt  ist,  diese  Versnche  wesentlich  auszudehnen.  Der  Ziel- 
punkt ist  dabei,  die  akzessorischen  Parameter  allgemein  dadurch  fest- 
zulegen, daß  man  für  die  inneren  Maß  Verhältnisse  des  durch  den  Quo* 
tienten  ffj^  entworfenen  Bildes  geeignete  Bedingungen  Torschreibt. 
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G.  Faber: 


EmfaclidB  Beispiel  einer  stetigen  nirgends  differentüerbaren. 

Fnnktion. 

Von  G.  Fabbb  m  Ksrknihe. 

Im  folgenden  will  ich  t-m  l^uspiel  einer  stetigen  nirgends  dijßFerentiier- 
baren  Funktion  mitteilen  (em.es  statt  beliebig  vieler),  das  mir  analytisch 
wie  geometrisch  ganz  durchsichtig  und  daher  besonders  auch  fiir  Vor- 
b  Hungszwecke  sehr  geeignet  eischtMiit.  Vor  den  kürzlich  von  Herrn 
Helge  von  Koch  mit^'eteilten  Beifspielon  (acta  math.  Bd.  30(1907) 
S.  145 — 174i  besitzt  es  den  Vorzug  gT()ßerer  Einfachheit.*) 

Die  Funktion  f(x)  sei  periodisch  mit  der  Periode  1  und  bestehe 
im  Intervall  Ol  aus  dem  gebrocheni  )!  Liuienznge,  der  den  Punkt  a;  =  0, 
y  ^  0  mit  dem  Punkte  x  ^  ^,  y  j  und  diesen  mit  dem  Punkte 
X  =-  1 ,  i/  =  0  verbindet  Durch  Superposition  derartiger  Linienzüge 
entsteht  die  Kurve 

Die  AnnSberungskurTeii  y  =^    ,  /'(2"  x)  (n  =  1 , 2  •  •  •)  der  Korr» 

1 

y  —  F{x)  sind  also  polygonale  Züge,  deren  einzelne  geradlinige  Sttlcke 
bei  jeder  folgenden  Annäherung  durch  gebrochene  ersetzt  werden. 

Die  Funktion  Fix)  ist  ofl'enbar  durchweg  stetig  als  gleichmaßig 
konvergente  Reihe  stetiger  Funktionen;  ich  zeige,  daß  sie  an  keiner 
Steile  einen  bestimmten  Diüerentialquotienten  besitzt. 

Es  X  eine  beliebige  Zahl  und  n  eine  (beliebig  große)  natür- 
liche Zahlj  ich  unterscheide  dann  zwei  Falle: 

Unter  x^^  and  yerrtehe  icb  dann  in  beiden  Fällen  Zahlen,  von 
denen  die  erate  größer  als  Xf  die  zweite  kImner  als  x  ist  (unter  Ane- 
scUoß  der  Gleiekhat),  und  swar  soll  im  ersten  Falle 

1)  Das  dem  Beispiel  sugronde  liegende  allgememe  Konstniktione|»riiiiip  hat 
swar  groSe  Ähnlichkeit  mit  dem  von  Dini  angegebenen  {».  Dini-Lflrotb,  Grund- 
lagen fflr  eine  Thi'orie  der  Funktionen  einer  verilnderlichen  reellpn  Grölie  S.  205 
hiti  2l-_>  ;  trotzdem  dürfte  gerade  für  didaktiäche  Zwecke  ciu  von  dex  aUgemeinea 
Theurie  losgelöste»  einfaches  Beispiel  wilUcommeu  sein. 


BudkoliM  Beupkl  tiner  ■tätigen  nirgends  diffeMniuerbtMn  Fnnküon.  5S9 
im  zweiten  Falle 

(2)  A2-<iiJ-f(8«O-0 

SFin;  auch  sollen  und  a^^  die  der  Zahl  x  zunächst  gelegenea 
Zahlen  von  den  angegebenen  Eigenschaften  sein. 

Dann  ist  ofienbar  f ür  A;  »  1  sowohl  als  für  A;  =  2: 

(8)  l«-«b.l<-~f 

und 

«Im 


I       *  ' 

Die  Vorzcichm  der  beiden  Diffeienzenuuotienten        ^)  ~  ^^^la) 

und  nugleieliartigy  weil  die  beiden  ZiUer  fiberein- 

stiromen,  wahrend  die  Nenner  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 
Bildet  niau  nun  fUr  A:  »  1  oder  für  k  ^2  die  Diiferenz 

(6)  Fix)  -  F^x.J  (f&- X)  -  A2"  x,J) 


+.5'.!,.(/'^2-»)-/'(2-«.j) 

hO  sieht  man  leicht,  daü  das  Giied  -^{fi^'^x)  —  f{2'''X^J)  in  derselben 

den  Ausschlag  gibt. 

Eb  ist  nSmlich  llir  irgendwelehe  s  nnd  oe'  offenbar 

also 

(8)  \f(2-x)-f(2^x,J\^2^^\x--x,,\<^ 
(nach  (3));  ferner 

i  ^  1  ^  1  1  «t»-»>» 


•  10"  — 


86< 


Ö40  ^-  i'  ^RKB:  Einfaches  Beispiel  einer  stetigen  nirgends  differentiierbarea  Funktion. 
Andereneits  ist 


(10) 


Demnach  ist  endlich 
(11)  I  F(x)  -  F(x,^  I  ^      f(2'^^x)  -  f(2-  x,J  I  - 


10"  *       10"  *  10 

(wegen  (4),  (9;,  (10)) 


«  J- .  A 

10' 

also  mit  BerückBichtigung  von  (8): 

^^^^ 

L&ßt  man  «  über  alle  Grenzen  wachsen,  so  nähern  sich  und 
unbe^prenzt  der  Zahl  x  und  die  rediie  Seite  Ton  (2)  dem  Grenz- 
wert oo,  wodurch  die  Unmöglichkeit  eines  endlichen  Differentialqaotieiiten 
bewiesen  ist.   Zugleich  aber  sieht  man,  daB  die  Differensenquotienten 

.  jjj^  gleiche  Zeichen  haben  und  daheir 

"    — r  »md    entgegengesetztes  Zeichen  haben,  daß 

also  auch  die  Existenz  eines  bestimmten  unendlich  grofien  Didferential- 
quotienten  ausgeschlossen  erscheint 

Die  erhaltenen  üngleicbungen  besagen  aber  nodi  mehr;  bedeutet 

e  irgendeine  positive  Zahl  (>  1),  so  folgt  aus  (3)  und  (11): 

10" 

(14)  ii5ilö»  +  *>.pm_oo; 


ebeoM  naht  man,  daB  für  jede  SteUe  x: 

(15)  lim  l\x  +  A)  —  F{x)  lg  r^-  —  oo  ist 

Äs»!  I 

Karlsruhe,  den  3.  September  1^07. 
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Über  dichte  Ordnnngstypen. 

Von  F,  Hausdorff  in  Leipzig. 

In  meinen  letzten  Arbeiten  Ober  Ordnungstypen ' )  habe  ich  die 
dichten  Typen  mit  Reihen  erster  und  zweiter  Mächtigkeit  klassiliziert 
uud  t>ir  einen  Teil  der  aufgezählten  Arten,  nämlich  die  sogenannten 
homogenen  Typen,  wirkliche  Vertreter  koiistruiert.  Im  folgenden  dehne 
ich  dieöe  Klassifikation  auf  alle  dichten  Typen,  mit  Reihen  beliebiger 
Mächtigkeit,  aus  und  skizziere  den  allgemeinen  Existenzbeweis  für  die 
a  priori  denkbaren  Arten  j  die  genauere  Ausführung  wird  an  anderer» 
Stelle  gegeben  werden. 

Die  geordnete  Menge  M  heißt  mit  ihrer  Teflmenge  A  kon/lnal, 
wenn  kein  Elem«it  von  M  anf  Ä  (d.  h.  anf  alle  Elemente  von  A)  folgt; 
M  heifit  mit  Ä  hnnUtalt  wenn  kern  Elonent  Ton  M  ror  A  Torangeht 
Z.  B.  ist  die  Menge  der  rationalen  Zahlen  mit  der  der  ganzen  positiven 
Zahlen  koofinal  und  mit  der  der  ganzen  negativen  Zahlen  hoiniÜal,  oder 
in  Typen  ansgedröckt:  17  ist  mit  «>  konfinal  mtd  mit  a>*  kotnitiaL 

Eine  Zerlegung  M  ^  A'{'  B  bietet  vier  MSglichkeiten  dar,  die 
als  Sprutiff,  Sdinitt,  LUdte  beaeiehnet  werden: 

Sprung:    A  hat  ein  letztes,    Ji  ein  erstes  Element. 

Schnitt'  1"^  letztes,   B  kein  erstes  Element. 

\  A  hat  kein  letztes,  B  ein  erstes  Element. 

Lücke:     A  hat  kein  letztes,  B  kein  erstes  Element. 

Eine  Menge  ohne  Sprünge^  also  ohne  Paare  konsekotiTer  Elemente, 
heifit  vberaüdidd  (G.  Cantor)  oder  kürzer  äHdit;  eine  dichte  Menge  ohne 
Lttcken  heifit  tMig,  Eine  Teilmenge  A  von  M  heißt  in  M  dicht  (relativ 
zu  M  dicht),  wenn  zwischen  je  zwei  Elementen  Ton  31  mindestens 
ein  Element  von  A  liegt;  offenbar  sind  dann  ^[  und  A  selbst  dicht. 
Z.  B.  ist  die  Menge  der  rationalen  Zahlen  in  der  Menge  der  reellen 
Zahlen  dicht. 

Verstehen  wir  unter  MiUdatrecke  von  M  jede  von  zwei  Elementen 
von  M  eingeschlossene  Teilmenge,  so  können  wir  sagen:  A  ist  in  üf  dicht, 
wenn  jede  Mittelstrecke  von  M  mindestens  ein  Element  von  A  mthäli 

Satz  I.  Eine  dichte  Menge  M  hmn  in  Moet  Teihnenffen  ffesptidien 
werden,  deren  jede  in  M  dicht  isi. 

1;  üntereachungen  über  Otdnungstypen,  Berichte  der  K.  Sächs. 
Geeellüchaft  d.  Wiasenschaften  58  (190G),  106—169,  und  ö9  (1907),  8i— lö9. 
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F.  HAV«i»OBrr: 


Der  bier  m  übeigehende  Beweis  dieees  wiehtigieii  S«teee  beroht 
auf  der  Möglichkeit  der  Wobloidnimg  fttr  die  Menge  aller  Teilmengea 
▼on  Jf.  Z.  B.  lEann  die  Menge  der  reellen  (oder  der  algebraisehen) 
Zahlen  in  die  der  rationalen  und  irrationalen  Zahlei>  gespalten  werden. 

Die  Müditigkeit  einer  wohlgeordneten  Menge  beseichnen  wir,  wie 
fiblicli,  mit  wo  der  Ifidex  «  eine  Ordnungszahlj  nftmlidi  der  Typus 
der  Menge  aller  kleineren  Ale£i  ist;  die  niedrigste  OrdnangszaM  der 
Mächtigkeit  It^  heißt      und  wbd  eine  Anfangsedhl  genannt 

SatB  n.  Jede  Menge  v<m  der  MädiH^Be^  m^istmU  einer  Orämm^ 

Satz  III.  Jede  JSIrmjc  von  der  Mächtigkeit  entiiält  utihäfstens 
elfte  Teilmenge  vom  Typus  ß  ß*  (ß  ^  (o^,  zwischen  deren  symmetrisdten 
H(üfien  kehl  weiteres  Elemoit  oder  nur  ein  einziges  Element  liegt. 

Beide  Satze  folgen  aus  der  Wohlordnong  der  Elemente  und  Element- 
paare TOJl  M. 

Eine  Ordnungszahl,  die  keine  Anfangszahl  ist,  ist  nach  II  sieber 
mit  kleineren  Ordnungszahlen  konfinal.  Eine  Anfangszahl  kann  eben- 
falls mit  kleineren  Zahlen  konlinal  sein,  z.  B.  cj^,  =  oj^  -f  -f  •  •  • 
mit  üß  =  6K  solche  mögen  singidäri'  Anfangszahlen  heißen,  während 
wir  div'jrnii^^en  .Vnfangsziihlen ,  die  mit  keiner  kleinereu  Zahl  koufinal 
sind,  reguläre  Anfaugszahlen  nennen.  cDq  und  jede  Anfangszahl  (o^  +  i 
mit  Vorgänger  (o^)  ist  sicher  regulär  Mengen  vom  Typus  einer 
Anfangszahl  oder  vom  inversen  Tvpup  mögen  I\rihni  heißen  und  ent- 
sprech(  n<!  in  singulare  und  reguläre  iieihen  unterschieden  werden.  £b 
folgt  dann  schließlich: 

Satz  IV.  Jede  Mnifjp  ohne  Iftztea  Element  ist  mit  einer  tind  nur 
einer  regulären  Anfm^gsaald  kaufinal. 

Nun  sei  M  eine  diehte  Menge,  ohne  erstes  und  letztes  Element. 
Ist  Jf  —  ^  +  m  +  .B  die  durch  ein  Element  m  bewirkte  Zerlegung,  so 
ist  A  ohne  letztes  Element  mid  nach  lY  mit  einer  bestimmten  regnlSren 
Anfangszahl  konfinal,  ebenso  B  mit  dem  Inyersai  einer  solchen 
koinitial.  Wir  nennen  dann  m  ein  n^m^*'  Element  oder  kürzer  ein 
e.^-Element,  c^.^  heißt  der  Charakter  des  Elementes.  Ist  femer 
M  C  -\-  D  eine  Lücke,  so  ist  wieder  C  mit  einem  bestimmten  regulären 
tOy  konfinal  und  D  mit  koinitial;  wir  sprech^i  dann  von  einer 
Wyto^*- Lücke  oder  c^^- Lücke  und  TOn  dem  Charakter  c^^  dieser 
Lficke.  Nun  verteilen  wir  die  dichten  Tvpen  in  ^^ies  nach  den  in 
ihnen  anfiretenden  Element«  und  Lückeneharakteren,  d.  h.  wir  bilden 
die  Mengen 
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imd  Teohnen  swei  Typen  mit  denselbeit  U,  V  m  derselben  Spezies,  die 
mt  kam  als  die  Spesies  {U,  V)  beieiebnen.  F— o  bedeutet  dabei 
«ine  Speaee  sleüger  Tjpen. 

Z.  gehOrt  i}  zur  Spedes  (cqq,  c^^),  das  Linearkontinaam  l  zar 
Spesies  {cqq,  0).  Zn  der  Spesies  (q^  gehOren  wahxeclieiiiHeli 

die  Ton  mir  a.  a.  0  betaraehteteii  infiniffiren  imd  finalen  J^mkuMeeHf 
mit  denen  ich  eine  Tenmglfiekle  Spekdation  Yon  P.  Dabois^Reymond 
an  vetton  Tersneht  habe. 

Wenn  jede  IGttebtreeke  von  üf  an  dendlben  Speaiee  wie  M  eelbet 
geh^r^  «0  heifie  M  krtänaKbei,  aaderenfUlB  rednzibeL  So  sind  X  nnd 
inrediuibely  wahrend  der  Typus  X  +  ^  rednzibel  ist. 

Wir  fittsen  weiter  die  Spezies  an  GeadM^tem  suBanuneDy  indem 
wir  die  VerdTiigiingsmenge  {V^V)  aller  Charaktere  bilden  nnd 

zwei  Mengen  mit  demselben  W  an  demselben  Oetdiledit  rechnen.  Jedes 
Oesehleeht  enthalt  eine  einzige  Spezies  stetiger  Typen,  nfimlich  (W,  o). 

Denken  wir  nns  in  jede  Lflcke  einer  dichten  Menge  Jf,  Toa  der 
Spezies  (D^  F)»  ein  nenes  Element  m  gesetzt  nnd  treffen  beaflgUeh  der 
Anordnung  eine  auf  der  Hand  liegende  Yerabredung,  so  bilden  die 
neuen  Elemente  eine  (im  allgemeinen  nicht  dichte)  Menge  die  alten  ' 
und  neuen  Elemente  zusammen  eine  stetige  Menge  [Jlf]  Ton  der 
Spezies  (W,  o);  M  heiße  die  Efffäneuruf,  [M]  die  AMSßäbing  Ton  M. 
Jedes  <?^^  Element  von  M  ist  zugleich  c^^-Element  von  [3f],  und 
jeder  c^j-Lücke  von  M  entspricht  ein  -Element  von  [M].  Wenn  ins- 
bmondere  31  ührrcdl  unstetig,  d.  h.  jede  Mittelstrecke  von  M  imstetit^  ist, 
so  ist  auch  M  dicht,  dberall  unstetig  und  von  der  Speaies  (F,  £7);  dann 
ist  auch  M  die  Ergänzung  von  M*  Z.  B.  sind  die  Mengen  der  rationalen 
und  irrationalen  Zahlen  Ergänzungen  Toneinander,  die  Menge  der  reellen 
Zahlen  ihre  gemeinsame  Ausfüllung.  Bezeichnet  für  jeden  einzelnen 
Charakter  die  Teilmenge  der  e^^-Elemente  von  M  und  ebenso 

die  Menge  der  den  c^j-Lücken  von  M  entsprechenden  Elemente 
▼on  M,  so  ist  zur  Irreduzibilität  von  M  notwendig  und  hinreichend, 
daß  alle  Mengen  M^^  in  [ilf]  dicht  seien.    Ist  M  schon  seibat 

stetig  {M  =^0)^  80  lautet  die  Bedingung,  daß  jede  Menge        in  M 
dicht  sein  muß. 

Indem  wir  uns  nun  der  Frage  zuwenden,  welche  Geschlechter  oder 
Spezies  wirklich  existieren,  bemerken  wir  sofort,  daß  die  Menge  W 
nicht  ganz  w  iUkilrlich  vorgeschrieben  werden  kann.  Zunächst  '^vht  aus 
Iii  hervor,  daU  jrde  dichte  Menge  symwrfrlfrhc,  d.  h.  w„ w,,*- Elemente 
oder -Lücken  enthalten  muß:  in  T^^'muß  als  i  nimdestens  ein  «vrametrischer 
Charakter  c„g  vorkommen.  Ferner  sei  die  erste  reguläre  Anfangs- 
zahl Ton  der  Beschaffenheit,  daß  keine  Mittelstrecke  von  M  eine 
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<o^- Reihe  enthält^  küxser  die  erste  itmerkalb  M  Jiidii  enthilteno  ref^oläre 
Anfangszahl  (so  daß  noch  m  Jlf  entiialien,  nSmlidi  Jlf  mit  kcaifinid 
sein  kann).  Es  ist  dann  auch  keine  reguläre  Anfangisalil  ^  wokl 
aber  jede  reguläre  Anfangszahl  <  innerhalb  M  enthalten ,  und 
auf  eine  solche  o^- Reihe  fo^  entweder  ein  Elemeat  oder  eine  Lück^ 
d.  h*  für  jeden  dieser  Indizes  a  muß  in  W  mindesims  ein  Charakter  c^^ 
Torkommen.  Das  Entsprechende  gilt  fQr  den  ersten  innerhalb  M  nicht 
vorkommenden  regulären  Reihentypus  o^*  und  für  die  regnliien  Reih«i 
iß  <  q)»   Wenn  wir  also  das  Tableau  aufstellen 

^Q^t  •  *  ■  ^1  •  •  • ' 

A:  ...... 


SO  muß  W  aus  jeder  Zeile,  jeder  Spalte  und  aus  der  llauptdingonale 
dieser  Matrix  mindestens  ein  Element  enthalten.  Wir  wollen  dann  W 
eine  vollständifje  Charakterenmenge  nennen. 

Diese  einfache  Bedingung  ist  notwendig,  aber  aueli  —  und  hier 
ist  der  Kern  der  gegenwärtigen  Betrachtung  —  hinreichend  zur  Existenz 
der  Spezies  {W,o)  und  aller  Spe/.ies  desselben  Geschlechts,  hinreichend 
sogar  mit  der  Verschärfung,  daß  irredusibh  Vertreter  dieser  Spezies 
verlangt  werden.    D.  Ii.  es  gilt  der 

Satz  V.  Für  jede  vollständige  Chnrakiermmcngc  W existin-rn  in  eduzible 
iypni  der  Spczir^s  ( W.  o)  und  alUr  Spezic.'i  dn,ssrlht  u  Gf  sddecJds. 

Die  Tragweite  dieses  Satzes,  der  wohl  als  Fuudamentalsatz  iü  der 
Theorie  der  dichten  Typen  bezeichnet  werden  kam,  wirfl  ^ais  einer 
Abziihlung  der  niedrigsten  Fälle  klar  werden.  Solleu  mnerlialb  3f  nur 
abzahlbare  Heiben  (von  den  Typen  a  und  u)*)  Torkommen,  so  ist 
W  —  c^Q  die  einzige  vorhrnuli n-  Charakterenmeuge,  und  es  existiert  nur 
ein  Geschlecht  mit  den  l)eulen  Spezies  (r^j^,,  ff)  und  (cqq,  Cqq),  vertreten 
durch  d\>  Im  kannten  Typen  A  und  Aber  schon  bei  Zulassung  von 
heihen  erster  und  zweiter  Mäehtigkeit  gibt  es  9  (Jesciilechter  mit 
210  Spezies,  bei  Reihen  bis  zur  dritten  Mächtigkeit  3U2  Geschlechter 
mit  24HnT(l  Si)ezies.  Ist  einer  der  Indizes  q  transtinit,  so  ist  die 
Anzahl  der  Siiozie.s  mindestens  gleich  der  Mächtigkeit  des  Kontinuums. 

Der  Beweis  des  Satzes  V  spaltet  sich  in  zwei  Teile:  1)  Existeuz- 
beweis  für  die  Spezies  (.  W,  o)  irreduzibler  stetiger  Typen,  2)  Existenz- 
beweis  für  die  übrigen  Spezies  desselben  Geschlechtes. 

Der  zweite  Teil  ist  einfacher,  er  beruht  auf  dem  Begriti"  der 
relativen  Dichtigkeit  und  dem  Satze  1.    M  sei  eine  irreduzible  Menge 
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der  dpeeies  {W,o)  und  M^^  die  Menge  der  in  Jf  enthaltenen  c.^-Eleinente. 
Weiter  sei  VF  —  SU  (27^  r)  eine  TWgeBehriebene  Znnnunensetnuig  Ttm 
W  Mu  Bwei  Teilmengen^  die  andi  gemeinsame  Charaktere  entiialten 
kSnnen;  indem  wir  diese  herrorhebei^  setsen  wir 

U -  (TTo,  TT,),       V=(  W„  W,),       W-i  W„W,,  TT,), 

wobei  eine  der  drei  Mengen  Wq,  W^,  oder  auch  W^f  beide  Null 
sein  können.  Unterscheiden  wir  die  Charaktere  in  diesen  drei  Beetand- 
teilen durch  entepreehende  Indizes 

80  spalten  wir  nunmehr  nach  I  jede  Menge  ^«^ß^  in  ^wei  rdatir  .zu 

ihr  dichte  Teilmengen  P„  ^  ,  Q„  ^  und  sodann  Jf  selbst  in  die  beiden 

Teilmengen 

Dann  sind  Q  irredozible  Mengen  der  Spezies  {üf  V)  und  {Vf  U),  die 
ftbrigens  Ergänzungen  Toncinander  sind  und  Jf  zur  AnsffiUung  haben. 

D«i  sehwierigeren  ersten  Teil  des  Beweises^  nämlieh  die  Konstruktion 
eines  irreduziblen  Typus  der  Spezies  (W,  o),  stütze  ich  auf  dasselbe 
Yer&hren,  mit  dem  es  mir  a.  a.  0.  gelungen  ist,  den  Produkt-  und 
Potfflszbegriff  auf  eine  beliebige^  auch  transfinite  Menge  von  Faktoren 
auszudehnen:  dies  Verfahren  ist  die  Rangordnung  Ton  Belegung»-  und 
Verbindungsmengen  moc^  ersien  DiffereMen,  Sei  A  eine  wohlgeordnete 
Moige,  deren  Elemente  wir  mit  0  1  2  .  .  .  |  .  .  .  bezeichnen;  jeder 
Stelle  I  entspreche  eine  geordnete  Menge  Jf|.  Wir  bilden  die  Element 
Terbindungen 

Vit)  jedes  a?j  die  Menge  Jf^  durehläult,  und  oiiiiien  sie  so,  daß  x  und  y 
die  Kangbeziehungen  ihrer  ersten  verschiedenen  Elemente  haben,  d.  h. 

Die  so  geordnete  Menge  {x]  hat  den  Charakter  eines  Produkts 
.  .  .  3/t  .  .  .  Jfcfg  3/j  ]\ff^  (in  dieser  Reihenfolge  der  Faktoren,  üiclit 
Mq  J/j  3fj  ,  .  .  .  .  .)  und  im  Falle  gleicher  Faktoren  den  einer  Potenz 
Ji-*' (nicht  M'^).  Von  hier  gelangt  man  zum  allgemeinen  Produkt-  imd 
Potenzhegriff  (der  auch  den  Fall  einer  l)eliebig  Lre«  rilin  ten  Menge  A 
uiiifiiLU  I  ihirch  Festsetzungen,  die  aber  unser  jetziges  i'rohlem  nicht 
lordern;  vielmehr  wollen  wir  hier  den  Begriff  jener  Elementverbindungen 
nach  der  anderen  Seite  hin  verallgemeinern,  daß  A  wohlgeordnet  bleibt^ 
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aber  die  toh  durehknfeiie  Henge  auch  noch  Ton  den  frfiberen 
Elementea  abhängen  darfl  Isi  dann  W^{e^ß)  die  TOigeaehriehene 
Yollatiiidige  Charaktetenmeiige  nud  ihr  niedrigster  eymmetrischer 
Gharalrter^  ao  haben  wir  ElemmtTerbindnngen  Tom  Typus 

X  -  (XqXi  X,  .  .  .      .  . .),    S  < 

sn  bilden,  worin  die  Mengen  aus  r^pilären  Anfimgezahlen  und  deren 
InTersen  additiv  nuammengeeetBt  und,  wie  gesagt,  nicht  nur  von  der 
Stelle  sondern  anrh  ron  den  Torausgehenden  Elementen  abhängig 
sind,  sich  z.  B.  auch  auf  einzelne  Elemente  redozieren  können;  im  Übrigen 
•pieli  ein  Typus  wie  etwa 

die  Hauptrolle,  wo  die  in  passender  Reihenfolge  zu  nehmende  Summe 
sich  über  alle  gewünschten  Elementcli:ir;iktere  c^^  erstreckt  Durch 
geeignete  Vorschriften,  auf  deren  nicht  ganz  einfaclies  Detail  hier  nicht 
eingegangen  werden  kann,  iiißt  sich  dann  erreichen,  daß  durch  Rang- 
ordnung der  Menge  [x]  nach  ersten  Differenzen  ein  irreduzi})ler  Tv-pus 
der  Speeles  ( TF,  Oj  entsteht.  Nur  von  einer  Einschränkuncr  habe  ich 
mich  noch  nicht  befreien  können:  ich  muß  annehmen,  daß  die  das 
Tableau  Sl  nach  außen  begreu/.endcn  regnlüren  Anfangszahlen  w^,  (o^ 
solche  mit  Vorgänger  (ai^_,,  ('>,_,>,  also  ;r.  p  keine  Limeszahlen  seien. 
Ob  es  überhaupt  reguläre  Auiaugszahlen  mit  Limt.Siudex  giebt,  ist  sehr 
fraglich;  jedenfalls  ist  schon  die  niedrigste  unter  ihnen  von  einer  so 
exorbitanten  Mächtigkeit,  daß  sie  alle  bisher  in  Betracht  gezogenen  und 
noch  in  Betracht  zu  ziehenden  Mengen  übertreffen  dürfte. 

Die  Mächtigkeit  unserer  irreduziblen  Menge  Ton  der  Spezies  ( 0) 

wird  oder  je  nachdem  ^>(>  oder  Q^Jt,  und  dies  ist  die 

geringste  Mächtigkeit,  die  eine  solche  Menge  haben  kann,  während  die 
Mächtigkeit  der  Typen  desselben  Greschlechts  sich  durch  da«  Auftreten 

▼on  C„„-Lückeu  emiedricren  kann. 

Für  sämtliche  Spe/.n  s  kann  der  Existenzbeweis  noch  dahin  verschärft 
werden,  (JaB  man  ihre  Vertretung  durch  unendlich  viele  vorschieuene 
Typen  nachweist.  So  ist  etwa  die  Spezies  (c„,,0)  außer  durch  das 
Liiit  arkontiuuum  A  noch  durch  mindestens  Typen  derselben  Mächtig- 
keit vertreten,  die  mit  A  ftist  alle  Eigenschaften  gemein  haben  bis  auf 
die»e,  daß  nur  das  Linearkontinuum  eine  in  ihm  dichte  abzahlbare 
Teilmenge  enthält. 
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ErfimmniigBtheorie  und  Variationsreclunuig. 

Von  G.  Ländsberg  iu  Kiel. 

Mt^lii  Aa  andere  Zweige  der  Analysis  hat  die  Yariatioiisrechnuiig 
das  Schicksal  gohab^  daß  die  Entwicklung  ihrer  aUg^einen  Systematik 
sich  bestandig  an  dem  Fortschritt  bestimmter  gans  spezieller  Probleme 
orientiert  hat  Wie  sie  aus  speziellen  Fragestellungen  herrorgegangen- 
ist,  80  ist  auch  die  Ausbildung  ihrer  allgemeinen  Methodik  im  wesent- 
lichen durch  die  für  die  Einzelprobleme  erreichbaren  Resultate  be- 
stimmt ivorden.  Aber  dieser  Entwickhuigsgang  hat  nicht  gehindert, 
daß  manche  Einzelprobleme  eine  Förderung  erfahren  haben,  mit  welcher 
die  allgemeine  Theorie  nicht  Schritt  zu  halten  imstande  war.  So  fallen 
dem  Wesen  der  Sache  nach  alle  diejenigen  Ausführungen  der  Fliich^n- 
theorie,  welche  das  zweidimensionale  Gebiet  nicht  Qbei'schreiten,  in  dm 
Bereich  des  Problems  der  geodätischen  Linien.  Aber  die  nicht  geringe 
Zahl  von  Ergebnissen  über  den  Verlauf  der  geodätischen  Linien,  welche 
heute  vorliegen,  sind  nicht  durch  die  Methoden  der  Variationsrechnung, 
sondern  vorzugsweise  auf  Grund  der  Krfhnmung.stheorie  der  Flächen 
gewonnen  worden.  Es  entsteht  daher  die  Frage,  ob  und  inwieweit  die 
Gnindbetrriffe  der  Kriimnumgstlieorie  auf  das  allgemeine  Problem  der 
Vanationsreehiiung  übertragbar  sind.  Denn  die  Sätze  über  dir  Total- 
krümmung, welche  Ganß  für  geodätische  Dreiecke,  Ossiau  Honuet 
für  beliebige  !  i|j;meii  luigestellt  haben,  bilden  die  wichtigsten  Grund- 
lage der  Erkenntnisse,  die  wir  über  die  Analjsis  situs  der  geodätischen 
Linien  besitzen. 

Von  den  beiden  hier  in  Betracht  kommenden  Grundbegriffen, 
der  geodätibchen  und  der  Flächeuki  ihuniang,  ist  nun  zunächst  der  erste 
ohne  jede  Einschränkung  auf  das  Problem  der  Variationsrechnung 
übertragbar.  Man  erreicht  dies,  v.  .  nn  man  die  Methode  der  Diüerentiai- 
variHuteii,  ?iuf  die  erste  Variation  emes  Integrals  zur  Anwendung  bringt. 
Handelt  eu  sich,  um  das  integral: 

^ 

(1)  8^J  ip{x,y,x  ,y')dt, 

h 

worin  die  Funktion  <jp  in  x' und  homogen  von  erster 

Ordnung  ist,  so  ergiebt  bekanntlich  die  Variation  des  Integrals  bei 
festgehaltenen  Grenzen: 

(2)  99^Jdt{X9x^Y69), 
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wobei 

^9  dt 

gesetzt  ist.  Hierbei  unterscheideii  sich  X  und  Y  mar  duroh  einen 
Faktor:  eetet  man  nämlieb 

und 

(6)  Z~  «(iT'y"-  «"yO  +  9»,,.-  g»„', 

80  ist  identisch 

(6)  X^y'Z,  Y^xZ, 

» 

Unleisiudit  man  nun,  wie  sich  der  Differentüdansdmck  Z  verhalt^  wenn 
man  statt  der  Tariablen  y  neue  m,  e  durch  eine  Pnnkttranaformation 
einführt y  so  findet  man  leicht,  daß  er  steh  nur  mit  der  Funktional« 

(iHterminaiito  (^'[^^  multipliziert  uini  somit  i'inf  Difforentialkovariante 

Tom  Gewichte  Eins  ist.  Die  gleiche  Eigeusohaft  hat  die  Quadratwurzel 
aus  <^f  und  es  ifit  somit  der  Quotient 

7  ^  „1 

eine  absolute  Inirariante;  hierbei  ist  dem  Kenner  noch  der  Faktor  1/9* 
hinzugefügt  worden,  damit  der  Ausdmdc  von  der  HilfsTariabehi  t  un* 
abhängig  wird  und  sich  also  auch  nicht  ladert,  wenn  statt  ihrer  ein 
anderer  Parameter  eingeführt  wird.  Diesen  Ausdruck  nenne  idi  die 
extrtmale  KHmmmg  der  Kurve  im  Punkte  x,  if\  denn  er  Terschwindet 
für  die  Extremalai  des  Problems^  und  er  geht  direkt  in  die  geoditisehe 
Krümmung  Uber,  wenn  das  Linienelement  wie  in  der  Fl&chentheorie 
durch  den  Auadruck 

de*  -  Edx^  +  2Fdx(iy  4-  Gdy^ 

definiert  wird. 

Der  Difierentialausdruck 

(8)  dt^^~  ^'^^ 

enthält  die  Differentiale  Ton  x  und  y  bis  zur  zweiten  Ordnung,  da  aber 
die  zweiten  Differentiale  nur  linear  und  in  der  Verbindung  dx  d^y  —  dy  d^x 
in  ihn  eintreten,  so  kann  man  von  ihm  stets  ein  wQsiänäiyes  DifferenHal 
dB  so  absondern,  daß  die  Differenz  dr  —  dB  nur  nodi  von  den  ersten 
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Differentialeu  dx  und  dy  abhängt;  wir  gelangen  durch  Ausführung 
dieses  Gedankens  zur  Entscheidung  der  Frage,  was  man  bei  Vorans- 
setzong  des  allgemeinen  Linienelementes  ds'^  vpdt  unter  dem  Winkel 
sweier  Richtungen  zu  yerstehen  hat   Setzt  man  nämlich 

(»)  9-j\x'df'-f'dx-]/l 

.und  heatimmt  daa  Integral  bei  stehendem  jp,  jf  als  Funktion  des  Ver- 
hSItnieses       so  fallen  in  der  Tat  in  du  —  dB  die  zweiten  Differentiale 

heraus.  Ei'streckt  man  aber  das  Integral  von  einer  unteren  Grenze 
(^)  'fl'o       geradlinigem  nach  der  oberen  Grenze  *°'tfi> 

80  kann  und  soll  der  so  erhaltene  Integralwert  ciU  WimM  der  beiden 
durdi  und  hestimmim  ForttdiireUvMj^riehiitngen  bezeichnet  werden, 
nnd  diese  Definition  erweist  sich  ebenfidls  ab  natfirliche  Verallgemeinernng 
der  in  der  Flachentheorie  fttr  den  Winkel  zweior  Bichtangen  anf- 
tretenden  FonneL 

Naeh  EinfÖhnmg  des  Winkels  $  wird  also 

(10)  j^de  +  Sdt, 

worin  der  Ditl*  retitialansdruck  Sdi  ausser  von  x  und  v  nur  norh  von 
den  ersten  Ditfei  cntialen  dx  und  dij  abhängt.  Beim  Problem  der  geo- 
dätischen Linien  ist  dieser  Ausdruck  nun  überdies  in  dx,  dy  linear, 
also 

(11)  Sdi'^FdX'^  (lidy, 

und  anf  diesem  Umstände  beruht  es,  daß  ron  einer  ansschließlich  vom 
Orte  abhängigen  Erttnunung  geaprochen  werden  darf.  Die  Erftmmung 
k  der  Flache  ist  nümli<^  die  Invariante: 

P  ~Q 

und  wenn  man  das  Integral  der  geodätischen  KrQmmung 

über  die  Begrenzung  irgendeines  Flächenteils  erstreckt,  so  zerlegt 
sich  dasselbe  in  das  nur  durch  die  Gestalt  der  Greuzlinie  bestimmt«» 

Integral  J  dO  und  in  das  über  die  Fläche  %  ausgedehnte  Integral 
Jkda,  was  eben  der  Satz  von  Gauß  und  Ossian  Bonnet  über  die 
Totalkrümmung  ist.    Gleiche  oder  analoge  Schlußfolgerungen  treten 
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aUemal  dann  in  Kraft,  wenn  der  DifferentiaUiisdradc  8dt  dt  —  d$ 
in  dx,  dif  linear  ist;  unter  dieeer  Yonnasetzung  and,  ioviel  ich  sehe, 
auch  allein  bei  dieser  darf  Ton  einer  aüem  vom  Orte  abhängigen 
Krümmung  des  Fddes  geiproehen  weiden.  Als  eolohe  iat  alsdann  ein 
Ansdniok  der  Form: 

(12)  k  - 

zu  wählen,  wo  J  eine  allein  von  den  Koeffizienten  der  Differentialform  ds 
abhangige  Invariante  vom  Gewichte  £ins  bedeutet. 

£8  bleibt  also  noch  die  Frage  zu  entscheiden^  wann  die  hier  auf- 
tretende notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das  Auftreten 
einw  nnr  Tom  Orte  abhängigen  Feldkrümmung  erföllt  ist.  Die  nähere 
Untersnchung  ergibt^  daß  das  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  ist,  sondern 
daß  obiger  Forderung  mir  dann  genügt  werden  kann,  wenn  die  Form 
der  Abhängigkeit  des  Linearelementes  ds  =  (pdt  von  den  Differentialen 
äsi,  dy  in  angemessener  Weise  dngesohränkt  wird*  Ist  insbesondere  ds 
eine  o^e^raisc^  Fom  von  dsß,  dy,  so  muB 

ds  -      -  (Zo«'  +  lfey>  (A»'  +  JK;y>  di 

sein,  worin  die  Summe  der  rationalen  Exponenten  r^  und  gleich 
Eins  ist.  Die  Annnhm*^  ^"0  = ''j  =  l  führt  alsdannn  auf  die  Gaußscke 
Form  des  Linienelemeute.n,  alier  es  gibt,  wie  man  sieht,  auch  ganz  andere 
Formen  des  Linienelementos,  für  die  die  Methoden  der  Krfimmungs- 
theorie  in  der  Variutionsreclmung  Geltung  gewinnen  können. 

Die  hier  dargelegten  Ergebnisse  sind  allerdings  in  einem  wesent- 
lichen Punkte  hinter  den  gehegten  Erwartungen  zurückgeblieben.  Die 
Möglichkeit,  eine  allein  vom  Orte  abhängige  Feldkrümmung  einzuführen, 
hat  sich  nicht  für  'das  aUgemeine  Problem  der  Variationsrechnung  er- 
geben, sondern  dieser  Begritf  bleibt  auf  eine  zwar  die  Probleme  der 
Flächentheorie  umfassende,  aber  doch  immerhin  spezielle  Klasse  von 
Formen  des  Linienelementes  beschränkt.  Es  entsteht  die  Frage,  ob  diese 
Einsc-hraiikung  im  Wesen  der  .Sache  gelegen  ist  oiler  aber  durch  eine 
angemessene  Erweiterung  der  zugrunde  gelegten  Fordern  ugeu  und 
Gesichtspunkte  überwunden  werden  kauu.  Soviel  ich  sehe,  wäre  die 
KiKtührnng  des  Krümmungsbegriffs  in  das  allgemeine  Problem  der 
der  Variationsrechnung  unter  Aufhebung  aller  einschränkenden  Voraus- 
setzungen nur  unter  zwei  Annahmen  denkbar.  Entweder  man  behalt 
die  hier  dargelegte  Entwicklung  bei  und  entschließt  sich,  bloß  am 
Schluß  die  Forderung  fall^  sn  lassen,  daß  die  KrOmmnng  allein  vom 
Orte  abhänge,  indem  man  statt  der  bisherigen  eine  Krflmmnng  des 
FBohenelementes  einfahrt,  welche  nieht  bloß  dnrch  den  Ort,  sondern 
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aneh  dnrdi  die  Orientienuig  im  iläelieiiailemeiitei  besthnint  i|it  Oder 
aber  man  Teonroekt,  dareh  efcwas  allgemeinere  Annahmen  Aber  die  in 
der  Qleieh|mg  (2)  auftretenden  Variationen  dx  and  dy  das  Ziel  an 
eitTeio]ie%  daB  der  Beetenadmok  8dt  in  der  grundlegenden  Qleiofanng  (10) 
skts  in  ds,  df  linear  wird.  Von  diesen  beiden  Anawegen  dilifte  woU 
die  Verfolgung  des  ersten  GesiehtspimlEtei  wenig  plausibel  etscheinen^ 
während  es  für  die  zweite  Möglichkeit  TorUufig  noeh  dahin  gestellt 
bleiben  mag,  ob  sie  realiateirt  werden  kann  oder  nicht. 


Die  bilinearen  Helationeu  zwisclieii  den  Quadraten  der 
Thetafnnktion«»!  von  zwei  Argumenten  nnd  den  zngehdngen 

i>-Fanktionen. 

Von  £.  Jahmkb  in  Berlin. 

Bekanntlich  haben  die  <  ^.i  ulrate  der  sechzehn  Thetafunktiouen 
von  zwei  Argumenten  und  dabei  auch  die  Quotienten 

die  Eigensehaft,  in  der  Caspary sehen  Anordnung  die  Koeffiaienten 
eines  Orthogonslsystems  an  bilden.  In  weiterem  Verfolg  der  Gas- 
parjsehen  Untersuehungen  hat  sidi  geseigt^),  daß  die  Reiche  Eigen- 
sohaft  dem  System  der  sechsehn  Funktionen  (^u^)  ^  %  ^afi  ^) 
oder,  wenn 

-d*log  ^^ff  {x^x^i  -  i?afi  {Xv^ 
gesetzt  wird,  dem  Syston  der  Produkte 


ankommt,  ein  Safyr,  der  skh  auf  die  n-te»  JiteUun^  der  ffenamtie» 
FwnkUone»  auedtimen  läßt 

Alle  diese  Resultate  beruhen  im  wesentlidien  auf  der  Eigenschaft, 
daß  sidi  dieThetaquadrate  und  die  Funktionen  ^afi{x^t^^log^aß{x^xii 
sowie  deran  Ableitungen  yermittelst  der  Formehl  für  die  quadrsr 
tische  Transformation  linear  und  homogen  durch  ein  Qöpelsehes 
Quadrupel  Ton  Thetas  mit  doppelten  Argum«iten  und  doppeltem 
Modul  ausdrücket  lassen. 


1)  C.  iL  125.  4»tf-4d9  (1897). 
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Dieselbe  Eigensdiaft  ffthrt  weiter  zu  «ner  bemerkoiawertai  Folge- 
rung besüglich  der  lineaieiL  Relationen  unter  den  jff?- Funktionen.  Zu- 
naehst  ergibt  sich  eine  weitgehende  Jnahgie  der  Unearm  Abhängig- 
keÜen  unter  den  qp-Funktionen  mit  denjenigen  unter  den  Thetaquadrüim, 
Man  erkennt,  daß  die  linearen  Relationen  unter  den  qajii^ii^  fft^^C^ii^s) 
genau  die  gleiche  Gestalt  besitzen  mflssen  wie  bei  den  9a^(^i»jEf); 
d.  h.  auch  jede  der  9$) -Funktionen  muß  sich  durch  vier  linear- 
nnabhangige  unter  ihnen  linear  darstellen  lassen.  Bei  näherem  Zu- 
sehen findet  man,  daß  sich  diese  Relatioiieu  ebaifalla  in  Bosen- 
hainsche  und  Göpelsche  einteilen  lassen,  so  daß  man,  analog  wie  bei 
den  TIieta({uadraten^),  die  beiden  Sätze  erhält:  Jedes  q^t^iPai  drückt 
sich  linear  durcii  drei  andere  aus,  die  bei  der  Caspar  jschen  Anordnung 
eine  Horizontal-  oder  Vertikalreihe  in  der  jenem  qafiPmfi  adjungierten 
Determinante  bilden.  Und  zweitens:  Durch  die  vier  q^fi^a^t  welche  ük 
der  CasparjBchen  Anordnung  eine  beliebige  Unterdetexminante  zweiter 
Ordnung  bilden,  drüdran  sich  die  zwölf  anderen  linear  aus. 

Nun  hat  Caspary')  den  Belationen  unter  den  Thetaqmdraten 
dadurch  eine  elegante  Form  gegeben ,  daß  er  die  neun  Koeffizienten 
0,..  des  bekannten  Orthogonalsystema: 

4i* 

10   _« 


«i  «!  «{ 

e*  e*  e* 


*»  *6 


:4 


«8  «5 


eiügetuhrt  hat,  wobei  mit  c^^  die  Niillwerte  der  ^a.ii^it^»)  bezeichnet 
werden.  Xach  dem  Obigen  kaiiu  man  daim  sagen,  daß  aus  diesen  Rela- 
tionen die  entsprechenden  Abhängigkeiten  unter  den  g  ^-Funktionen 
einfach  dadurch  hervorgehen,  daß  die  q^^  durch  die  qa^^^ai  ^® 
^mn  durch  die  Koeffizienten  a^,  eines  anderen  Orthogonalsystems  er- 
setzt werden.  Dab«i  bedeutm  die  a„„  die  Summen  je  zweier  Unter- 
determinanten  zweiter  Ordnung  des  Orthogonaisystems: 


~~  ^05 '03 

»/ 

—  c'' 

e'* 

SO  gewählt,  daß  diese  Summen  eben£ftlls  ein  Orthogonalsystem  bilden. 

1)  Vgl.  Caspary,  Ann.  fic.  Norm.  (8)  10,  278—218. 
2j  Ann.  Ec  Nonn.  ;3}  10,  2öO. 
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HieniAch  bat  es  den  Anachein,  ab  ob  ,die  linearen  Abbaogigkeiten 
unter  den  9  Funktionen  mit  deigenigen  unter  den  g-Fnnktionen  eine 
dnivjigehende  Analt^e  aufweiaen.  Indeaien  zeigt  eine  genauere  üntei^ 
enebnng^),  daß  unter  den  q^^  ip^^  mek  acht  lineare  üetaHonen  exittieren, 
die  m  Sgskm  der  Thäaquadrate  hei»  Andhgm  haben. 

Um  ihnen  die  einfachatmSgliche  Form  zu  geben,  empfiehlt  es 
aieby  an  Stelle  der  q^s^ue  Funktionen 

c    c"  — 
B 

oinzofttbren.  Akdiim  nehmen  die  genanntoi  Rektimii  die  folgende 
Oestalt  an,  wenn  noch  jix)  ftr  ji{x^^      geschrieben  wird: 

Die  Einführung  der  j-Funktioneo  rechtfertigt  aicb  weiter  dadurch, 
dafi  erstene  aueh  das  System  der  sechzehn  ^'-Funktionen  in  der  Gas* 
parjschen  Anordnung  den  Bedingungen  der  OrthogonatitSt  genügt, 
zweitens  daß  dabei  die  Rosenhai n$eA«it  und  GöpelseA^n  Bdatumen 
umgeändert  U^ben^  also  nicht  bloß  ihre  Fornii  sondern  aueh  die  Koeffi- 
zieuten  beibehalten. 

Die  neuen  Relationen  Tereinfaehen  nun  offenbar  die  AbhSngigkeit 
unter  den  9 v -Funktionen.  Um  diesen  Einfluß  anschaulich  zu  machen, 
mögen  die  Ja^ii^n  S!^)  ei»  sechzehn  Punkte  des  Raumes  gedeutet  werden. 
Das  ist  offSenbar  erlaubt,  da  jedes  des  Orthogonalsystems  durch 
höchstens  Tier  beliebige  andere  desselben  linear  darstellbar  isi  Der 
Gasparyschen  Anordnung 

ja  (^i }  ^2)        joi  i^'i  f  ^'■i)        Jw[^i  •  '"'i)        ^84(^1  >  •''1) 

1;  Sie  kommt  demnächst  an  anderer  Stelle  zum  Abdruck. 
Jchntbwfaht  d.  ÜratMliMi  Ma«lMBn«-T«reiiiigung.  XYI,  H*ft  11/ U.  86 
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D(*) 

Alff^nmn  getMn  sieh  die  adit  Relationeii  unter  den  ja^i^u  ^)  >a  Punkt- 
rektioiieii  um,  ans  denen  man  abliest^  dafi  (ff'e  Fvmktqtiodirupd  jedtr 
fforieontal-  oder  VertikalreiJie  in  einer  Eb&ie  liegen.  Andrerseits  ver- 
langen die  Rosenhainschen  Relationen,  daß  sich  jeder  Punkt  einea 
solchen  Quadrupels  durch  diejenigen  drei  Punkte  eines  anderen  Qua- 
drupels darstellen  läßt,  die  nicht  der  gleichen  Horizontal-  oder  Vertikal- 
reihe angehören  wie  der  erstgenannte.  Demnach  liegen  alle  secJizelm 
Tunkte  in  einer  und  dcrs^hm  Ebene,  so  daß  jeder  Punkt  bereits  durch 
drei  beliebige  der  sechzehn  Punkte  ausdrückbar  ist.  Und  daraus  folgt 
unmittelbar,  daß  auch  die  Göpel  scheu  Relationen  zu  einer  Darstellung 
dnes  jeden       durch  drei  beliebige  unter  den  j- Funktionen  führen. 

Man  kann  hiernach  sagm,  daß  die  Konfiguration  der  sechzehn^ 
Punkte,  welche  die  linearen  Abhängigkeiten  unter  den  j-FunkticmeiL 
geometrisch  inter])retiert,  nichts  anderes  ist  uls  eine  Ausartung  derjenigen 
Konfiguration ;  die  dem  System  der  sechzehn  Thetaquadrate  entsprich t^ 
also  eine  Ausartung  der  Kummerschen  Konfiguration  in  sechzehn 
Punkte  einer  Ebene. 

Es  verdient  noch  hervorgehoben  zu  werden,  daß  alle  dicM  Itesid- 
taff'  bestehen  bUibm,  wenn  man  an  i>tdU  der  J^^  ihre  n-ten  Ableiiui^gen- 
nininiL 

Zum  »Schlüsse  sei  folgendes  lienierkt:  Führt  man  sni  Stelle  der 
^aii^i^x..)  die  von  Herrn  Klein detinierten  ISigma- Funktionen  ein 
und  setzt  dementsprecliend  die  negativen  zweiten  logarithmischen  Ab- 
leituiiL'en  dieser  0^.^  gleich  den  y'a^,  so  unterscheiden  sich  diese  Funk- 
tionen von  den  oben  benutzten  ^»-Funktionen  nur  durch  die  additive 

Konstante  ,\ 

Berlin,  den  9.  Oktober  1907. 

  ♦ 

1)  Math.  Atm.  27,  486. 
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Zur  Einleitniig  der  Eolerfeier. 

Von  A.  V.  Brill  in  Tübingen. 

Zur  Einleitung  der  Eulerleier  sei  mir  gestattet,  einzelne  Züge  aus 
dem  Lebensbild  von  Leonhard  Euler,  das  den  geehrten  Teilnehmern 
an  dieser  Feier  wohl  bekannt  sein  wird,  in  die  Erinnerung  zurückzurufen. 

Im  Jahre  1724  genehmigte  Peter  der  Große  den  Plan  für  die 
Gründung  einer  Alndamie  der  Wiseenachaften  za  St  Petersburg.  Das 
Luriiitat  wurde  m  Jahr  wjfitet  yon  «»ner  QflmahJxny  Katharina  l,,  die 
wetteuropSischer  Kultur  ebenso  geneigt  war,  wie  der  Tetstorbene  Zar, 
mit  fremdUnduehen  Gelehrten  er6ffiD,et:  den  Schweizern  Nikolaus 
Bernoulli,  Daniel  Benonlli  und  Jakpb  Hermann,  den  Schwaben 
Bernhard  Bilfinger  .und  Georg  Wolfgang  Krafft  in  der  mathe- 
matischen Klasse,  an  denen  spater  Christian  Goldbach  ans  Konigs- 
beig  i.  P.  hinzukam,  der  bweits  bei  der  Berufung  seiner  Koll^;en 
mitgewirkt  hatte.  Die  Brfider  BernouUi  TcranlaBten  ihren  damals 
zwanzigjShrigm  Landsmann  Leonhard  Euler  in  Basel,  den  Tiel- 
Tersprechenden  Schüler  ihres  Vaters  Johann  BernouUi,  zur 
sieddung  nach  Petersbui^,  wo  er  1727  zni^hst  als  Adjunkt  bei  dea* 
mathematischen  Klasse  der  Akademie  angestellt  wurde,  bis  er  1730, 
als  Nachfolger  der  in  ihre  Heimat  zurückkehrenden  Hermann  und 
Bilfinger,  eine  Professur  erhielt. 

Einem  Landpfarrhause  entsprossen,  Ton  einem  für  die  Mathematik 
begeisterten  Täter  erzogen,  hatte  Leonhard  Euler,  neben  dia  Vor- 
bereitung für  den  geisÜiehen  Beruf,  für  den  ihn  der  Vater  bestimmt 
hatte,  sich  mathematischen  Studien  unter  Leitung  Ton  Johann  Ber- 
nouUi mit  solchem  Feuereifer  und  Erfolg  gewidmet,  daß  er  mit  der 
Bearbeitung  einer  mathematisch -technischen  Prdsfrage  der  Pariser 
Akademie^  erst  20  Jahre  alt,  einen  Kebenpreis,  das  sogenannte  „accessit^, 
erhielt. 

Die  einfkohe  Lebensgesdiichte  des  gefeierten  Mannes  ist  in  diesen 
Tagen  oft  eraililt  worden.  Von  dem  Zeitpunkt  seiner  Berufung  nach 
Petersburg  an  in  ununtwbrochener  Folge  bis  zu  seinem  im  Jahre  1783 
erfolgten  Tode  spendete  Euler  die  schier  unermeßlichen  Gaben  seines 
Genius  dieser  Akademie,  ^^'enn  das  bis  dahin  wissenschaftlich  gänzlidl 
unmündige  Rußland  in  dem  Wettbewerb  um  die  Krone  edler  Wissen- 
Schaftspflege  mit  einem  Schlage  in  die  Reihe  der  weitest  fortgeschrittenen 
westeuropäischen  Länder  eintreten  konnte,  so  verdankt  es  dies  seiner 

36* 
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Arbeit  Aach  wShrend  der  2b  Jalue,  in  denen  Euler,  toh  Friedricli 
dem  OroAen  1741  an  die  Akademie  in  Bwlin  bemfeiif  in  deren  Me- 
moiren mit  Daniel  Bernonlli,  d'Alembert  imd  anderen  Fragen 
der  angewandten  Mathematik  erSrterte,  flössen  seine  Beitrage  zu  den 
Eommentarien  der  Petenborger  Akademie  in  nngeechwSehter  Ffllle. 
Ja,  es  konnte  eeheinen,  als  ob  das  lonehmende  Alter  nnd  der  Verlust 
des  Angenlichtes  immer  neue  Quellen  in  seinem  Innern  erschlSssen,  so 
steigerbe  sich  die  Anzahl  seiner  Beitrage  in  jedem  späteren  Jahrsehnt. 

So  teilen  sich  die  ünirersit&t  Basel  nnd  die  Akademien  Ton  Peters- 
burg und  Berlin  in  den  Ruhm^  Euler  besessen  zu  haben.  Yertreter 
di^r  drei  Körperschaften  waren  in  diesem  Frflhjahr,  wie  berichtet  wird, 
zur  Feier  Ton  Eulers  zweihundertjahrigem  Geburtstag,  der  auf  den 
16.  April  fisly  einer  Einladung  der  UniT^it&t  Basel  folgend,  in  Basel 
Tersammelt,  um  in  feierlidier  Sitzung  sein  Andenken  zu  erneuern. 

Aber  es  sind  weitere  Ereise,  die  auf  eine  Eiinnerungsfeier  fttr 
Euler  Ansprudi  erheben.   Vor  allem  in  Deutsd^dand. 

Zwar  stand  Eulers  Wiege  nicht  auf  deutschem  Boden,  und  nur 
wenige  seiner  Schriften  sind  in  deutscher  Sprache  geschrieben.  Sogar 
deutsch  Ton  ihm  angefangene  Briefe  verfiilien  in  dem  wissenschaftliehen 
Teil  in  das  mit  technischen  AusdrOcken  damals  so  viel  besser  aasge- 
stattete Latein.  Aber  auch  da»  Frunzdsische  war  ihm  nicht  gelfiu^. 
Als  es  sich  darum  handelte,  dem  Wunsche  Friedrichs  des  Großen  gemäß, 
die  für  die  Mt  nioiien  der  Berliner  Akademie  bestimmten  Ahhundlungen 
in  französischer  Sprache  abzufassen,  ließ  er  es  sich,  wie  Fuß  berichtet, 
viel  Zeit  und  Mühe  kosten,  seine  lateinisch  geschriebenen  Konzepte  in 
das  Französische  zu  übertragen. 

Gewiß,  Euler  als  Mathematiker  gehört  der  ganztti  Weit  an.  Aber 
auf  seine  Persönlichkeit  darf  nächst  der  Schweiz  vor  anderen  Deutsch- 
land Anspruch  erheben.  Alemannisches  Blut  fließt  in  d  ii  Adern  der 
alten  Baseler  Familien,  denen  Euler  entstammt,  deutsch  war  seine 
Muttersprache,  Baseler  Deutsch  redete  er  im  häuslichen  Kreise,  deutsch 
war  seine  Denkwöse,  die  Einfachheit  seiner  Sitten,  und  deutsch  im 
Sinne  jener  Zeit  war  die  herzliche  Frömmigkeit,  die  ihm  das  Vater- 
liaus  mit  auf  den  Weg  gegeben  hatte. 

Eulers  zweümndert.ster  Geburtstag  ist  demnach  auißer  in  der 
Schweiz  fast  nur  in  Deutschland,  dort  aber  von  Körperschaften  und 
Vereinen,  von  Fachjournalen  und  in  der  Tagespresse,  bei  Mathematikern, 
Physikern  und  Technikern  wie  in  Laienkreisen  mit  B^eisterung  ge- 
feiert worden 

Gewiss  nii:lit  uhii«'  Xutzeu.  —  Zunächst  für  die  Geschichte  il-  r 
Mathematik.    Denn  mehr  und  mehr  droht  die  Berichterstattung  über 
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die  Benesto  EntwicUiuigspliafle  unserer  Wieseneehalty  in  eine  solche 
Aber  ihre  Einadzweige  zu  aerfUlen,  deren  jede  fllr  rieh  allem  schon 
die  Kräfte  des  Historikers  ganz  in  Anspruch  nimmt.  Zn  dieser  im- 
▼ermddlichen  Zenplittemng  bietet  die  wissenschaftUehe  Biographie, 
die  Wflxd^pmg  der  einzelnen  Persdnlichkeit,  ein  Gegengewicht  Sie 
ndügt  zun  zeitweisen  Zusammenlsssen  der  Sondergebiete,  zum  Über- 
blick and  zun  Besinnen  darOber,  wie  in  dem  Geiste  des  IndiTiduums 
die  FSden  vieler  Wissensgebiete  zusammenlaufen  und  sich,  wie  die 
Strahlen  in  einem  Brennglas,  gegenseitig  yersförken  könn«L 

Aber  Gedenkfiaete,  wie  wir  heate  eines  feiern,  haben  auch  eine 
persönliche  Seite.  Sie  rücken  wieder  einmal  einen  Maßstab  znreeht  fllr 
wissensdbaftliche  Arbeit.  Nicht  ab  ob  es  ftbr  solche  ein  KonnatmaB 
gäbe.  Ein  Blick  auf  Enlers  Lebenswerk  erweckt  sogar  das  GeflIhI 
YOn  etwas  Inkommensnrabelem,  oder  doch  von  einer  TÖllig  ungewohnten 
(irdßen-Ordnung  menschlicher  Axbeitskraft.  Aber  das  einzelne  Buch, 
die  einzelne  Abhandluig  aus  Eulers  Feder  muten  uns  rertraut  an 
und  besitzen  eine  selten  anregende  Kraft»  In  einem  Briefe  an  Paul 
Heinrich  yon  Fufi  aus  dem  Jahre  1849  spricht  Gauß  sdae  Über- 
zeugung dahin  aus,  „daß  das  Studium  aller  Euler  sehen  Arbeiten  doch 
stets  die  beste  und  durch  nichts  zu  ersetzende  Hchule  für  die  yer- 
schieden^  mathematischen  Gebiete  bleiben  wird".  Ein  solches  Urteil, 
im  Zusammenhalt  mit  einem  kürzlich  aus  Briefen  von  Jak  ob  i  bekannt 
gegebenen,  fällt  ins  Gewicht,  wenn  CS  sieh  um  die  Frage  eines  Neu- 
druckes der  Werke  von  Euler  handelt  Diese  Forderung,  die  der 
genannte  Fuß  in  der  Vorrede  zu  seiner  Herausgabe  der  arithmetischen 
Abhandlungen  vou  En  1er  mit  Nachdntck  erhobt  und  die  seitdem  der 
verdiente  Euler -Forscher  Herr  Johann  G.Hagen  wieder  aufgenommen 
hat,  findet  heute  immer  lebhaftere  und  allseitigere  Vertretung.  Wir 
werden  uns  in  der  morgigen  Ge.iehäftssitzung  mit  einer  dahin  gehenden 
Anregung  von  Herrn  Rudio  in  Zürich  zu  beschäftigen  haben. 

Von  einem  kompetenten  Bf^nrtniler  wurden  kürzlich  die  Mathe- 
matiker in  Logiker  und  Männer  der  Intuition  imterschieden.  Wer  auf 
dem  Gebiete  der  Mathematik  etwas  geleistet  hat,  besitzt  wolü  einen  Hieb 
Ton  heidem.  Aber  wenn  das  Mehr  oder  Minder  den  Ausschlag  gibt, 
so  wird  gewiß  Euler  zu  den  Intuitivisten  zählen.  Ihm  erwuchs  aus 
dem  liebevoU  behandelten  Einzelproblem  eine  tiefgründige  Anschauung, 
die  durch  eine  reiche  Phantasie  unterstützt  ihn  befähigte,  die  einer 
Klasse  von  Problemen  gemeinsamen  Züge,  das  Typische,  zu  erfassen 
und  darzustellen,  wie  sich  ihm  der  allgemeine  Funktionsbegriff  aus  den 
Uutersuclumgeu  der  „Introductio",  die  Theorie  des  Trägheitsmomentes, 
der  Begriff  des  materiellen  Punktes  und  andere  aus  der  von  ihm  au- 
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gebahnten  analytischen  Behandlung  der  Mechanik  ergaben.  Eni  er 
liebte  es,  verwickelte  geometrische  oder  mecliauiche  Fragen,  wie  sie 
die  Technik  stellt,  von  dem  Beiläufigen  befreit,  mit  den  sohaifen 
Zangen  der  Analysis,  die  er  bei  jedem  solchen  Anlaß  van  nenem  ver- 
stärkte und  verfeinerte,  in  Maß  und  Zahl  zu  zwingen.  Als  Künstler 
schaffend  und  rfindend  verwischt  er  gleichwohl  nicht  die  Spur,  die 
ihn  zu  immer  größerer  Allgemeinheit  der  Fragestellung  fährte. 

Doch  ich  lürohte,  mit  diesen  Bemerkungen  schon  den  Einzelbe- 
riehien  über  Eulers  Arbeiten  vorzugreifen,  die  uns  für  diese  Feier  in 
Aussicht  gestellt  worden  sind.  Was  jedoch  vielleicht  hier  noch  berührt 
werden  darf,  ist  die  VorsteUiing,  die  sich  Eulers  Zeitgenossen  von 
seinem  Charakter  gebildet  haben.  Nikolaus  Fuß  rühmt  die  Einfach- 
heit und  Unbefangenheit  seiner  Sitten,  seine  feurige  Lebhaftigkeit,  die 
immer  gleiche  natürliche  Munterkeit,  die  rückhaltlose  Anerkennung,  die 
Euler  fremdem  Verdienst  zuteil  werden  ließ,  auch  wemi  die  Eigenliebe 
dabei  zu  kurz  kam.  Und  Condorcet  berichtet  in  seinem  Nachnif  an 
Euler,  den  er  der  Pariser  Akademie  vortrug,  daß  seihst  in  den  der 
Mathematik  ganz  fernstehenden  Kreisen  der  europäischen  großen  Welt 
sein  Name  wohl  bekannt  war.  Man  schätzte  in  ihm  nicht  bloß  den 
großen  Matheinntiker,  man  verehrte  in  Euler  den  großen  Menschen. 

Kaum  je  begegnete  der  Tod  eines  Mathenuitikers  einer  so  allge- 
meinen Teilnahme,  als  da  let/tmuls  Euler  die  Kreide  auf  den  runden 
Schiefertisch  in  seinem  ArheiUziminer  niederlegte  und  nach  kurzem 
Krankenlager  das  getrübte  Auge  für  immer  schloß. 


Die  Verdienste  £alers  um  die  Optik. 

Von  Edk.  Hoppe  in  Hsmbnrg. 

In  der  ausgezeichneten  Introduktion,  welche  E.  Verd*4*)  den  ge- 
Rammelten  Werken  Kresuels  gegeben  hat,  sagt  er:  „Euler  verdient  in 
der  tieschichte  der  Optik  eine  liervorragende  Stelle,  weil  er  in  ganz 
pi^iziser  Form  ausgesprochen  hat,  daß  das  Liclit  periodische  Schwingungen 
darstellt  wie  die  Schallwellen,  und  daß  die  Ursache  für  die  verschiedenen 
Farben  im  letzten  (i runde  keine  andere  ist  als  die  der  verschiedenen 
Tonhöhen",  und  an  einer  ferneren  Stelle  nennt  er  Huygen)*,  Eulpr 
und  Youug  als  die  Vorläufer  Fresnels.  Aber  von  maßgebendem 
Einfluß  auf  Fresnel  waren  nur  Hungens  und  Young.    Wenn  in 

1)  Oeuvres  conpl.  d'Auguatin  Ftesnel,  I  p.  XIX  1866. 
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&8t  aOen  DwsliellaageiL  der  Entwiddimg  der  UndmlAtioiisiheorie  Ha  jgens 
«l8.deryater  der  ündnktioiiitlLeorie  behandelt  wird,  so  ist  zu  bedenken, 
da£  Hu  Jgens  selbst  Desoartes  als  den  Urheber  der  Theorie  bezeichnet, 
nndTorDeseartes  hat  wenigstens  schon  Aristoteles  die  WeUenbewegung 
eines  swischen  dem  lenchienden  ESiper  nnd  dem  beleucfateten  befindlichen 
Hedioms  gelehrt  Descartes*)  hielt  das  Li^ht  fftr  einen  Schwingungs- 
anstand  des  Äthers,  in  wel<äiem  die  materiellen  Korper  schwimmen, 
und  welcher  die  swischen  den  Molekülen  liegenden  Rftnme  gerade  so 
wie  den  leeren  Weltenranm  eif&lle,  die  Sehwingongen  aollen  angefaßt 
werden  wie  die  Stoße  fester  elastischer  Balle.  Diese  lefaste  Yorstellnng 
bekämpft  Hnygens  und  ersetit  sie  durch  sein  bekanntes  Frinaip, 
welches  anch  fOr  Fresnel  der  Ausgangspunkt  der  Betrachtung  wird. 
Huygens*)  knfipft  aber  noch  in  anderer  Weise  an  Deseartes  an,  das  ist 
die  Idee,  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  aus  der  Terfinstenmg  der  Tra- 
banten zu  messen.  Deseartes  Tersuchte  Tergeblidi  die  Dnrchfthmng  bei 
den  Mondbeobachtungen,  aber  er  hat  doch  die  Anregung  g^ben  fOr  die 
Messung  von  O.  Börner  (1670 — 76)  an  den  Jupitertrabanten.  Obwohl 
nun  Euler  die  optischen  Arbeiten  von  Huj'gens  kennt,  zitiert  er  den» 
aelben  in  bezug  auf  die  Undulationstheorie  nirgend,  sondern  nur  in 
seinoi  dioptriscben  Untersuchungen,  er  spricht  immer  nnr  von  seiner 
'Theorie  der  Wellenbewegung  des  Lichtes,  erkennt  Deseartes  als  den 
Vater  der  ündulatioiistheorie  an,  aber  betont  entschieden  die  Selbstiindig- 
keit  «einer  Theorie  besonders  Newton  gegenüber.')  Der  Grund  für 
diese  bei  d«r  sonst  immer  zu  beobachtenden  Objektivität  Eulers  anderen 
Leistungen  gegenüber  auffallende  Vernachlässigung  der  Huygensschoi 
Theorie  liegt  darin,  daß  Huygens  seine  ganze  Darstellung  konsequent 
nur  aus  seinem  Prinzip  rein  geometrisdi  ableitet,  während  Euler  dies 
Prinzip  nicht  benutst^  sondern  ganzlich  analytisch  Terfährt.  Das  war  in 
der  Tat  ein  ganz  neuer  Standpunkt  der  Behandlung.  Vor  Euler  sind 
alle  optischen  theoretischen  Untersuchungen  rein  geometrisch-synthetisch. 
Leibniz  hatte  1682  die  später  von  Huygens  übernommene  Rechteck- 
Methode  zur  Darstellung  der  Reflexion  und  Brechung  begründet,  Newton 
verfuhr  ganz  geometrisch,  ebenso  Hooke,  obwohl  er  Anhänger  der 
Undulationstheorie  war.  Selbst  L'Hospital*)  macht  keinen  V'ersurh 
in  der  Optik  die  Analysis  anzuwenden,  nur  bei  Leibniz**)  findet  sich  in 
4em  Beweise,  daß  die  Summe  der  Produkte  aus  Widerstand  des  Mediums 

1)  Deseartes,  Principia  pbilos.  1G44.  §  öä. 

5)  Huygent«  Tndt^  de  Is  luiniii«  1690.  p.  4. 

ft)  Enler,  Oper.  v«r.  arg.  I.  p.  169  nnd  20S.  1746. 
4)  L'Hospital,  Analyac  des  infiniments  petita  1699. 

6)  Leibnis,  Acta  eniditor.   1688.  p.  186. 
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in  die  Länge  des  Weges  ein  Minimum  sei,  Anwendung  der  Analysis. 
So  ist  in  der  Tat  Euler  d^  erste,  welcher  die  Lehre  TOm  Licht  ans- 
Ijüseh  zu  behanddn  unteniimmt  —  und  daher  ist  er  berechtigt,  die 
grundlegende  erste  Arbeit  Ober  die  Optik  zu  betiteln:  nova  theoria 
lucis  et  eolorum. 

Nachdem  Eni  er  im  ersten  Kapitel  dieser  Schtift  die  Einwände 
Newtons  gegen  die  Undulaiionstheorie  widerlegt  lesp.  nachgewiesen 
hat,  daß  diese  sich  mit  gleichem  Bechte  gegen  Newtons  eigene 
Theorie  wenden  lassen,  leitet  er  im  aweiien  Kapitel  eine  Fortpflanxuoga* 
gleichung  ab  fiSr  die  Schwii^ngen  der  Ätherteilchen,  deren  Elongation 
er  zu  einer  Zeit  t  proportional  dem  sinns  yersus  eines  Winkels  at  setzt. 
Hieraus  findet  er,  daß  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  gleich  der 
Quadratwurzel  aus  Elastizität  durch  Dichte  des  Äthers,  also  unabhängig 
▼on  der  Welleulai^  ist.  Da  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  bekannt 
ist  und  er  aus  verschiedenen  Erfahrungen  sich  berechtigt  halt  aiizunohmen, 
daß  die  Elastizität  des  Äthers  nicht  mehr  als  das  lOOOfache  der  Eias« 
tizität  der  Luft  ist,  so  würde  sieh  eine  etwa  400  Millionen  mal  geringere 
Dichte  als  der  Luft  eigeben.  Diese  Dichte  benutzt  er  in  einer 
folgenden  ArlKit,  um  nachzuweisen*),  daß  die  durch  Beibnng  der  Planeten 
in  diesem  Medium  bedingte  Verzogerunrr  unmeßbar  klein  sein  müsse. 
Zum  Schluß  dieses  Paragraphen  wendet  er  sich  gegen  den  Einwand 
Newtons,  daß  das  Licht,  welches  durch  eiu  kleines  Loch  in  ein  dunkles 
Zimmer  eintrete,  sich  nach  allen  Seiten  gleichmäßig  ausbreiten  mfisae. 
Das  sei  nur  der  Fall,  wenn  in  dem  eiuteetenden  Lichte  Wellen  nach 
allen  Richtungen  schwingend  vorhanden  seien,  wenn  es  aber  vorher 
aus  gleichgerichteten  Wellen  bestanden  habe,  sei  kein  Grund,  weshalb 
es  nicht  gleichgerichtet  bleiben  solle. 

Im  dritten  Kapitel  behandelt  er  die  Zusammensetzung  des  weißen 
Lichtes.  Die  Fortpflanzung  der  Schwingung  erfolgt  von  einem  leuchten- 
den Punkt  aus  na<'h  allen  Seiten  gleichschnell,  darum  finden  wir  Teil- 
chen gleicher  Schwiufrnngsphafp  auf  konzentrisrhen  Kreisen  um  den 
Punkt,  und  die  Fnrtpflanzungsrichtun^'  it^t  seukreclit  auf  diesen  Linien 
gleicher  l'hnse.  Da  aber  die  kloinen  Teilchen  alle  mogliehon  Srliwin- 
gunü:s7.;ililen  haben  können,  so  enthält  der  Lichtstrahl  auch  Weilen  ver- 
schiedenster Wellenlänfren.  Er  nennt  ^/u/*rtc/<e  Strahlen  diejenigen  gleicher 
Weüenlänire,  d.'un  von  ihnen  muß  das  Auge  wegen  der  gleichen  An- 
zahl von  Itrij  i)  iu  der  «jleirben  Zeit  auf  dieselbe  Wcis-e  erregt  werden. 
Diese  einfachen  .Strahlen  bilden  also  die  Klenieutarlai'ben,  die  von  der  In- 
tensität ^nzlich  unabhängig  lediglich  von  der  Schwiugun^zahl  abhängen. 

1)  Op.  var.  arg.  I  p.  246.  1746. 
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Aue  der  Annahme  eUsiisdier  StSfie  erUirt  Bieli  im,  lierteiii  Kapitel 
die  Reflexion  Toa  selbst  Um  die  Refraktion  absuleiten,  betraehteb 
Euler  ein  Bfindel  parallel  geriehteter  Stnhlen,  wo  die  Punkte  gleicher 
Phase  auf  senkrechten  Linien  znr  Ricfatnng  des  Starahles  liegen.  Dann 
folgt  die  Ableitong  des  BrechnngsgesetEes  gans  analog,  wie  wir  es  noch 
heute  absaleiten  pflegen.  Daran  schließt  sieh  eine  Erl&ntenmg  der 
Dispersion,  die  Eni  er  sj^ter  selbst  widerlegt  laA,  die  von  Verdet  als 
eine  gänzlich  nnezakte  bezeichnet  wird,  nnd  die  in  de/ Tat  an  dieser 
Stelle  ganz  miYers^ndlich  ist,  denn  ans  seiner  Ableitung  des  Biechnngs- 
gesetaes  wtirde  unmittdbar  fblgm,  daß  die  Strahlen  kleiner  Schwingnngs- 
zahloi  am  wenigsten  al^eleinkt  werden;  er  kommt  aber  zum  mtgegen- 
gesefcztem  Besnltal  Eine  ErU&nmg  itbr  diese  wunderbare  Ableitung 
finde  ich  in  dem  Hinweis  am  Schlüsse  des  Brechnngsgesetzes  auf  den 
Fer matschen  Satz,  dafi.  die  Natur  ihre  Zwecke  auf  dem  leichtesten 
Wege  erreiche.  Maupertuis^)  hatte  diesem  Satze  namlioh  die  Fassung 
gegeben,  daß  die  Summe  der  Produkte  aus  Geschwindigkeit  mal  Weg^ 
länge  ein  Minimum  sein  mflsse,  nnd  dem  würde  jenes  Euler  sehe  Resultat 
entsprechen.  Da  er  selbst,  wie  ich  gleich  zeigen  werde,  yier  Jahre 
spater  zum  entgegengesetzten  Resultat  kommt,  kann  diese  hypothetische 
Ableitung  hier  übergangen  werden. 

Dagegen  enthält  das  fünfte  Kapitel  eine  Reihe  wertvoller  Be- 
merkungen, zunächst  die  schon  in  seiner  Pariser  Preisschrift  von  1738^ 
dargel^^  Ansil^ht  über  die  Wärme  und  das  Feuer,  daß  zwar  die 
Wärme  auch  ein  Schwingungszustand  der  kleinsten  Teile  der  Körper 
sei,  aber  daß  diese  Schwingungen  wesentlich  verschiedeii  seien  Ton  den 
Schwingungen,  welche  die  Lichtschwingungen  des  Äthers  erzeugten. 
Da  aber  beide  sehr  oft  gemeinsam  vorhanden  sind,  wird  die  Frage 
aufgeworfen,  wie  verhalten  sich  die  Eörperteiichen  zu  den  Lichtschwin- 
gungen. Die  nicht  selbstleuchtenden  Körper  zerfallen  in  3  öruppenj, 
1.  solche,  welche  tlurch  die  Lichtstrahlen  keine  Verändemng  erleiden, 
sondem  alles  Licht  mit  ud geänderter  Schwingungszahl  and  Wellenlänge 
zurfickwerfen.  2.  die  durchsichtigen;  sie  beherbergen  eine  große  Menge 
Äther,  dessen  Elastizität  und  Dichte  aber  vom  freien  Äther  verschieden 
ist;  sie  erfahren  auch  durch  die  Lichtschwingungen  eine  Beeinflussung 
ihrer  kleinsten  Teile.  3.  die  opaken  Körper;  sie  reflektieren  nur  Licht 
bestimmter  Wellenlänge,  da  sie  durch  das  auftrefFende  Lieht  so  beein- 
flußt werden,  daß  die  kleinsten  Teilchen  solche  Wellen  erregen,  die  der 
betreffenden  Farbe  entsprechen.    Es  ist  also  nicht  sowohl  Heflexion, 

1)  Hanpertuis,  MänoirM  de  d.  TAcad.  BerHn  i74S. 

Euler,  DiMertatio  de  igne.   Reeneü  det  pi^ces,  qni  ont  lemport^  les 

pxi%  1762  I. 
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alt  Tielmelir  dardi  den  auf&Eeiidea  Lichtetmlil  bewirkte  Eigeratrablaiig 
der  Kfirper.  Diese  Enegimg  tei  ntßh  Art  der  Besonam  za  denken 
nnd  kann  noch  fortbestehen  naeh  Aufhören  der  Belichtung  wie  bei 
den  phosphoreszierenden  Körpern.  Die  £örper  gehören  nicht  in  eine 
dieser  3  Klassen  allein^  sondern  haben  alle  mehr  oder  weniger  von 
«llen  3  Eigensduiflai. 

Die  gleiche  Idee>  daß  durch  Resonanz  Schwingungen  der  K6rpei^ 
molekflle  veranlaßt  würden,  die  ihrerseits  den  Äther  in  Schwingungen 
▼enetEten,  leitet  Enler  bn  dem  Versuchy*  die  Farben  dünner  Blättdien 
SU  erklären.^}  Das  ist  ihm  natürlich  nidit  gdnx^;^,  er  meint,  dünne 
Schichten  erregen  die  Wellen  größter  Schwingungszahl  und  die  dickere 
Schicht  die  roten  Strahlen.  Der  Vergleich  mit  den  Schall  wellen  führt 
ihn  dazu,  anzunehmen,  daß  Wellen  mit  doppelter  Wellenläne^  wiedw 
dieselbe  Farbe  habeu  müssen  wie  die  mit  einfachen,  so  daß  auch  da- 
durch eine  mehrfache  Wiederholung  der  farbigen  Ringe  bedingt  ist. 
Leider  ist  £uler  niemals  auf  die  Interferenz  gekommen,  er  scheint 
Orimaldis  Arbeit  nicht  gekannt  zu  haben,  wenigstens  erwähnt  er  den 
l^amen  meines  Wissens  nicht. 

Von  besonderem  Interesse  für  Euler  ist  die  farbige  Abweichung 
der  gebrochenen  Strahlen.  Er  nennt  die  Abweichung  ,,Konfu8ion''  und 
stellt  sich  zur  Aufgabe,  erstens  die  sphärische,  zweitens  die  farbige 
Konfusion  zu  beseitigen.  Daß  die  erste  durch  Linsenkombination  be> 
seitigt  werden  könne,  hatte  Newton  bereits  gezeigt,  aber  Newton 
hatte  ausdrücklich  erklärt,  die  farbige  sei  nur  zu  beseitigen,  wenn  man 
gleichzeitig  die  ganze  Brechung,  idso  die  Linsenwirkung,  beseitige.') 
Demgegenüber  sagt  Euler,  es  sri  nicht  daran  zu  zweifeln,  daß  es 
möglich  sei,  die  farbigen  Abweichungen  zu  beseitigen,  denn  das  Auge 
sei  ja  ein  Beweis  für  diese  M6|^chkeit.^)  Seien  f,  g,  h,  k  die  Krüm* 
mungsradien  Ton  4  Flächen,  die  zwei  Medien  mit  den  mittleren  Brechungs- 
indizes m  und  n  begrenzen.  Seien  M  und  N  die  entsprechenden 
Brechungsindizes  für  die  roten  Strahlen,  so  ist  die  Bedingung  fiQr  daa 
Zusammenfallen  des  roten  mit  dem  mittleren  Bildpunkt: 

(» -  ^)  (;  - :) + (»'  -  ^  G + 1  -  >-  i)  - 

Nun  setzt  Euler  Toraus  (s.  unten),  daß  ii  —  m*  sei,  dann  müßte 
auch  2^  =  M""  sein,  also  j-^  —       Nun  sei  M  =>  m  ■\-  dm\  iV"  =-  «  -f  dH\ 

1)  M(-tn.  de  l  Academ.  d.  Berlin  VIII  p.  S62.  1752. 

2)  Newton,  Optik  I  p.  «8 

3)  M»5m.  a.  1  Acad.  d.  üerliu  III  p.  274.  1747. 
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iiauii  iäil[in  -j-  dm)=—lm  +  ~]  l{ti  +  dn)^  /  n  +      also  o^'^  ="  Im' 

daab€flp/".rf«-«(/-^)rf«iffc,folgk^-^^^^^    Auf  Grund  dieser 

Gleichung  rechnet  Euler  eine  Tubuüe  für  solche  Verhältuisse  f :  g  aus, 
bei  welchen  die  Farbenzerstreuung  verschwindet. 

Gegen  diese  Entwicklung  machte  Dollond^)  in  einem  Briefe  an 
Short  geltend,  daß  Eulers  Dispersionsgesetz  prinzipiell  falsch  sei, 

nach  Newtons  Messungen  aei  nicht  V*^  sondern  -^--^ 

®  II«      in'  «»—Ifi  — 1 

Dagegen  zeigt  Ealer,  daß  erstens  die  Newtonselien  Meesnngen  gar 

nicht  fein  genug  seien,  nm  die  Entscheidung  zwischen  diesen  Formeln 
zu  liefern,  daß  zwntens,  wenn  man  den  Lichtstrahl  in  umgekehrter 
Richtung  gehen  lasse,  aus  der  Newtonschen  Gleichung  folgen  wfirde 
m  =  M  oder  (M  —  1)(N  —  1)  =  0,  tlas  eei  absurd,  daß  drittens  mit 
der  Newtonschen  Gleichong  eine  Aufhebung  der  iDtsperflion  numög-^ 
lieh  sei,  aber  das  Äuge  beweise,  daß  sie  möglich  sei. 

Der  Wunsch,  eine  allgemeine  Dispersionsformel  za  finden,  hat  Euler 
Zeit  seines  Lebens  boscliuftigt.  Die  erste  Lösung  gibt  er  in  einer  Ar- 
beit aus  dem  Jahre  1750.')  Nachdem  er  zunächst  die  obenerwähnte 
verkehrte  Ableitung  der  Farbenzerstrennng  selbst  wideri^  hat^  sagt  er, 
die  Geschwindigkeit!  mit  welcher  ein  Wellensysteni  in  einem  Medium 
fortschreitet,  moft  TOn  der  Schwiiigungszahl  abhängen,  wenn  die 
f  arbenzerstrenung  nur  eine  Folge  der  verschiedenen  Wellenlängen  sein 
soll.  Bezeichnet  man  also  mit  p  und  q  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten eines  mittleren  Strahles  in  zwei  verschiedenen  Medien,  mit  x  die 
Schwingungszahl  eines  anderen  Elementarstrahles,  so  muß  man  eine 
Funktion  von  p  und  x,  resp.  von  q  und  r  suchen,  so  daß  das  Brechungs- 
verhältnis gleich  dem  Quotienten  der  beiden  Funktionen  ist.  Daim  er- 
hält man  die  Newtonsche  Theorie,  wenn  man  das  Brechungsverhält- 

nis  '<«^]|^^  setzt,  die  führt  aber  zu  Widersprachen,  dämm  sncht  er 
eine  andere  Funktion  und  setzt  das  Brechuugsverhältnis  ^  t  ^^^^ 

wenn  ist,  so  folgt  m^^a^^*\  w,  —  a*+»,  wo      und  m,  die 

Brechungsindizes  für  rot  und  riolett,  x  und  p  die  Sehwingungszaklsn 
für  rot  und  violett  sind.  Er  kommt  also  zu  einer  Dispersionsformelf 
die  der  Budbergs'^  ahnlieh  ist;  sogar  die  Ableitung  der  Formel  bei 
Radberg  erinnert  an  Euler,  aber  wShrend  Euler  bei  seinen  Tabellen 

1)  Phil.  Tiaofl  175S  I  j>.  292  und  Mdm.  d«  TAcad.  d.  Berlin  176S  p.  VM. 

2)  Oper.  var.  arfrnm.  II  1750  p.  1. 
8)  Poggeudorff  Annal.  9  p.  483. 
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immer  doch  nur  tebr  miTollkommeiie  Kontrolle  in  den  bis  dahis  ftua- 
geführten  Meemuigen  hatte^  stand  Rndberg  sclion  die  Franenhofer- 
8che  Wellenlängenbestimmnng  zor  Verfügung;  trotadem  sind  die  Ab- 
weichungen swiacben  Beobaebtung  und  Eeehnung  bei  Rudberg  nicht 
80  groß,  daß  ohne  weiteres  die  Unhaltbarkeit  der  IHspemoneformel  in 
die  Augen  fiel.  Erst  durch  Gauchj  1886  wurde  ihre  ünhaltbarkeit 
nachgewiesen,  so  daß  man  es  Euler  nicht  au  sehr  Terfibeln  kann,  wenn 
er  sieh  mit  dieser  Formel  begnügt. 

Die  Enlersdie  Boedmung  Ton  achromatische  Linsen  hatte 
Dollond  TeranUüSt,  nun  nach  Glassorten  xn  snchen,  bei  welchen  die 
Dispersion  so  rerschieden  groß  war,  daß  eine  Aufhebung  der  Farben- 
aetstreuung  erreicht  wurde;  dieselbe  war  auch  die  Yeranlaasung  Ifir 
Enler,  nun  „vollkommene"  Femrohre  mit  starker  YergrSßerung  ohne 
fibeimaßige  L&uge  zu  berechnen  und  konstmiecen  zu  lassen.  Einige 
dieser  Femrohre  schenkte  er  Friedrich  II.  Bei  diesen  Berechnungen 
xetgt  Enler  auch,  wie  wMeutiiich  ein  richtig  zusammengesetztes  Okular 
zur  Vermeidung  der  Farbenzerstranung  beitragen  könne.  Er  hatte  aber 
auch  seine  Dispersionsformel  gegen  Angriffe  zu  verteidigen.  Clairaut^) 
batte  vom  Standpunkt  der  New  ton  sehen  Theorie  gemeint,  es  sei  eine 
Yeninderung  der  Geschwindigkeit  durch  die  Mitwirkung  der  kleinsten 
Teile  sehr  wohl  möglich.  Euler')  untersucht  diesen  Einwand  analr* 
tisch,  indem  er  Toraussetzt,  es  finde  in  einer  Grenzschicht  der  beiden 
Medien  der  Übergang  von  der  Geschwindigkeit  a  /ur  (jesch windigkeit 
h  kontinuierlich  statt.  Das  ist  nur  möglich,  wenn  die  Geschwindigkeit 
h  >  n  ist.  Auch  dafür  ließe  sich  eine  Dispersionsformel  aufstellen, 
aber  Euler  verwirft  diese,  da  die  Geschwindigkeit  im  dichten  Medium 
kleiner  sei  als  im  dünnen  und  halt  an  seiner  Dispersionsformel  fest. 
Eine  große  Schwierigkeit  ftlr  seine  Dispersionsformel  würde  aber  ent- 
stehen'), wenn  dt'  Angaben  Dollonds  richtig  wären,  daß  er  ein  Flint- 
glas gefunden  habe,  dessen  Dispersion  sich  zu  dem  des  Crownglases  wie 
'd :  2  verhalte,  während  die  mittleren  Brechungsindizes  1,58  resp.  1,53 
sein  sollten;  denn  für  diese  Brechunpindizes  würde  sich  dt»  Disper- 
sionsverhältnis  ergeben  0,3189 : 0,2825,  wenn  er  die  Dispersion  unter 

der  Annahme  berechnet^  daß  ^fy=\]^  a  ist,  wo  i{  und  Fdie  Brechungs- 
indizes für  Rot  und  A'^iolett  in  dem  einen  Medium,  r  und  r  die  Indizes 
tiir  ein  zweites  AieUium  sind.    Ist  u  der  mittlere  Breehungsindex,  so 


i;,  M.  m.  d.  l  Atad.  d,  Paris  1766. 

2)  Nov.  Com.  acad.  sc.  Pctrop.  XII  17G6  und  61  p.  16«. 
8)  Act.  aeaü.  sc.  Fetrop.  1177  I  p.  174. 
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ist  Ii  -^n  —  dn  und  F  «  «  +  dn,  also  =  ^»  —  — ;  /  K  =  /»  +  —  ; 
darai»  folafe  In  —     —  aln  +       oder  <f»         "  n 

n  n  ■  1  -f-  <x 

Eine  weitere  Frage,  die  von  Euler  zuerst,  wenn  auch  nicht  an- 
gej^Titfeii.  80  doch  zu  einer  allgemeinen  Liisuug  ge))racht  ist,  ist  die 
der  atmosphärischen  Strahlenbreehuutj.  Ijulor')  will  die  Kurve  be- 
stimmen, welche  eiii  Lu  htstrahl,  der  unter  eintiu  W  inkel  q  gegen  die 
Vertikale  das  beobachtende  Auge  triÖ't,  in  der  Atmosphäre  zurückgelegt 
haben  muß.  Er  findet  untor  alleiniger  Voraussetzung  der  Gültigkeit 
des  Brechuugsgesetzes  eine  Differentialgleichung  zwischen  dem  Differen- 
tial der  Zenitdistanz  und  dem  Differential  der  Entfernung  vom  Mittel- 
punkt der  Erde,  die  die  Kurve  exakt  bestimmt.  Da  die  Gleichung  nicht 
geschlossen  integrier  bar  ist,  müssen  bestimmte  Voransaetzungeu  ge- 
madit  werd^  Er  behandelt  die  I^lle:  1.  dafi  in  einer  gegebenen  Höhe 
h  die  IVIfanne,  weleher  die  Dichtigkeit  proportional  vorausgesetst  wird, 
die  Hälfte  der  im  BeoBaehtungsorte  betrage;  2.  daß  in  der  Höhe 
2  Meilen  die  Temperatur  %  der  Bodentemperatur  sei;  8.  daß  dieWSrme 
überall  die  gleiche  sei;  nnd  findet  so  fttr  diese  Fälle  die  wahre  Lage 
des  beobachteten  Sternes. 

Für  terrestrische  Beobachtangen  wird  die  Ableitnng  fOr  die  Kurve 
unter  der  VoranssetKong,  daß  die  Dichte  der  Luft  proportional  der 
Elastizität^  resp.  proportional  dem  Dmck  ist,  ein&cher  bestimmt.*)  Im 

Beobachtungsorte  ist  der  Krümmungsi-adius  der  Kurve  ""  "^^jj^j  ^ 

das  8pe'zi!^^(  Ite  Gewicht  des  Quecksilbers  auf  Luft  bezogen  ist,  K  der 
Barometerstand^  d  aus  der  Beziehung  bestimmt  ist,  daß  das  Brechungs- 
▼erhaltnis  der  Luft         gesetzt  and  q  der  Brechungswinkel  ist  Mit 

I£l&  dieses  Ausdrucks  berechnet  Enler  eine  Tabelle  fßr  das  NireUe- 
meni   Um  aber  eine  Höhe  zu  messen,  integriert  er  die  Differential' 

gleichuiig  exakt  und  öndet  die  Höhe  h  —  —  ^ — *  — *; 

wo  8  die  horizontale  Distanz,  #  der  scheinbare  Elevationswiakel,  9"  ~ä 

und  a  der  Erdradius  ist  So  viel  ich  weiß,  ist  für  diese  zweite  Frage 
Enler  der  erste,  weleher  eine  Lösung  gibt,  und  ffir  die  erstere  ist  der 
Versuch  von  H  u  y  g  e  n  s ,  der  aber  zu  keinem  Resultat  führt,  erwähnenswert. 

Das  größte  Verdienst  hat  sich  Eni  er  aber  zweifellos  orworben 
durch  seine  exakten  Berechnungen  der  zusammeugesetzten  Femn^e 
und  Mikroskope.   Gewiß  audi  schon  vor  Euler  sind  Fernrohre  und 

1)  Mem.  de  l'Acad.  d.  Berliu  1754  p.  m. 

2)  Acta  acad.  sc  Pebcop.  1277  U  p.  129, 
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wenn  mAn  aber  bedenkt^  dafi  Hujgens  für  ein 
Fernrohr  ohne  starke  Farbenzerstrenimg  eine  Länge  ron  128  Faß  be- 
rechnete, daB  Newton  die  Beseitiguug  der  Farbenserstreuung  überhaupt 
für  nnm^lich  erkförte,  so  erscheint  das  Verdienst  Enlers  sehr  groß, 
da  er  sowohl  Femrohre  wie  Mikroskope,  die  bis  sn  8  Linsen  ent- 
hielten, berechnete,  bei  welchen  die  Farbenzeistreunng  auf  ein  Minimnm 
beschrankt  war.  Die  zahlreichen  Arbeiten,  welche  Enler  über  diese 
Fragen  Ton  1747  bis  1766  Terdffentiiehte,  nnd  welche  nnter  anderem 
die  Berechnung  der  aus  awei  Linsen  znsamniengesetKtan  ObjektiTe  ent- 
hielten^), finden  ihren  Abschluß  in  der  Dioptrik*),  während  die  späteren 
Arbeiten  in  dieser  Bichtang  einen  würdigen  Abschluß  fanden  in  den 
nachgelassenen  Arbeiten,  die  erst  1863  TerÖffentlicht  sind.")  Hierbei 
macht  £uler  keine  Beschränkungen  für  die  YoraussefaBungen  der  Dicke^ 
seine  Formehi  sind  gültig  bis  au  Öffiiungen  yon  80*^,  und  bei  allen  Ab> 
leitungen  geht  er  analytisch  zu  Werke*  Er  liefert  hierbei  den  Beweis,, 
daß  es  bei  einer  beliebigen  Anzahl  brechender' Flächen,  wenn  man  die 
angegebene  Beschränkung  auf  OfiEhungcn  bis  ßO*  einhilt,  immer  mSg- 
lidi  ist,  die  Anordnung  so  zu  treffen,  daß  die  Farbenzerstreuung  fäi 
das  beobachtende  Auge  kompensiert  wird,  und  zwar  angeiuiheri^  sobald, 
man  mdir  als  2  brechende  Fl&chen  hat  Die  Farbenzerstrenung  über- 
haupt zu  beseitigen,  ist  nicht  mö^eh,  wenn  man  es  nur  mit  zwei 
brechenden  Medien  zu  tun  hat  z.  B.  Luft  und  Glas,  dagegen  ist  e» 
immer  möglich,  sobald  mehr  als  2  brechende  Medien  Torhanden  sind^ 
die  Bedingnngsgleichung  för  das  Zusammenfallen  des  roten  und  violetten 
Vereinigungspunktes  zu  erfüllen. 

So  viel  ich  sehe,  ist  Euler  auch  der  erste,  welcher  dem  aus  zwei 
Gläsern  zusammengesetzten  Okular  eine  erschöpfende  Behandlung  widmet. 
Die  Arbeit  ist  erst  in  den  nachgelassenen  Werken  veröfifentlicht*),  aber 
nach  den  darin  vorliommenden  Zitaten  früherer  Arbeiten  stammt  sie  aus 
der  Zeit  nach  1757  und  vor  1761.  Es  wird  dabei  besonderer  Wert  darauf 
gelegt,  daß  man  durch  solche  zusammengesetzte  Okulare  die  Möglich- 
keit habe,  auch  hei  einfschem  Objektiv  das  Instrument  aplanatisch  und 
achromatisch  zu  machen.  Es  muß  ferner  darauf  hingewiesen  werden» 
daß  Euler  nicht  etwa  nur  theoretisch,  aus  Freude  am  Rechnen,  solche 
lustramente  berechnete,  er  ließ  danach  auch  Femrohre  konstruieren  und 
bewies,  daß  diese  zusammengesetzten  kurzen  Femrohre  erheblich  mehr 
leisteten  ab  die  früheren  langen  Apparate.  Ich  muß  noch  hinzufügen,. 

1)  M^.  d«  l'Acad.  d.  B«rlhi  XTIH  p.  117,  226.  249.  176S. 

t)  Dioptrie«.  8  Bde  Petersburg  1769—71. 

8)  Opera  poitnnta.    r>  I  :   >  567  Petersbarg  1802. 

4}  Opera  poBtuma  Bd.  Ii  p.  739. 
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daß  in  den  optischen  Arbeiten  Eulers  aach  gelegentliche  Bemerkungen 
TOi^ommeo  über  solche  Fragen,  die  nicht  eigentlich  zu  seinem  Thema 
gehören,  so  die  auf  Photometrie  bezüglichen  Angaben,  wo  er  Licht- 
stiurke  und  Beleuchtungsstärke  präzise  unterscheidet,  wo  er  die  Ab< 
naliine  der  Lichtstärke,  das  Verhältnis  der  Beleuchtung  bei  verschiedener 
Neigung  richtig  angibt  Auch  die  Schiitzung  der  dritten  Dimension 
durch  die  Perspektive  kennt  Enler  bereits.  Gewiß  ist  zu  bedauern, 
daß  Euler  niemals  zur  Behandlung  der  Interferenz  und  zur  Beugung 
gekommen  ist,  Termutlich  würde  er  dann  wohl  «uf  transTersale  Wellen 
gekommen  sein.  Man  hat  ein  Becht,  das  zu  Tennuten,  da  verschiedent- 
lich die  Analogie  der  schwingenden  Seiten  von  ihm  benutzt  wird  und 
«r  bei  seiner  allgemeinen  Betrachtung  die  transversalen  Wellen  nicht- 
prinzipiell  ausschließt.  Andererseits  muß  doch  darauf  hingewiesen  werden, 
daß  Fr^snel,  als  er  zur  Annahme  transversaler  Wellen  schritt,  eine 
große  Reihe  von  Experimenton  vorfand,  die  Euler  noch  nicht  gekannt 
hat.  Aber  wenn  %vir  diesen  Schritt  auch  bei  ihm  vermissen,  so  ist  doch 
anzuerkennen,  daß  Euler  trotz  der  Schwierigkeiten  und  der  Autorität 
Newtons  unentwegt  an  der  Undulatioiistheoric  fest  hielt  und  die 
farbigen  Strahlen  nach  ihrem  richtiiren  Verhältnis  <1fir  Schwingungs- 
zahlen unterschied,  so  ikß  er  im  18.  Jahrhundert  d^r  einzige  ist,  welcher 
die  Undulationstheorie  wirklich  forderte. 


Protokoll  der  Dresdener  Versammlung  vom  15.  bis  zum 

18.  September  1907. 

Sonntag,  den  15.  September,  nachmittags  4  Uhr:  Vorstandssitzung  der 
Deutschen  Mathematiker-Vereinigung;  abends  8  Uhr:  Begrüßnngs- 
abend  im  Städtischen  Au8stellung-^g»;l)Üude. 

Montag,  den  16.  September,  vormittags  V,  10  Uhr:  Ernte  allgemeine  Ver- 
sammlung in  der  Halle  des  Ausstellungsgebäudes  (Gutzuier  und 
Kieiii  erstatten  den  Bericht  der  Uuterrichtskommissiou  der  Gesell- 
schaft Deutscher  Naturforscher  und  Arzte);  nachmittags  3  Uhr:  Kon- 
stituierung der  Abteilung  und  erste  Abteilungssitzung;  abends  8  Uhr: 
Gartenkonzert  auf  der  Briihlschen  Terrasse,  für  Nichtteilnehmer  Zu- 
sammenkunft im  Hotel  Monopol. 

üieüitag,  den  17.  Sepiomber,  Eulerfeier,  vormittags  9  Uhr:  Zweite  Ab- 
teilungssitzuug;  nachmittags  ;>  Uhr:  Dritte  Abteilungssitzung;  abends 
7  Uhr:  Fest  Vorstellung  im  kgl.  Opernhaus  (Boheme  von  Puccini). 
Zusammenkunft  im  Hotel  Monopol. 
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Mittwocli,  den  18.  September,  yormittags  9  Uhr:  Vierte  Abteilungssitzung; 
nachmittags  4  Uhr:  Geschaftssitsimg  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung.  Hierauf  Besprechung  von  Unterrichtsfragen  in  Gemein- 
schaft mit  der  Abteilung  fflr  mathematischen  und  naturwissenschaft- 
lichen Unterricht;  abends  7  Uhr:  Festmuhl  in  der  AuBsteUangshallfl^ 
für  Nichtteilnehmer  Zasammenkimft  im  Hotel  Monopol. 

Protokoll  der  Voi^standssitznu^  der  Deutschen  Mathematiker- 
Vereinigang  xa  Dresden  an  15.  September  1907. 

Vorsitzender:  y.  Brill. 

Es  wird  die  Tageeordnung  der  am  folgenden  Tage  beginnenden 
JahresTersammlnng  ond  insbesondere  der  auf  den  18.  ds.  einberufenen 
Geschlfitssitanng  beraten. 

Protakoll  der  Mltgliedervenamnlniig  der  Deataeken  Mathematiker- 
Vereinignig  in  Ihtsden  vom  16.  bis  R  Sej^tenber  11)07. 

Ente  SitKtmg,  Montag,  den  16.  September,  nachmittags  3  Ukr. 

Krause  begrüßt  die  Versauinilung  im  Namen  der  Gesellschaft 
Deutscher  Naturforscher  und  Arzte  und  v.  Brill  als  Vorsitzender  der 
Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  im  Namen  dieser.  Es  wird  die 
Tagesordnung  tür  die  Vorträge  festgesetzt  und  beschlo.ssen,  daB  die 
Dauer  eines  Vortrages  20  Minuten,  die  eines  iieferates  40  Minuten  be- 
tragen solle.  Klein  überreicht  einen  gedruckten  Katalog  der  Bibliothek 
des  Mathematischen  Seminars  in  Göttingeu.  Es  wird  Krause  zum 
Vorsitzenden  dieser,  t.  Brill  zum  Vorsitzenden  der  zweiten  und  ßohn 
zum  Vorsitzenden  der  dritten  Sitzung  gewählt. 

Vorsitzender:  Krause. 

1.  K.  Rohn-Leipzig:  Über  algebraische  Raumkuryen  (Referat). 

2.  F.  Klein-Göttingen:  Über  den  Zosunmenhang  zwischen  dem  söge* 
nannten  Oszillationstheorem  der  linearen  Differentialgleichungen  und 
dem  Fundamentaltheorem  der  automorphen  Funktionen. 

3.  G.  Landsberg- Kiel:  Krümmungstheorie  und  Variationsrechnung: 

Zweite  Sitzung,  Dieustag,  den  17.  September  vormittags  9  ükr. 
(£ttler?or träge  L  Gruppe). 

Vorsitzender:  Brill. 

1.  A.  T.  Brill-Tübingen:  Zur  Einleitung  der  Eulerfeier. 

2,  L.  Schlesinger-Klausenburg:  Über  ein  Problem  der  diophantischen 
Analysis  bei  Fermat,  Euler,  Jaeobi  und  Poinoure. 
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3.  A.  Pringsheim-Miluchen:  Über  die  Euleisclie  Reihentransformation. 

4.  E.  Braue r-KarlsiTihe:  Die  Eulersche  Turbinentheorie. 
b,  F.  S.  Arehenhold-Tfeptow:  Über  Briefe  von  £aler. 

Dritte  Sitzuiig»  Dienstag,  den  17.  September,  naelunittags  Z  Uhx. 
(Eulerror träge  II.  G^rnpp«,). 

Yorsitzender:  Röhn. 

1.  R.  Gaus-Tübingen:  Euler  als  Physiker. 

2.  E.  Tinu  rding- Straßburg:  Über  Eulers  Arbeiten  zur  uautischea 

Mechanik. 

3.  W.  Hort-(ir.-Lichterfelde:  Die  Bedeutung  Eulers  für  die  wissen- 
schaftliche Technik. 

4.  E.  Hoppe-Haini)uig:  Eulers  Verdienste  um  die  Optik. 

Wassilieff  wird  zum  Vorsitzenden  der  vierten  Sitzung  gewählt. 

Vierte  Sitsnng,  Mlttwoeli,  den  IS.  September,  Tomittage  9  Ubr. 

Vorsitsvender:  Wa.ssilieff. 

1.  L.  Rchlesinger-Elausenbui^:  Über  die  Entwicklung  der  analytischen 
Theorie  der  linearen  DifTerentialgleichungen  seit  1865  (Referat). 

2.  A.  Schoenflies-Königsberg:  Über  das  soganaimte  Eickardsche 
Paradoxon  der  Mengeulehre. 

3.  F.  Hausdorff-Lcipzig:  t'ber  dichte  Ordnungatjpen. 

4.  il.  Wiener-Daxmstadt:  Geometrische  Inrariantentheorie  der  binären 
Formen. 

•5.  V.  Yaricäk- Agram:  Beiträge  zur  nichteuklidischen  Geometrie. 

GescMftssitzimg  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung 

am  18.  September  1907. 

Vorsitzender:  BrilL 

a.  Stand  der  Deutsehen  Mathematiker- Vereinigung  und 
Tätigkeit  des  Vorstandes  im  ablaufenden  Jahre. 

1.  Am  Schiasse  des  Jahres  1906  wies  das  Mit^liederverzeichnis  der 
Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  OUD  Mit^^lieder  auf.  Von  diesen 
war  1  (Peirce- Cambridge  Mass.),  wie  dem  Schnftt'iihrer  erst  spätei"  mit- 
geteilt wurde,  schon  im  Laufe  des  Jalut.s  1906  verstürben.  Während 
des  Jahres  1907  vcrstarben  bis  honte  weitere  4  Mitglieder  (Fuhrmann- 
Dresden,  J  iirgen.s- Aachen,  Iv  uhue- Dortmund,  v.  Oppolzer  Innsbruck). 
Zu  den  verbleibenden  685  Mitgliedern  kamen  18  neue  hinzu;  die  Mit- 
gliederunzuhl  betrügt  somit  heute  703. 

J»1imb«riobt  d.  DautMhm  MallMB..V«rpiBigiui|r.  XTI.  H*ft  87 
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2.  Das  Vermögen  der  Deutschen  Mathematiker  Vereinigang  betEog 
am  1.  Dezember  1906  laat  Kassenbericht  c/^.  17  324.17.  Im  Laufe  dieses 
Jahres  konnten  weitere  Wertpapiere  angekauft  werden^  so  daß  die- 
Deutsche  Mathematiker-Vereinigung  jetzt  nom.  c/f{.  18000  3*/^^  Beiebth- 
anleihe  und       2000  Sy^Vo  Leipsigw  Stadtanleihe  besitzt. 

3.  Von  dem  Vorsitzenden  wurden  unserem  Mitgliede  Gordan  zum 
70.  Geburtstage  die  Glückwünsche  der  Deatachen  Mathematiker-Ver- 
einigung persönlich  auBgMiprocheiu 

4.  Die  Mitgliederrersanmilniig  sn  Stuttgart  hatte  be<!ehlos8en,  daß- 
ein  auBfuhrliches  Mitgliederrerzeichnis  mit  biographischen  Angaben  über 
die  einzelnen  Mitglieder  hergestellt  werde.  Es  war  möglich  geworden,, 
dieses  Verzeichnis  schon  zu  Beginn  des  Jahres  1907  erscheinen  au 
lassen. 

5.  Im  Frühjahre  erfolgte  in  gewohnter  Weise  die  erste  Kinladung 
zu  der  heurigen  Jahresversammlung  in  Geraeinschaft  mit  der  ersten 
Abteilung  der  Gesellschaft  Deutseber  Naturforscher  und  Arzto.  Da  die 
Mitgliederversammlung  in  ^ratt<j;;irt  beschlossen  hatte,  auf  der  heurigen 
Versammlung  einp  SitzuiiL^  dem  Andenken  Eulers  7m  widmen,  in  der 
Weise,  daß  in  derselben  Vorträge  stattfinden,  die  aut  Kuler,  seine  wissrn- 
schaftlichen  Arbeiten  und  seine  wissenschaftliche  Bedeutung  Bezug 
haben,  so  lud  der  Vorstand  in  erster  Linie  zur  Atutieldung  solcher 
Vorträge  ein.  Die  Anmeldungen  geschahen  erfreu I  cli  rwei^o  in  ro 
großer  Anzfibl.  daß  di^  Vortrüge  auf  zwei  Sitzungen  verteilt  werden 
konnten;  leider  wurden  später  einii^e  lei  Vorträge  wieder  abgesagt. 
Weiter  beschloß  der  Vorstand  die  Geometrie  als  Verhandlungsgegenstand 
unsrer  heurigen  Tagung  zu  1(*  zeichnen  und  Röhn  um  Erstattung  eines 
Referates  7u  ersuchen,  weichem  Ersuchen  in  dankenswerter  Weise 
Folge  geleistet  wurde. 

Im  Juuihefte  des  Jahresberichtes  erfolgte  eine  Mitteihmg  der  bis 
dahin  angemeldeten  Vorträge,  und  im  Augusthefte  die  Verütientlichung 
der  auf  Grund  dieser  Anmeldungen  und  des  allgemeinen  Programms 
der  Naturforscher- Versammlung  entworfenen  Tagesordnung. 

b.  Gesamtansgabe  der  VfTerke  Eulers. 

Rudio  hat  dem  Vorstande  mitgeteilt,  daü  die  Schweizerische 
Naturforschende  Gesellschaft  eine  Kommission  von  7  Mitgliedern  bestellt 
hat  mit  dem  Auftrage:  Die  Mittel  und  Wege  zu  studieren,  die  zu  einer 
Gesamtausgahe  der  AVerke  Eulers  erforderlich  sind,  und  hat  den  Wunsch 
ausgesprochen,  daß  auch  die  Deutsche  Mathematiker- Vereinigung  eine 
Kommission  mit  dieser  Aufgabe  betraue.  Auf  Vorschlag  des  Vorstandes 
wählt  die  Versammlung:  Priugsheim,  Stackel  und  den  Schriftführer 
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in  diese  Kommiasioii  und  beauftragt  sie,  sich  mit  Radio  in  Verbindung 
zu  Betzen,  um,  wenn  möglich,  schon  dem  IV.  Intanutionalen  Kongresse 
in  Bom  Vorsehläge  nnterbreiteii  sa  kSnnen. 

&  Jahresbericlii. 

Der  nächste  Jahrgang  soll  probeweise  zur  besseren  Übersicht  des 
fertigen  Beides  fQr  die  wissenschaftlichen  Aufsätze  einerseits  und  fSr 
die  Mitteilungen  und  Nachrichten  andererseits  besondeve  Paginierungen 
«rÜalteD. 

d.  Referate. 

Das  Referat  von  Burkhardt  über  die  Entwicklungen  nach  os- 
zillierenden Funktionen  ist  fortgesetzt  worden.  Der  Druck  des  Refe» 
rates  von  Schoen flies  über  Mengenlehre  II  ist  nahezu  abgeschlossen, 
und  es  wird  dieses  Referat  im  Laufe  des  Winters  erscheinen.  Ebenso 

werden  die  Referate  Ton  Steinitz  über  Polyeder  und  von  Schlesinger 
über  die  Entwicklung  der  Lehre  von  den  linearen  Differentialgleichungen 
von  1805  an  der  nächsten  Vfr^arnnilung  gedruckt  vorliegen.  Bezüglich 
des  Referates  vou  Fejer  ist  zur  Berichtigung  des  Protokolls  der  Stutt- 
garter-Versammlung zu  bemerken,  daß  Fejer  ein  Heferat  über  gewöhn- 
liche Differentialgleichungen  mit  reellen  Variabein  übernommen  hat 

e.  Sehroederscher  Nachlaß. 

Engen  H filier  teilt  mit,  daß  das  Mannskript  des  im  Torigen 
Jahie  in  Anssielit  gestellten  ^^briases^  der  algebraischen  Logik  einer 
nochmaligen  Umarbeitong  bedurfte,  daB  diese  aber  nnnmehr  ToUmdet 
sei  nnd  der  Dmck  in  allernftduter  Zeit  beginnen  könne. 

f.  Beschaffung  anslftndiseher  mathematischer  Literatur. 

Von  Klein  und  Krause  ist  darauf  hingewiesen  worden,  daß  in 
betreö"  der  ausländischen  Literatur  unser  Sürtimentabuchhandel  ziemlich 
versage.  Auf  die  Neuerscheinungen  werde  nur  sehr  unvollständig  auf- 
merksam gemacht  und  Ansichtssendungen  werden  von  den  wenigsten 
Buchhandlungen  geliefert  Es  wurde  angeregt,  daß  die  Deutache  Mathe- 
matiker-Vereinigung bessernd  eingreife.  Die  Versammlung  beschließt 
auf  Antrag  des  Vorstandes,  Acker m ann-Teubner  und  Gutzmer  zu 
ersuchen,  mit  Leipziger  Sortimentsbuchhäudlern  in  Verbindung  zu  treten, 
um  eiue  Buchhandlung  dafür  zu  gewinnen,  in  unserem  Jahresbericht 
monatlich  eine  Liste  der  ausländischen  Novitäten  zu  publizieren  und 
sich  zu  Ansichtesenduiigeii  an  die  Mitglieder  bereit  zu  erklären. 

ST* 
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g.  ITiiter  rieht  San  Baelinß. 

Die  .Geeellsohaft  Deotscher  NAtniforecIier  nnd  Ante  hal  auf  An- 
regang  ihrer  Uniemchiskommiasion  beschloaseD,  die  jetage  Kommission 
oadi  der  Dresdener  Yersammltmg  in  einmi  erweiterten  üntemehtsans- 
Schuß  fiberzofOhren,  in  dmn  die  großen  Gesellschaften  und  Vereine, 
die  an  der  Gestaltung  des  mathematiscfaen  nnd  natnrwissenschaiftlidien 
UnterriehtB  ein  Interesse  haben,  dnrch  1 — 2  Vertreter  zu  Wort  kommen. 
Die  Versammlong  beschließt  aaf  Antrag  des  Vorstandes,  sich  an  der 
ZusammensetBü]^  disoes  Anssehnssee  zn  beteiligen  nnd  Elein  nnd 
St ä  ekel  als  ihre  Vertreter  zu  entsenden. 

h.  Wahlen  in  den  Vorstand.   Wahl  der  EassereTisoren. 

Mit  dem  30.  September  1907  Uinft  die  Amtsdauer  der  Vorstands- 
mitglieder Erazer  und  Pringsheim  ab.  Erstsra*  wird  wiedezgewShIt, 
an  Stelle  Ton  Pringsheim  wird 

Klein -Göttingen 

für  die  Zeit  vom  1.  Oktober  1907  bis  zum  30.  September  1910  als  Vor- 
standsmitglied gewäblt  und  ihm  zugleicli  die  Vertretung  der  Dentschen 
Mathntnatiker- Vereinigung  aul*  dem  IV.  IntemationAlen  Kongreß  in  Born 

übertragen. 

Als  KassereTisoren  werden  für  dieses  Jahr  Bruns  und  Holder 
wiedergewählt. 

Pretokell  der  Ventandssitznng  der  Dentschen  Mathematiker- 
Vereinignig  ni  Dresden  am  18.  Sef  tenber  1907. 

Vorsitzender:  BrilL 

Es  wird  Klein  zum  Vorsitzenden  fiir  die  Zeit  vom  1.  Oktober  1907 
bis  zum  30.  September  1908  gewählt. 

Der  Schriftführer  wird  beauftragt,  Koenigsberger  zu  seinem 
70.  Geburtstage  die  Glückwünsche  der  Vereinigung  persönlich  aus- 
zusprechen. 

Dresden,  den  Id.  September  1907. 

V.  Brill,  Vorsitzender.       Krazer,  Schriftführer. 

Die  nächste  Mitgiiederrersammlung  findet  im  September  1908  zu 
Cöln  statt - 


L/iyiu<.Lu  üy  Google 


SpieohiMl.  —  Ifittoilnngin  und  Nftchrichten. 


573 


SprecliBaal 

für  die  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften. 

[Eimeudungen  für  den  Sprechsaal  erbittet  TruieBBor  Dr.  Franz  Meyer,  £0uig8- 
berg  i.  Ft.,  Maraancnhof,  Emsog  Albreeht- Allee  27.] 

Berichtigender  ZuBata  au  III  ABS  Analysis  sitos. 

Das  im  Artikel  (S.  186  flf.)  gegebene  Beispiel  für  rine  eeschlosspTie 
JWg,  in  der  jede  Kurve  einmal  genommen  bec^renzt,  die  a})er  niclit  mit  der 
Hypeikugei  (dem  „gewöhnlichen''  Raum)  homöumorph  ist,  ist  falsch.  Denn 
die  a.  a.  O.  konstruierte  ist  in  der  Tat  homSomoiph  ndt  der  Hyper- 
kugel:  Im  Widerspruch  mit  der  Behauptung  im  Texte  (S.  188)  können 
im  gp-vvölinlicheu  Kaume  auch  die  Kurven  C\  und  ('^  mehrfach  schneidende 
Kurven  der  DoppelrintrHüche,  im  speziellen  Dj  und  ElementarÜftchen- 
stücke  in  M'  begrenzen.  Dagegen  ist  das  Poincaresche  Beispiel  richtig. 
Hf  an  erlittlt  dasselb«,  mdem  nran  an  die  Stelle  der  Kurven  i>j  und  Z>|  des 
Artikels  zwei  andere  Ei  und  J?,  setzt,  deren  G^talt  aus  der  Figur  4,  S.  6S 
a.  a.  0.  bei  Poincare  ersichtlich  ist  Es  gelingt  dann  nachzuweisen,  daß 
in  der  <:o  konstruierten  die  Kurven  I\  und  1\  des  Artikels  bloß  Ii  ober 
zusammenhängende  FIfiebeTistücke  begrenzen  können.  Also  kann  die 
nicht  mit  der  Uyperäphäre  homöomorph  sein. 

Ein  sehr  übersiditUdies  Beispiel  Ar  solcbe  mexkwflrdigen  MannigfiUtig- 
keiten  kann  man  folgendermaßen  konstruieren:  Eine  im  gewöhnlichen  Räume 
liegende  in  demselben  vtrknotde  Ringfläche  Tj  zerlegt  denselben  in  einen 
gewöhnlichen  Ringranm  7^,  und  einen  nicht  mit  homöomorphen  Teil  Ky 
Mögen  die  auf  7,  liegenden,  'J\  nicht  zorstückeinden  Kurven  C  resp.  F  in 
resp.  A3  begrenzen.  Mit  verschmelse  man  einen  mit  ihm  homöo- 
morphen KOrper  JEJ[,  der  von  (mit  den  Kurven  C*  und  JT^  begrenzt  sdn 
möge,  und  zwar  derart,  daß  mit  2*,,  C  mit  F,  C  mit  znsammen- 
fullt.  In  der  entstehenden  geschlossenen  JF^  begrenzt  jede  Kurve  einmal 
geuommen.  Aber  sie  ist  nicht  mit  dem  gewöhnliciien  Raum  homöomorph, 
denn  die  Jfj  wird  durch  ©ine  Ringfläche  in  zwei  Teile  und  zer- 
legt, von  denen  keiner  mit  einem  gewdhnliohen  Bingraum  homöomorph  ist. 

M.  Dehn. 


Mitteilimgen  imd  NaeMditeii. 

Geeignete  Mitteilungen  wird  der  Herausgeber  stete  mit  größtem  Danke  eutgcgen- 

1.  Akadfimien.  GeseUsehaften.  Vereiiigaiigtn.  Venunmlmig«!!. 

VeHbkdsnmg»!!  im  Forsonalbestaade  der  Dentsohen  Hathematiker- 
Verelnlgwng,   Angiiat — September  1807. 

Neu  aufgenommen  als  Mitglieder: 

Henr  Privatdosent  Dr.  Hugo  Bnchhols  in  l^Uea.  8.,  Gartenstr.  5. 
Hmt  Ingenieur  Biohard  Edler  von  Mise»,  Aadstent  an  der  Tedmisdien 
Hochschule  in  BrOnn. 
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MitteilnngMi  und  NaAhriohtaD. 


Herr  Dr.  phil.  £rnat  Hellinger,  Assistent  an  der  mathematischen  Samm- 
lung in  Qdttingen,  BflhlBtr.  43. 
H«rr  B.  Neaandorff,  Oberlehrer  an  der      hSh.  Sdiifi-  a&d  MaachiiienlMii- 

schule  in  Kiel,  Lernsenstr.  67. 
Herr  Dr.  W.  Reichel  in  Bcrthelsdorf  boi  Herrnhut. 
Die  herzogliche  St* mwarte  in  Gotha. 

Adressenänderungen: 
Gutzmer,  A.,  Dr.,  Professor  an  der  Universität,  Halle  a.  S.,  Wettinerstr.  17. 
Haeaenberg,  G.,  Professor  an  der  Landwirtoohaitlidiea  Hoebseluile  in 

Poppelsdorf;  Bonn,  Lessingstr.  80. 
Hilbert  S.,  Dr.,  München,  Königinstr.  81. 

Hort,  W.,  Dipl.-Ing.,  Dr.,  Direktor  der  Firma  VoTjjtlfindor  u.  Sohn,  Brauuschwoig. 
Newkirk  B.,  Dr.,  Minnesota-Universität,  Minneapolis  Minn.  (Vi.  8.  A.) 
Schultz,  E., Dr.,  ProfessoramSchillergymnasium,  Stettin,  Kaiser  Wilhelmstr. 93. 
Tietse,  H.,  Dr^  Wien  m,  SeidlgMse  30. 
Weetf ftll  W.,  Dr.,  Port  Jer?i8  N.  Y.  (ü.  8.  A.) 

Berliner  ürtihemattMiiie  Geaellnoliaft   Sitzung  am  Mittwodt,  den 

SO,  Oktober  1907.  Tagesordnimg :  Löwenheim,  über  symmetrisch  -  all* 
gemeine  Lösungen  in  der  Algebra  der  Logik  naoh  einer  kurzen  EinfÖhnmg 
in  das  Gebiet.  —  Sitzung  am  Mittwodi^  den  27 .  Noveniher  1907.  Knopp, 
Über  die  Cauchysche  Multiplikation  divergenter  Beihen.  Rothe,  Karren« 
netsa  ohne  Umwege  (Gewebe)  auf  einer  FULdie. 

T!he  London  Katheiaatloal  Boeie^.  Die  genannte  mathematische 
Gesellsdbaft,  die  jetait  2S0  Hitglieder  zfthlt,  inirde  1865  als  Erweiterung 

eines  studentischen  mathematischen  Vereins  gegründet,  nnd  zwar  wesentlich 
durch  die  Bemühungen  des  Professors  A.  De  Morgan,  der  zum  ersten  Pni- 
sidenten  ernannt  wurde.  Seit  dem  Jahre  1Ö70  veröffentlicht  die  Gesellschaft 
jährlich  einen  Band  ihrer  „Proceedings";  ein  Inhaltsverzeichnis  der  ersten 
80  BSnde  wurde  1900  herausgegeben.  Im  Jahre  1884  gründete  die  Ge- 
sellschaft zu  Ehren  ihres  ersten  Präsidenten  die  De  Morgan -Medaille,  die 
alle  drei  Jahre  für  außerordenlliche  Verdienste  verliehen  wird.  Bisher 
empfingen  diese  Medaille:  Cayley,  Sylvester,  Lord  Kayloigh,  Klein, 
Roberts,  Burnside,  Greenhill  und  Baker.  Die  nächste  Verleihung 
wird  ld08  stattfinden. 

AmeiilMui  Matüiematloal  Booietiir.  Die  14.  Sonunerreisammlnng  dar 
Gesellachafb  ÜUid  am  5.  und  6.  September  1907  in  der  CorneU  Univernfftt 
zu  Ithaca,  N.  Y.,  statt.  Folf;ende  wisseni5chaftliLbe  Abliamllungen  wurden 
vorgelegt:  Dickson,  Modular  theory  ot'  group  matrices.  Ford,  Sur  les 
equations  lineaires  aux  dififercnces  ünieH.  Carmichael,  On  the  olassificatioa 
of  plana  algehraie  cnrrae  possessiug  fourfold  87mme1a*j  with  respect  to  a 
point.  Carmiohael,  Nota  on  oertain  inverse  problems  in  the  nmpleK 
theory  of  numbers.  Garvar,  The  ten  special  i^,  configorations  in  the 
Pascal  hexagram.  Greenhill,  The  elliptic  integral  in  electroraagnetic  theon*. 
Hedrick,  A  i»eculiar  example  in  the  theorv  of  snrfacps.  Hedrick,  A 
smooth  closed  curve  composed  of  rectilinear  segments.  Carmichael, 
On  certain  transcendental  ftinctions  defined  bj  a  ajinbolic  equation. 
Gillespie,  On  the  canonical  Substitution  in  the  Haroilton-Jacobi  canonieal 
System  of  differential  aqnations.    Mc  Mahon,   The  differential  geometcj 
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-of  äie  ▼Mtor  fleld.  Second  paper:  lamellar  field.  Diokson,  CommutatiTe 
linear  groups.  Dirtsou,  A  simple  derivation  of  thc  canonical  forms  of  linear 
transformatioitö.  Kasner,  Geometrie  interpretation  of  integrating  factors. 
£asner,  The  conformal  representation  of  geodesic  circies.  Schweizer,  On 
the  raUtion  of  liglifhaiidedneaB  ia  geometry.  Griffiii,  Oertaiii  tnjeelioriM 
-eomnioii  to  differant  lawa  of  oantral  foroe.  DatU»  Colored  imaginnrie«. 
I,  Imaginaries  in  tilO  plane.  II,  ImaginanM  in  Bpaoe.  —  Miller,  The  in- 
variant  subätitutions  under  a  Substitution  ^rroup.  Miller,  Third  report  on 
recent  progress  in  the  theorr  of  groups  of  tinite  order.  Snydor,  On  the 
biratioual  txansformation  of  cui-veä  haviug  genus  greatcr  than  the  cauouical 
fonn.  Snjder,  On  a  special  algehraic  curve  having  a  net  of  nunimiim 
adjoint  curves.  Vehlen,  Continuous  increamng  ftmctions  of  ordinal  nntnbart. 
White  and  Miss  Kate  G.  Miller,  Xote  on  Lüroth's  type  of  plane  quartic 
curve.  Fite,  Conceming  the  degree  of  an  irreducible  linear  homogeneous 
group.  —  Banam,  Conceming  linear  substitutions  of  huite  period  with 
ratifmal  ooeffioienta.  Sisam,  On  tiie  eqnations  of  quartic  surfaces  in  terms 
of  qnadratie  faaaa.  Stephens,  Oertain  cnrves  of  elaas  n  having  «i  —  3 
tangents  in  anj  ^ren  direction.  Miss  A.  L.  Van  Bcnschot^n,  Curvea  of 
genus  4  which  remain  invariant  under  birational  .transformation.  Miss 
M.  E.  Sinclair,  On  a  diseontiTiuous  Solution  in  the  problem  of  the 
surface  of  revolution  oi  mmiaium  area.  Free  hei,  Sur  les  Operations 
lin^aires  (troisi^me  note). 

Sooi^tö  matkeiuatique  de  Frauoe.  Annee  1907/1 90ä.  Jours  de 
•s^ance:  1907:  Oet:  23;  Nov.:  13,  27;  D^.:  11,  18;  1908:  Janv.:  8,  22; 
F^.:  13,  36;  Man:  11,  35;  Atiü:  8,  39;  Mai:  18,  37;  Jnin:  10,  34; 
■JniUet:  8.  La  BUiUoAique  de  la  Sorbonne  est  ouverte  tous  les  jours,  sauf 
les  dimancbes  pt  joiirs  de  conge,  de  10  heures  a  midi  et  de  2  henres  a 
6  heures.  —  Une  seance  consacree  a  la  lecture  a  lieu,  en  outre,  de  8  heures 
a  10  heures  du  soir. 

Societä,  italiana  per  II  progreB»o  deiie  soienze.  Die  erste  Tagung 
der  italienischen  Naturforscherversammluug  fand  Tom  23.  biä  2ö.  September 
d.  J.  in  Parma  statt;  xom  Vorsitzenden  für  das  Jahr  1907 — 1908  worde 
Professor  Vito  Volterra  in  Rmn  gewftUt.  Die  Sitzungen  erfolgten  in 
14  Sektionen.  Dio  Sektion  fOr  Mathematik,  Astronomie  und  Geodäsie  wurde 
von  ihrem  Präsidenten,  Professor  V  C»^rriiti,  ?itit  einer  "Rcflf»  iU)pr  die 
reine  und  angewandte  Mathematik  auf  den  frühereu  Versammluiigeu  italie- 
nischer Gelehrten  eröffiiet.  Die  wissenschaftlichen  Verhaudlungeu  der  Sektion 
knüpften  sieh  an  folgende  Vorträge:  Amaldi,  Bwicdit  Aber  die  Theorie  der 
kontinuierlichen  Transformationsgruppen  nach  Lie;  Bortolotti,  Für  eine 
Ausgabe  der  gesamten  Werke  Ton  F.  V.  Kuffini;  Burgatti,  Über  einige 
Punkte  d(;r  Thenn«'  dor  Differentialgleichungen;  Fubini,  Die  neueren  Me-^ 
thoden  für  die  Lösung  des  Dirichletschen  Primdps;  Lauriceila,  Ober  die 
Funktionalgleichungen;  Levi-Civita,  Bericht  Aber  die  etekfaoinagnetische 
Masse;  Marco  longo,  Berieht  tiber  die  mathematische  Theorie  der  EUstizitit; 
Somigliana;  Über  die  mathematische  Vorbereitung  der  Stodierenden  des 
Ingenieurwesens;  Tedoue,  Über  die  Differentialgleichungen  der  mathe- 
matischen Physik;  Vailati,  Über  den  mathematischen  Unterricht  an  den 
Mittelschulen;  usw. 
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Ameileaa  «Mooiation  fi»r  the  tAvtakoemmut  of  sotenoe.  Di» 

75.  Yersanunlung  dieser  Gesellschaft  wird  vom  30.  Dezember  1907  bis  zutn 
4.  Jantiar  1008  in  Cliicago  stattünden.  Vorsitzender  der  Sektion  A  (Math^ 
matik  and  Astronomie)  ist  Professor  0.  Lovett. 


2.  Preisauigaben  und  gekroatö  Preihhckriilöii. 

(Vacat.) 


3.  Hochsclmliiachriclitei). 

Bayerische  Lehramtsprtilung  in  Mathematik  und  Phyeik,  Ok> 
tober  1807.  Zum  ersten  Abschnitt  (Zwischenprüfung)  hatten  sich  79  Kandi- 
daten gemeldet,  von  denen  vor  und  wfihrend  der  Klausurarbeiten  noek  24 
surBektrateii.  Ans  der  achrifUichen  und  mftndlidken  Prüfung  gingmi  4  Kan- 
didaten mit  Note  I,  22  mit  11,  16  mit  III  hervor,  13  weitere  bestanden 
nicht.  —  Nur  etwas  besser  fielen  die  Re^^nltato  don  zweiten  Abschnittes 
(Srhlußprftfunp)  aus:  von  ()^  angemeldeten  Kandidaten  traten  6  zurück,  7 
wurden  wegen  ungenügender  wissenschaftlicher  Arbeit  zurückgewiesen,  4  be- 
standen die  mtodlidie  F^rDfimg  nidit;  aber  4  errangen  die  Note  I,  26  wie 
21  eine  m. 

TromotioneiL  in  den  Terefnigten  Staaten  'von  Nozdamerlka» 

Während  des  akademischen  Jahi'  s  1906/7  fanden  im  ganzon  12  Promotioneik 
auf  Gnind  einer  mathematischen  Dissertation  statt,  und  zwar  an  den 
folgenden  Universitäten.  An  der  Universität  von  Chicago:  G.  D.  Birkhoff,. 
Asymptotic  properties  of  certaiu  differential  equations  with  appUcations  to 
boundsxy  value  and  expanaion  problems;  A.  Baaum,  On  a  new  kind  of 
eongmenoe  groups;  A.  L.  Pnderbill,  Invariants  under  poini  transformalioDS 
in  the  calculus  of  variationsl  B.  M.  Walker,  On  the  resolution  of  higher 
sinirularities  of  algebraic  curves  into  ordinary,  double  points.  An  der 
Johns  Hoplins  Universität:  C.  S.  Atchison,  Curves  >vith  a  direetrix;^ 
A.  E.  Landry,  A  gcometrical  Interpretation  of  binarj  syzjgiea.  Au  der 
Harvard  üniyersilftt:  W.  Cb.  Brenke,  A  contribution  to  tbe  tbeory  of 
trigbnometric  and  aonal  harmonic  series.  An  der  ComeU  üniTeraitftt: 
R.  Morris,  On  the  automorphic  functions  of  the  group  (O,  3;  Ij,  Ij,  Ij). 
An  der  UniversitJlt  von  Wisconsin:  F,  E.  Allen.  On  the  determination  of 
cyclic  invülutions  of  order  three.  An  der  Yale  Uuive^^itüt:  H.  H.  Conover, 
On  certain  problems  in  the  calculus  of  variations.  An  der  Universität  von 
Virffmiai  P,  W.  Beed,  Singular  points  in  tbe  approximate  derelopment  of 
tbe  perturbative  iunetion;  W.  6.  Rtoue,  .The  groups  of  two^  three  and 
four  Parameters  of  Space  and  their  differential  invariants. 

Universität  Edinbiurs^    Sir  John  Jackson  bat  an  der  üniversitllt 

Edinlnir<:h  eine  Stiftung  gcmaeht.  die  der  Förderung  physikalischer  Unter- 
suebungen  zu  Ehren  des  verstorbenen  Professors  Tait  dienen  soll.  Das 
Stiftungskapitttl  wirit  jährlich  etwa  4000  Mark  ab. 
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4.  Peraonalnaeliiieliteii. 
XmeUmmgan«  Auneiiduraiigaii  usw.: 

Br.  B.  C.  Archil>ahl  wiinlo  zmn  TwStuor  der  Matiiematik  an  der  Arcadia 

ÜTiiversitv,  Wnlfvillo,  X.  S.,  oraannt. 
Privatdozent  Dr.  F.  Bernstein  an  der  Universität  Halle  wurde  zum  Professor 

ernannt  und  mit  der  Abhaltung  der  Vorlesungen  und  Übungen  über 

YemeheraiigsuuirfheinatUc  an  der  UniTersitilt  GOttangen  beauftragt 
Frivatdozent  Dr.  Buclierer  an  der  Unirersität  Bonn  wurde  zam  Professor 

ernannt. 

Dr.  W.  H.  Busey  wurde  /um  ao.  Professor  der  Mathematik  an  der  Uni- 
versität von  Minnesota  ernannt. 

Dr.  Carda,  ao.  Professor  au  der  Technischen  Hochschule  in  Wien,  wurde 
zum  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  dentsoihen  Teefanisehen  Hoeh* 
schule  in  Frag  ernannt. 

Dr.  riairin  wurde  zum  Professor  der  Mathematik  an  der  UniTersität  za 
Lille  enianiit. 

Dr.  A.  Deni^ot  wurde  zum  Dozenten  an  der  Technischen  Hochschule  in 
Lemberg  ernannt. 

Dr.  J.  Eiesland  wurde  zum  Professor  an  der  StaatS'UniTersitftt  Ton  West 

Virginia  ernannt. 

Dr.  Fr.  Gräfe,  ao.  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  7m  Danustadty 

wurde  zum  o.  Honorarprofessor  der  Mathematik  dasell)st  eniannt. 
Professor  Dr.  A.  Heydw eiller,  Direktor  des  Pbysikuliscben  Instituts  der 

Universitftt  IfBnster»  wnrde  zwn  o.  Professor  der  Physik  an  der  üni- 

versitlit  Rostock  ernannt. 
Dr.  G.  He  11  mann,  ao.  Professor  an  der  Universität  Berlin,  wurde  zum  o. 

Prote'^sor  daselbst  nnd  zum  Direktor  des  Mpteorologi.scheii  Instituts  ernannt. 
Privatdozent  Dr.  Herglotz  an  der  Universität  Göttingen  wiurde  zum  ao. 

Professor  daselbst  ernannt. 
Dr.  8t  J  oll  es,  ao.  Professor  an  der  Teehnisehen  Hoehaebule  zu  Charlotten» 

bnrg,  wurde  zum  etatsmäßigen  Professor  daselbst  ernannt. 
Professor  Dr.  V.  Klein   an   der  Uniyer5itilt  Göttinnen  wurde  zum  Ebren- 

mitgliedc  der  Schweizcri.'^chen  Naturforscheiuien  Oesellschaft  urnaunt. 
Dr.  G.  Kowalewski,  ao.  Professor  an  der  Universität  Bonu,  wurde  zum 

etatmäßigen  Professor  der  Mathematik  an  der  Bergakademie  in  Claus- 
thal berufen,  hat  aber  den  Bnf  abgelehnt 
Professor  Dr.  G.  Lauricella  wurde  zum  korrespondierenden  Mitgliede  der 

Accademia  dei  Lincei  in  Rom  ernannt. 
Dr.  Le  Heu  vre  wurde  zum  Professor  der  Mechanik  an  der  Ecole  des  Sciences^ 

zu  Ronen  ernannt. 

Dr.  J.  A.  Liesland  wnrde  zum  Professor  der  Mathematik  an  dar  United 

States  Naval  Aratleiny  in  Annapolis  ernannt, 
Privat'luzent  Dr.  K.  Marx  an  der  Universit&t  Leipzig ^wurde  znm  ao.  Professor 

der  Physik  daselbst  ernannt. 
Dr.  G.  A.  Miller,  ao.  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  von 

Illinois,  wmrde  zum  o.  Professor  daselbst  ernannt 
Professor  D.  A.  Marraj  wurde  zum  o.  Professor  der  angewandten  Mathe* 

matik  an  dv  Mo  Gfll*UniTOTSitftt  ernannt 
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Dr.  F.  liuih,  Privatgelfiiirter  in  Osthofen  (Blieinhessen),  wurde  cum  PtO' 

Br.  B.  Newkirk  wurde  zum  m.  Professor  der  Mathematik  und  Mechanik 
an  der  Universität  von  Minnesota  in  Minneapolis  Minu  ü.  S  A.  (  mannt. 

Dr.  Oertel,  Obsen^ator  an  der  Sternwarte  zu  München,  wurde  zum  etats- 
mäßigeu  Proiessor  der  Geodaesie  sxii  der  Technischen  Hochschule  zu 
Hannover  ernannt. 

Professor  Dr.  E.  Pascal  an  der  Universität  zu  Pavia  wurde  mm  Professor 
der  höheren  Analjsis  an  der  Universität  zu  Neapel  ernannt. 

Privatdozent  Dr.  Pflftger  an  der  Universität  Bonn  wurde  zum  Professor 
ernannt. 

Dr.  J.  Plemelj,  Privatdosent  an  der  üniversitftt  Wien,  wurde  zum  o.  Pro- 
fessor der  Matliemaiik  an  der  Uniyersitilt  GsemowifeB  ernannt 

Professor  Dr.  F.  Richarz  an  der  Universität  Marburg  wurde  zum  Mitgliede 
df-r  T.eopüldlnisch-Carolinisclien  Akademie  Deaischer  Natnrforsolier  in 

Halle  eruanut. 

Dr.  Kocquemont  wurde  zum  Professor  der  angewandten  Mathematik  an 

der  Eioole  des  Sciences  m  Bouen  ernannt. 
Professor  Dr.  H.  Rubens,  o.  Professor  der  Physik  an  der  üniveisiUt  Beiün, 

wurde  /um  Mitgliede  der  KgL  Freudischen  Akademie  der  WisseDschaftoi 

gewählt. 

Professor  Dr,  A.  Schmidt,  Abteüuugsvorsteher  am  meteorologisch -magne- 
tischen Observatorium  in  Potsdam,  wurde  aum  o.  Honorarproieösor  der 
Geophysik  an  der  Üniversitftt  Berlin  ernannt 

Dr.  Strömgren,  Privatdozent  der  Astronomie  an  der  üniTersitftt  Kiel, 
wurde  zum  o.  Professor  der  Astronomie  an  der  üniTeistiftt  Kopen- 
hagen ernannt. 

Professor  Dr.  G.  Torelli  an  der  Universität  zu  jf^alermo  wuidu  zum  Pro* 

fessor  der  Infioitesimalredmung  an  der  üniirersitilt  in  Ne^el  eraauit 
Dr.  S.  Yalentiner,  Priyatdozent  an  der  ünirersitst  Berlin,  wnrde  zum 

Dozenten  ^ysik  an  der  Technis  lien  Hochschule  zu  Hannover  ernannt 
Dr.  Vavasseur  witrde  zum  Professor  der  Differential^  und  Integralrechnung 

an  der  Universität  zu  Lyon  ernannt. 
Privatdoxoüt  Dr.  E.  J.  Wilczynski  au  der  Uuiversität  von  Kalifoniitm 

wurde  tum  ao.  Ptofeasor  der  Mathematik  an  der  TTniverritftt  Yon 

Illinois  ernannt. 

Dr.  H.  K.  Willard  wurde  zum  ao.  Professor  der  Mathematik  an  d«r  Uni- 
versität von  Maine  ernannt. 

HaliUittttioaeii; 

Dr.  Becker,  Privatdosent  der  Physik  an  der  UniversitKt  Kiel,  hahilitievte 

sich  an  der  Universität  Heidelberg. 

Dr.  E.  Salkowski,  OI)erk'lirer  am  Kaiser  Wilb<>lni  Gyninasium  in  Berlin, 
hat  sich  au  der  T<  chnischeu  Hochschule  zu  Charlotteuburg  als  Privat- 
dozent der  darstellenden  Geometrie  habilitiert 

Dr.  0.  Vitali  habilitierte  sich  als  PriTatdosent  fOr  Infinitesimalrechnung 
an  der  UniversitiLt  Genua. 

Dr.  Max  Winkelmann  habilitierte  sich  an  der  Technischen  Hochschule  SU 
Karlsruhe  als  Phvatdozent  der  Mathematik  und  Mechanik. 
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BiiheBtand. 

Dr.  G.  Blazek,  o.  Professor  dar  Mathematik  an  der  böhm.  Technischen 

Hochsoll«!«  XU  Prag,  tritt  la  dm  BnlwsUiid. 
ProÜBSSor  Dr.  Hertxer  an  diu  TeduusdMn  floduehiile  m  CSuurlottoiünirg 

irt  ftin  1.  Oktober  d.  J.  in  den  Buhestand  getreten. 

Ifaurice  Loewj,  Direktor  der  Pariser  Sternwarte,  ist  am  15.  Oktober  d.  J. 
im  Alter  von  74  Jahren  gestorben. 

Professor  Dr.  G.  Sidler  an  der  Univers itüt  Üern  ist  daselbst  am  &.  No- 
vember d.  J.  im  Alter  von  76  Jahren  ge^itorbeu. 

OnstaT  Zenner,  frflher  Professor  an  der  Technischen  Hodisdinle  zu  Dres- 
den,  ist  daselbst  am  17«  Oktober  d.  J.  im  Alter  Ton  78  Jahren  gestorben. 


5.  Vermischtes. 

Aiitronomie  im  LieliramtBexameii.  Auf  eine  Eingabe  der  Professoren 
der  Mathematik  au  der  Universität  Güttingen  hat  der  preußische  Unterrichts- 
minister angeordnetp  daft  Astronomie  als  Teil  dar  angewandten  Matbematik 
in  die  Prdfüngsordnnng  für  Kandidaten  des  höheren  Lehramts  Tersnohswuse 
aufgenommen  werden  soll. 

Zur  deximalen  Winkelteilung.  Am  13.  Mai  d.  J.  ist  in  Toulouse 
<'in  Verein  zur  Verbreitung  der  de/iiualen  Methoden  gef^ründet  worden,  an 
deren  Spitze  J.  de  liej  Pailhade  steht.  £s  sollen  in  den  größereu  Städten 
Frankreichs  und  anderer  Lftnder  Zweigvereine  gebildet  werden;  die  JfitgHeder 
zahlen  keinen  Beitrag  und  haben  ihre  Mitgliedschaft  anzuzeigen  an  M.  le 
President  du  Comite  pour  la  propagation  des  methodes  decimales,  Toulouse, 
18  rue  Saint- Jacques.  Es  ist  bisher  insbesondere  beschlossen  worden,  die 
Herausgeber  von  Landkarten  aufzufordern,  auf  allen  neuen  Karten  neben 
4em  sonst  etwa  gewählten  Gradnetz  auch  ein  solches  in  Dezimalteilung  des 
Viertelkreises  anzubringen.  Femer  sollen  die  Hersteller  von  mathematis(^en 
Instrumenten  ersucht  werden,  daß  sie  ihren  Vorrat  mit  sexagesimaler  Teilung 
allmählich  nnsgehen  lassen  und  künftig  ihren  Abnehmern  Kreise  mit  dezi- 
maler Teilung  empfehlen. 

Heidelberg.  Am  la.  Oktober  hat  Herr  Geb.  Hat  Koeuigsberger  seinen 
siebzigsten  Gebartstag  gefeiert.  Seinen  Freimden  und  Schülern  bot  das  Fest 
eine  ersehnte  Gelegenheit,  ihre  Liebe  und  Dankbarkeit  zum  Ausdruck  zu 
bringen.  Und  wie  reich  floß  diese  Quelle!  Als  am  Morgen  des  festlichen 
Tages  die  ersten  Glückwnnschenden  in  dem  Hau.se  de.s  Jubilars  sich  ein- 
fanden, da  waren  seine  Räume  bereits  in  blilhende  Gärten  verwandelt. 
Stoße  von  Depeschen  und  Briefen  hatte  die  erste  Morgenpost  gebracht,  da- 
runter Schreiben  des  badiscben  Staatsminist^ums  und  des  Stedtrates  von 
Heidelbeiif.  Herr  Geh.  Bat  Krause  (Dresden)  hatte  im  Namen  und  Auf- 
trag der  firflheren  Schüler  dne  Adresse  übersandt,  aus  deren  Inhalt  hier 
einige  SStze  mitgeteilt  seien,  weil  man  knnm  schöner  und  wärmer  die  Ge- 
fühle ausdrücken  kann,  welche  au  diesem  Tage  so  viele  Herzen  bewegten. 

„ . . .  Voll  tiefen  Dankes  gedenken  wir  heute  der  vergangenen  Zeiten, 
als  es  uns  vergönnt  war,  Ihre  Schüler  zu  sein,  entsinnen  uns  des  mllehtigen, 
zündenden  Bindmokes,  den  Hure  Vorlesungen,  den  Ihre  gesamte  kraftroUe, 
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hervorragende,  in  sich  geschlossene  Persönlichkeit  auf  uns  gemacht  hat. 
In  miBer  aller  HeriMi  luüieii  8ie  di«  uiiTerg&nglicAe  Liebe  zu  unaenr  Winen- 
aebait  gepflanst,  xaü  vieKkMdi  die  Wege  gewieaen«  die  wir  auch  bei  unawea 

späteren  Arbeiten  eingeschlagen  haben,  und  aind  uns  gllenit  ein  leuchtendea 
Vorbild  hingebender  Pflichterfüllung,  tmatisgesetzten  vom  reichsten  Erfolgie 
gekrönten  wissenschaftlichen  Strebens  und  Arbeitens  Ljewcsen  ..." 

In  den  Mittagsstunden  drüngten  sich  die  üe^uehe.  Eine  Depututiou 
folgte  der  andern.  Die  ÜDivendtit  war  durch  ihren  Prorector,  die  philo* 
aopbiacbe  und  die  natnrwissenscbafUich-matiieraatische  FakuliKt  waren  durch 
ihre  Dekane  vertreten.  Professor  Krazer  tiberbrachte  in  warmen  Worten 
die  Glückwünsche  der  deutschen  Mathematiker- Vereinigung  und  gedachte 
der  großen  wissenschaftlichen  Leistungen  Koenigsbergers.  Der  Heidelberger 
mathematische  Verein  und  die  alten  Herren  dieses  Vereins  hatten  De- 
putationen, Blumen  und  eine  kfinstleriaeh  auagefllbrte  Adresse  mit  den 
ünterscbrift^'n  von  150  badischen  MittelschuUehrem  gesandt. 

Filr  jeden  dioser  Glückwtlnsehenden  liatte  der  Jubiliir  ein  her/lii  hes, 
bedeutendes  Wort.  Er  dankte  mit  jener  tiefen  und  aufriclitigen  Brsrheidt  ii- 
heit,  welche  ausgezeichneten  Männern  fast  immer  eigen  ist,  mit  jeuer  Be- 
gcbeidenheitj  welche  die  eigenen  Leistungen  nicht  ableugnet,  aber  an  den 
bödiaten  Idealen  mifit^  welche  sieb  nicht  genug  tun  kann,  den  Ajiteil^ 
welc^ien  andere  an  dem  Erreichten  gehabt  haben  mOgen,  zu  betonen  und  zu 
vergrößern.  Immer  wieder  godaeht»'  Herr  Koeni  crsbergpr  seiner  Lehrer  und 
Freunde  aus  früheren  Zeiten,  und  namentlich  zu  den  drei  Großen:  Helmholtz, 
iiuusen  und  Kirchhoff  blickte  er  in  dankbarer  Bührung  auf.  Zahlreich 
waren  die  Anl&sse,  welche  ihn  an  jene  erinnerten.  Der  Prorektor  Jellinek^ 
^etet  einer  der  größten  Staats-  und  Vülkerreehtslehrer  Deutschlands^,  war 

im  Jahre  iHlit  unter  den  ju^nwidlirbeti  Faekellrlig-cm  gowosen,  welehe  den 
scheidenden  Lehrern  Koenis/sberger  und  K irchhof f  eine  begeisterte  Ovation 
und  den  Dank  der  Studcnteu!«chaft  dai'gehracbt  hatten.  Die  Deputationen  der 
beiden  jetxt  getrennten  FakultKten  erinnerten  an  die  alte,  Fbüosophie  und 
Naturwissenschaft  umspannende  philosophische  Pakultllt,  deren  letzter  Dekan 
der  Jubilar  gewesen  war.  In  ihr  hatte  er  an  der  Seite  jener  drei  Koryphäen 
gewirkt,  mit  denen  ihn  die  innigste  Freundschaft  verband.  Noch  andere 
liihler  sti.  L'en  aui.  Der  Jubilar  gedachte  des  freundlichen  Wohlwollens,  das 
ihm  der  jüngst  verstorbene  Großherzog  Friedrich  von  Baden  stets  be- 
zeagtf  er  gedachte  seines  Freondea  Kuno  Fischer,  er  verweilte  bei  der 
edlen  Gestalt  Victor  Meyers.  Die  GifickwUnsche  des  mathematischen  Ver- 
eins riefen  die  dankbare  Erinnerung  an  dessen  Gründer  L.  Fuchs  wach. 

AlwT  atifli  in  die  Gei^enwart  und  in  die  Zuktinft  wandte  der  Gefeierte 
>einen  Blick.  Als  Professor  Krazer  ihn  als  den  eigentlichen  (Trnnder  der 
Deutschen  Mathematiker- Vereinigung  bezeichnete,  da  "mw  Herr  Koenigsberger 
auf  die  ungeahnte  Bedeutung  hin,  welche  diese  Vereinigung  im  Laufe  der 
Jahre  gewonnen  habe,  und  hetmite  ihre  hervorragende  Holle  bei  der  Re- 
organisation des  t'nterrK  hts  auf  Hoch-  und  Mittelschulen.  „Wir  wissen  alle, 
daü  wir  datür  dem  hervorragenden  Mathematiker  und  dureh  eine  kraftvolle 
Initiative  ausgezeichneten  Organisator  Felix  Klein  zu  grolieni  Danke  ver- 
pflichtet sind."  —  An  die  Abgesandten  der  naturwissensebafütch-mathematischen 
Fakultät  waren  die  bedeutenden  Worte  gerichtet:  „Unsere  Fakultät  ist  in 
einem  Regenerationsprozess  begriffen,  gl&nzende  jüngere  Kr&fte  sind  in  die- 
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«db«  emgetntim  and  mahnen  den  Senior,  dem  Eintritt  einer  neiittn  Zeit 

und  moderner  WissenFchnft  nicht  mehr  hingf  <Iit'  Tür  zu  sptrren  ..." 

So  denken  Greiso  nicht:  Nur  wer  sich  im  siebzigsten  Jahre  die  JufT'^nd- 
frische  bewahrt  hat,  vermag  mit  so  großer  Gesinnung  der  Zukunft  ins  Auge 
xa  sdiaaen.  Aber  gerade  weil  das  Alter  ihm  nodi  niclita  von  seinmn  Feuer 
liat  nehmen  können,  mu£  ein  solcher  Lehrer  seinem  Amte  erhalten  bleiben. 
Das  war  auch  der  Wimsch,  den  die  Studierenden  zum  Ausdruck  brachten; 
und  sie  durften  das  Versprechen  mitnehmen:  „Erhalten  Sie  mir  Ihr  Wohl- 
wollen und  Ihre  Nachsicht,  dann  will  ich  versuchen,  noch  kurze  Zeit  meine 
Kraft  in  Ihren  Dienst  zu  stellen." 

Am  Abend  des  19.  Oktober  Tereinigte  ein  Festkommers  die  Mitglieder 
des  mathematischen  Vereins,  dessen  alte  Heiren  und  die  Dozenten  I  i  Ma- 
tiiematik  von  der  Universität.  Mit  Begeisterung  wurde  der  geliebte  Lelirer 
empfangen,  ais  er  den  Öaai  betrat  und  mit  jugendlich  raschen  Schritten 
dem  für  ihn  bestimmten  mit  Blumen  geschmückten  Ehrensitze  zueilte.  Berr 
Professor  üllrich  hielt  die  Festrede  auf  den  Jubilar,  Herr  Geh.  Hofrat 
Cantor  brachte  ein  Hoeh  auf  die  Familie  Koenigsberger  ans.  ünd  nun  er> 
griff  der  Gefeierte  selbst  das  Wort.  Er  schilderte  seinen  Leiten sgang.  So 
schlieh*  die  Erzählung  wnr,  so  meisterhnft  war  sie.  Atemlos  Inn^rbten  die 
Versammelten.  StauneuUtm  und  verehrenden  Herzens  sahen  sie  dieses  reich 
gesegnete  Leben  vorüberziehen,  von  dem  ein  geheimnisvoller  Glanz  auszu- 
gehen sdiien.  Welche  Namen  aaf  der  ganzen  Linie  dieser  Entwickelung! 
Welche  Lehrer!  Welche  Freunde  und  Schüler!  Wir  wollen  den  Jnbilar 
bitten,  seine  Rede,  oder  doch  ihren  Inhalt,  in  irgendeiner  Form  einem 
größereu  Kreise  zugänglich  zu  machen,  n-i  1  wagen  es  nicht,  diesem  er- 
wünschten Geschenk  durch  Preisgebimg  von  Einzelheiten  oder  durch  unvoU- 
kmnmene  SkitziMimg  der  großen  ZUge  YOrzugreifen.  —  Als  der  Redner  unter 
jubelndem  Beifiül  seine  ErsKhlung  mit  einem  Hooh  auf  den  mathematiMhen 
Verein  geschlossen  hatte,  dankte  Herr  Professor  Danft  mit  herzlichen  Worten. 

In  den  nächsten  Tagen  wird  Herr  Koenigsberger  seine  Vorlesungen 
wieder  beginnen.  Neue  Zub'irer  werden  sieh  durch  ihn  für  die  Schönheiten 
der  mathematischt^Q  Wisscnschalteu  begeistern  lassen,  und  dm  jungen  Schüler 
werden  sich  mit  den  alten  in  dem  Wunsehe  vereinigen,  daB  der  geniale 
Dozent  dem  Katheder,  das  sich  an  diesem  Tage  für  ihn  mit  Blumen  und 
Kränzen  schmflcken  wird,  noch  lange  erhalten  bleiben  mQge. 

(Eingelaufen  am  23.  Oktober.) 


Literarisches. 

1.  Kottzen  und  Bespreehimgeii. 

Sir  William  Hamiltons  mathematische  Abhandlungen.  Der 
Anssehufi  der  British  Association  hat  empfohlen ,  einen  Neudruck  von  Sir 
William  Hamiltons  mathematischen  Abhandlungen  m  veranstaltenf  um  sie 

allgenitdner  zugänglich  zu  machen. 

Mathematische  Werke  von  Paolo  Bufflni.  Der  rircolo  Matt  inatico 
di  Palermo  piant  die  VeröÖentiiclmng  der  muthematisciicn  Werke  und  der 
wissenschaftlichen  Korrespondenz  von  Paolo  Ruffini. 
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Torrioelli«  Werke.  Im  Jahre  1908  findet  der  300.  Geburtstag  Torriccllis 
statt.  Aus  diesem  Anlaß  hat  di'v  >fairi''trat  von  Faenza,  der  Geburtsstadt 
Torrlcellis,  beschlossen,  die  gfsamien  \N  erkt-  TorricelHs  herauszngt'bpn.  Der 
^agihLrat  weudet  sich  daher  iu  einem  Kuudächreibeu  au  alle  Kreide  mit  der 
Bitte,  das  üntBrnebmen  besonden  duteb  den  Hinweis  auf  If enuskripte  ron 
der  Hand  Torricellts  m  unterstttieen,  die  sich  etwa  noch  in  Offentlichen  oder 
IKriTaien  BibliotheloBn  finden  möchten. 

Haobforsohiingeii   nach   matiieiiiatisoheii  Schriften.  Professor 

Eugene  A.  Smith  vom  Tcachers  College  der  rolumbia  Fuiversität,  ist  nach 
Japan  gereist,  um  nmthematische  Bücher  uud  Manuskripte  zu  samiuelo,  die 
sich  auf  die  Gescliiclite  der  Mathematik  beziehen. 

Pestschrift  vor  Feier  des  200.  Geburtstages  Leonhard  Sulers. 
Herausgegeben  vom  Vorütaude  der  Berliner  Mathematischen  Gesellschaft. 

A.  u.  d.  T.:  Abhandlungen  zur  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften 
mit  Einsehlufi  ihrer  Anwendungen.  Begrttndet  von  Moritx  Cantor.  In 
zwanglosen  Heften.    XXV.  Hea    [IV  u.  137  8.]   gr.  8.    Leipsig  1907» 

B.  G.  Teubner. 

Zur  Feier  des  200.  Geburtstages  Leonhard  Eulers  hat  die  Berliner 
Mathematische  Gesellschaft  am  15.  April  d.  J.  eine  Festsitzung  veranstaltet» 
in  der  drei  ihrer  Mitglieder  vortrugen:  Herr  G.  Valentin  über  Eulers  Auf- 
enthalt iu  Berlin,  Herr  A.  Kneser  Qber  Eulers  Bedeutung  für  die  Variations- 
recfannng  und  'Heir  F.  KStter  fiber  Enlers  üntenmchnngen  betreffend  daa 
Krnselproblem  und  verwandte  Gebiete.  Die  beiden  erstgenannten  Vortiflge 
gelangen  hier  zum  Abdruck.  Hinzugekommen  sind  noeh  zavpi  Abhandlungen: 
F,  Müller,  Über  bahnbrechende  Arbeiten  Eulers  aus  der  reinen  Mathematik, 
und  E.  Lampe,  Zur  Entstehung  der  Begrifie  der  Exponentialfunktion  und 
der  logaritbmisehen  Funktion  eines  komplexen  Arguments  bei  Euler. 

Außerdem  sind  zwei  Bildnisse  des  Baseler  Mathematikers  beigegeben. 
Das  Titelbild  ist  eine  Reproduktion  des  von  A.  Lorgna  (1787)  vorfertigten 
Portraits,  Avührend  das  andere  von  Darb  es  1^1782)  herrilhren  soll.  Jenes 
ist  wohl  am  wenigsten  bekannt  geworden,  dieses  soll  nach  dem  Ausspruch 
des  älteren  Fuss  am  ähnlichsten  sein. 

Dio  Tätigkeit  der  Unten ichLökoiDmission  der  Gesellschaft  Deut- 
Bcher  Naturforaciier  uuti  Ärzte,  Güsamtbericht  enthaltend  die  Vorver- 
handlungen auf  den  Versammlungen  in  Cassel  und  Breslau  sowie  die  seitena 
der  Kommii^don  den  Versammlungen  in  Meran,  Stuttgart  und  Dresden  unter- 
breiteten  Reformvorschliige.  Im  Auftrage  der  Kommission  herausgegeben  von 
A.  Gutzmer  in  Halle  a.  S.   gr.  8.   Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 

Die  T'ntf'iTichtskommission  der  Ge.sellschaft  Deutscher  Naturfcr  r-hpr  und 
Arzte  hat  nach  drei jühri<^er  Täti<3fkpit  ihre  Aufgabe  im  weseiitliilien  als  er- 
ledigt erachtet  und  will  iu  dem  vorlie^'eudeu  „Gesamtbericht"  ein  möglichst 
▼ollstSndiges  Bild  ihrer  Bestrebungen  und  ReformTOrschlSge  allen  interessierten 
Kreisen,  den  Behörden,  den  Schul-  und  Fachmännern  und  dem  gebildeten 
Publikum  darbieten,  die  ihren  Arbeiten  ein  so  erfreuliches  Interesse  gewidmet 
haben.  Di'^  Kommission  glaubte,  sich  iu  diesem  Gesamtberichte  nicht  auf  die 
Zusammenstellung  der  verschiedenen  von  ihr  ausgearbeiteten  Reformvorschläge 
heschrihken  zu  sollen;  sie  hat  daher,  um  die  ganze  Beformbewegung  im  Ge- 
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Meie  des  matlieiiiimtiachen  und  naturwissenschaiUiobflii  Unterrichts  klaror  her- 
vortreten zu  lassen,  auch  die  Yorverhandlungen  nnf  der  Ca.sstder  und  der 
Breslaupr  NaturforschorvTsanimlung  mit  aufpenonunt-n.  Sind  die  dort  ge- 
haltenen Vorträge  und  getuiiten  Beschlüsse  auch  nicht  formell  von  der  Eom- 
miadon  ausgegangen,  so  YtxvtShXtatSigiaL  sie  dodi  aaeh  maiieliftr  Bichtnng  das 
Büd  von  der  Entwioklimg  der  KonumssioniTorscihlBge. 

Den  AWhluß  des  Bandes  bildet  ein  umfangreiches  Verzeichnis  der 
wesentlichen,  seit  1900  erschienenen  Schriften,  die  sich  auf  die  Reform  des 
mathematischen  nnd  natnrwissenschaft liehen  Unterrichts  beziehen.  Es  mag 
au  diüser  Stelle  insbesondere  noch  auf  die  vou  A.  Ilüfler  und  F.  Poske 
uaiemoinmene  „Sammlnng  didaktischer  HandbUcher  flbr  den  realiatisehea 
Unterrlrlit  an  höheren  Schulen"  hingewiesen  werden,  deren  erster  Band, 
Mathematik  von  A.  Höf  1er,  demnSchst  im  Verlage  Ton  B.  6.  Teubner  in 
Leipzi;.;  erscheinen  wird. 

Das  von  dem  Herausgeber  dem  „Gesamtbericht"  beigefügte  Vorwoil 
geWfthrt  einerseits  einen  nSberen  Einblick  in  die  Arbeitsweise  der  Kommission, 
andererseits  einen  Ansbliek  auf  die  kfinftigen  Arbeiten  des  aligemeiaen 
TJnterrichtsausscbusses,  zu  dessen  Zusammensetzung  sich  die  namhaftesten 
Gesellschaften  vereinigt  haben,  die  an  einer  Förderung  des  mathematischen 
und  naturwissenschaftlichen  Unterrichts  ein  besonderes  Interesse  nehmen. 

G. 

Wissonscliaft  und  Hypothese.    Sammlung  von  Einzeldarstellungen'^ 
aus  dem  Gesamtgebiet  der  Wissenschaften  mit  besonderer  Berncksichtigting 
ihrer  Grundlagen  und  Methoden,  ihrer  Endziele  und  Anwendungen.  Leipzig, 
B.  G.  Teubner. 

Unter  dem  Titel  „Wissenschaft  nnd  Hypothese"  l&fit  die  Verlagsbuchhand- 
lung Ton  B.  6.  Teubner  in  Leipzig  eine  Sammlung  Ton  Eineeldarstellnngen 

ans  dem  G^amtgebiete  aller  Wissenschaften  erscheine,  die  einem  lebhaft 
hervortreten  Jon  nedürfui.s  unserer  Zeit  entgegenkommen  soll  und  wird.  Die 
Schriften  der  Sammlung  .sollen  die  in  den  verschiedenen  Wissensgebieten 
durch  die  Spezialforschungen  gewonnenen  Ergebnisse  von  hoher  Warte  nach 
umfassenden  Gesichtspunkten  ordnen  und  in  ihrem  inneren  Zusammenhange 
darstellen;  es  soll  überall  das  Streben  zum  Gamm  in  d«i  Vordergrund  dar 
Betraehinng  gerflckt  werden.  Nicht  um  spezieUe  Monographien  handelt  es 
sich  also,  sondern  nm  die  wesentliclien  und  aus  der  Tiefe  der  Prirschung 
entspringenden  Probleme,  sowie  um  Darstellung  dessen,  was  die  Wissenscliaft 
erreicht  hat,  und  der  vornehmlichen  Ziele,  die  sie  sich  für  die  Ztikunft  gestellt 
hat.  Die  Wissenschaften  in  dem  Bewußtsein  ihres  festen  Besitzes,  in  ihren 
Voraus^  tzuugen  darzustellen  und  ihr  pulsierendes  Leben,  ihr  Haben,  Können 
und  Wollen  aufzudecken,  soll  die  Aufgabe  sein:  andrerseits  aber  soll  in  erster 
Linie  auch  auf  die  durch  die  Schranken  der  Sinneswahrnehmung  und  der 
Erfahrung  überhaupt  bedingten  Hypothesen  hingewiesen  werden,  damit  das 
dem  hentigen  Stande  der  WisMusehafl  —  nieht  nur  der  ezaktmi  Fieber, 
sondern  aller  Forschungsgebiete  —  entsprediende  Kultur^  und  Weltbild  in 
seinem  wahren  Werte  erkannt  werde. 

Die  beiden  weitverbreiteten  Poiucnrcschen  Sclnift»^n:  „Wissenschaft  und 
Hypothpso**  und  Der  Wert  der  Wis^enscliatt",  welch»-  in  (  liei-setzimg  erschienen 
sind,  bilden  die  ersten  Bände  dieser  Ueihe.     Es  ist  an/.uuehmen,  daß  sich 
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zahlreiche  Foi^scher  aut  deu  verschiedensten  Wissensgebieten  gern  au  dieser 
Sammlung  beteiligen  werden.    Bisher  sind  fulgende  Bände  erschienen: 


Wiuensdit^  und  Hypothese.  Von  Henri 
Poincar^.    Dentseh  tob  L.  und 

F.  Linde  mann.     2.  Auflage.  1906. 

Der  Wert  der  WUsenschaft.  Von  Henri 
Poineartf.  Mit  Genehmigung  des 
Verlassern  ins  Deutsche  übertragen  von 
E.  Weber.  Mit  Anmerkungen  and 
ZnaUsen  von  H.  Weber.  Blut  etoem 
Bildniä  des  Verfansere.  I'.t06. 

Muthenbüdung  und  Järkenntnis.  Eine 
Abhandlung  Qber  die  Orondlagen  der 

In  Vorbereitung  befinden  sich: 

Grundfragen  der  Astronomie,  der  Meciia- 

)iik  xnd  Phijsik  der  I Iiiiimel^c9rper. 

Von  H.  V.  Ser  1  i  ^  r  r- München. 
Das  Prinzip  der  Urhaltunf/  drr  Emif/ir. 

Von  M.  Planck- Berlin.  -J.  .\ut'Iage. 
Das  W't'sfim  unserer  Zeit  tn  Mathnnatik 

und  Naturii  isspu.'ichuß.  Vou  E.  P  i  e  a  r  d 

Deutsch  von  L.  und  F.  Lindem unn. 
Pri)hJrmc    der    Wissenschaß.     Von  F. 

K  n  r  i  <  1 11  e  8  -  Bologna.   Deutsch  von  K. 

Greiling -Göttingen. 
Die  F.rdp  ah  Wolmsits  de»  Metud^en. 

Vou  K.  Düve-Jeua. 
Die  icichiigsten  Probkme  der  Mineralogie 

und  Petrograph  it.  \'oxi  G.  L  i  n  c  k  -Jena. 
Chemie  der  kolloidalen  Metalle.  Von 

V.  Kohlschütter-StraSburg  i.  E 
Prinzipien  der  mrgleiclienden  Anatomü. 

Von  H.  Braus -Heidelberg. 


Philosophie.    Von  G.  F.  Lipps  in 
Leipzig.  1907. 
Die  ytichtfulliih'schp  Geometrie.    Von  R. 
Bonola  in  Pavia.  Historisch-kritische 

DarstellongihrerEntwioldaBir»  Deutseh 

'  ij  H.  Liebmann. 
Jiibbe  und  Flut^  soirie  verwandte  Er- 
9(keinung«n  im  Sonnensystem.  Von 
G  H.Darwin  inCanibridge  Deutschv. 
A.  P  0  c  k  e  1  s.  Mit  einem  Eintührungs- 
wori  von  6*  t.  Neomayer.  190S. 


Die  Vorfaiiren  und  die  Vererbumg.  Von 
F. leDantec.  DentsehTOnH. Kniep« 

Freibur^-  i  B. 
Darwiv-Jlio^ruphie.  Von  K.  Guenther- 

Freiburg  i.  B. 
Seiiersvhriuungrtt  der  Pfiansen.  Von 

L.  Jost- Straßburg. 
Geschichte   der   PtydieSoffie.    Yim  O. 

Klemm- Leipzig. 
Physiologie  der   Einzelligen.     Von  S. 

v.  Prowazek -Hamburg. 
Gvlirge  und  Erdbeben,  Von  Fr.  Frech- 

iircäiau. 

Wissensdiaf^  wnd  Religion.     Vou  t,. 

Boutroux,  membre  de  Tlustitut,  Paris. 
Blumen  und  Insekten.  Von  0.  Kirchner- 

Hohenheiin. 


Die  beiden  Schriften  vou  Poincare,  die  den  Reigen  der  Samiulnng 
eröfihen,  sind  so  bekannt  und  verbreitet,  daß  darüber  kein  Wort  /.u  sagen 
bleibt  Ebanao  ist  das  Darwinsche  Buch  Über  Ebbe  und  Flut  als  ein  ans- 
geaeidinetes  Muster  für  den  Charakter  der  Sammlang  zu  bezeichnen.  Die 
soeben  erschienene  Schrift  von  Lipps  über  Mythenbildung  und  Erkenntnis 
bewegt  sich  zwnr  wespntlich  uut'  i)hilo8ophischem  (Sebietf.  aber  der  Verfa^.ser 
der  „Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Mathematik"  darf  der  Be- 
achtung der  Mathematiker  sicher  sein;  in  der  Tat  werden  diese  insbesondere 
den  «weiten  und  dritten  Abschnitt,  und  namentlich  das  fünfte  Kapitel  des 
Buches  üb«r  „Mythenbildung  und  Erkenntnis'^  mit  großem  Interesse  lesen. 

Der  ganze  Pliui  der  neuen  Sammlung  trägt  den  Keim  zu  ihrem  Erfolge 
in  sich;  möge  die  \  erlagsbuchhandlung  bei  der  Ausführung  des  Planes  eine 
ebenso  glückliche  Hand  haben  wie  bei  den  ersten  i3änden.  G. 

Julius  Bauschinger,  Die  Bahnbestimmung  der  Himmelskörper, 
gr.  8®.  Mit  81  Figuren  im  Text.  XV  u.  653  ö.  Leipzig,  Engeimaun. 
1906.    Preus  3  t  M. 

Das  Erscheinen  des  vorliegenden  Werkes  ist  von  den  Astiouomeu  luit 
Freuden  begrüßt  worden,  nachdem  das  durch  seine  Exaktheit  und  Klarheit 
ausgezeichnete  Oppolzersehe  Lehrbuch  zur  Bestimmung  der  Kometen  und 
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Planeten  seit  einiger  Zeit  verpriffen  ist.  Ja,  auch  die  nichtdeutschen  Astro- 
nomen werden  dem  Werke  lebhaftes  Interef??e  entgegenbringen,  denn  an 
Lehrbüchern  über  diesen  Gegenstand  ist  auch  im  Auslände  kein  Überfluß, 
und  für  eines  der  besten  nnd  verbreitetstenf  J.  G.  Watsons  yiieoreUecd 
Astnmcmy  rdcMng  io  ihe  Motiotis  of  tfie  Heaveiüy  Bodies  trifft  leider  dasselbe 
zu  wie  für  Oppolzers  „Babnbestimmung^S  Ebenso  ist  die  leider  durch  Druck- 
fehler stark  entstellte,  aber  —  man  möchte  sagen:  auf  jeder  Seite  —  die 
Originalität  und  Genialität  ihres  Verfassers  verratende  erste  Auflage  der 
„Theoretischen  Astronomie"  von  Klinkerfues  vergriffen,  welche,  zwar  weniger 
lunfiutgreieb,  aber  auch  wesentliob  billiger  als  die  genaonten  Werke,  den  Li^ 
in  vortrefflicher,  fesselnder  Weise  in  das  Problem  der  Bahnbestimmung  einführte. 

Bauschingers  „Bahnbestiramung  der  Himmelskörper"  ist  durchaus  ge- 
eignet, für  die  vergriftenen  Werke  Ersatz  zu  l/ieten.  Der  Verfasser  hfhandelt 
seine  Aufgabe  sogar  noch  vollständiger  als  die  genannten  drei  Autoren,  in- 
dem er  die  Bewegung  der  Satelliten  am  die  Planeten  mit  in  das  Werk  ein- 
bezieht und  ebenso  die  Bestiromiuig  dar  Bahnen  der  Meteore  und  dw  Stern- 
schnuppen, welche  Oppolzer  und  Watsou  nicht  berücksichtigt  hatten.  Außer- 
dem trägt  Verfasser  auch  den  Fortschritten,  welche  die  Wissenschaft  in  den 
letzten  Jahrzehnten  auf  dem  Ctebiete  der  Bahnbestimmung  gemacht  hat,  ge- 
bührend liechnung. 

Znr*  Einfflhmng  gibt  Verfiuser  einen  Abriß  *  der  sphlrischen  Trigono- 
metrie, sodann  beliand^t  er  die  astronomischen  Koordinatensysteme  und  die 
astronomische  Zeitrechnung.  Ein  der  Mechanik  fester  K'irper  gewidmeter 
Abschnitt  leitet  zur  Präzession  und  Nutation  über,  gibt  aber  gleichzeitig 
auch  die  mathematische  Grundlage  tUr  die  erst  später  folgende  Behandlung 
der  Bahnmbesienmg  und  der  StOrungsrechnung,  so  dafi  diese  Kapitel  dann 
TOtt  einem  hOhereii,  allgemeineren  Standpunkt,  ab  es  gewöhnlidi  geschieht, 
in  Angriff  genommen  werden  können.  Aberration  und  Parallaxe  vervoll- 
ständigen das  Gebiet  der  Erscheinungen,  mit  denen  der  Leser  bt  katint  sein 
muß.  um  an  das  rr()l)lern  der  Balmhestimmung  herantreten  zu  können. 

Diü  Darstellung  ist  in  diesen  einleitenden  Abschnitten  naturgemäß  eine 
gedr&ngte ;  zur  ersten  Einführung  in  diese  Dissiplinen  dflrfte  von  dem  Studierenden 
ein  breiter  angelegtes  Werk  wohl  vorgezogen  werden,  jedenfalls  ist  es  aber 
von  großem  Vorteil,  daß  eine  kurze  Zusammenfassung  der  nötigen  Vorkennt- 
ni<;sf>  und  eine  Zusammenstellnng  aller  aus  jenen  Disziplinen  später  in  Betracht 
kommenden  Formeln  vorausgeschickt  wird. 

Verfasser  geht  sodann  sur  heliozentrisehen  Bewegung  der  Himmelskörper 
Uber.  Hier  werden  die  Keplersehen  Gesetze  behandelt,  die  Benehungen  zwisohen 
mittlerer,  exzentrischer  und  wahrer  Anomalie  in  der  Ellipse,  die  für  die 
Panli'l  geltende  Kol  ersehe  Gleichung,  dit;  Er^vciterung  derselben  durch 
Lambert  auf  die  Ellipse  und  Hyperbel,  das  Verhältnis  des  Sektors  z(^a 
Dreieck  bei  den  drei  Kegelschnitten  usw. 

In  dem  ÜNiieren,  von  der  geozentrischen  Bewegung  haaddnden  Teil 
nimmt  der  Lambertsche  Satz  von  der  Krümmung  des  geozentrischen  Laufes, 
dessen  Verwendbarkeit  für  die  Bahnbestimmung  zwar  nicht  von  seinem  Autor 
selbst,  sondern  erst  von  Brnns*  erkannt  wurde,  das  Hauptinteresse  in  Anspruch. 

Der  die  eigentliche  Babube.stinimuug  entlialtende  Teil  des  Werkes  gibt 
in  den  einzelneu  Abschnitten  die  Berechnung  einer  elliptischen,  einer  parabo- 
lischen nnd  einer  kreisförmigen  Bahn.    Vom  didaktisohen  Standpunkt  aus 
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möchte  wcriil  eine  umgekdittd  Anordnung  dieser  Abschnitte  vorsusiehen  ge- 
wesen sein.  Bei  der  Beetimmung  einer  elliptiscben  Bahn  werden  die  beiden 

Fälle  unterschieden,  deA  drei  Beobachtnngen  oder,  wenn  diese  eine  sichere 
Berechnung  der  Elenionto  nicht  liefern,  vier  Beobarhtimppn  der  Kechnnn|;f 
zugrunde  gelegt  werdm  sollen,  es  werden  die  für  den  praktischen  Uechner 
wichtigsten,  teils  in  einer  Abkürzung  der  Bechnung,  teils  in  einer  Erhöhung 
der  m  endelenden  Genauigkmt  bestehenden  YerbeBserungen  der  Ganfiischen 
^fethode  der  elliptischen  und  der  Olberssohen  Methode  der  parabolischen 
Bahnbt  siimmung  behandelt,  desgleichen  die  sog.  AusnahmefftUe  und  die  mehr- 
fachen Lösungen. 

Da  die  aus  3  oder  4  Beobachtungen  abgeleitete  Bahn,  wie  spätere  Beobiich- 
tungen  leider  stets  zeigen,  nur  eine  rohe  Annlhennig  an  die*  wahre  Bahn  dar- 
stellt,  so  müssen  die  Babnelemente  sur  Ersidung  einer  besseren  Übereinstimmung 

zwischen  Beobacbtuug  und  Rechnung  einer  Verbesserung  unterworfen  werden,, 
mit  welcher  Aufga1)e  Verfasser  sich  sodann  bescliäftigt.  Kin  Abschnitt  ul>pr  Aus- 
gleii  ksrechnung,  die  zur  Bestimmung  der  hestniöglichsten  Balmelemente  an- 
zuwenden ist,  —  verdankt  sie  doch  diesem  Probiem  überhaujit  ihre  Eiündung 
—  ist  an  dieser  Stelle  dem  Werke  eingefügt.  In  dem  Mheren,  die  Mechanik 
fester  Körper  behandelnden  Kapitel  war  das  nötige  Rüstzeug  gewonnen, 
welches  dem  Verfasser,  wie  schon  erwähnt,  jetzt  die  Möglickeit  gibt,  die 
vorliegende  Aufgabe  recht  allgemein  zu  erfassen  imd  so  die  beiden  von  den 
Rechnern  heutzutage  mit  Vorliebe  angewandten  Methoden  von  Schoenfeld 
und  von  Tietjen  aus  demselben  Gleichungssystem  fließen  zu  lassen.  Natfir» 
lieh  wird  auch  die  Verbesserung  parabolischer  und  nahe  parabolischer  Bahnen 
behandelt,  .sowie  die  bei  noch  unsicheren  Bahnelementen  anzuwendende  Methode 
der  Variation  <ler  genzentrischen  Distanzen. 

In  dem  Abschnitt  über  Störungsrechnunü  wird,  wie  buinahe  selbstver- 
släudlicii  ist,  nur  die  Rechnung  der  sog.  speziellen  Störungen  gelehrt,  während 
die  bloß  bei  geringer  Exzentiizitftt  und  Bahnneigung  anwmdbaren  absoluten 
SUJrungen,  deren  Theorie  für  das  voiü^nde  Werk  viel  zu  weit  geführt 
haben  würde,  nur  ihrem  Wesen  nach  erkiftrt  werden.  Ausführlieh  werden 
die  zur  Berechnung  der  spezielbni  Störungen  dierendeTi  drei  Methoden  der 
Eleuientfüstürungen,  der  Störungen  in  den  Polarkooniinaten  nnd  in  den  recht- 
winkligen Koordinaten  durchgenommen,  auch  wird  der  zwar  seltene,  aber 
interessante  Fall  behandelt,  dafi  bei  der  StGmng  eines  Kometen  durch  einen 
Planetüü  die  bt  icb-u  Körper  sich  sehr  nahe  kommen,  so  daß  man  vorteil- 
hafter Wei.se  den  l'laneten  als  Zentralküriier  und  die  Sonne  als  störenden 
Körper  ansieht,  ferner  auch  der  Fall,  wo  bei  großer  Kntfernung  des  störenden 
Planeten  vom  gestörten  Kometen  es  sich  zur  Vereuilachung  der  Rechnung 
empfiehlt  I  das  Elementensystem  nicht  auf  den  Sonnenmittelpunkt,  sondern 
auf  den  Schwerpunkt  Ton  Sonne  und  Planeten  als  Koordinatenanfangspnnkt 
SU  beziehen.  Die  Fonneln  der  mechanischen  Quadratur,  die  zur  Beredmong 
d»>r  Rtfirungsbeträge  rus  den  Diöercntialquotienten  dienen,  linden  in  cUesem 
Teil  des  Werkes  eljentalls  ilire  .\bleitung. 

Die  letzten  Kapitel  sind  der  Bestinuauug  der  Bahnen  der  Meteore,  der 
Satelliten  und  der  Doppelsterne  gewidmet.  Es  ist  kaum  nötig  zu  erwShnen^ 
daB  hier  auch  die  Methoden  von  LehmanD-Filhet;  und  Sehwarzschild 
zur  Bestimmung  der  Bahn  dnes  spektTOs]n>pischen  Doppelstemes  zur  Dar- 
stellung kommen. 
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Zum  Schluß  der  matheuiatisühen  Behandluag  der  emzelneu  Probleme 
aind  in  der  Regd  die  für  die  Becbnung  nStigeii  Fomeln  motäi  einmal  >a- 
Bunmengestellt  und,  wo  es  irgend  erwünacht  iat,  ein  nnmeriflcliei  Beispiel 

vollständig  durchgerechnet. 

Von  großer  Wichtigkeit  für  ein  Buch  wie  das  vorliegende  ist  der  korrekte 
Druck,  weil  der  Rechner  sich  nicht  immer  die  Zeit  nehmen  kann,  die  zu 
benatnmdeii  FomMln  amf  ilir  Richtigkeit  zu  prOfen.  Anoli  in  dieser  Beileliiing 
verdient  das  Werk  undngescbrtnktes  Lob.  Eine  genügende  An«aU  von 
Figuren  ist  dem  Text  eingefügt. 

Wenn  Referent  einige  Kleinigkeiten,  die  iliiu  als  verbesserungsbedilrftig 
aufgefallen  sind,  noch  erwHhnon  darf,  so  niödite  er  auf  den  in  den  ersten 
Kapiteln  ^ehr  hüulig  vorkummendeu  Ausdruck  Quadrauleudreieck  hinweisen, 
fftr  den  es  jedenfalls  Olctantendreieck  heÜten  sollte.  —  DaB  der  auf  8.  ISl  an- 
geffthrte,  Schröder  van  der  Kolk  Sttgesehriebene  Satz  über  die  Geschwindig- 
keit bei  der  elliptischen  Bewegung  schon  viel  früher  von  Wh e well  gefunden 
worden  i«t  erst  nach  Erscheinen  des  Bauschingersrlien  Wirkes  im 

„Observatory  '  nachgewiesen  worden;  „not  every  theorem  is  made  in  (rmnany^'' 
heißt  es  daselbst  —  Bei  der  Anseinanderseteung  des  eine  Abkflrzung  der 
Bechnnng  bezweckenden  Oppol Barschen  Verfahrens  svr  Bereehnung  der  spe- 
aeUen  Stömngen  in  rechtwinkligen  Koordinaten  anf  8.  648  können  die  Worte 

„In  dem  Ausdrucke  (4)  von  q  kann  man  die  ^  I)  \      i  t  durch 

extrapolierte  Werte  dieser  Größen  ersetzen,  da  sie  nochmals  mit  |,  J 
multipliziert  werden;  die  |,  ij,  ^  selbst  werden  durch  (7)  gegeben/^ 

den  Glauben  hervorrufen,  als  sollte  g  durch  (4)  und  |,  ij,  ^  durdb  (7)  be- 
rechnet werden.  Weiterhin  sind  alleidincrs  unter  (9)  und  (12)  die  geeigneten 
Formeln  ;£ur  Berechnung  dieser  Größten  angeführt.  Es  macht  den  Kindruck, 
als  seien  jene  Worte  versehentlich  stehen  geblieben,  da  sie  unbeschadet  des 
Sinnes  fehlen  konnten,  ja  sogar  dun^  ihr  Fehlen  ein  Mifiverst&ndnis  ver- 
mieden wird.  In  dem  spftter  folgenden  numerischen  Beispiel  ist  die  Bechnnng 
durch;iu>  richtig  geführt.  —  Der  Lo>:Hiithmns  der  in  Bop-onsokunden  aus- 
gedrückten (iaußischeu  < Jravitationskonstant'  »i  ist  auf  6  Deziinalen  abgekür/.t 
nicht  3,.550006,  wie  aut  S.  459  steht,  sondern  b,5dOOU7.  —  Mängel  von 
Bedeutung  bat  das  Budi,  wie  von  vom  her^  aidtt  anden  au  erwarten 
war,  jedenftlls  nicht. 

Erwähnt  muß  noch  werden,  daß  Verfasser  auch  historische  Notizen  Über 
das  Problem  der  Bahnbestimmung  gibt 

Jena.  Otto  Knopp. 

H.  Andoyer,  Ctown  d*Aatronoimie.  l^'^partie.  Astronomie  theori - 
que.  Ftois,  A.  Hermann.  1906.  gr.  8*.  222  3.  Idthograpfaiert.  Preis  9  frcs. 

Während  man  in  Deutschland  für  gewöhuHcb  unter  theoretischer 
Astronomie  die  Lehre  von  der  Bahnbestimmung  der  Hiiiiin<  lskörper  versteht, 
wird  in  Frankreich  bald  die  Störungstheorie,  bald  wie  im  vorliegenden  Fall 
die  in  Deutschland  sogenannte  sphärische  Astronomie  unter  diesem  Namen 
begriffen.  Verf.  selbst  bcKeioluiet  au  Eingang  des  swdten  Kai^tels  ab 
Gegenstand  seines  Werkes  das  Studium  der  scheinbaren  Bewegungen  am 
Ilimmelsgewfilbe  und  fügt  zur  weiteren  ErkUmng  bei,  es  handle  sich  um 
die  Bestimmung,  in  weldiM*  !EUchtnng  in  einem  gegebenen  Zeitmoment  und 
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an  einem  gegebenen  Beobaditniigsort  ein  Oeatini  tanAi  befinde,  und  welche 

Erscheinungen  es  darbiete. 

Diese  Dpfinition  g^reift  Über  den  Liercich,  welcher  in  den  deutschen 
Lehrbüchern  der  sphärifichen  Astronomie  y.uerteilt  wird,  etwas  hinaus,  sie 
umllifit  z.  B.  aueh  die  seheinbave  Bewegung  der  Planeten  an  der  Hinimels- 
kogel,  die  in  der  Tat  Verf.  in  sein  Werk  mit  einbezieht.  Und  es  erscheint 
auch  nicht  gerechtfertigt,  daß  die  deutschen  Lehrbücher  der  sphärischen 
Astronomie  wohl  die  Bcheinbaro  Bahn  der  8onne,  nioht  aber  die  der  anderen 
Gestirne  behandeln. 

Ver£  beginnt  mit  der  Ableitung  der  Fimneln  der  tphlriMdien  Trigono- 
metrie, bei  denen  er  drei  „Ordnungen^  unterscheidet,  ntoilieb  aolche,  in 
denen  die  Seiten  und  Winkel  des  sphSrischen  Dreieek.s  ungeteilt,  solche  in 
denen  sie  durch  2,  und  solche  in  denen  sie  durch  4  geteilt  vorkommen. 
Auch  mit  den  Differentialformeln,  welche  ja  so  häutig  von  den  A.-<tronomen 
gebraucht  werden,  werden  wir  bekannt  gemacht.  In  einer  derselben,  B.  20, 
Z.  13  mnfi  der  dort  stehende  Faktor  11  wegfallen.  Zu  dem  Bjipitel  von 
der  Koordinatenverwandlnng  sei  erwfthnt,  daß  Verf.  auch  die  Fabritiusschen 
Differentialformeln  bringt,  welche  in  dem  Fall,  daß  der  variierte  Ort  dem 
Pol  des  neuen  Koordinatensystems  nahe*  liegt,  an  Stelle  der  gewöhnlich 
benutzten  Ditferentialformelu  anzuwenden  sind,  weil  diese  ein  zu  unsicheres 
fiesoltat  liefern. 

In  genügend  ansfOhrlieher  Weise  sind  Refraktion,  PuraUaxe,  Aberration, 

Präzession  und  Nutation  behandelt.  Im  Kapitel  über  Befhkktion  sind  audi 
die  Formeln  zur  Berechnung  des  Einflusses  der.-ielben  auf  Mikrometermessungen 
abgeleitet.  Die  Behandlung  «ier  geozeatrischen  iieweirung  der  Planeten 
macht  ein  ivapitel  über  gewisse  der  HimmeUm^hanik  eutsta.mmeudc  Grund- 
begriffe nötig,  z.  B.  der  Babneleroente  eines  maaeten,  der  GaufliMdien 
Qrantationskonstante,  der  wahren,  exzentrisdiini  and  mittleren  AncHualie,  der 
Kepler.'ichen  Gleichung  usw. 

In  <leiü  Kapitel  über  die  Beweerung  der  Satelliten  wird  auch  die  Be- 
%vpgung  des  Mondes,  z.  B.  die  physische  und  optische  Libration,  behandelt 
und  ebenso  die  Bewegung  eines  Punktes  der  Oberfläche  eines  rotierenden 
Himmelskörpers,  insbesondere  der  Sonnenfle(^en. 

Das  letzte,  umfangreichste  Kapitel  Idirt  auf  39  Seiten  die  Berechnung 
der  ^stemisse.  Otto  Enoff. 

O«  V,  I'ippa,  MythenbUdung  und  Xrkenntnla«  Eine  Abhandlung 
über  die  Grundlagen  der  Philosophie.  (A.  u.  d.  T.:  Wissenschaft  und 
Hypothese.  Bd.  HI.)    Leipsig  1907,  B.  6.  Teubner. 

Da  das  Denken  eine  unwillkürlich  sich  vollsiehende  Lebensftußorung  ist, 
die  zunächst  unbeachtet  bleibt  und  auch  dann,  wenn  sie  einmal  beachtet 
worden  ist,  wieder  aiiBer  acht  gela.>-s'»n  werden  kann,  so  ist  ein  düppeltt?.s 
\  criiültc'u  des  Menschen  zu  untcrscheideu,  je  uachdtjm  die  Tatüache  des  Denkens 
und  die  Entstehung  d«r  Erkenntnisse  verborgen  bleibt  oder  zum  Bewußtsein 
kommt.  Im  ersteren  Falle  nenne  ich  es  naiv,  im  letzteren  Falle  krÜisck. 
Das  naive  Verhalten  führt  zur  Mythenbildung,  die  nicht  auf  einer  mit  be- 
wußter Absicht  ausi'prübrfen  Deutung  !n  oliachtctt  r  Erscheinungen,  sondern 
auf  dem  \Vicderanfk'l)Hn  früherer  Erlebnisse  in  deu  gegenwärtigen  Eindrücken 
beruht.    Der  Mensch  kann  nämlich  keiner  sich  bew^egenden  oder  sich  ver- 
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ftndemdeii  GegenstKud«  bewuBt  werden,  olme  dafi  zugleich  die  Gegensttnde, 
»B  denen  er  frfiher  JÜmlioihes  beoliMlitet  hat,  m  erneuter  WahniehaMing' 
geUngen.  ünd  woil  er  zu&Schst  imd  hauptsächlich  an  seinem  eigenen  Leibe 
Bewegungen  und  Veränderungen  crlohi  hat,  so  findet  er  vor  allem  sich  selbst 
in  den  betrachteten  Gepenstilnden  wieder  Deshalb  sieht  er  in  den  anderen 
Menschen  seinesgleichen  und  in  den  Tieren  ihm  ähnliche  Geschöpfe.  Aber 
audi  in  dem  Natnrgesehehen  erbliekt  er  .lebende  Wesen.  Er  haftet  so  sein 
eigenes  Sein,  ohne  davon  sn  wissen,  den  sidi  bewegenden  und  sich  ver- 
ändernden Gegenständen  an  und  glaubt  in  allom,  was  in  der  Xatur  vorgehi, 
das  Wirken  lebender  Wesen  wahrzunebmeu.  Darin  besteht  die  Mythenbilduiig, 
die  überall  auftritt,  wo  der  wahrnehmende  Mensch  Gegenstände  als  unbedingt 
und  sdileditltin  bestelie&d  amiinmit  imd  tXka  das  in  ibmen  zu  finden  glaubt,  was 
er  selbst  durch  den  Wahmebmnngsprozeß  in  sie  hineingelegt  hat  Im  ^täupfe 
gegen  diese  HyÜisnbildung  entwickelt  sich  die  kritisdie  Weltbetirachtung.  Sie 
erfordert  keine  neu  entstehenden  peistigen  Verninorpn .  sondern  lediglich  ein 
umfangreieheres  und  stärkeres  Aufleben  der  Vergangenheit  in  der  Gegenwart, 
wobei  sich  Widerspi*üche  geltend  machen,  die  zu  der  Unterscheidung  zwischen 
der  Wahrnehmong  der  Dinge  und  ihrem  Wesen  fuhren.  Das  Wesoi  der  Dinge 
wird,  wie  die  Geschichte  der  Philosophie  lehrt,  zunBchst  als  eine  der  Sinnen- 
welt unmittelbar  zugrunde  liegende,  ihr  immanente  oder  als  eine  sie  über- 
steigende transzendente  Wirklichkeit  zu  begreifen  ge5?ncht.  Zu  einer  völligen 
Durchführung  des  kritischen  Verhaltens  gelangt  man  jedoch  erst  dann,  wenn 
man  den  Grund  für  das  Wesen  der  Dinge  ebenso  wie  für  ihre  sinnüche 
Wahrnehmung  im  eigenen  Denken  und  Wahrnehmen  suoht.  Damm  gehe  iidi 
von  dem  Vollzuge  ursprünglidier  Bestinimungen  aus,  die  auf  dem  Erfassen 
des  einen  im  anderen  beruhen  und  dazu  führen,  das  eine  vom  anderen  zu 
untf'rscbeiden  und  mit  ihm  zu  verknüpfen.  Der  Zusammenhang  der  Be- 
stimmungen gewährt  den  Zugaug  zu  den  Grundlagen  der  Mathematik.  Fragt 
man  aber,  wie  die  WirUiehkeit  in  diesen  Bettimmungen  sidb  darbietet,  so 
£näet  man  Raum  und  Zeit  als  ihre  unaufhebbaxen  tmd  imldslioh  miteinander 
verknüpften  Formen.  Die  im  Räume  sich  erstreckende  und  in  der  Zeit  sich 
verändernde  Körperwelt  ist  die  Wirklichkeit.  Jeder  Raunikörpcr  ist  mit  ge- 
wissen, die  Art  und  Weise  seiner  Veränderung  bedingenden  l'arttmettu'n  be- 
haftet. Die  Parameter  der  lebendigen  Körper  sind  nicht  nur  von  den  gegen- 
inNhrtigeii,  sondern  andi  von  den  vergangenen  Zustilnden  abhftngig.  Dieses 
objektive  Aufleben  der  Vergangenheit  in  der  Gegenwart  bildet  die  Unterlage 
des  Bewußtseins. 

Leipzig.  G.  F.  Lipps. 

Serret-Soheirers.  Lehrbuch  der  Differential-  und  Integralreohnung 

von  J.  A.  Serret.  Nach  Axel  Harnacks  Übersetzung.  Tn  3  Bänden.  3.  Auflage, 
neu  bparl)eitei  von  G.  Scheffers.  II.  Band:  Integralrechnung.  Mit 
1(),'>  FigurL'u  im  Text.    fXlV  u.  586  S.]  gr.  8.    Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 

Bei  der  neueu  Bearbeitung  wurde  besondere  Sorgfalt  an  eine  klare, 
exakte  und  möglichst  schlichte  Ausdrucksweise  gewendet  j  auch  das  Figuren- 
matmal  ist  erneuert  worden.  Die  Existenzbeweise  fBr  einfache  und  Doppel- 
integrale  sowie  für  Kurveniutegrale  als  Grwzwerte  von  Summen  sind  ver- 
vollständig* ,  Integrationen  im  komplexen  Bereiche  ohne  den  Nachweis,  daB 
sie  gestattet  sind,  wurden  vermieden.  Die  Untersuchung  der  Grenzwerte  von 
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Integralen  mit  endlosen  Intervallen  oder  mit  unstetigen  Integranden  darf  man 
in  den  Heispifipn  nicht  stets  den  Lesern  Überlassen,  da  sie  zuwf'ilen  be- 
deutende Schwierigkeiten  bereitet.  Do<;halb  war  hif^r  viel  einzuschalten  und 
insbesondere  in  dem  Kapitel  über  die  Gammaiuukiioii  manches  fehlende  Glied 
in  d«r  Entwicldmig  einzuffigen.  Ein  spezielles  Problem  der  Bektifikatioii, 
das  liisher  nur  bnichstdckweise  behandelt  worden  war,  ist  so  wmt  ansgeftthrt 
worden,  da&  der  Leser  nunmehr  den  Ansatz  verstehen  kann. 

Trot?  niancbfrlpi  rnistellungPTi  im  einzelnen  und  trotz  der  durchcfüngigen 
Erneuerung  des  iextes  ist  der  bisherige  Stoflf,  abgesehen  von  wenigen  Einzel- 
heiten, beibehalten  tmd  einiges  Neue  eingeschaltet  wordttt  Yollständig  er- 
neuert werdm  mußte  das  Kapitel  Uber  die  Funktionen  von  komplexen  Ver- 
änderlichen und  ihre  Integrale,  wobei  erreicht  wurde,  daß  die  mehrdeutigen 
Funktionen  erst  ganz  zum  P  hhisse  zur  Sprache  kommen. 

Der  Hamacksche  Anhang  über  die  Fonriersolie  Iteihe  und  das  Fourier- 
sche  Integral  ist  nach  dem  Originale  in  der  ersten  Auflage  in  imvcränderter 
F(Hrm  wiedergegeben,  denn  er  ist  eine  Monographie,  die  schon  der  Qesdiichte 
der  Mathematik  angehört  Die  erllotemden  Anmerkungen  dasu  sind  nieht  fiir 
den  Fachmann,  sondern  für  soltdie  bestimmt,  die  auf  Grund  des  Serretschen 
Buches  die  zum  Teil  sehr  knapp  geschriebene  und  im  Ausdrucke  dftors  etwas 
nachlässige  Abhandlung  studieren  wollen. 

Auch  diesem  Baude  ist  ein  sehr  austührliches  Sachregister  beigegeben. 

Die  neue  Bearbeitung  des  dritten  Bandes  und  damit  der  Abschlul}  des 
gansen  Werkes  soU  so  schnell  wie  möglich  folgen. 

Steglits.  6.  SOHBFPBRS. 

M.  Abraham,  Tiieurie  der  Elektrizität,  i.  Band:  Etuiüiuuug  in 
die  Maxwellscbe  Theorie  der  Elektrizitit.  Von  A.  Föppl.  3.  toU- 
stündig  umgearbeitete  Auflage  von  M.  Abraham.  Mit  11  Figuren  im  Text. 
[XVm  u.  460  S.]    gr.  8.   Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 

Der  erste  Band  des  Werkes,  betitelt:  «Einftlhrung  in  die  Maxwell« 

sehe  Theorie",  beginnt  mit  der  allgemeinen  mathematischen  "BehandluTitr 
der  Vektoren  nnä  der  Vektorfelder  und  versieht  so  den  Lesrr  mit  dem 
Büstzeu;^,  dessen  er  beim  Studium  der  modernen  Elektrizitälstheorie  itedarf. 
Die  physikalischen  Qrnndli^n  der  Maxwellschra  Theorie  werden  auf  in- 
duktivem Wege  entwickelt,  indem  von  den  Gesetseen  der  statischen  und 
stationären  elektrischen  und  magnetischen  Felder  ausgegangen  und  erst  dann 
zu  den  elektromagnetischen  Feldgleichungen  aufgestiegen  wird;  diese  werden 
durch  zahlreiche  Anwendungen,  insbesondere  auf  eleictrische  Wellen,  dem 
Verständnis  nahegerückt.  Die  Theorie  des  Ferromagnetismus  und  die  Elektro- 
dynamik bewegter  Körper  bilden  den  Schluß  des  Bandes;  hier  bietet  sich 
öfters  Gelegenheit,  auf  die  AufTassangen  der  Elektroneutli  li  anzuspielen, 
obwohl  ihre  ausführliche  Behandlung  dem  zweiten  Bande  vorbehalten  ge- 
blieben ist.  M.  A. 

O.  Eggert,  Profr>-(M  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Danzig,  Ein- 
führung in  die  Geodäsie.    Mit  237  Figuren  im  Text    [X  u.  437  S.j 

gr.  Ö.    Leipzig  1907,  B  (1.  Teubner. 

Der  Verfasser  boabsichtinrt  mit  der  Herausgabe  des  vorliegenden  Buclies, 
die  in  der  niederen  Geodäsie  üblieheu  Messuugs-  und  Berechnungsmethodeu 
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in  Form  eines  kurzgefaßten  Lehrbuches  darzustellen,  soweit  ihnen  die  Erd- 
oberflllche  für  die  Horizontalaufnahmen  als  wagerechte  Ebene,  für  die  Hnhen- 
aufnahmen  als  Kugelüäcbe  zugrunde  gelegt  werden  kann.  Der  Inhalt  gliedert 
sich  in  vier  Abschnittte:  1.  Oeometrische  und  trigonometrische  Horizontal- 
ftofikahmen,  3.  HSbeiiaiifiialinien,  3.  Gldohzeitige  Horizontal'  und  HUmb- 
anfiiahnaen ,  4.  Die  AnaglfiioliiingsreebnuBg  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate,  lu  hezng  auf  die  Manniu'f";iltigkeit  des  Stoffes  wurden  liierbei  enge 
Grenzen  gezogen,  da  dem  Verfasser  weniger  daran  lag,  einen  Überblick  über 
die  gesamten  Methoden  zu  geben,  als  vielmehr  eine  Auswahl  derselben  mit 
gr96erer  Ansltthrliehkoit  zu  beluuideln.  Eine  gleiche  Besohr&ukung  irmäe 
«ach  hinsichflieh  der  zu  erläuternden  biatmmenie  innegdialton,  jedoch  fanden 
außer  den  wichtigsten  älteren  Typen  auch  oiuige  neuere  Konstruktionen 
Aufhahme.  Verfasser  hielt  es  für  zweckmäßig,  die  Ausgleichungsrpflmnng 
und  ihre  Anwendung^a  im  letzten  Abschnitte  des  Buches  zu  bphiindnin,  um 
■einerseits  das  Studium  der  ersten  drei  Abschnitte  zu  erleichtern,  andererseits 
4US  ihnen  fOr  den  letzten  die  erforderlichen  Beispiele  entnehmen  zu  kttuwi. 
Danzig^Langfohr.  0.  Eoobrt. 

A.  Föpplf  Vorlesimgeu  über  technisohe  Meob.aixLk.  In  6  Bänden. 
V.  Band:  Die  wiehtigsien  Lehren  der  höheren  Elastiz^itätstheorie. 
Uit  44  Figuren  im  Text  [13  u.  391  SJ  gr.  8.  Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 

Ln  Jahre  1900  gelangte  das  Tierfalndige  Werk  mein«  „Vorlesungen" 

zum  Abschlüsse.  Die  einzelnen  BSnde  sind  inzwischen  teils  in  zweiter,  teils 
in  dritter  Auflage  erschienen.  Von  vornherein  hatte  ich  Ix'i  der  Bejirbfitung 
lüeser  Bände  Bedacbt  daranf  genommen,  auch  solche  (Jcgt^usiände  zu  be 
handeln,  die  wegen  der  höheren  Anforderungen,  die  sie  an  die  Auö'assaugs- 
gäbe  des  Lesers  stellen,  in  den  meisten  Siteren  Lehrbflidiem  libergangen 
waren,  von  denen  leih  aber  annahm,  daß  sie  fUr  den  gut  ausgebildeten  Li- 
genieur  nicht  nur  sehr  ntitzlich,  sondern  auch  keineswegs  zu  schwierig  wären, 
falls  sie  nur  in  der  richtigen  Weise  dargelegt  würden.  Damit  habe  ich  wohl 
auch  recht  behalten. 

Seitdem  hat  sich  nun,  soweit  ich  dies  beurteilen  kann,  das  theoretische 
VerstSndnis  sowohl  als  audi  die  Freude  an  theoretischen  Erörterungen 
praktisch  widitiger  Dinge  im  Kreise  der  jüngeren  Ingenieure  noch  erheblich 
vertieft,  wozu  nameutlich  die  Kinfühnmg  der  technischen  Doktorwürde  viel 
beigetragen  zu  haben  scheint.  Diese  Beobachtung  hat  mich  ermutigt,  den 
Weg,  den  ich  schon  früher  eingeschlagen  hatte,  weiter  fortzusetzen.  Am 
n&chsten  hfttte  es  ja  TieUeicht  gelegen,  die  firflheren  Binde  meines  Werkes 
bei  Gelegeinhnt  der  Neuauflagen  durch  entspreebende  Eins^Aialtu^en  zu  er- 
gänzen, loh  hielt  dies  aber  nicht  für  richtig,  habe  vielmehr  bei  der  dritten 
Auflag«'  nioiner  ,, Festigkeif  skhrr"  umgekehrt  eine  Beschrankung  des  Stoffes 
vorgenommeu,  der  jetzt  ungefähr  nur  noch  das  umfaßt,  was  man  allenfalls 
in  einer  allgemeinen  Vorlesung  über  diesen  Gegenstand  vorbiingeu  könnte. 

DafOkr  habe  ich  jetzt  den  hier  angezeigten  fllnfteii  Band  TerfaBt,  der 
sioh  als  eine  Ergänzimg  des  dritten  darstellt.  Zum  kleinor(>n  Teile  enthält 
er  zunächst  das,  was  bei  der  letzten  Auflage  des  dritten  Bandes  weggefallen 
war,  während  der  weitaus  größere  Teil  die  fiüher  nicht  berücksichtigten 
Lehren  der  Elastizittttstheorie  bringt,  soweit  sie  für  den  Ingenieur  von 
Wichtigkeit  zu  sein  schienen.    Auf  diesen  Leserkreis  ist  die  ganze  Dar- 
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stoUiing  bereebnet,  und  idi  hoffe,  d&0  es  mir  gelungen  sein  wird,  au(^  die 
vflorwickeltereik  UnteratiehiiBgeiLf  uai  die  n  aioh  iiäm  vielfach  handelt,  in 

eine  Form  zu  bringen,  die  dem  Yerstftndnisse  keine  erbeblioheii  Schwierig- 
keiten mehr  bereitet.    Auch  die  neueren  Untersuchungen,  soweit  sie  in  den. 
Rahmen  paßten,  habe  ich  mich  bemüht,  nach  Möglichkeit  zu  verwerten. 
Mtlnchen.  A,  Föppl. 

H.  Lamb,  Profi  sor  In  ilathematik  an  der  Viktoria -Universität 
Manchester,  Itehrbuch.  der  Hydrodynamik.  Deutsche  autorisierte  Aus- 
gabe (nach  der  3.  englischen  Auflage)  })esürgt  von  Dr.  Job.  Friede].  Mit 
79  Figuren  im  Text.  fXTV  n.  788  8.]  gr.  8.   Leipzig  1907,  B.  G.  Teubner. 

Es  gibt  wenige  Werke  aut  dem  gesamten  Gebiete  der  malhematischen 
Physik,  däe  gleichzei1%  so  viele  Vorteile  in  äch  vereinigen,  wie  die  Hydro- 
dynamik von  H.  Lamb.  Dieses  Buch  besitzt  gleichen  Wert  für  den  An> 
f&nger,  der  über  die  notwendigsten  Grundlagen  der  höheren  Mathematik  ver- 
fügt, wie  für  denjenigen,  der  sich  mit  selbständigen  Arbeiten  befassen  will. 

Zur  Erleichterung  des  Verständnisses  sind  eine  große  Anzahl  numeri- 
seher  Beispiele,  sowie  ßtromüniendiagramme  und  andere  Figuren  eingefügt. 
In  bezug  auf ,  VollBteadigkeit  der  Idteraturangaben  ist  wohl  das  denkbar 
möglichste  erreicht  worden;  die  wesentliehBten  Arbeiten  des  Jahres  190& 
sind  noch  berücksichtigt. 

So  darf  man  behaupten,  daß  die  3.  englische  Auflage  (Januar  1906) 
in  jeder  Hinsicht  auf  einer  hohen  Stufe  der  Vollkommenheit  steht.  Darum 
ist  es  selbitventftndlich,  daß  die  deutsehe  Ausgabe  sich  eng  an  das  Original 
anschliedt,  und  daß  \sm  AnlaB  vorlag,  irgendwelehe  wesentlichen  Änderungen 
oder  Zusätae  anzabringen.  J.  F. 

H.  Wimm,  Abhandtiuigen  mr  Sammliiiig  madiematlaoher  Mo* 
delle.  In  awaagloeen  Helten  herausgegeben.  Krsies  Heft.  [91  S.]  gr.  8. 
Leipng  1907,  B.  Q.  Teubner. 

Inhalt:  Abhandlungen  von  H.  Wiener.  Vorbemerkung.  Nr.  1.  Über 
mathematische  Modelle  und  ihre  Verwendung  im  Unterricht.  Nr.  2.  Zur 
Projtjktioii  einiger  ebenen  Figuren.  Nr.  3.  Die  5  regelmiißiLTcn  Yielflaehe 
Platous.  Regelmäßigkeit  in  einer  Gruppe.  Nr.  4.  Kegtlmüßige  Viel- 
strahlen und  geschlossene  Spiegelsjsteme.  Nr.  6.  Die  regelmäßigen  Viel- 
flache, abgeleitet  aus  ihrer  Gruppe.  (Erster  Teil.)  Nr.  6.  Wie  sollen  Fliichcn, 
insbesondere  die  der  2.  0.,  gezeichnet  werden?  Nr.  7.  Über  FlUcbcu  2.  0. 
Nr.  8.  Bewegliche  Fadenmodelle  der  Kegeltlächen  2.  0.  mit  grleichbieibenden 
Fadenlängen.  Nr.  9.  Bewegliche  Stabmodeüe  zur  Überführung  einer  Fläche  2.0. 
in  konfokale  Fl&chon. 

Die  „Abhandlungen"  geben  sunftchst  dmn  Lehrer  alles  das  an  die  Hand, 
was  zum  erfolgreichen  Gebrauch  der  Modelle  nötig  ist:  Anleitungen  zur 
Handhabung  und  Hinweise  auf  die  Verwendbarkeit  im  Unterricht,  auf  die- 
jenigen mathematischen  Sätze,  die  durch  sie  erläutert  werden  können,  und 
auf  die  einschlägige  Literatui*. 

So  sollen  die  Abhandlungen,  wie  dieModdle  selbst,  auch  in  der  Mathematik 
dem  „unmittelbar  anschauenden  Denken'*  immOT  mehr  Eingang  verschaffen 
helfen,  aber  über  dies  hinaus  auf  scharfe  geometrische  Begriffsbildung  und 
Anwendung  zweckentsprechender  und  reiner  Methoden  hinweisen.     H.  W. 
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Handbucli  der  Eiementarmatliematik.  für  Jaehrer.  Von  Proieääor 
Dr.  K.  Schwering,  DireVtor  des  GyrnnMiriins  an  der  Apostelldrdie  in 
COln  a.  Bh.  IGt  193  Figmen  im  Texi  [Vin  u.  408  8.]  gr.  8.  Leipiig  1907, 
B.  6.  Tenbner. 

Wer  auf  höheren  Lehranstalten  mathematischen  ruten  icht  erteilt,  kommt 
jeden  Tag  in  die  Lage,  wissenschaftliche  Fragen  heantworten  zu  müssen. 
Gewöhnlich  sind  diese  Fragen  einfacitster  Art,  und  die  Antworten  liegen 
seit  Jahrtaa8«nden  bereit;  aber  jeder  Mathematiker  weiß,  daß  einige  dieser 
Fragen  erst  im  neunzelmteii  Jahrhimdert  ihre  zutrvffende  Beaatw<wtong  ge- 
funden haben.  Diese  Entwicklung  deiT  Wissenschaft  ist  auch  für  den  Unter- 
riclit  nicht  ohne  nachhaltifrc  Einwirkung  gehlielien,  und  das  hier  zur  Anzeige 
gelangende  Ruch  stellt  sieb  auch  in  diespr  l^ichtung  in  den  Dienst  der 
Schule.  Nicht,  um  die  wissenschaftlichen  iriageu  und  Forscbungsergebniijse 
atühtt  einer  neuem  Darstellung  zn  unterziehen.  Diese  Aufgabe  ist  durch  die 
EniyUopSdie  der  ElementannaUieroatik  einstweilen  in  abschließender  Weise 
gelöst.  Wissenschaftliche  Fragen  jedoch,  welche  nicht  über  die  Schul- 
mathematik hinausfuhren,  sondern  in  ^en  Unterricht  wieder  einronndon, 
sind  ausführlich  hehautielt  Es  mögen  hier  die  Grundlagen  der  Zahleulehre, 
die  irrationale  Zahl,  die  binomischen  Gleichungen,  die  Elimination  als  Bei- 
spiele aus  deir  Arithmetik  genannt  sein.  Ltshesondere  ist  Gewicht  gelegt 
auf  logische  Gliederung,  und  für  wichtige,  wenn  auch  einfache  Sfttie  der 
Geometrie  ist  das  lojrische  Oefil^re  der  TTnikehrunjr  austlrficklich  angegeben. 
Weil  das  Buch  sich  nicht  an  Anfanger,  sondern  au  Geübtero  wendet,  ist 
nicht  jeder  auch  im  Schulbuch  stehende  Satz  ausführlich  vorgetragen;  alle 
wichtigeren  Satie  aber  sind  z.  T.  nnter  TerschiedeiiMi  Gesichtspankten  h»* 
handelt.  Es  sind  teüs  mehrfache  Beweise  g^hen,  teils  die  Beziehungen 
untersucht,  in  welchen  die  vorgetragenen  Süt/.e  zu  anderen  mathematischen 
Wahrheiten  stehen.  Auob  Fragen  zweckmäßiger  Gestaltung  des  Lehrvortrags 
sind  eingehend  berücksichtigt.  K.  Scuwekiku. 
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